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SUR LE PROBLI~ME DES TROIS CORPS. 

Trajeetoires le long desquelles deux au moins des trois corps so choquent. 
Conditions qui entrafnent un choo 

P A R  

GIULIO BISCOI~CINI  
ROME. 

_Pr d f  ace.  

M. PAI~I~EV~, en 6tudiant lc probl~me des trois corps, a d6montr6 
que le mouvement se poursuit ind6finiment r6gulier, pourvu que los con- 
ditions initiates ne soient pas telles qu'~ un instant fini une au moins des 
distances mutuelles ne soit pas nulle. 1 

En d'autres termes, si, pour une valeur finie t~ du temps, deux au 
moins des trois points coincident, les dquations diffdrentielles du mouve- 
ment  ne peuvent pas gtre intdgr6es ~ l'aide de sdries convergentes pour 
t > t l .  Les d6veloppements sont au contraire toujours valables pour t < t ~ .  

M. PAINL~V~ ajoutait ensuite" ,I1 serait done extrgmemenl impolCmnt 
de d6finir avee pr6cision los conditions initiales qui correspondent ~ un 
choc,, et plus loin, en faisant allusion h une 6rude qu'il avait commenede, 
mais pas accomplie, il observait: , Cette discussion me donne lieu de penser 
que les conditions initiales qui entralnent un choe au bout d 'un temps 
fini satisfont h deux relations analytiques distinctes (qui se rdduisent h une 
dams le eas du mouvement plan),.  

~ .  le prof. LEVI-CIVITA, en envisageant le cas particulier du mouve- 
merit plan, se proposa cette question, que M. PAI~LEVk n'avait pas rdsolue. 

Ler sur la thdorie analytique des dquations diffdrentielles, p. 583. 
Act~ ma~t~matica. 30. Imprim~ le 19 aotlt 1805. 
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I)ans son travail il d~montra effectivement l'exis~ence d'une relation ana- 
lytique uniforme, et il en donna une expression ddveloppte en s~rie de 
puissances de la distance des deux points, qui tendent h se ehoquer. 1 

Le chemin avai~ ~t~ trac~, et l 'on n'avait qu'h le suivre pour rdsoudre 
le probl~me dans le cas g~ndral. Voiei les rdsultats auxque]s nous sommes 
parvenus. Soien~ P0, P1, P2 les trois corps. Posons p~ ~ PoP~, P2 =PoP~,  

et faisons l'hypoth~se que lira p~ = o et lira p~ :#: o. I1 s'agit de ddter- 
t=t t ~ = t  1 

miner les relations, auxquelles doivent satisfaire les conditions initiales, 
pour que cela air lieu. - -  Les deux hypotheses, que nous avons faites, 
doivent ~tre 6videmment suffisantes pour caracttriser les chocs PoP~ et les 
conditions initiales, dont ils ddpendent. 2fftanmoins, pour la r~solution du 
probl~me, nous avons introduit une troisibme hypothbse, que nous n'avons 
pas pu ddduire des autres. :Nous avons admis, que, dans le voisinage de 
P0, la vitesse angulaire de PoP~ dans le mouvement relatif par rapport 

190 soit finie. 
Le raisonnement, qui nous a conduit h l 'admettre, est tout h fait 

intuitif et on le trouvera darts le w 4, n ~ 2. 
Quant aux diffdrentes phases du proctdt, elles peuvent ~tre rtsumtes 

en un mot. 
:Nous avons eonsidtr~ le mouvement relatif des points P~, P~, par 

rapport ~ 190 et, par un choix convenable des variables, nous avons con- 
duit les 6quations du mouvement au type de celles de M. LEVI-CIV1TA 
(v. w 4, n ~ I). ~Tous avons alors dtmontrd, que les trajectoires singuli~res 
du systbme, le long desquelles les deux points 190,/)1 doivent se choquer, 
correspondent univoquement aux solutions, qui sont holomorphes dans le 
voisinage de la position de choe (v. w 5, n~ 3). Nous avons d6duit, selon 
les prdvisions de M. PAISLEV~ ,deux relations analytiques distinctes, entre 
les conditions initiales, relations, qui nous permettent de dtcider, si le 
mouvement aura lieu le long d'une des cxo 8 trajectoires singuli~res. 

Si nous indiquons ces deux relations par u~ 1) ~ o, u~'~= o, il est 
t r ident  qu'une seconde couple u~ 2) = o, u~:)-- - o,  analogue h la premiere, 
sera caracttristique pour les ehocs POP2, et une troisi~me u~ ') = o, u~ ~) = o 

1 Traiatorie siugolari ed urti nel problema ristretto dei tre corpi. Annali di Ma- 
tematica. Tomo IX, serie IIIa. - - U n e  nouvelle r~daction de ce m~moire paraitra sous 

peu dans les *Acta,. 
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pour les chocs /)1/),2. En r6sum6 les deux ~quations 

nous permettrons de caractdriser tousles mouvements singuliers du syst~me, 
dans lesquels deux quelconques des points se choquent. 

~ous finirons ce court rgsumd de notre travail en ajoutant, que dans 
le dernier paragraphe nous nous sommes occupds de d6terminer effective- 
merit la forme analytique des 6quations u~ ~)-- o, u(~ ~)~- o, en d6veloppant 
les premiers membres en s6ries de puissances de la distance 1)ol)1. 

w 1. F . q u a t i o n s  d u  m o u v e m e n t .  

I .  Mouvement  des trois corps -Po,-P~, t3: rdfdr~ tt des axes fixes. - -  

Consid6rons trois points /)o, P1, P~, dont les masses sont m0, m~, m2, et 
supposons qu'ils s'attirent mutuellement selon la loi de I~WTO~'. ~Rappor- 
tons-les ~ un syst~me d'axes cart6siens $, 7, ~', fixes dans l'espace, et appelons 
$~, ~]~, ~ les coordonndes d'un point quelconque entre eux, et/oi, q~, ri les 
composantes de sa quantit6 de mouvement. 

Les 6quations du mouvement du syst~me sont: 

d-t - -  @~' dt ~ '  dt ~ '  
(I) (,=0,~,~) 

dt ~$~ ' dt ~ '  dt ~ ' 

oh l'on a posd: 

(:) 

et: 
A,+ = ~/(~,_ G), + ( 7 , -  V+)' + ( ~ -  ~')" 

I1 va sans dire, que nous avons choisi l'unit6 de temps, de mani~re 
que la constante d'attraction universelle devienne 6gale h l'unit6. 

II .  Transformat ion de t)oincard. - -  Envisageons mainten~nt le syst~me 
d'axes x, y,  z mends par s et dont les directions sont constamment celles 
des axes ~, ~ ,  ~. Soient Xl, Yl, zl ; x2, Y2, z2 les coordonn6es des points 
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/)1, P ,  rapportds ~ ces axes. Les formules de transformation entre les 
deux syst~mes sont: 

Xo = $o, Yo = ~o,  Zo = r 
(3)  <'='." 

x ,  = $ , - -  ~o, y ,  = ~ ,  - -  ~o ,  z, = r  r 

Posons ensuite : 

{ (3') p o =  q o =  t o =  JL, 
( t = 1 , 2 )  

p ,  ~ , ,  q,  = ~ , ,  r ,  = ~, .  

2 2 

donnent entre les variables x~, y , ,  zi ; p~, qi, r~ et ~ ,  '2~, r ; P~, qi, ri une 
transformation, qui conserve la forme canonique au syst~me (I). 

1Wous pouvons mainfenant remarquer que Po, qo, ro sont des const~ntes. 
2 

Elles sont en effet, au multiplicateur ~im~  pros, les eomposantes de la vitesse 
0 

du centre de gravit4 des trois points, qui se meut uniformdmen% sur une 
ligne droite. On pourra donc les supposer 4gales s zgro, sans rien 6ter 

la g4ndralit4 du probl~me. 
Les 4quations, qui ddfinissent le mouvement relatif .de /'1 et t'2 par 

rappor~ ~ Po, sont donc" 

~H dy, _ aH 
dp~ ' dt oqi ' 

(I ') i dp, aH dq, aH dr, 
! -d[ = Ox~ ' dt - -  ayi ' dt 

oh l 'on a pos4, en vertu des relations (?) et (3), (3')" 

[ dx~ dz~ ~H.  
-d-i = de - -  ~r-~ ' 

a t t  
(t=1,=) 

(2') 

et 

H-~T--U-~ 

I I 2 2 [ 2 

ho, = Jx~ + v~ + d ,  

m~mj 
A~ ' 
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I I I .  t~emlglacement des coml~osantes de la vitesse absolue de t)~ p a r  les 

com_posantes de sa vitesse relative. - -  Substituons maintenant h la place des 
eomposantes de la quantit6 de mouvement absohe de /)1 les eomposantes 
xl,  y'~, z~ de sa vitesse relative. 

Elles sont fournies par le 
lesquelles on dolt supposer i = I 

En  posant: 
I I 

~t~b I 

o n  a l l r a  �9 

(5) 

et par cons6quent: 

premier groupe des 6quations ( I ' ) ,  dans 
et avoir 6gard h la relation (2'). 

I I 

~ = '~o + m~ + 

mo :~ 

Yl = P~ ql q- q__t 
ma :~ 

Z'I = ['~1 r l  + r.....~ 
~ 0  ~ 

H = ~ ~ (x; ~ + yl ~ "4- z't ~) q- P2 (P~ q- q] -t- r]) - -  z A,j " 

Du premier groupe des dquations (I'), en vertu des figalit6s (5), on 
tire done" 

dx, aH aH~x~ ~H 
dt ~-~-ap, ax,~p, P~x~ '  etc.; 

dx~ ~H aH $H ~z~ $H x___~_', etc. ; 
dt - -  = + = + moZ, '  

c'est-~-dire" 

ax, _ a(z,H) dy, _ ~(Z1It) dz, ~(p,//). 
dt ax~ ' dt OYl ' dt az't ' 

dt - -  ~ H - t -  mop,], dt ~ mo/6]' dt ar, mop,/ 

En dfirivant les relations (5) par rappor~ ~ t on a: 

dx~ d/h i @~ etc., 
d---i = / ~  - ~  + mo clt ' 
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ou bien, en vertu des dquations (I'): 

dx', aH ~ aH oH 
d--f ----- - -  # ~  ax---~, mo ax, ---- P~ ax, 

, , , ,x,  a ( , , , , , , ,  e to .  

On pourra done remplacer le deuxibme groupe du systbme ( I ' ) p a r  
les 6quations: 

dx', a (  m,x,x ,  ,n,m, ~ )  etc., 
d--f = - -  ax--~ # ~ H  + Ar + mo 

dp~ oH 
- -  etc. 

dt  ax2 ' 

Posons enfin" 

2 

H~ = ~ (x'~2 + y~ + z'~2)--#~ v A .  + m~ A ~  + mo A ~ '  
0 

o 

0 ~ v + ,~o~,--- (x,p.~ + y', q., + z', r~). 

D'apr~s Ies dquations (5) le systSme (I') sera dquivalant au systbme: 

dx, all, dy, _ all,  dz~ aH~ 
- ~  ~-  ax~ ' dt  ay', ' dt - -  az'~ ' 

I dx'~ aH~ dy'~ a l l ,  dz'~ aH~.  

-tit - -  ax--7 ' dt  ay~ ' dt  az, ' (i") 

d~t ap,  ' dt  aq, ' dt  ar 2 ' 

I I  dp, all, dq, all, dr ,_  all, 

d i  - -  ax---~ ' dt ay , '  dt az, 

La transformation, que nous avons employde a fair done perdre h 
notre systbme la forme canonique originaire, mais elle lui a donnd une 
forme demi-canonique. De cetfe propri6~6 nous allons profiter tout de suite. 

IV. Forme  semi-canonique polaire pour  les (quations du premier  

groupe. - -  Soient pl, 0~, F1 les coordonndes polaires du point P~, et P1, 0z, Ol 
leurs variables conjugudes. :Nous entendons par cela, que, si l'on substitue 
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dans le premier groupe du syst~me (~") aux deux sdries de variables 
x l ,  y~, zl ; x'~, y~, z~, les deux nouvelles sdries, que nous venons d'indiquer, 
ce groupe dolt maintenir la forme eanonique. 

Puisque on a: 
Xi ---- Pl sin O~ cos ~ ,  

(6) ]Yl = p~ sin 01 sin ~i, 

[ Zi ~ Pi COS O~, 
il faut poser: 

(7) 

tact. 

(7') 

(:,,,) 

r  X' oxl ' ~Yl § ' ~#1 

On tirera identiquement: 

x'l sin 0~ cos ~l§ sin 01 sin ~1-}-z'1 cos 01, 

= pl(x~ cos 01 cos ~1 § cos 01 sin ~i--z~ sin 01) , 

---- P l ( - -  x'l sin 0~ sin ~i § Yl sin 01 cos ~i). 

P1@1 § 01dal + ~ld~, = x;dx, + y'ldyl + z'ldzl. 

Cela nous suffit pour eonclure, qu'il s 'agit d'une transformation de con- 
Par consdquent la forme canonique du premier groupe sera conservde. 

Les relations (7) rdsolues par rapport ~ xl ,  y~, zi nous donnent en outre: 

xl ---- P1 sin 01 cos ~l § 01 cos 01 cos ~i r sin ~1, 
Pl P1 sin 01 

Y'I = / )1  sin 01 sin ~l § 01 cos 01 sin ~1 (~' P, § Pl sin ~-------~ COS ~1, 

z'l ---- P1 cos 01 0, sin 01. 
p, 

Les fonctions H1 et H2 pourront done 6tre raises sous la forme: 

H I = ~  p-~ p:sin ~ ,  - - /~1 \  p, § p--~--§ 

m~p~V~ mxm~ I 
§ p] § mo ~ '  

s~ =~(p~  + q~ + r~)-- \-L-, + p, - h - - / +  ~0z, 
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Dans ees relations les symboles introduits ont, comme il est ais6 de 
voir, les significations suivantes: 

(8) 

A = ~'/(PI sin t~ 1 cos ~1 - -  x2)' + (Pl sin ~ sin ~, - -  y,)~ + (P1 cos ~t I - -  ~2) ~, 

V1 ---- X2 sin 8~ cos ~1 + Y2 sin ~ sin ~.~ + z: cos ~ ,  

( ~ ) 0, cos ~ cos $-~ sin ~ 

0, cos ~ sin g~ + r + q: /)1 sin ~ sin F~ + p-~ p, sin b~ COS ~ 

+ r~(P, cosg, O'sin 9,). 
p~ 

,,,,) 

Les 6quations du mouvement relatif sont donc dvidemment: 

{ dpdai, ~H, d~, ~, de, _ oH, 
I oH, dO, ~H, de, ~H,. 

~p, ' d t  - -  ~l~ I ' d t  = ~f'l ' 

d x ,  o H ,  alp, OH, etc. 
I I  ~ /  ~P,, etc., d---{ - -  0x~ ' 

I1 est ais~ et en mgme temps intdressant, de mettre en dvidence la 
signification cingmatique des variables conjuguges aux coordonn6es polaires 

01 4), 
du point 191. Les 6galit6s (7) nous montrent, que P l , p ,  ,p, sin ~, se tirent 

de x'l, y~, z~ en ajoutant ces derni~res, apr~s les avoir multiplides par les 
cosinus de direction des tangentes aux lignes coordonn6es polaires, qui 

0, q)' sont donc les projections passent par /)1. Les quantitds P1, p, ,p, sin~, 

sur ces lignes de la vitesse relative du point P1- 
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w 2. O u e l q u e s  consdquences ,  q u e  l ' on  t i r e  des  d q u a t i o n s  d u  

m o u v e m e n t ~  dar ts  l ' h y p o t h ~ s e  q u e  lira PoP, = o. 
t=tt  

La forme, que nous avons donnde aux 6quations du mouvement, nous 
permettra d'dtudier le eomportement des variables du pl:obl~me, lorsque 
p, =-190191 tend vers zdro pour une eertaine valeur finie du temps. Cette 
hypothSse analytique entralne l'hypoth~se physique, que les deux points 
PoP~ se ehoquent au bout du temps t~. L' intuit ion nous fair voir, que 
s'il y aura, h cause de ee choc, des singularitds clans les earactdristiqucs 
du mouvement relatif des deux points P~, P: ,  dies pourront se trouver 
seulement darts celles du point /)1. En effet on comprend que ce choc ne 
pourra exercer qu'une influence tr~s petite sur le mouvement de P~. En  
d'autres termes les eoordonndes et les composantes de la vitesse absolue 

(ou, ee qui vevient au mgme, les eomposantes de sa quantitg de mouvement 
absolue), que nous devons supposer finies avant le ehoe, devront rester 
telles pour t ---- tx. 

Cela justifie la transformation, que nous avons employde au n ~ 3 du 
paragraphe prdcddent, qui pouvait sembler d'abord sinon illogique au moins 
peu symdtrique. I1 est 6vident, que si nous n'avions pas opdrd comme 
cela, route singularitd dans la vitesse de P0 aurait amend une singularitd 
analogue dans celle de t)2. ~qous trouverons tout h l 'heure une confirma- 
tion rigoureuse de cela. 

I. Comportement de la vitesse absolue de -P2. - -  Proposons-nous de 
ddmontrer d'abord que: 

Si  p~, pour t --~ t~, tend vers z~"o, les fonetions P2, q2, r2 restent toujours 

finies (m~me pour p~ = 0). 

Cetfe propridtd ressor~ tout de suite de la forme analytique particuliSre 
des dquations (I '").  Considdrons en effet, parrot les ~quations du second 
groupe, celles qui fournissent les dgriv6es de P2, q.~, r2 par rapport "~ t, et 
substituons /t.2 par son expression (2"'). 

I1 vient ainsi, en nous bornant h la premiere: 

dp~ - -  m~ m____~ m l ~  ~ 
d-t = p~ x2 + ~ (p, sin ~9, cos ~ - -  x2), 

Acta mathcmatica. 30. Imprim~ le 5 septembre 1905. 8 
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ou bien:  

dp~ mom~ m~m t m~m~ sin ~, cos ~c, 
d-t ---- p~ cos p 2 x  A ~ x~ + p~ A~  

:Faisons ma in t enan t  l 'hypoth~se  que l im p~ ~ o ,  et que la l imite in- 
t=t~ 

fdrieure de P2 soit plus grande que zdro. A y a n t  6gard h la deuxiSme des 

relat ions (8), on conclut  que lira A = P2, et que les deux fractions 
t=t~ 

x~ m~m 2 sin/~ cos ~ 
A-~, A~ restent  finies. N o u s  aurons donc 

l imp ,  re,m, sin/~, cos ~, 
t=t,  A *  --~ 0 

et nous pourrons  conclure qu'il y aura un  intervalle (t', t~) assez peti t ,  
@, 

dans lequel  la fonet ion  --~ restera tou jours  finie. 

Pu i sque  nous avons i d e n t i q u e m e n t :  

tl /,dp, 
p, ( t , ) - -p , ( t ' )  = j dt dr, 

t* 

nous pourrons  ecrlre: 

--p,(t ' )  + (t, t') o , ~ r  i .  

I1 suffira done d ' admet t re ,  que dans le po in t  t' la fonci ion p~ air une 

valeur finie ~ pour  en t i rer  qu'el le  restera finie m~me au m o m e n t  du  choe. 

U n  ra i sonnement  iden t ique  peu t  ~tre fair pour  q.. et ~ ,  par  consd- 

quen t  notre  l emme reste ddmontrd.  

I I .  Compor temen t  de la vitesse re lat ive  de P1.  - -  Nous  sommes h m~me 

ma in t enan t  de ddduire de l ' int6grale  des forces vires  du  syst~me (i '")  

d 'autres  propridtds pour  les caractdristiques de P1. 

Si h est la valeur de l 'dnergie totale des trois points,  l ' intdgrale de 

JAcom,  exprimde par  les variables x, , y,  , z ,( i  ~ I ,  2) ; x~ , y~ , z~ ; p~. , % ,  r~, 

i Cela se v~rifie, si nous supposons, que le mouvement soit r~gulier pour toute 
valeur du temps, qui ne correspond pas 's un choc. Cette hypoth~se est iustifi4e par 
le th4or~me de PAINLEV]~ (V. ]a preface). 
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sera, d'aprbs l'dgalitd (2~): 

2 I~ ~J Aq 

59 

Si l 'on emploie la transformation fournie par les relations (6) et (7), on a: 

(2b) ~ P~+p~ p~s~- ~ 

et de suite" 
p, p~ A 

Pl P, sin~ 01 

/ 
/.3'~ (p~ + q] + �9 

/ 

En posant enfin: 

et en remarquant, que momff.t ~ = mo + ml,  on arrivera k l'6galit6: 

(,o) p, P~ + p- + p, ~in ~ ~, 

Si p~ tend vers z6ro, la fonction P ne peut pas croltre ind6finiment, 
car p~ ne s'annule pas, par hypoth~se, et P2, q2, r~ restent finies h cause 
du lemme d6montr~. 

Le second membre de l'dgalit~ prdc6dente aura done, pour p~ aussi 
petite que l 'on veut, une valeur tr~s voisine ~ 2(too + ml). Mais, comme 
le premier membre est une somme de quantit6s essentiellement positives, 
chaeune d'elles sera finie dans le voisinage de p, = o. 

~[ous pouvons done 6noucer ee nouveau lemme: 

0, q), 
S i p , ,  _~our t = t~, tend vers zdro les fonctivns ~/~ P~ --=---, 

f inies par  les dquations (i '"), ne peuvent pas  cro~tre inddfiniment, lorsque t 
s'a~v2oroehe tt t~. 
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Si nous  envisageons m a i n t e n a n t  l ' ident i t6:  

d(p,/;) @, d/; 
dt - ~ P~-dt -4- p~ dt ' 

nous pouvons  dcrire, en ver tu  des 6quations diff6rentielles: 

at = I', ~ - -  p, ~p, 

A y a n t  dgard h l 'expression analyt ique  de //~, donnde par  la premiere  

des relat ions (2'"), nous  avons donc:  

dt ~ J z - - / g z  pst p~ s in2 ~t 

I ra :n ,  m , m , ~ A )  re, V ,  m,m,~A [ 

+P'U-S + a" ~ + p: ,~oa'~p,l" 

Mais, comme on a: 

~2x __ I {(p, sin tgi cos f'l - -  x2) sin 8, cos f,, 
A 

-t- (p~ sin 8, sin ~I--Y~) sin ~, sin r + (p, cos 0, ~ z~) cos 8,} 

----- ~ (pl ~ x~ sin #~ cos ~ ~ y~ sin t~ sin ~ ~ z~ cos ~)  = p' A ' 

la dermere  relat ion s errra: 

d(e,P,) p~ + Of ~ .,o + m, 
dt = p-~ "4- p~t sin* ~, p, 

_ {/~,m,m,(p, - -  V , )  , n ,V ,  m, m,(p, - -  V, )~  
mo~k s / 

E n  se servant  en outre  de l 'dgalitd (I o) et  en faisant quelques rd- 

duct ions  on aura:  

d ( p , l ' )  = m o +  m, "4- P -  m~p~ A ,  V '  -4- �9 
dt p, 

Enfin,  en posant :  

G=P- wC: 



il viendra" 
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d(p, t ; ) _  m. + ~n, + ft. 
dt p, 

Rappelons-nous maintenant, que la fonetion P reste finie p6ur route 
valeur de t dans le domaine de t~, et remarquons, que l'expression 

A__' - [ - - -~ tend vers z~ro en m~me temps que t l - - t .  Nous en m21ol 

~irons que [1 reste finie dans le domaine de tj. 
I1 sera donc possible d'envisager une cer~aine valeur t' de t, b l le  que, 

dans l'in~ervalle (t', t), on air m~ + m, _[_ Q > o. Dans cet intervalle d(p, 1") 
Pl dt 

resSera positive et la fonetion p~/)1 sera par consequent toujours croissante. 
Comme elle ne peut pas done s'annuler pour ees valeurs du temps (tl au 
plus except~e), ni Fun ni l 'autre de ses facteurs pourra g~re dgal ~ zdro. 

~ H, dp, 
Mais, puisqu'on a ddjh vu que P~ = E  P,,-----d-/' on peut eonelure, que 

la fonction p~(t) tendra vers Zdro toujours de la mgme mani~re, e'es~4-dire 
en d6eroissant. 

En r6sum6 on a: 

dp, 
Si Pl, _pour t = tl, tend vers zdro, la fonction P~ =-d-i ne peut pas 

s'anmder darts le voisinage de tl. 

Nous dgmontrerons enfin que: 

Dans le voisinage de t, la limite infdrieure des valeurs de pt P~ ne peut 
pas 6tre zdro. 

Remarquons, h co but, que la relation (x x) nous donne: 

L'identitfi: 

at,, - ae, ,no,,,, + 1 1 .  
P' - -d i  = - -  t'~ ~ + e----S 

d(p,P,~)_ ~P, - ,  aa, 
dt _ 2p, P , - ~  + t ' , -di  

pourra done dire derite: 

d(~tP~= 2pl(m, + m, I - Q)__  p~dp, 
t', -'d-i" 
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1 ~  Ou bien, puisque PI = ~-~-. 

dt pS-d7 mo + m' - - 2  p' P~ + p'{I " 

Si nous admettons, que duns le voisinage de t~ la limite infdrieure 
des valeurs de pi P[ soit z6ro, nous pourrons conclure qu'il y aura une 
valeur t', suffisamment pros de tl, pour laquelle p. P~ deviendra aussi petite 
que l 'on veut. En particulier nous pourrons supposer, que, pour t = t', 

soit p, P~ < mo+ m, Iqous pouvons encore supposer que, pour t = t', on z 

air Pi {It < mo+ m, - -  , car nous avons vu duns la ddmontration du lemme 
4 

prdc6dent, que p~ll tend vers zdro en mgme temps que t , -  t. On tire 

de tout cela, que la valeur de -~p~Pt- -p l l l ,  pour t = t ~ ,  sera moindre 

quo .m.o + m, et, par consgquent, que l'indgalit6 
2 

(I3) m o +  m , - - 2 p l H  + p , Q >  
~n o + ~Z t 

sera verifi6e. 
L e  premier membre de la relation (i 2) aura doric le m~mc signe que 

dp_~, c'est-~-dire qu'il sera n6gatif. 
dt ' 

En d'autres termes la fonction Pl P~ sera ddcroissante duns le point tl. 
Envisageons alors une valeur t"  comprise clans l 'intervallc (t', t~) et 

qui soit suffisamment voisine h t'. 
Puisque l'in6gafitd (I3) reste a fortiori satisfaite, nous en tirons, que 

m~me ~ l ' instant t"  la fonction PIP~ sera ddcroissante. 
Comme nous pouvons r~p6ter ce raisonnement pour chaque point de 

(t', tl), il faudra que l 'on air: 

(I 4) lira pl P] ----- o. 
,~ 

I1 est cependant ais~ de montrer, que cette conclusion est absurde. 
l~,crivons en effet d'apr~s (I2): 

= - -  m o +  + p i l l  . 
Pt 
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Puisque - -d(p~  P~) et dp~ sont des quantit6s positives, cette 6galit6 
donne lieu, en vertu de (I3) , ~ l'in6galit6: 

- -d(p ,  P~) > --(mo Jr m~)dlog p,. 

De celle-ci on tire, en intdgrant t o u s l e s  deux membres entre deux 
limites t', t", qui v6rifient l'indgalit6 (I 3): 

(pl > + { 0ogp,),. - -  ( logp,) , . ) .  

Faisons maintenant tendre t" vers t~. Le premier membre, en vertu 
de l'6galit6 (I4), aura la ]imite finie (PIP~),', tandis qne ]e second croitra 
indgfiniment. Ce rdsultat nous montre, que l'hypoth~se, d'oh nous sommes 
partis, est fausse. 

w 3. Changement de la variable inddpendante.  

I. Remplacement de t par p ~ . -  Dans une remarque au commen- 
cement du paragraphe pr6cddent nous aeons employ6 implicitement une 
propri6t~, qui h ~td enonc6e par M. PAI~LEVk (V. aussi la preface). Ce 
th6or~me dit, au fond, que  le mouvement de trois points matdriaux, qui 
s 'attirent selon la lot de :NEWTON se poursuit r6guli~rcment et les 6quations 
se laissent inidgrer par une approximation aussi grande que l 'on veut, 
pourvu qu'il  n 'y  air pas un choc au bout d 'un temps tint. A par~ir de 
cet instant on ne peut rien affirmer. 

Les cas, qui peuvent se pr6senter sont 6videmment dcux: a) une seule 
des trois distances tend pour t----t~ vers z~ro, tandis que les deux autres 
restent sup6rieures h z6ro, b) t o u s l e s  trois corps tendent  en mdme temps 
vers une position ddtermin6e de l'espace. 

Nous 6tudierons seulement le premier et nous supposerons, que ce 
soit la distance -P0P~ qui s'annule pour la valeur t~ du temps. 

Comme nous n'avons fair aucunc hypoth~se h l'dgard des masses des 
trois corps, il est bien 6vident, que nous pourrons donner aux r6sultats, 
que nous atteindrons, une interpretation plus g~n~rale. I1 suffira que l 'on 
change convenablement la signification donn6e aux symboles, pour avoir 
des propridtds identiques relatives h un ehoc entre deux autres points. 
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Faisons done l 'hypoth~e:  l i m p ~ -  o. D'aprbs le th6or~me de PALS- 

LEVii, pour route valour de t pros de tt los fonetions pt ,  0t, 9'1 ;/91, 01, a)l ; 
x2, Y2, z2 ; p~, q~, r: ddpendent r6guli~rement de t~. Nous avons de plus 

( de,'~ d~montr5 (v. w 2, n ~ 2, I I  lemme) que \dt,  I],_,, est ndgative. On tire 

par eonsdquent, que t pourra ~tre eonsiddrde mae fonction de pl r~guli~re 
dans le domaine Pl----o. ~ous  averts done: 

Si Pl, T our t = tl, tend vers zdro, les fonctions 01 , . . . ,  q)l ; x2, 
Y 2 , . . . ,  r.~ ddpendent rdgulidrement de Pl darts le voisinage de tl (cette valeur 

au plus exceptde). 

Pour avoir les 6quations, qui d6finissent ees fonetions au moyen de pl,  
il faudra 6videmment 6liminer dt entre los ~quations (x"). A co but 
6erivons la premiere sous la forme 

ttt t 

de,  ~ t t ,  
at', 

La quatri6me du premier groupe nous donne par eons6quent: 

at', a ~ , .  a n ,  

de,  - ~,o, " a e ,  " 

Cependant, eomme il est possible do tirer de l'int6grale H =  h la 
fonetion /'1, nous pourrons remplaeer l '6quation pr6e6dente par H =  h, et 
envisager, dans routes les autres, P~ eomme une fonetion eonnue. 

En  r6sum6 le sysf~me auquel doivent satisfaire O~(p,), C~(p~); . . .  ; 
q2(p,), r:(p,)  sera: 

( I iv) 

dO, a l l , .  a l l ,  dg, , _ a l l , .  a l l , .  
= ao , '~e , '  de--7- a ~ i ' ~ t ' '  

d O ,  an,. ~H, d~, ~H, ~H,. 
d e ,  = - -  ~0--S, " ~--6, ' d e ,  = - -  ~ ,  : ~1", ' 

[az, all, all, 
~de-q -- -~K,:~e,' 

II Iap, all, .an, 
/ d,o, ~ ,  " a t ' , '  

de, ~q, "ai ;  ' de, 
~H, . ~ H , .  
ar, " ~P, ' 

dq__~, _--- _ _  ~ H , .  ~H, dr__ _-- _ _  ~ H , .  ~//, 
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II .  Remarques gdndrales' ?~ l'@ard des dquations oblenues. ~ Aprgs 
uvoir int6gr6 ees 6quations, on pourra, d'apr~s l'int6grale H ~  h, exprimer 
I~ par p~. Enfin, en remplaqant routes les fonetions, dont d@end le se- 

dt ~ 5  eond membre de l 'gquation ~ ~ I " ~ , ,  par leurs valeurs obtenues, nous 

pourrons avoir, par une seule quadrature, la fonction p~ et routes les autres 
caract6ristiques du mouvement exprim~es au moyen de t. 

Ce qui nous importe le plus c'est de mettre en ~vidence le caractSre 
analytique des int~grales dans le voisinage de p, ~ o. 

D'aprSs le th~orSme de M. PaI~LEV~ on est assure, que le long de 

route trajeetoire (oh d,o, d t  ne soit pus identiquement nulle) le mouvement ne 

eesse pas d'etre rggulier, c'est-~-dire, les int6gmles sont toujours des fone- 
tions holomorphes. Au eontraire, on ne suit rich, si les points se meuvent 
le long des trajeetoires singuliSres. Duns le paragraphe suivant nous ver- 
rons, qu'elles sont earaetdris6es univoquement par les int6grales du systSme 
(I~v), qui sont holomorphes dans le domaine de pl----o (bien entendu, ee 
point au plus except@ 

w 4. _Fob'me dd]finitive des dquat ions .  

I. Nouvelle transformation de variables. - -  Duns le syst~me (1 ~v) rem- 
pla~ons les variables p~, /)1, 01, (Pl par des nouvelles r ,  R ,  ,9~, f',, li~es aux 
premieres par les relations: 

,-- , 0 ,  , r 
( IN ) } ' =  V'P,' ~ = - - ) ' P I ,  ,~, = - - , r 4  ~1 ~-~- ; i  sine 0- : .  

La signification des variables #;, f ;  est bien simple. 
Eerivons '~ eet effet: 

t O !  �9 

t91 m_ P, Pl, 
! f l  ----- q)' 

P1 sin ,~t 1 : pl sin #1, 

et rappelons-nous que O-a' et q)' sont les eomposantes de ta vitesse re- 
do1 P1 sin ~, 

lative de P1 selon les lignes polaires #L, ~ (v. w I, n ~ 4)- 
Nous tirerons tout court, que ~'1 et ~', sont respeetivement les vitesses 

angulaires des projections de PoP, sur les plans ~1----const., 81 = ~. 

Acta mathemalica. 30. Imprim~ le 5 septembre 1905. 9 
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La  premiere des (15) nous donne:  

(, 6) dp, = 2rdr. 

En outre, ayant  ggard aux expressions (2"') de tt~ et H.2 

a H, R 
(I 7,) a/', ----- P' = - -  , - '  

(17b) a//, __ O, O, 
aO,  p~ = r-w ---= O;, 

( 17 ~) a H, r O, / 
a #t  = P~ sin----~ #---~ = r'  sin ~ #, - -  91 .  

all, r x aA re, p, aV,  re, m, x aA 
agJ---~ = "  p~ sin s #, at- p'  m,  m= a~- 2 a~--~ -{- p~ agJ, ,no " A ~ a~, " 

aA Si nous ealculons ~ ,  en nous servant des (8), nous trouvons:  

a#-~ ~-- ~ { (p' sin 0, cos f , -  x,)p, cos O, cos F, + (p, sin 01 sin g , -  Y2)P, cos O, sin F, 

(p, cos 0~ - -  z~) sin O, } 

I 
A p ,  {x.~eosO, eosF, + y~cos0, s i n g ' , -  z~sinOl} = p, aV, 

Par  cons6quent:  

p~ sins ~, -t- m, ~ \p] ~3 , 

ou m6me, d'apr~s (15): 

(, 7.) { ( ~ ,  - -  r 4 ~ to'~ ~ sin ~, cos O, + m, x I )~Vt I 
A ~ a,~a /" 

Par  un ealeul analogue on pourrait  obtenir: 

(i7e) aH, ~(I ' )aV, 



En envisageant los ddrivdes 
point, on a: 
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de H:  par rapport aux variables du second 

at/, * o r ,  

--  PsP, + I ( mo~---~ /'1 sin O~ cos ~ + P,O-z' cos O~ cos ~a O, sin ~1 ~" 
p, sin *5, / 

(i 7t) 

'all ,  i{  I 
op, r r/tsp~ + m--~( - -Rs in#~eosg t  + r~O~cos~leos~l 

r~i sin ,91 sin ~t) }, 

o H , _  I 
oq, r r /~q~ + - - ( - - R s i n O ~ s i n ~ t  + r~#'~eost%sin~l 

mo [~, 

+ r~9~'~ sin O1 cos 9h) }, 

o . , _  x{ , } 
or~ r r#~% + ~ ( - -  R cos t~l - -  r30; sin Oj) ; 

(I 7g) 

OH, __ morn , m ,m~(r  g sin O, cos ~o, - -  x,) 
Ox~ p~ x~ A ~ , 

OH, __ morn , re,m, (r ~ sin b t, sin to, - -y , )  
0y, p,~ Y ' - -  A" ' 

all, morn , m,m~(r ~ cos 0, -- z,) 

En vertu de l'dgalit4 (16) et des 
dquations du mouvement pout s'dcrire: 

dO, ~9; 
2 r d r  ~ -  1~ ' 

relations (I 7a), (i 7b), la premiere des 

r 

ou bien: 

d'--r ~- ~ 2rs " 

D'une mani~re analogue la deuxi~me s'dcrit: 
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En ddrivant la quatri~me des ( t5)  par rappor~ ~ % e~ en se servant 
de (~6), on a: 

2 dO, d,:~ _ 4 O, ~ d O, _ 4_ a'  + r ~ @, 
dr  r 5 + r* dr  r ~i �9 

. . . .  dO, a t l , . a H ,  du syst~me (I ~v) Si nous avons cgard h l cquatmn @ , -  a;*, a/', 

e~ aux (I7~), (~7a), l'dgalitd pr&ddente nous donne: 

(I 8 j  ~dO~ __41~; "-{'- - -  __ (t.i. Sln 19i {2OS 191 -~ 9,j~ I I a V l  I 
= / i; -k 1 

De la mdme maniSre on a: 

&f', 4 a), 2 ~, 
dr r ~ sin 2 ~ r ~ sin" #~ 

d,~, J d(h, 
cos,9, ,lr + ' :-=' . . . .  r sm" Y, dr 

4q~[ 2r cos ~9, d#, 2 dr/), 
r ---  s-i~ ,~/,- dr + r ~ sin ~ a, d~," 

dS~ d ~9, 
En  61iminant d r '  an moyen do ( ,80 ,  et en remplaqanf 81oi par l'ex- 

pression, qui es'G fournie par la qua{ribme des ((I~"), I) et par les (170, 
(I7o), on 

(18 . )  r d r  - -  4gx + ~ - / s i n ,  a] - - V ' ~ 8 ' , - - - s  + - r  ~ ,o., ~' z~" aO,]  / 

Pour les 6quations (lu second groupc la t ransformati,m est immediate, 
de sorte que nous n'insisterons pas. 

Elles deviennent:  

( , s J  

(is,) 

~gC 2 

dr 

d l ) ' a  - -  

dr 

2~'{ I 
R r#.2P2 -I- ~ - ( - -  R sin,9, cos v, + r:'0; cos 8, cos ~.q 

- - r a ~  sin ,9, sin if,) }, 

2r'~R~ [ mom.,p~ x = - -  m, m,(r' sin #,A,COS ~, - -  x,) } , etc. 

etc. ; 
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Posons main{enant" 

69 

(I9) 

fl,=__f?~ineo,e +7"'" (;] 

, [  
a, = t O ' l ,  

a~ = r g ;  , 

I ) aV 1  
A-* a0,' 

sin2,), m , ( ,  I ) a V , 1  
2 + 7  ,o --~. X :~ a ~ , ~ '  

I 
aa = r#~p.~ q- i ~  ( ~  R sin tg, cos f ,  q- r'~O'l cos ~ cos gJ -- raf~ sin 01 sin fj),  

I 
a~ = )"P2 q2 -t- ~o~ ( - -  R sin 0t sin f~ q- r 3 t~; cos 0~ sin f~ -4- r ~ ;  sin 01 cos ~) ,  

I 
a, = r#.,r~ @ m[~ ( - -  R cos0~ - - r~0 ;  sin81), 

morn ~ m,m,(r  ~ sin ~9 cos fa, - -  x,)]  

a 7 = r {mom~p,~ Y,2 - -  m,m,(r ' s inO,  s , 

too% ~u,.t.  (r '~ co~ O, - -  z,~) I 
as = r p-~[- z ,  - -  A '  j" 

1~lerivons, g la place de O,(r),  f l ( r ) ,  x.~(r), y.~(r), z~ ( r ) , p : ( r ) ,  q:(r) ,  r.(r),  

respectivement 1 , ( r ) ,  12(r),  . �9 . , ~s(r). Alors, puisque O;(r) _ &~,(r)dt et 

f~(,r) - d q ' ( r )  nous pourrons encore remplaeer tg;(r) e~ f~(r)  par 2'1(r) 
dt ' 

et ~(r). 
D'apr~s (I 8~), . . . ,  (i 8f) et (I 9) le syst~me transform6 de (~ ~v) sera enfin: 

(s) 

d~i a, 
d r  - -  2 r  ~ , 

(/=1,2, ..., 8) 

d~ 
r dr - -  
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II .  Coml)ortement des seconds membres des dquations (S) ate  voisinage 

d'une position de choc. ~ I1 est int6ressant de mct~re en dvidenee le eom- 
portement, dans le voisinagc de r = o, des fonctions a, fl introduites par 
les positions (I 9). 

En vertu de l'identit~: 

,{~ --'~_ A--p, A'+p,A +,o~ 

on voit, que, pour r = o, le produit ~ ~-~ reste fini. De plus, pour 

des valeurs finies des variables, ~ et ~ gardent, dans le m6me domaine, 

des valeurs finies. 
Enfin la fonetion: 

= _ r , , _ -  + 1 

r~(tg~, + ff~2 sin 2 01) }, 

dont l'expression se fire de (IO) et de (9), (x5), reste diffgrente de zgro, 
pour r suffisamment petite (v. w 2, n ~ I, lemme I). On tire, que les 
fonctions al . . . .  , as,/~, sont riguli6res pour des valeurs tinies des arguments 
et dans le domaine de r ~ o. Mais on ne peut rien dire, a priori, h l'ggard 
de /3~, car elle est affeet~e par le diviseur sin0,, qui peut s'annuler. 

�9 dO, 
Si l 'on pouvait d~montrer, que, pour t = t~, la fonetion ~9,----~ reste 

finie, on pourrait conclure, que #, tendrait, pour cette valeur du temps, 
vers une valeur d~termin6e et finie. 1 Si, par hasard, cette valeur annulait 
sin#l,  il suffirait de changer l'orienta~ion des axes x,  y,  z pour dviter ee 
cas exceptionnel. 

Mais, r@6tons-le, ~t cette conclusion on arriverait seulement apr~s 
avoir d6montr6, que 0'1 reste finie. 

En nous servant des hypoth6ses: fim r---~ o, et limite inf6rieure de p~ 
t ~ t  L 

(dans le domaine de t = t~) plus grande que z6ro, nous avons ff~ehd de 

' I1 suffirait d'appliquer la m6thode suivie darts le w 2, n ~ I. 
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donner eette d6monstration. Nous devons cependant avouer que nos efforts 
out 6t6 sans r6sultat. 

C'cst notre convinetion, que la propridt6 ei-dessus soit vraie. Les 
raisons, qui nous engagent duns cette opinion, sont principalement deux: 
2. Dans le cas du probl~me restreint la propri6t6 est vdrifide. II .  L'in- 
tuition physique du ph6nom~ne du ehoe des deux points /)0/)1 nous fair 
voir que, lorsque la distance PoP~ sera r6duite suffisamment petite (par 
rapport ~ la distance PoP~), le troisi~nae point aura une influence presque 
nulle sur le mouvement relatif des deux premiers. C'est-h-dire, Po, P~ se 
mouvront, l 'un par rappor~ ~ l'autre, selon les lois du mouvement newtonien 
de deux points. Si l 'on admet doric, qu'ils doivent se choquer au bout 
du temps t~, on est entralnd ~t penser, que P~, duns le voisinage de P0, suit, 
par une grande approximation, une des trajectoires de choc duns le mouve- 
ment non-troubl6. Mais ees trajectoires sont des droites sortant de P0, 
par consdquent les fonctions O~, ~ et leurs ddrivdes 0'~, F~ tendront vers 
des limites finies. ~ 

En rdsum6 nous pouvons done retenir, que la fonction fl~, comme 
routes les autres, sera r6guli~re, dans le voisinage de r = o, pour routes les 
valeurs finies de ses arguments. 

:Nous en tirons, que les seconds membres des 6quations du syst~me (S) 
sont rdguliers duns ce domaine des variables. La valeur r = o sera done 
singuliSre, pour les int6grales du probl~me des trois corps, parce que les 
premiers membres des deux derni~res 6quafions contiennent le facteur r .  

w 5. I n t d g r a l e s  q u i  c o r r e s p o n d e n t  a u x  t ra jec to ires  s ingul igres .  

2. Thdordme d 'ex i s t ence . -  Le systdme (S) admet, dans le domaine de 
r ~ o ,  cxz s intdgrales holomorphes, dont 2~ et )~, pour r ~ o, se rdduisent dgales 

zdro, tandis que les autres prennent des valeurs constanles arbitraires. 

Remarquons tout de suite, qu'un syst~me d'int6grales holomorphes 
de (S) doit satisfaire h ces dquations mgme pour la valeur zdro de la 

' hlous aurions pu admettre que lira ~'1--~ lira ~o'1-~-o, mais nous nous contentons 
t = t  I t = t  l 

d'une bypothbse moins restrictive, ear nous verrons, qu'elle nous suffit pour pouvoir en 
tirer, que les deux d6riv6es tendent vers z6ro. 
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variable ind@endante. Mais, eomme les deux derni~'res gquations s'derivent 
tout simploment, pour eette valeur: 2~ = o, ),.'. == o, i[ faudra qu'on ait 
prgeisgmen~ ), '~(o)=o, Y ( o ) = o .  Apr~s eela nous pouvons encore re- 
marquer, que la forme parfieuli~ro de nos dquations nous permet de dd- 
terminer, an moyen d'elles, les suecessifs coefficients des sdries, qui donnent 
les d6veloppoments des fonetions au voisinage do r - =  o. 

Nous pourrons affirmer on outre, que ces coefficients seront dos fone- 
tions p~riodiquos par rapport aux valeurs initi'des ),~')), ),~~ des 2~, 22. En 
effet les seconds membres des dquations peuvont dvidemment (~tre envisao'ds 
eomme des fonctions rdguli~res de r ,  ),i, ),I ~ ,t~, 2; et, par eonsdquent, p& 
riodiques par rapport h ).~0) et )~0), ear 2~ et 2~ entrenf au moyen de lone- 

"co i �9 tions t n ,  onometmques. 
Comme nous aurons eonst.rui~ les sdrios, il faudra s'assuror, pour la 

ddmonstrafion du th6or~me, qu'elles sont convergentes. 
A e e  but derivons le systSme (S) sous la forme: 

(s , )  

a(;, , --  ;,?)) _ 2 r ~ ,  ~=,,-. ..... ~ 
dr 

r d r  - -  4)( + 2~ R" (.J=~,2) 

Posons eli outre: 

)'i ;{0) 
t~ i ~ -  1 ) i ~  ( i ~ 1 ,  ' 2 , . . . ,  8 )  

et envisageons des fonetions 

ftj(r ~, ~ ,t' y )  

! 
~ , ( r ,  v , ,  . . . ,  v , ,  ,t,, ),;), 

( j=J ,~)  

O=l, . -  ..... s) 

qui soient m q i o r a ~ d s  des fonctions 2r~ 

I1 viondra quo le syst~me: 

(Z i 

( s " )  

(i= 1, '2 ..... s) 
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sera majorant de (S'). Pour ddmontrcr notre th6or~me, il faudra doric que 
nous fassions volt, que (S") admet une solution r6guli~re 2j(r),  v~(r), qui 
pour r = o devient: 2~(o) ---- o ,  ~,(o) ---- o. 

Si nous nous proposons de eonstruire les sdries de TAYLOI~ correspon- 
dantes aux fonetions ~j, ~,, nous trouvons, que leurs coefficients sont donnds 
par les relations: 

(s',,) 
d r  ~ ---~ n + 4 d r " - X  ' (j=l,~) 

( i=1 ,2  ..... 8) 

I d r "  d r  n - "  " ("="~'"') 

Elles ont dr6 deduites par les 6quations (S") en d6rivant le premier 
groupe n lois par rapport h r, le second n - - I  lois, et an posant r = o. 

Si l 'on remarque, que les fonctions ~j sont majorantes des fonetions 
n 

n + 4 ~i' on tire que le syst~me: 

[ d r  "~ d r ~ - l  , 
(s 

d r "  ~ d r  " -~-  (~=1,2,...) 

est majorant de (S'"). 

(s v) 

De la sorte le syst~me 

(j=l,~) 

(,:= 1,,.,..., s) 

qui correspond ~ (S TM) sera, a fortiori, majorant de (S). Mais les dquations 
de (S ~) sont routes rdguliSres dans le voisinage de r = o, par consdquent 
ee dernier syst5me admettra eertainement une solution holomorphe s'an- 
nulant pour r----o. ~ Le th6or~me est done ddmontr& 

II.  Toutes les solutions &t syst2me (S) sont holomorphes. Nous 
pouvons maintenant nous faire la question: Le syst~me (S) admet-il d'autres 
solutions hors de eelles, dont nous .venons de ddmontrer l'existencc? 

1 V. I:)ICARD. Trai td  d 'ana lyse ,  a. I892. T. II, Ch. X[,  p. 308. 
Aeta mathemaliea. 30. Imprim~ le 19 septembre 1905. 10 
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:Pour y repondre  il fau t  ddmont re r  le thdorbme: 

Hors des solutions holomorphes, il n'y a pus d'aut;'es solutions, pour 
lesquelles on air ),'~ (o) = 2~(o) ----- o. 

:Nous employerons  pour  la ddmons t ra t ion  un  procddd, qui est une  

gdndralisution d ' un  procddd analogue,  donn6,  duns son mdmoire,  par  M. 

L E v I - C I V I T A  (IOC. e., p.  I 7 ) .  

I1 faudra,  h ee but ,  que nous donn ions  auparavan t  aux dquat ions de 

(S) une  forme convenante .  

Le compor t emen t  des solutions ho lomorphes  du syst~me (S), dans le 

domaine  de r----o,  nous permet  de met t re  celles-ei sous la forme:  

[*li--a~~ (r,),~o), ,i~o), . . . ,  ,~o)), (,=,., ..... s) 
(:o) 

I # ---- rA)~ ,~~ ,t$~ ,t~~ r 

11 va suns dire,  que A,(rla{ o') et sont des fonetions rdguliSres, 

Elles sont  de plus par rappor t  h l e u r s  a rguments ,  au voisina~e de r =  o. 

p6riodiques par  rappor t  ~t 2~ ~ et  i~0). 

Si nous posons ma in t enan t :  

(=i ) 
(a~ = u s + rAJ')(r, 2{o), a~o), , ),~o)), ~s=,.~) 

nous obtenons un systbme d 'dquations,  qui  peu t  nous fournir ,  dans le 
voisinuge de r =  o, les quant i tds  ),~0), ,i~0),..., ,t~o), u~, u. en fonct ion tie 

),l, ~ ,  . . . ,  ),~, ~;, )4- ~ 

i Pour s'en assurer il suffit de remarquer que: 

a),. aA, a~,, a~ ai l l  '~ a),; 
_ . ( . ) - -  Z,.s + r .(0), auj  O, .~o) r - - - -  sO, 

( r , s =  1,2  . . . .  , 8 ;  1 , j =  z ,2)  

oh le symbole z,., dSnote l'unit~ ou le z&o, selon que les deux indices r ,  s sont ~gaux 

ou diff&ents. On peut de plus observer, que ]es d6riv~es des fonctions At,//51) (r6guli~res, 
comme nous l'avons vu tout ~ l'heure) sont finies dans le domaine de r = o. On a de 

d(~l, . . . ,  ~ ,  ~'~, 4) 
la sorte, que le d6terminant jacobien d~(/,~,... ,- ~:7), . . . . . .  u , ,  u~) reste, dans ce domaine, different 

de z&o, car tous ses 61ements prlncipaux se r6duissent, pour r ~---o, h runit6, tandis que 
les autres s'annulent. 
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A c e  propos remarquons, que les huit  dquations du premier groupe 
ddpendent seulement des deux sdries de variables ~ ,  ,~0) et elles envisagent 
une vraie substitution entre les deux s6ries m4mes, Pour rdsoudre le sy- 
st~me (2~), on peut donc tirer du premier groupe ~o) en fonction de ),~, et 
substituer ces valeurs darts les deux autres. Ces dernihres peuvent ~tre 
envisagdes comme ddj~ r~solues par rapport ~ u 1 et u2. 

I1 vient ainsi: 

j~io) = ~, + r~l, (r,  ~ ,  & ,  . . . ,  &), (,=,,~ ..... 8) 

/ u~ = a ~ -  r ~ p ( r ,  ;,~, &,  . . . ,  ~,). ~=~,~) 

Ii  est important de remarquer, que ~/~, ]~) doivent 4tre des fonctions 
rdguli~res par rapport h leurs arguments, et pgriodiques par rapport h 2~ 
et 2~ avee la pdriode 2zr. 

En effet, d'apr~s les 6quations (20) et (22), on a: 

(23) --A,(r l2~ ~  ],(r[2,). c~=x,.~ ..... 8) 

Ayant dgard h la pdriodicitd des A, par rapport a 2~0), ~ ,  on peut dcrire: 

A,(r, 2~ ~ + 2zr, ~(o) + 2re, 27), . . . ,  ),(s ~ = A,(r 12~)), (~=~,~ ..... s) 

et, en vertu de (23): 

,,(o) 

(i  = 1, ~ . . . . .  8) 

de sorte que l 'on tirera enfin: 

( / = 1 , ' 2 ,  . . . ,8 )  

Ces relations nous confirment, que les fonctions Ai sent pdriodiques 
par rapport h ~1 et ~ .  Alors, d'apr~s la mdthode suivie pour la rdsolution 
des 5quations (2I), on est autoris6 do conclure que ]~') et ~]~)jouissent de 
la m~me propri6t6. 

]~crivons maiatenant le syst~me diffgrentiel, qui d6finit les nouvelles 
fonctions. 
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En ddrivant les dquations (22) par rapport h r, on a: 

8 

dr  - -  d r  + dr  - -  d r  + a--T- + r / - - ' ,  a),, d r '  
1 

cl-r --~ dr  dr  = dr  ar r ~ =  ~ -dr" 
1 

(f~l, '2.. . . . ,  8) 

( j  = J, 2) 

Aux derivSes de +~, ,~/ on doit substituer lcurs valeurs donndes par 
les dquations de (S) et, ensuite, remplacer partout ics anciennes par los 
nouvelles variables. 

On trouve ainsi: 

(z4) 

dr  - ~  - or R 2 . ~  ~ ~ ' '  
1 

( i=1 ,2 , . . . ,  s) 

( J = L ] )  

Lc syst~me transform6 du syst~me (S) peut s'dcrire par consdquent 

d1~ ~ 
dr  ~ A i ,  

( t=1,  ~,.. . ,  8) 

a,,~ _ 4u, + rB, .  (~= ,.,) r dr  

A~ et B s sont &idemment  des fonctions r~guli~res des arguments r ,  21 ~ tt~ 
dans le domainc de r ~ o et p~riodiques par rapport "~ 2t ~ ),t ~ 

I1 faut ajouter encore une remarque. Pour int~grer le syst~me (S) 
on peut d'abord intggrer les 6quations (24)e t  substituer, ensuite, ~ la place 
de ),~0) et uj dans les (2I) les int6grales trouv~es. Si, parmi les solutions 
de (S), nous voulons celles, qui pour r ~  o fommissent ~ = o, 2~ ~ o, il 
suffit, d'apr~s (2I), de ddterminer les intdgrales de (24) , qui satisfont aux 
deux conditions % ( o ) =  o, u2(o ) = o. En parficulier, si l 'on veut lcs int& 
grales de (S) holomorphes dans le domaine de r = o, il faut d&erminer 
de telles intdgrales de (24), en vertu desquelles les relations (2 l) coincident 
avec les (2o) identiquement, c'est&-dire pour quelque valeur de r que ce 
soit. Mais cette identit6 a lieu seulement, si, pour toute valeur de r, 
~ 0 / ~  const., uj = o, par consequent on conclut que 

(25) ,~0) ~ const., u i - ~  o 
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constituent un syst~me d'intdgrales partieuli~res des (24). Si nous rem- 
plu~ons duns ees 6quations les fonctions ineonnues par les valeurs (25) , 
nous trouvons: 

ayant designd par les symboles (A,), (~) les fonetions A,, Bj apr~s eerie 
substitution. 

Pour que ees deux conditions soient verifi6es quel que soit r, il faut 
et il suffit que l 'on air: 

A, = u,A~:> + u~A~ ~), (~=,.~ ..... ~> 

( j  = 1, ~) 

(z) 

Le systSme (24) s'dcrira done enfin" 

/ d i ~  ~ 
- -  u,A~> + u~A~ ~), (,=,,: ..... ~) 

d r  

i r e"j = - -4u ,  + r(u, ls~'> + u~B;'>). ~=,,'~) dr 

I1 est ais~ de se convaincre, que les fonctions A~ '), A~ 2), B~ l), B~ ~) sont 
elles mSmes r6guli~res pour r assez petite et pdriodiques par rapports 
aux ~0>, ~(0). 

D'apr~s la remarque faite tout 7t l 'heure ~ propos de la relation entre 
les solutions de (S), telles que 2~(o) ---- ~(o) ---- o, et les intdgrules de (Z), 
qui peuvent les engendrer, il est 6vident, que notre th6or~me seru d6- 
montr6, si nous prouverons que le syst~me (X) ne peu~ pas avoir des solu- 
tions rdelles, qui pour r = o fournissent u: = o, u 2 = o. 

Plus prdcis6ment il faudra prouver, que, si cela se v6rifie, u~ et u, 
doivent s'annuler identiquement, c'est-~-dire, que nous devons retrouver les 
solutions holomorphes de (S). 

Puisque les fonctions B~ ~ BJ? ) sont r6guli~res duns le domaine des valeurs 
u~ ----- u~ -~ r = o, nous pourrons d6terminer un hombre posi~if s, tel que pour 

I I= lu, l=< 
elles soient d6veloppables en s6ries de puissances de ul ,  u2, r. 
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En partieulier on pourra derire: 

2 2 

3-" Ik k) (~6) B J ' =  bJ~}+ X,b! ' )u  + .r, ,  ~,. .., ,~, ,,, + . . .  (,.~=,.~) I J ,  s s 

En substituant ees valeurs dans les deux dquations du second groupe 

de (2) on obtient: 

2 

duj 5-" ~ ,  ~(~ 2} r-~r = ~ 4uj + r - - - ~ k ~ ,  + . (J=',~) 

Le symbole II remplaee, eomme 
de n i~m~ ordre par rapport aux uj. 

En  multipliant les deux 

ajoutant, on a: 

x - ~  ~ duj 
r ~ - j u J  dr - -  

1 

d'habitude, l 'ensemble des termes 

membres de ces dquations par ,uj, et en 

2 2 2 

Et, en posant 

U ~ =  u~ + u~, 

nous pouvons dcrire enfin: 

r a v =  ry' X # , > ~ , ~  + 3 I" (2 7) 2 dr - - 4  + r I 

Supposons maintenant que les fonetions uj ne soient pus, au voisinage 
de r --= o, identiquement nulles. I1 y aura alors des valeurs ro, aussi petites 

que l 'on veut, pour lesquelles: 

U'(r0) ,"  = u,(ro) + . ,( to) > o. 

Par hypoth6se les fonetions uj tendent vers zdro en m~me temps que r. 

Nous pourrons done choisir une valeur r0, telle que %, % soient rdguli6res 

duns l'intervalle (o, r0) , et en outre les ddveloppements (26) soient valables. 
I1 va sans dire, que 1'on doit exeepter au plus la Iimite infdrieure de cet 

intervalle. 
Puisque la fonction U est rdguli6re pour r > o, et d ie  ne s'annule 

pus pour r-----r0, on pourra ddterminer une valeur r ' < r o ,  telle que duns 

l'intervalle (r', r0) on air toujours U=I= o. Pour toute valeur de r, h Fin- 
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f drieur de cot in~ervalle, on pourra d~duire de l'dquation (27): 

d log  U 2 = ~ 8 d l 0 g r  + 2 ~k~b( k )u juk~+~  dr, 

ou bien: 

79 

d l o g U r  4 = vj U~ + dr. 
jk 

Los fonctions b~ k) sont "egmleres pour routes valeurs finies de leurs 

arguments, et pour r suffisamment petite. On a de la sorte, que la fonc- 

tion, qui multipiic dr dans l'6quation prdcddente, est intdgrable dans notre 
intervalle. On pourra tirer done la relation: 

r '  

log U(ro)r~ 1 /k=~ 19 U~ dr. 

2 Comme clans l'in ervalle d'intggration ul + > o, il sera jus ifid 
de poser 

u 1 --~ Ucos  co, u: = Usin to. 

L'dgalitd prdcddente pourra done ~tre dcrite" 

U(r,)r,~ ,'" 
log U(ro)r~ - -  j ( ~ l  cos:to + b~!))sinwcosto + b~)sin~ t o +  Ug(r, U, to)}dr, 

r o 

oh g ddnote une fonction " "" reguhere dans le domaine des valeurs considdrdes. 
Dans le second membre de notre 6galit6 iI y a done une fonction, qui reste 
finie dans ce domaine. Le premier membre, au contralto, tend vers l'infini, 

si r, en ddcroissant, passe par une valour qui annule U; en particulier si 

r tend vers zdro. C'est lh une contradiction dvidente, qui nous prouve 
l'exactitude de notre thdor~me. 

Nous voulons 6tablir maintenant,  que" 

Darts toute solution de (S), holomorphe ou non, on doit avoir lim).', 
t = t  1 

~-- lira,t; = o. ~ 
/ = / L  

\7 la remarque faite au w 4, n~ 2. 
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La d6monstration est identique pour toutes les deux fonetions. Nous 

nous bornerons done ~ la donner seulement pour ),'~. Consid&ons parrot les 

6quations de (S): 

dr = - - 4 ) , ;  + 2r R ,  

qui peut s'derire: 

r *d)'; + 4r'D,'l ----- 2r ~p-~ 
dr l:t ' 

ou bien : 
d 2 r ~ t  
JV (r'~;) = r '  R 

2r~t Le rapport ~ -  resfe tint pour des valeurs de r suffisamment prbs 

de zdro et pour des valeurs finies des autres variables. Pour s'en eon- 

vainere, il suffit de ee rappeler que fit reste finie (v. ~ 4, n~ 2) et R ne 
peut pas s'annuler (v. w 2, n ~ I, lemme I). En ehoisissant une valeur r 0 

2r~1 
assez petite, pour que la fonetion ~ - -  soit int6grable entre r o et o, on 

tirera de l'dgalitd prdc6dente: 
0 

,4  t 4 t / "  [r,~,] . . . .  = _  Tdr" 
ro 

Mats le produit r4~'~ s'annule pour r =  o, ear la fonction 

( 
n ~ resfe finie (v. ~ 2, I, lemme I); par eonsSquent nous pourrons derire: 

ro 

.4 ,, 7 .4 - ~ - -  (0", ') o/" (TO) = 

0 

^ 
OU nlel i le  

),;(r~) - -  ~ - a r .  
t2 / 
0 
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Si nous remarquons que dans tout I'intervalle d'int6gration f < I, eL 
r o ~  

que de la sorte la fonetion ~ int6grer reste toujours finie, nous d6duisons, 
que le second membre est une fonetion rgguli~re de la limite supgrieure. 
Si eette ,limite tend vers z6ro, le premier membre y tendra done lui mgme. 

Voilh ce que nous devions prouver. 
En  r6unissant los r6sultats de ee th6or~me et eeux du prgc6dent, nous 

pouvons gnoneer la propridt6: 

Dams le domaine de r ~ o le systdme (S) ne peut  admettre que des 

solutions holomorphes. 

I I I .  Correspondence' univoque entre les trajectoires de choe et les intd- 

.qrates holomorphes dans le voisinage de r ~ o . -  Arriv6s ~ ee point il est 
naturel de se demander, si ehacune de ees cx3 s solutions correspond 
un choc. 

En d'autres roots nous pouvons nous proposer la question: Pourvu 
que le mouvement air lieu le long d'une des trajectoires (S), y aura-t-J1 
une valeur t I du temps, telle que l imr-- - -o?  Voici la r6ponse. 

blous avons d6jh observ6, que, apr~s avoir int6gr6 le syst~me (S) 
(ou mgme (I~v)), on peut avoir la loi du mouvement en int6grant l '6quation: 

dt a~, 

dpt a P  t ' 

dont le second membre doit 4tre exprim6 par les int~grales trouv6es. Cette 

�9 . ~H, B e~ alp1 = 2rdr) 6quivaut ~." equation (en rappelant que aP, - -  P1 ----- r 

2r2 d r .  dt ---- ~ --~ 

D'aprbs lo eomportement de /~ dans le domaine de r-~-o,  on tire que 
2 r  ~ 

est une fonetion intdgrable dans un intervalle (o, r) suffisamment 
R 

petit. On pourra done ~crire" 

f, 

t 1 - -  t ---- '/2r~ --~ dr , 

0 
~et~ ~ a t l ~ t ~ .  80. Impr im* le 22 septembro 1905. 11 
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t 1 dtan~ lu valeur de t correspondente h r =  o. Puisque le second membre 
est fini, nous pouvons r6pondre affirmativement h la. dema.nde, que nous 
nous dtions faite. 

Les rdsultats, que nous avons obtenus, peuvent ~tre rdsum6s par le 
th6or~me: 

Toutes et seulement les solutions du systdme (S), qui sont holomorphes 

pour  r = o, correspondent aux trajectoires le long desquelles a lieu, au bout 

d 'un temps fini,  un choc entre les deux points 1)ol)1. 

IV.  Chocs passds et chocs tithers. - -  Jusqu'iei nous n'avons jamais 
fair aucune distinction entre les chocs qui peuvent arriver et ceux qui ont 
eu ddjh lieu. Ce dernier pus peat ~tre fa.it en considdrant l'~qua.tion (28). 

Elle nous dit, que, puisque le facteur dr est toujours ndgatif, le signe 
de dt est le m~me que celui de R.  Mais nous avons vu que: 

(29) .B = - - r P l  = + < { 2 ( m o  + m,) 

(v. w 4, n~ 2), pa.r eons6quent le syst~me (S) nous fournit des trajeetoires 
corresponda.ntes aux chocs futurs ou passds, selon que nous prenons le 
radical avee le sign6 + ou ~ .  

w 6. C o n d i t i o n s  de  choe. 

I.  Ddterminations de ces conditions. - -  Pour accomplir la rdcherche, que 
nous avons entreprise nous nous proposons maintenant de caract~riser les 
conditions de choc. C'est-h-dire que nous voulons chercher des dquations 
auxquelles doivent satisfaire les valeurs initiales des variables, dont ddpend 
le mouvement des trois points (ou, si l 'on vent, le mouvement rela.tif de 
deux entre eux), pour qu'h partir de ces valeurs il y air un choe au bout 
d 'un temps fmi. 

Nous avons vu que, pour avoir routes les tra.jectoires singuli~res, il 
fa.ut rempla.cer par des valeurs arbitraires les constantes d'intdgration, qui 
entrent da.ns les dqua.tions (20). On a de la sorte, que les relations 
cherchdes s'obtiendront en 61iminant les pa.ram~tres arbitraires entre les 
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6quations susdites. ~ II a 6t6 dgj~ montr6, dans le paragraphe prgegdent, 
que cette opdration est possible. Pour l'effectuer il suffit de se rappeler, 
que le second groupe des dquations (22) a gtg obtenu par l 'dlimination 
des param~tres ,~0) entre los 6quations (2 i). 5~ais, eomme celles-ei coincident 
avec les (20), pourvu que l 'on pose u,----u.~ ~ o, on atteindra le rdsultat 
que l 'on eherehe, en posant u~ ~ o, u 2 ~ 0 dans le deuxi~me groupe des 
(22). On trouve ainsi: 

( 3 o )  . . . ,  = o .  

Nous avons d6j~ remarqu6 que cos relations peuvent nous reprdsenter 
los conditions de ehoc entre deux autres points de notre syst~me, pourvu 
que la signification des lettres soit chang6e eyeliquement. 

En indiquant tout court par u~ ~), u~ ~) les premiers membres de (3o), 
nous pouvons doric conelure que deux relations du type: 

U(O~'(~)~ (3) ~ O~ ~ ~.~ ~ ~ 0 

sont caract6ristiques pour le ehoc entre deux quelconques de nos points. 
Si, au contraire, les conditions initiales v6rifient l 'une ou l 'autre des in- 
ggalit~s: 

~u ~u =~: O, ~:  o~: o~ =~= O, 

reguherement. nous pourrons ~tre surs que le mouvement se poursuivra " "" 

' Nous pouvons m~me dire, en empoyaut un language g6om6trique, que les 6qua- 

tions (20) d6finissent daus respace s dix dimentions uu hyperspace ~ huit  dimentions, 

dent  los 6quations s 'obtiennent en 61iminant les param6tres ),~o). 

Je  ne crois pas inutile s ce propos de rappeler  quo nous sommes arrives aux 

conditions u ? ) =  o, u~')= o (qui caract6risent un ehoc/)oP1) en admettant :  I ~ l i m / ) o P l =  o, 
t ~ t  1 

I I  ~ dans le voisinage, de t 1 la limite inf6rieure do PoP~ no soit pas nulle, I I I ~  01 et ~t 

tendent  vers des valeurs d6terminbes et finies. 

Si les deux conditions trouv6es sent verifi6es par  les conditions initiales il  y aura, 

au bout du temps t t, un choc /)oPt qui v6rifiera los trois hypoth6ses. S ' i l  n 'es t  pas en 

mSme temps u?  ) = o, u~ t) = o, nous pouvons affirmer, quo l 'uue ou l 'autre des hypo- 

theses faites n ' aura  pas lieu. Nous pouvons 6videmment admettre que la I I  ~ soit toujours 

vraie, car nous 6tudions seulement los chocs de deux corps, mais non ceux de tous les 

t r o i s .  Si la I ~ n 'es t  pas satisfaite, le mouvement, d'apr6s le th6or~me do M. PAI~LEV~ 

n ' a  pas de singularit6s. Mats il  n 'est  pas exclu que seulement la I I I~  ne soit pas verifi6e. 

Ce choe exceptionet, qui n'a a ueun point de rep6re dans l ' intuit ion, n 'est  pas compris 

dans les conditions u~ ~) = o, u~ ~) = o, et il  6chappe effectivement s notre discussion. 

Voils ce que nous voulions mettre en 6vidence. 
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I1 ne taut pas cependant se tromper sur la port~e de co r~sultat. 
Nous ne pouvons pas assurer la rdgularitd inddfinie du mouvement, mats 
seulement la rdgularitd jusqu'h une valeur t' du temps pas trop 61oignde de 
1'instant initial, car la biunivoeif~ entre les trajeetoires de choc et les so- 
lutions holomorphes du syst~me (S) a 6td ddmontrde seulement pour r 
suffisamment petit. Si les conditions du mouvement pour t = t' sont telles 
que les inggalitds prdegdentes soient encore vdrifides, le mouvement sera 
encore rggulier pendant nn autre intervalle (t', t"); et ainsi de suite. 

II .  Comportement analytique des deux conditions trouvdes au voisinage 

d'un choc. - -  Ayant 6gard aux dquations dif[drentielles les premiers membres 
des 6galitds (30) peuvent se ddvelopper en sdries de puissances de r. l~ous 
verrons tout h l'heure que les coefficients de ces sdries pourront ~tre rid- 
terminals de proche en proche par de simples opdrations en termes finis 
et diffdrentiations. 

I1 faudra que nous 6tablissions ~ ce but des dquations diffdrentielles, 
auxquelles doivent satisfaire les fonctions AJ)). Les relations (3 o) sont 
valables pour route valeur de r, rant que l'on reste sur une trajeetoire 
singuli~re. Si nous ddrivons ces dquations par rapport K r et nous rem- 
plaqons les ddrivdes de ~,  ,~ par leurs expressions (S), nous parviendrons 

des relations, qui seront valables identiquement, pourvu que nous ayons 
dgard aux dquafions (30) m~mes, l~ous aurons donc, en remplagant en outre 
le symbole ~]j.1) par ~ :  

r 1~.. ~ ~ - -  ----- o ,  
dr ~r ~ ~,t~ dr 

ou m6me, d'apr~s (S): 

et enfin, en vertu de (30): 

(jffil,2) 

U=1,2) 

(3 I )  ~.Fj + r...Or. ~-  - ~  ~- ~1 i $~i (gi �9 (jffil,2) 

Substituons mainfenant ~ la place des fonctions 2j (qui entrent dans 
los expressions de a,, ~., R) leurs valeurs rF/. Les seconds membres de (3 I) 

pourront alors 6~e envisagds comme des fonctions des produits rFj ,  r ~L" 

On tire de la sorte deux 6quations simnltandes aux ddrivdes partielles, qui 
sent k m6me de nous donner les coefficients des sdries que l'on cherche. 
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r 

(32) E = m)r'. 
0 

Les ~quations (3x) s'6criront done" 

m m ~ 2  i / "  ( j = 1 , 2 )  
0 0 

Ddrivons maintenant les deux membres n lois par rapport a r et posons 
ensuite r = o. I1 est ais6 de voir, que dans les premiers membres il nous 
reste seulement les deux coefficients f~'), f(~')multipligs par (5 + n ) [ n ,  tandis 
que dans ]es seconds membres nous aurons des fonctions des coefficients 

(.o) fj.~-l) et de leurs dgrivdes par rapport aux 21. 
Une couple quelconque de coefficients des m6mes puissances de r dans 

les s6ries (3 2) pourra donc gtre d6terminge lorsque les coefficients des puis- 
sances infdrieures soient connus. Les deux premiers f~o), f(0) se tirent des 
dquations (3 I) (combindes avec les (32)) en posant r = o ,  par consdquent 
t ous l e s  autres s'obtiendront de proche en proche. 

I I I .  Ddveloppement approximatif suivant les puissances de r. - -  Main- 
tenant que nous avons d6montrd la possibilit6 d'effectuer ees ddveloppe- 
ments, nous donnerons, pour les rdaliser, une m6thode, qui est essentielle- 
men~ diffdrente de celle, que nous avons indiqu6e tout h l'heure, mais qui 
est bien plus commode. Nous ddvelopperons les deux membres de (3 1) 
en s6ries de puissances et nous 6galerons ensuite les coefficients des mgmes 
puissances. I1 nous convient d'abord de remarquer que les seconds mem- 
bres sent multiplids par le faeteur r ~ et que par cons6quent les coeffi- 
cients f~o), f~0), f~), f(21) des F/ seront nuls. I1 sera donc permis de partir 
des dgveloppements- 

(33) Fj r ' ~  m 09~ m)rm. 0'= 1, ~) 

Les premiers membres des ~galit~s (3x) deviennent: 
" 

ar = 5r~ Xmo t~ + r t 2r ~o " t~ + r' ~o ~ meo~.~)r "-I } 5F~ + 

= r ' ~ . ( 7  + m)eo~.~)r ", 
0 



86 Giulio Biseoneini. 

et les ggalitds m~mes pourront dire remplacdes par les: 

(34) Z .  (7 + m)to~~)r  m 2 

11 faut maintenant que nous nous procurions les dl6ments, qui nous sont 
n6cessaires pour les ddveloppements des seconds membres. 

En vertu des positions (8) et (~5) nous pouvons dcrire" 

{ : (.')'1 a2=r'-2r'V,+?]=?] ~--2~v,+ ~ 1" 

Par consdquent: 
1 

i i I rA(2V,- - r ' )  ~ - - - - -  I -31- - - - - [ -  X=F,/I ?: ?, ?: 2e' 

x LI ~ ,  , 3 ( 5 v ' - - : )  + 6 I 
A--~ = ?~ [ i + r '  + r 2el 1" 

Le symbols 11 remplace l'ensemble des termes de n i~m~ ordre par 
rapport h r .  

L'expression (29) de R peut s'derire aussi: 

P~ 

--rG(0[ 2 -4- r sin 2 0,) ~:-. 
J 

Par consdquent, ayant dgard aux relations (30) et au ddveloppement de 
I 
A ' nous aurons: 

~ =  § ./'/~' + ~ . /+  ~,.:rh~ + <~o + ~ , . / ~  + :  + r'./] + 
- -  P s  I ' 

ou m~me: 

r 

R = + ~/z(.~o + ~ ' ) /  

On tire par suite" 

: r <~o + m,>,n, 
- - h + - - - - L  I + 2q'rto ~11 Dl 

. . { 
= +q2(mo+m,) I h +  --  2 too  ~ I  i~ 
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D'apr~s los positions (I 9) nous avons: 

2 
m ~ ( ~ '  + r  ~3(SV' -p ; )  + 4)  aV' 

ou bien, en vertu de (33): 

3m~aV~ 
2p~ OOt 

r2m~ 2p~ao-~(sv~-- 3v,p,~) + 4. 

D'une mani~rc analogue: 

2p~ 9~1 2p2 O~ 

~, = r ' ~ ,  = 4 ,  

I 

r o [2 t 
{ ~ ~/2 (mo + .m 0 sin 01 cos ~1 + rmo l~l tL2P~ 

~ r  '~/2(mo + ~,)[h + (~~ + ~')~' 
2morn a P, 

r + q :  + r:)] sin 01 cos 9h + 4}, 

i{ 
% = ~nofi~ ~ ~/2(mo + m,)sinO~ sin?~ + rmol~,l~2q ~ 

~ r,~/2(~. +__ m,) [h + (m. + m,)m, ] } 
2 m o r n  , L /9, /h (P~ + q] + r~) sin O~ sin fa + 4 , 

x { ~ ~/2(mo + m,)cos01 + eta ------ molar rmoftl p~ ~ 

~ r2~/2(mo + 
2morn t Pt 

% ----- N (m~ + ml)m'x' --r'mlm2( sinO~ cosy, - -  3x, + 4: , 

% = ~ (m o + m,)m,y,--r2m, m, sinO, s i n f , -  3Y,-~ + 4 , 

o8-- + ol/o,,-r'olo2(oos ,- ,5) + 4} 
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D'apr~s les positions (34), en faisan~ j = - i  et en substituant les d~- 
veloppemen~s trouv6s, nous avons alors" 

~a 

X~ (7 + m)t~ ")r~ = 
0 

V~ 2 (t ~ r ~ A +  4)[!- = - +  ,~~ + , ~  
l ?  

3m~ aV~ 

| ("0 ) 

r2rn, ~ , --3 4} 

~/2(m o + m,)sin01 cos~ 1 + rmot~l/qP~ 

-~r~/2(mo + ~nl)Asin# 1 cos~l + 4) 

+ . ~v, r ~ (~  ~/2(,.o 

)( 

+ m,) sin Oa sin fl  + rmo lal la~ q2 

-~ rn~/e(m. + m.)AsinO l sinfl  + 4) 

~/2(m.o + m.)COS01 + rmottlla~r~ 

~r~/2(mo + .m,)Aeos#~ + 4)~ 
/ 

+ ~  .. ~p. r"  (m0 + m,)m,x, 

+ \ o " ~q~ 
- r ' ) ( /Oo  -.- o./o.,. 

(=) 



oh nous avons pos6: 

Sur le probl~mo dos trois corps. 89 

A =  ~- (h + (m~ + m')m' 
2m o m t \ P~ 

/~,(p~ + q] + r~)). 

En ordonnant selon les puissances croissantes de r, il viendra" 

~o " (7 + m)e~ ~>r- ---- 

= - +  o + . - , ,  " 2 e ~  + 12e; ~o,- -  2p:~o, 

. (o) ao~ ~ o \ t  -- dO)l * s~ �9 

+ (m0 + ~ , ) ~  / ~ i  ~ ~ i  ~ 
~: ~z~ ~-L-~ + Y ~ 3 ~  + 

/2(too + m,)/~,o~ ') . ~ i  '> 

Z~ ~ - /  

-"cos,,>l ] - - -  + 4 . sin t91 sin f~ + ~z~ 

En 6galant les 
aux dgalitds: 

to~ ~ = + r 
2 3ra, o V l  

- - -  r o + m 1 Iz~O~ a O t  ' 

(./)~t) = O )  

, r  { ,~ 
o~(1 ~ ) =  -I- ~ o + m, 4mom,p~ p,  

coefficients des m~mes puissances de r, nous parviendrons 

__ ~/2(.~o + m,) (~o~ ~ . 
+ mo/~ ~ - -  sin )91 cos ~l -11- 

,o?>= _+-~ ~o + ~, 

Aeta ~athematiea. 30. I m p r i m d  le 27 sep tembre  1905. 

Or1 ~ 

~~  sin 01 sinfl  + ~ cos 01 
a!/~ 

- -  ~ ' ( P ' Y C  q ' 3 ~ + f ' ~ /  

12 
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Si nous  remarquons ,  en ver~u des posi t ions (8), que:  

am~ ~ am~ ~ 
a("~~ sin O~ cos ~'~ + - -  sin #~ sin ~ + cos #, = 
ax~ ay~ az~ 

+ + 
ax I ax 2 ay 2 ay, az~ az~ 

~x-]-F~ J r  ~ q, J r  a---n~- r ,  = _ I4 0 + m, aa, ' p] ] 

oh" 
V~ -----p~x~ + q~y~ + r~z~, 

nous aurons  enfin" 

3m. t /  2 aV,  ~ 
~176 + t4o~ V m. + m, a#, ' 

0)~ 1) == O, 

o;,') = + ~--~ r 
- - 9  

2 3% j ~ ~v:  v ,  I 
m. + m, 17(mo + m,) [p :  a#, ' j 

aO~ [ 4momlp~ p, 

mo + m~ + m I ) - -  (m. + m,)m. (Pl "Jr q~ Jr r~) -Jr 

+7( 
7o(m. + n.,)' a#, V V~, ? : / .  oJ?) = 

2 p~ 2 ' 

Nous avons pos~ 6vidomment: 

af a~ af af  af a~ 



Sur le problems dos trios corps. 

D'une mani~re parfai~ement identique on pourrait d~duire" 

~(o) = + ~~ + "~, ~ ,  

O~!z 1) ~--- O, 

o).(22 ) = + m~ 
- -  9 sin'  01 

a c~, 14,,,o,,,lt,~ h + p, 

m,, + m, + m~ ) 
(too + ~,)m, (p'2 + q~ + r~) + 

3(too+m, +m, )  a , ~ 7 (  V:'~ 
7O(mo + m,)' sin'tg, Oft F2 ' p~ ]" 

o~ ~)= :g 

91 

3 v ,  s v : | ]  
z p: ~e,: t ] '  

Ayant  dgard ~ ces formules nous pouvons conclure que, lorsque 1)1 est 
suffisamment prds de Po, les deux 6quations: 

/ ~ ; , -  rS(o~ ~ + eo~2)r' + eo~')r3) ---- o, 
(35) 

r e ,  - -  r~(w~ ~ + w'(22)r2 + eol ~)r3) = o 

nous fournissent les deux conditions cherch6es entre les valeurs initiales 
des variables, dont d@end le mouvement des trois points. Ces 6quations 
nous permettrons de ddcider, avec une certitude suffisante, sur la r@ularitd 
du mouvement avant ou apr~s l ' instant initial. 

Les 6quations (3o) sont valables, et leurs premiers membres peuvent 
&re regardds comme des fonctions anal3~iques de r ,  pourvu que celle-ci 
soit assez petite. 

En effet nous ne savons rien par rapport h la grandeur du rayon de 
convergence des sdries (32), car nous avons ddmontrd seulement, qu'il n'est 
pas nul. Afort ior i  nous ne pourrons rien conclure, si nous remplagons 
les conditions (3 o) par les (35) (qui dquivalent ~ celles-lh seulement par 
approximation) si nous ne partons pas d'une position de P1 assez pros de P0" 

Rome, mai I9o4. 
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