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EINE AUF UNENDLICHE PRODUKTE SICH BEZIEHEblDE 

FEHLERABSCHATZU N6SREGEL 

u 

W. FR. MEYER 
in KONIGSBERG i/P. 

( A u s z u g  e i n e s  B r i e f e s  a n  d e n  H e r a u s g e b e r . )  

Ich  gestatte mir, Ihnen  eine allgemeinere, sieh auf unendliche Pro- 
dukte beziehende Fehlerabsch~tzungsregel mitzuteilen. 

Ieh  schicke einen einfachen Hiilfssatz fiber natfirliehe Logarithmen 
voraus. Sei g eine reelle positive GrSsse, u n d e s  sei bekannt, dass [l g[ un- 

terhalb der positiven GrSsse T liege, so soll der Untersehied zwisehen g 
und I nach einer ffir positive und negative Werte  yon . q - - I  gemeinsamen 
Regel abgesch~tzt werden. 

Ist  erstens g > I, so hat man naeh Voraussetzung: 

( ' )  /,q < r, g < e~', 

also : 

(:) g ~  ~ < e  r -  i, 

oder, wenn man e r in die Exponentialreihe entwickelt und hinter dem 

zweiten Gliede abbrieht - -  so dass ~" < 2 vorauszusetzen ist - -  

y 
(3) g -  ~ < 

r 
I - - - -  

2 

Ist  zweitens g < i,  so wird nach Voraussetzung" 

I I 
(,') Itgl=z'-<r, - <  e~, ---I < e - - I ,  g g g 
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also, da g < i, a fo r t io r i :  

W. l~r. Meyer. 

(2') I ~ g < b  9 " -  I, 

und, um so mehr, wie oben: 

(3') t - - y  < r 
T [ - - - -  

2 

Demnaeh liefert die Zusammenfassung yon (2), (2'); (3), (3 ')den fraglichen 
Htilfssatz" 

>,,Ist g reeU und positiv, I ~g l < r, o < r < ~-. .~o ist, 91eichgiiltig ob g> ~ " 

(~) I g - , l < e - ,  < r 
] "  _ _  ~ .  

2 

Sei jetzt ein unendliches konvergentes Produkt vorgelegt: 

(4) / ] =  (I + V0)(I + Vl) . . .  (I 2 7 V,). . .  (I + ~',4-p--l)'' ', 

wo die v beliebig positiv und negativ seien; Iv. ] sei mit u, bezeiehnet, 
und yon n > v  an sei u , < I .  

Man betraehte zuv6rderst den einfacheren Fall, wo 11 absolut (und 
damit unbedingt) konvergiert, wo also die lleihe der u konvergiert. 

Es soll der >>Fehler>> des Produktes H abgeschiitzt werden, wenn man 
hinter dem v t~ Faktor i + v,_~ abbricht, d. i. die Differenz P , . v - - I ,  wo 
P,,~ das Restprodukt bedeutet: 

(s) p,, ,  = (, + v,)(, + v , + , ) .  (, + ,,~+p_,). 

Nach dem Mittelwertsatze wird: 

V n  

/ ( I  "31-V.) - -  ! + #~t ' ,  (o<G< ~). 

Is t  v. positiv, so hat man /(i  + v . ) < v . ( - ~ u . ) .  Ist  v, negativ = - - u , ,  

u___~,. Mithin ist in beiden Fiillen" 8o hat man I I(~ + v.)l < ,  __,,~ 

(6) Ir + ~, )1< ~ _ ~ .  _ 
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oder, da mit Rficksicht auf limu,, = o alle u~ ( n > ~ )  unterhalb ether ge- 
wissen Grenze u liegen: 

(7) 

folglich: 

(s) 

?1 n 

Iz(i + ~~ < v - u ,  

i (uv + u~+, + . .  + u~+~_,). I/P,,~I<~- 

Die Klammer rechterhand ist der Rest R~,p der u-Reihe; da die Reihe der 
u konvergier~, so bleibt auch R~,p unter einer gewissen, yon p unabhgngigen 
Grenze R~ (die mit waehsendem v gegen :Null konvergiert). Damit geht 
(8) fiber in" 

(9) I~P~.pl<, _' , ,~,.  

Wendet man hierauf den Hi~lfssatz (I) an, so hat man fi ir  die gesuchte 
Fehlerabschatzung : 

I 

I ! 

2 1 --- ~n, 

1 

I P v , , - - ! [ < e  ~-"R€ , < 

:Nunmehr gehe man 
endlichen, 
~ueh die 
vergiert. 

zu dem Falle fiber, we das Produkt fl (gegen einen 
yon :Null versehiedenen Grenzwert) bedingt konvergiert, we also 
Reihe der v nut  bedingt, und zugleich die Reihe d e r v  ~ kon- 
Der einmal erweiterte Mittelwertsatz liefert: 

~(i + v.) = vn 
2 

2 (l + a~v~)' 
(o < ~ . <  ,), 

somit: 
n = ~ + p - - ,  ? 

I v, (o < # ~ <  I), 
( io )  l P , , , =  .R~,p ? E (i + OnVn)' 

we  
R,,p = v~ 4- v~+, + . . .  + v,+p_, 

der Rest der v-Reihe bedeutet. 
Wegen lim R~,p ~--o lgsst sieh bet gegebenem n-----~ eine fesie obere 

n ~ a o  

(positive) Grenze Pv angeben, sodass I Rv,~l ffir jedes p unterhalb p~ bleibt. 
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Mit Riicksieht auf lim vn-= o bleibt wiederum yon Ivvl = u, ab un < u. 
Damit geht aus (Io) die Ungleichung hervor" 

n=v+p- -1  
I I Z ~'~ (II) IW' ' I  <p~ + 2" ( ' -  "i '  .... 

n=v+p- -1  

bei gegebenem u und be- Da aber Sv ~ konvergiert, so bleibt aueh ~ % 

liebigem p unterhalb einer festen oberen Grenze V , .  M i t  R a c k s i c h t  a u f  (I) 
l ie fer t  d e m n a c h  ( i 1 )  d ie  #esuch te  F e h l e r a b s c h a t z u n g  : 

! 1 

(IIb) I P . ~ - ,  I < e'~+ ~'C' -.)~ _ _ ,  < 

I I 

l 1 I 

I 2p~ 4 ( I - - u )  ~ V ~  

Auf Grund der Formeln (IP), (IP) ist die Pehlerabschiitzung fiir unend- 
liche konvergente Produkte erledigt. 

Die in meinem letzten Sehreiben mitgeteilten Fehlerabschiitzungsregeln 
fiir unendliche Produkte lassen sich auf das komplexe Gebiet iibertragen. 
Was zuv6rderst den Fliilfssatz (I) fiir den natiirlichen Logarithmus an- 
geht, so sei jetzt P eine komplexe Gr6sse 

IzPl<r 
Dann wird: 

e Iwl - -  I < e r ~  t < - -  

= l + P , ,  [ & [ < I ,  uM 

(r reell, > o). 

r 
T 

I - - - -  
2 

e l / / ' l - -  I = ItPI + IZVl + - . . ,  

' (w)  ~ + P - -  x -~- e l p -  I -= l P  + -~ . . . ,  

somit: 
I e - -  I I S < e V P I - -  I < e r -  I .  
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Der auf komplexe GrSssen ausgedehnte Hiilfssatz (I) lautet demnach" 

))Bedeutet P eine komple.xe Gr6sse = I + P~, I P~ I < 
der Voraussetzung [lP I < r, dass: 

(I') I V - - ~  I < e ~ - - i  < - ~ - r  .>> )" 

2 

, so folgt aus 

Es sei jetz~ das unendliehe Produkt /7 vorgelegt: 

(i) n =  (~ + ~,o)(~ + ~,)... (~ + ~,)... (~ + v,+~_d..., 

wo die v~ komplexe C~'Sssen seien, deren absolute Betrgge u~ < I voraus- 
gesetzt werden. 

Es werde gleieh der allgemeine Fall in Betracht gezogen (cf. A. PRIXOS- 
HEIM, Ma th .  A n n a l e n ,  XXII ,  (~883), p. 480) dass die Reihen tier v, 
v ~ , . . . ,  v "-~ ( n >  I) bedingt konvergieren, dagegen die Reihe der v ~ un- 
bedingt. 

Bedienfi man sich also der Bezeiehnungen: 

f R(k)  ~ k 
Vu+ 1 * . , V v + p _ l  ( I )  j v,p V ,  ' -~ 71- "JC (i'= 1, 2 . . . . . . .  1) 

II~,p ----u: + u" u" ~+1 "{- "4- ~+p-1, 

so wird ~ so gross vorausgesetzt, dass die absoluten Werte der R (~)~,p nebst 
R~,p bereits unter gewisse Grenzen p~k), V~ heruntergedriickt seien, die mit 
wachsendem ~ beliebig klein werden" 

(3) In!?,l < s  ), n, . ,< vv. 
Von u~ an seien alle u i < u ,  wo auch u mit  wachsendem u beliebig klein 
wird. 

Dann gilt: 
2 3 n--1 

(4) l(I + v,) = v ; - -  y + 3 "'" + ( - -  I)" v ~  , ~ -  ~ + S~ ~), 

und damit fiir das Res~produkt P~,r: 

(s) 
i=v+p--1  

1Pv, p =  Z /(I - t -v i )=/~0)  _IR(21 _~in(a  ) _  
v , p ~  2 v,? 3 ---v,p �9 �9 �9 i ~ v  

i = u 4 p  -1 
"1- ( - -  I )  n ~?~-1) ' ~  Z S~ ") . 

?t i ~ u  

Acta mathematica. 80. Imprim~ le 6 octobre 1905. 13 
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Nach  dem CAucHY'schen Konvergenzkr i fe r ium fiir die logari thmische 

Reihe  ist aber: 

' ~ [ I ' = ~ - ~ S ~  ] ~ ,,,i' i u~ (6) ") < - -  < - - - - ,  

somi~ folgt fiir den absoluten Wer~ von lP~,v gem~iss (3): 

(7) [/p~.~l<pL,) + ~ +  ~p~> ~ ~, ._ ,+ ~ v~ 

Bezeichnet man die rechte Seite dieser Ungleichung mit 7, (die fiir l im n ~ r 
den Grenzwert  Nul l  hat) so entsteht  auf Grund  yon (I') die gewtinschte 

Fehlerabschgtzungsregel : 

(II) I f , , , - - '  l <  e~'-- ,  < r 
7 
2 

Fiir n = I t r i t t  der einfachste Fall  ein, dass das P roduk t  // unbeding~ 

konvergiert .  

t Im Fa]le reeller v, u ~ 2, ist die Regel noch etwas schiirfer, als dio im ersten 

I I 
Schreiben angegebene, da 

, - -  u < ( I  - -  ~,)' 


