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SUR LES FONDEMENTS DE LA THI~0RIE DES ENSEMBLES 

ET LE PROBLI~ME DU C0NTINU 

]PAR 

I. KONIG 
B U D A P E S T .  

Apr~s de longues hgsitations, je me ddcide h pubher cet article. 
Quel que soit l'accueil r6servds aux vues que j 'y  expose, je erois que Ies 
questions qu'i l  soul,re sont de celles que la thdorie des ensembles ne 
saurait 61uder darts ses ddveloppements ult~rieurs. 

Que le mot >>ensemble, air 6t6 employd indistinctement pour ddsigner 
des concepts tr6s cliff'rents et que ee soit l~t origine des paradoxes apparents 
de la thgorie des ensembles; que d'autre part cette thdorie, comme route 
science exacte, ne puisse se passer d'axiomes, et que le choix des axiomes, 
plus profond iei qu'ail]eurs, soit dans une eertaine mesure arbitraire (eomme 
il arrive pour routes les sciences): tout cela est bien connu. N6anmoins 
je pense prdsenter sur ees questions quelques points de vue nouveaux. En 
partieulier, je crois que la th6orie spdciale des ensembles bien ordonn6es 
ne saurait ~tre regardde comme enti6rement fondge taut que l'on n'aura 
pas 6clairei l es  questions soulev6es au w 4. 

I. Soit a l ,  a.~, . . . ,  a k , . . . ,  une sdrie infinie d6nombrable (de type 
co) d'entiers positifs, et soit la suite 

(al, as, . . . ,  ak, . . .) 

un dldment de l'ensemble appeld ,,continu,,. Si l'on est prgalablement 
parti d'une autre ddfinition du eontinu, alors les (al, a .2 , . . . ,  a k , . . . ) s o n t  
des symboles qui, d'une part, dg~erminent univoquement chacun des 61d- 
merits du continu, et d'autre part distinguent ces dl~ments les uns des autres. 
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Nous dirons qu'un ~l~ment du continu a une ,dgfinition fiuie>~ si 
(nous servant pour fixer notre pensde scientifique d'une langue approprigc) 
nous pouvons en un temps fini d~finir unc op6ration (loi de formation) 
conduisant ~ distinguer sp6cifiquement l'dldmcnt donn~ d'un autre ~Igment 
quelconque, c'est h dire dgmontrant pour un entier quelconque k l'existence 

d'un et d 'un seul 616ment ak. 
I1 taut observer que la distinction spgeifique dont il est ici question 

n'implique pas que la ddtermination de a, puisse gtre faite au moyen d'une 
opdration bien d~finie ou mgme finie. 

On montre facilement que les 61dments du continu dont la ddfinition 
est finie torment un ensemble partiel de puissance to0. Nous ddsignerons 
cet ensemble par E .  

Une d6finition finie dolt s'cxprimcr tout enti~re au moyen d 'un hombre 
fini de roots et de signes de ponctuation. L'ensemble des ddfinitions finies 
pout ~tre ordonn~ de ~elle sorte qu'~ l 'une quelconque de ces ddfinitions 
corresponde un et u n s e u l  entier positif comme hombre ordinal fini. 

A tout 616ment du continu ayant une d6finition finie correspond une 
suite d'entiers positifs (puisqu'un tel dl6ment peut admettre et admet en 
effet une pluralitd de ddfinitions finies). Dans cette suite il y a un entier 
qui est plus petit que teus les autres. Cet entier ddterminera donc d'une 
mani~re univoque l'dldment correspondant (~ ddfinition f in ie )du  continu. 

Ainsi l'ensemble E est dquivalent ~ un ensemble partiel pris dans 
l'cnsemble des entiers positifs. D'ailleurs si l'on se donne unc suite 

(a ,  a , . . . ,  a ,  . . .) ,  

oh a prend des valeurs enti~res positives quelconques, cette suite constitue 
un dlgment du continu ~ ddfinition finie. On ddduit de ces remarques que 

en d~signant par e la puissance de l'ensemble E .  
Mais comme le continu, par d6finition, n'est pas ddnombrable, il y a 

n6ccssairement des ~16ments du continu dent la d~finition n'est pas finie. 

2. Quoique cette exposition ne puisse encore pr6tendre h une rigueur 
parfaite, il taut n6anmoins pr~ciser les axiomes qui sent intervcnus jusqu'ici 
dans men raisonnement. 
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a) En premier lieu nous admettons comme un fair clue notre con- 
science est le theatre de processus qui ob~issent aux lois formelles de la 
logique et constituent la ,pensge scientifique,. Nous admettons aussi clue 
parmi ces processus i l  s'en trouve clui correspondent univoquemcnt aux 
processus par lescluels nous formons les suites de symboles dgfinics plus haut. 

~Comment~ se produit cette correspondance et ,jusclu'ofi,> elle va, cc 
sent 1~ des cluestions clue nous ne soulevions pas. (Axiome mdtalogique.) 

b) Le concept de >>suite arbitraire (de type w ) d e  hombres entiers 
positifs,,  et le concept de ~l 'ensemble de routes ces suites~, que nous 
appelons ~continu,, sent des ~concepts possibles,, c'est-~-dire des concepts 
qui ne renferment aucune contradiction logique. (Axiome du continu.) 

Une analyse plus approfondie de ces axiomes se trouve, je crois, dans 
le memoire qu'a pr~sentg M. HILB~aT au I I I  ~ Congr~s international des 
Math~maticiens (C. R. du Congr~s, p. 174). 

La d~finition du continu sur laquelle je m'appuie implique, en par- 
ticulier, que la puissance du continu est ~o ~~ 

On a en outre to0 ~~162 Pour le prouver on pout se rdfdrer ~ ma 
n o t e  Zum Kontinuum Problem, publide dans les M a t h .  A n n a l e n ,  t. 60, 

p. I77. 
En admettant ces donnges, je me mets sciemment en opposition avec 

la doctrine d'apr~s laquelle il serait interdit  aux analystes de s ' aventurer  
hers du domaine des )>lois finies,. Une telle doctrine entralne selon moi 
la ndgation de l'existence du continu et du problSme du continu. Men 
point de rue consiste au contraire ~ admettre qu'il y a des dl~mants du 
continu que nous no pouvons pas penser , jusqu'au bout, ,  e~ qui, malgr6 
cela, sent exempts de contradiction. Ce sent, si l 'on me passe cette nouvelle 
aceeption du mot, des dldments , id6aux,.  

c) Les axiomes pr6cddents nous dormant le droit de parler d 'un 6lS- 
ment ,)quelconque, du continu, nous invoquons en dernier lieu l'Antith~se 
logique: ))Ou un dl6ment quelconclue du continu a une d6finition finie, ou 
ce n'est pas le cas., Les axiomes a) et b) une fois admis, l'axiome c)ne  
saurait pas ne pas l'~tre. On peut d'ailleurs, sans rien changer h nos dg- 
ductions, lui donner une forme subjective: ,Pour  un ~ldment quelconclue 
du continu, on peut sfirement trouver une d~finition finie, ou ce n'est pas 
le cas>). 
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3- Les donnges admises ci-dessus vont me perme~re de prouver, d 'une 
mani~re extraordinairement simple, que le continu ne peut pas ~tre bien 

ordonnd. 

Supposons que los 616men~ du continu torment un ensemble bien 
ordonn6, et considdrons parmi ces dldments ceux qui n 'ont  pas une dd- 
finition finie. Ces derniers constituent un ensemble partiel de l'ensemble 
bien ordonnd, et cet ensemble partiel, df~nt lui-m~me bien ordonnd, a un 
et un seul premier dldment. 

Or, d'apr~s les donn6es admises plus haut, le continu, comme tout 
ensemble bien ordonnd, ddfini~ une suite bien cnchalnde (sans lacune, 
>>liickenlos~) de hombres ordinaux ddterminds, en sorte qu'~ chaque dld- 
ment du continu correspond un et un seul hombre ordinal ct inversement. 
D~s lors >>le nombre ordinal correspondant h un dldment ~ ddfinition finie 
du continu~,, de mgme que >>l'dldment du continu correspondant ~ un 
nombre ordinal ~ d~fini~ion finie de la suite considdrde,,, a lui-mgme une 
ddfinition finie. ~ot re  raisonnement nous forcerait d~s lors h conclurc que 
dans une suite de nombres ordinaux il y a un hombre qui est le premier 
de la suite et qui n'a pas de ddfinition finie. Cela est manifestement im- 
possible. 

On a en effet un ensemble d~termin~, bien ordonn~, de hombres or- 
dinaux ~ ddfinition finie qui torment une suite bien enchaln6e (liickenlos). 
,,Le nombre ordinal qui, d'apr~s son ordre de grandeur, se range immd- 
diatement apr~s la suite en question~, est bien un nombre h ddfinition finie, 
et cependant notre hypoth~se initiale conduit ~ conclure qu'il n'a pas de 
ddfinition finie. 

Ainsi l'hypoth~se d'apr~s laquelle le continu pourrait ~tre bien or- 
donnd conduit, comme je l'avais annoncd, ~ une contradiction. 

4. On suspectera sans doute la valeur du raisonnement prdcddent en 
faisant observer qu'il s'applique mot pour mot h tout ensemble bien or- 
donng non d6nombrable. I1 6quivaudrait done h prouver qu'il n'existe 
pas de tels ensembles. Or on connait un ensemble bien ordonnd non dd- 
nombrable ddfini sans contradiction: c'est la classe de nombres Z(tt0) de 
M. CANTOR, OU ~l'ensemble de tous les types ordinaux des ensembles bien 
ordonnds de puissance tr o2. On voudra arguer de ce paradoxe qu'une faute 
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a 6t6 commise darts le raisonnement que j 'ai expos6. I1 ne taut pas, 

qu'il en soit ainsi, comme je vais le montrer en entrant dans quelques ddtails. 

L'acception du mot ,ensemble, diffdre totalement dans les deux cas. 

Lorsque nous construisons le concept du continu, notre point de d6- 

part, notre base est la suite ))arbitraire, (al, ap, . . . ,  ak, . . , ) .  En  rant 
que nous rempla?ons al ,  a p , . . ,  par des entiers positifs d6termin~s, nous 

raisons de cette suite une suite ))d6terminde)), un 616merit du continu qui, 
s'il est ddfini, est dans notre entendement distingu6 do t o u s l e s  autres 

616ments. En  rant  ~tue nous nous repr~sentons ensuite l'ensemble de tous 

ces 61gments ))bien distinets)), nous sommes conduits au continu. 

I1 en est tout autrcment de la classe de nombres Z(~0). Les ,>61g- 
ments>) de cette classe sent ddfinis par la ,propri6t6)) qu'ils ont d'etre les 

types ordinaux d'ensembles bien ordonnds de puissance tr Nous connais- 

sons h vrai dire de tels 61dments, par exemple: w ,  w + I , . . . .  Mais la 

propridt6 qui les dgfinit n'est qu 'une  abstraction; h mettre l, es choses a u  
mieux, elle fournit un moyen de distinguer entre les objets qui appartiennent 

la classe consid6r6e et les autres objets; mais elle ne donne aucune in- 

dication sur ]a mani~re dent  on pourra effectivement former chacun des 
dldments de Z(~0). C'est ici un ))concept collectif,> qui est notre base, 

et c'est on partant de ce concept que nous construisons apr~s coup des 

616merits. C'est pourquoi je voudrais qu'avec M. CA~TOa on appels Z(tr 

une ,,elasse)) en non un ,,ensemble,>. 

Mais que la scconde classe de nombres Z(~r puisse ~tre d~finie 
comme ensemble explicite form6 d'dldments bien distinguds (distincts par 

�9 leur nature), eela ne saurait actuellement ~tre regard6 comme vraisemblable. 

Et  prgcisgment, si l 'on accepte la d6monstration que j 'ai donnde plus haut, 
on en dgduira que la Seconde classe de hombres ne saurait ~tre con~ue 

comme grant un ensemble donn6 explicitement, c'est-it-dire comme ensemble 
d'dl6ments parfaitement distinguds et s6par6s les uns des autres. 1 

1 Ls se trouvo, je trois, l'origine des paradoxes de la th~orie des hombres or- 
dinaux, que hi. BURALI-FoRTI a signal's le premier. 

J'ajouterai encore quelques remarques qui facilitent peut-~tro la comprehension 
d u w  

L'ensemble des nombres entiers positifs n'est hi  aussi originairement donn~ que 
comme >>classe>>. C'est 5galement ainsi que M. HILBERT d~finit (1. e.) lo >>plus petit 
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En terminant set expos~ fragmentaire, je me plais ~ reconnaltre que, 
bien qu'oppos~s ~ certaines rues de M. CANTOR, mes r~sultats, s'ils sent 
exacts, ne mettent que mieux en lumi~re la haute valeur des crdations 
g~niales de l'illustre analysts. Ce ne sont d'ailleurs que certaines pr6somp- 
tions de M. CANTOR qui seraient infirmdes par ce travail: le eontenu des 
propositions ddmontrdes par lui subsists intact. 

Je remarque enfin que la distinction fitablie ici entre les >>ensembles>> 
et les ~elasses, ~claircit enti~rement les paradoxes bien connus de la tMorie 
des ensembles (ensemble de tous les ensembles etc.). 

Les principaux rSsultats exposds ci-dessus ont dr6 pr~sentds h l'Aca- 
ddmie Hongroise des Sciences le 2o juin I9o5. 

intlni~. Mais il semble qu'ici le postulat qui consists ~ assimiler la classe ~ un en- 
semble explieitement donn6 soit possible, c'est-~-dire exempt de contradiction. 

Au contraire, d'apr6s ce qui pr6cSde, on devrait regarder le continu comme ~tant 
exclusivement un ~ensemble explicitement donn6>>, et la seconds classe de nombres comme 
6tant exclusivement une classe ou (si l'on me permet l'expression) un >>ensemble en puis- 
sance>>, (werdende Menge). 

Je veux encore signaler un concept collectif tr6s ~16mentaire que st~rement on n'a 
pas le droit de consid6rer comme ensemble cxplicitement donn6. 

Partons de l'ensemble de t o u s l e s  nombresT d6cimaux finis, mais regardons ces 
hombres comme ayant une infinit6 de d6cimales, cela en ajoutant ~ lear droite une in- 
finit~ de z6ros. 

Imaginons que dans les hombres ainsi 6crits nous 6changions deux ehiffres quel- 
conques. Toutes les places sont disponibles, c'est-~-dire que si nous remplaTons un chiffre 
qaelcenque par an autre chit~re quelconqae, nous obtenons un hombre qui appanient 
encore & la classe consid~r~e. 

Et  cependant il n'est aucunement permis de parler de l'ensemble de tous les  
places, comme places disposibles; car alors on omettrait manifestement de fairs intervenir 
le principe restrictif auquel satisfait la loi de formation de nos nombres. Ce principe 
est le suivant: ~La place de rang k est disponibls; mais il exists n6cessairement un 
entier positif l ~> k, tel qu'/L partir de la place de rang l mates les places soient occu- 

p6es par le chiffre o . ,  
Pour r6pondre ~ la question: ,Combien y a-t-il de places disponibles simultan~- 

ment?,  lee hombres cardinaux (au sens de M. CANTOR) sent inad6quats: il faut cr6er 
un nouveau concept. 


