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SI~RIES TRIGONOMI~TRIOUES ET SI~RIES DE TAYLOR 

PAR 

P. F A T O U  
P A R I S .  

[ n t r o d u ~ i o n .  

Le pr4sent travail a pour objet l'~tude de certaines questions d'ordre 
ggn4ral eoncernant les s6ries trigonomfitriques et les s4ries de TAYLOR; il 
a 4t4 entrepris, en grande partie, dans le but de montrer le parti que l'on 
peut tirer dans ces questions des notions nouveUes de mesure des en- 
sembles et d'int4grale d4finie g4n4ralis4e. 

Le prob!~me de la mesure des ensembles a 4t4 abord4 pour la premiere 
fois par M. G. CANTOR; ses d6finitions ont gt4 pr4cis4es et eompl4t~es par 
M. JORDAN dans sou cours d'analyse; mais c'est M. E. BOREL I qui a 
donn6 pour la premiere fois & cette notion de mesure une port4e assez 
g4n6rale pour la rendre vraiment utile au point de rue des applications. 
1V~. BORI~L a pos~ le probl~me sous une forme qui 6quivaut s celle-ei: 2 

Attacher & tout ensemble born6 ponctuel (suppos4 ~t une dimension) 
un nombre positif ou nul qu'on appellera sa mesure et qui satisfasse aux 
conditions suivantes: 

a E. BOREL. Le~o~s sur la thdorie des fonctions (Paris, Gauthier-Villars, I898 ). 
' L~BESOUE. Lefons sur l'int~gration et la recherche des fonctions primitives (Paris, 

Gauthier-Villars, I9o4 ). 
Aeta mathem~/ea. 30. Impt'lm6 le 23 novembre 1906. 
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I ~ Deux ensembles ~gaux ont m~me mesure. 
2 ~ L'ensemble somme d'un nombre fini ou d'une infinit6 ddnombrable 

d'ensembles, sans point eommun deux ~ deux, a pour mesure la somme 
des  mesures des ensembles composants. 

3 ~ La mesure de l'ensemble de tous les points du segment (o,  I) 
est I. Le probl~me ainsi pos6 est susceptible d'une solution unique, sinon 
pour t o u s l e s  ensembles que l 'on peut coneevoir comme existant, du moins 
pour tous ceux que l 'on a pu effectivement nommer. La mesure, au sens 
de M. BOREL, est d'ailleurs l a  m~me que la mesure au sens de M. CA~TOR, 
darts le cas d 'un ensemble ferm6; mais si l 'on consid~re un ensemble dd- 
nombrable et dense, par exemple l'ensemble des points ~ abscisse ration- 
helle compris entre z~ro et i, la d6finition de M. ]3OREL conduira h lui 
attribuer comme mesure, le hombre zdro, tandis que d'apr~s M. CANTOn 
sa mesure serait I. 

Dans sa th~se (intdgrale, longueur, aire), parue dans les A n n a l i  di 
M a t e m a t i c a  (I9o2), M. H. ~LEBESGUE a repris et compldt6 le probl~me 
de la mesure d'apr~s M. BOREL et en a fair uric application des plus im- 
portantes h la d6finition de l 'intggrale; la notion d'intdgrale, d'apr~s M. LE- 
BESGUE, s'applique h routes les fonctions discontinues que l 'on peut nommer 
(par exemple h routes les fonetions repr6sentables analytiquement), au moins 
quand ces fonctions sont borndes; elle coincide d'ailleurs avcc l'intdgrale 
au sens de RIEMANN, quand celle-ci est applicable, et jouit de routes les 
propri~t~s essentielles de l'intdgrale de RIEMANN. 

I1 semble que l ' introduction de ces notions de mesure et d'int6grale 
g~n6ralisde, qui constitue un progrbs important dans l'6tude des ensembles 
ponctuels et des fonctions de variables rdelles, peut dgalement servir h 
r6soudre des probl~mes qui se posent dans des branches anciennement cul- 
tivdes de l'analyse. 

D~j~ M. LEBESGUE, dans un m6moire paru dans les A n n a l e s  de l ']~cole 
n o r m a l e  sup6 r i eu re ,  avait appliqu6 sa notion d'intdgrale h l'dtude des s6ries 
triffonomdtriques, et d6montr6 entre autres choses, que si une sdrie trigo- 
nom6trique est convergente et reprdsente une fonction born6e les coeffi- 
cients de cette sdrie sont donnds par les formules d'EuLER-FOURIEa oh les 
intdgrales sont prises au sens ggn6ralis6 du mot. Or il existe effective- 
ment des fonctions bornfies, non intdgrables au sens de RI~.~ANN, qui sont 
repr6sentables par une s~rie trigonom6trique convergente en tout point:  
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ce rgsultat permet donc de mettre plus d'unit6 et de g~n6ralitg dans la 
th6orie de la s~rie de "FOURIER. 

Dans ce travail je d6montre un rdsultat analogue relatif ~ l'int6grale 
de PoIsso~: si une fonction harmonique r6guli~re h l'int6rieur d'un cercle 
y reste born6e, elle peut s'exprimer h l'aide d'une int6grale de PoIssoN, 
l'intdgrale grant prise au sens de M. LEBESGUE. 

J 'ai d6duit de 1~ une propri6t6 g~n~rale concernant la fagon dont se 
comporte une branche de fonction analytique uniforme au voisinage d'une 
coupure isol6e; si la fonction est bornde au voisinage de cette coupure (ou 
devient bornde par une transformation homographique), en tous les points de 
la coupure, saul  peut-6tre aux points d'un ensemble de mesure nulle, la 
fonction prend une valeur dgterminde, quand on s'approche de l'un de ces 
points suivant un chemin non tangent it la coupure. I1 y a donc dans tout 
intervalle, des points en infinitg non d6nombrable, sur la coupure, pour 
lesquels la fonction prend une valeur ddtermin6e, en excluant, au besoin, 
les chemins tangents ~ ceUe-ci. Or on salt que, dans d'autres cas, des 
circonstances tout autres peuvent se prdsenter: la fonction modulaire, par 
exemple, est ind6termin6e en tous les  points d'abscisse irrationnelle de l'axe 
des quantitds rdelles, mgme lorsqu'on s'approche de ces points normalemen~ 
h la coupure; la propridt6 gnoncge n'est done pas une banalit6. 

C'est encore l'6tude de l'int6grale de PoIsso~ g~n~ralis~e, qui m'a 
permis de d6montrer l'existence de fonetions analytiques uniformes possddant, 
sur une coupure, une infinitd non ddnombrable de zdros qui peut Stre dense 
darts tout intervalle. 

Les mgmes mdthodes m'ont permis, dans un cas il est vrai tr~s par- 
ticulier, d'aborder l'dtude des s6ries trigonomgtriques donn~es par la loi de 
leurs coefficients. On pent ehercher, dans ce cas, des crit~res de conver- 
gence, ou supposant que la convergence air lieu, chercher des propridt6s 
des fonctions ainsi dgfinies; ces problSmes qui paraissent diffieiles, ont 6td 
peu ~tudi~s. Le principal rgsultat que j'aie obtenue dans ce~ ordre d'id~es 

x 
est le suivant: Si na, et nb. tendent vers zdro avec - ,  l'ensemble des points 

~b 

de divergence de la s~rie Z(a~ cos nx 4" b. s innx)es t  de mesure nulle. II 
en rdsulte que si l'on a plusieurs sdries de cette esp~ce, en nombre fini 
ou en infinitg ddnombrable, il y a dans tout intervalle, des points off elles 
convergent routes simultan6ment. 

Aeta mathamatiea. 30. Imprim6 le 23 novembre 1906. 43 
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Si, renon~ant ~ la convergence au sens ordinaire du mot, on cherche 
dans quel cas une s6rie est sommable par les proc6dds de la moyennc 
arithmdtique, comme l'a fair M. FBJER, 1 on peut 6noncer des conditions 
de sommabilit6 plus gdn~rales" Si par exemple on a 

I .1< ,c , Ib.l< ,~ 
n~ -+a n{ +a 

on tTOUVe que la sdrie est au plus ~)doublement inddterminde)), saul aux 
points d'un ensemble de mesure nulle, et reprdsente une fonction absolu- 
ment int6grable dans 1'ensemble des points oh elle est ddfinie. 

J'esp~re aussi avoir montrd que l'inf~rgt qui s'attache aux travaux 
de RIEMANN sur les conditions de repr6sentation d'une fonction par une 
sdrie trigonomdtrique, est loin d'etre dpuisd; j 'ai pu facilement, ddduire 
de Fun des thdor~mes gdn6raux de ~RIEMANN, ce fair qu'une sdrie de 
TAYLOR dent les coefficients tendent vers z6ro et dent le rayon de con- 
vergence est dgal ~ un, est convergente en tout point rdgulier de son 
cercle de convergence, ce 'qui n'avait dig d6montr6 que dans des cas par- 
ticuliers. 

J 'ai  divis6 ce travail en deux parties, dans la premiere j'6tudie l'intg- 
grale de POlSSON lorsque la fonction donnde sur le contour est discontinue; 
dans la deuxi~me partie j 'applique les r6sultats de cette dtude ~ quelques 
questions concernant les Mries trigonom6triques et la fagon dent  se corn- 
portent les s6ries de TAYLOR sur leur cercle de convergence et je fais 
connaltre quelques propri6tgs des sdries enti~res h coefficients entiers. 

Enfin dans une note additionnelle je donne une ddmonstration simp- 
lifide du thdor~me de CANTOR sur l'impossibilitd de la convergence en tout 
point d'une s6rie trigonomdtrique dent les coefficients ne tendent pas vers 
z6ro et quelques remarques g~n6rales sur la convergence de ces s~ries. 

Qu'il me soit permis de remercier ici les personnes qui OAt bien voulu 
m'encourager k entreprendre ce travail: MM. PAINLEV~ et BOaEL et tou~ 
particuli~rement men ami H. LEBESGUE qui n'a cess6 de s'intdresser h m e s  
reeherches et dent les eonseils m'ont  6t6 fort utiles. 

L., F~JER (Sur les reactions borndes et intdgrables, Comptes Rendus, Io d6- 
cembre I9oo ) et Mathemat'ischo Annalen (tome 57, I9O4). 
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L'int~grale de Poisson. 

I. On sait que la solution du probl~me de DIRICHLET dans le cas 
du cercle est donnde par l'intdgrale 

+ r  

I f I - -  ~.2 o) = j v -  2r oos(O- ) + r , f ( u ) d u  
- -  r r  

qui ddfinit une fonction harmonique rdguli6re ~ l'intdrieur du cercle de 
rayon I, et prenant sur la circonfdrence, en un point d 'argument u o la 
valeur f(Uo). 1 Ce dernier fair n'est d'ailleurs exact, en gdndral, que moyen- 
nant la continuit6 de ]u fonction pdriodique f(u), mats il importe de l'e- 
marquer que, sous la seule condition que f(u) soit une fonction sommable 
en valeur absolue, au sens que M. LEBESGUE attribue h ce mot, l'intdgrale 
prdcddente conserve un sens et ddfinit toujours une fonction harmonique; 
mats alors, lorsque le point (r, 0) se rapproche d 'un point ( I ,  uo) de la 
circonf6rence, la fonction F ne tend pas ndcessairement vers une valeur 
ddterminde. C'est l'dtude des diffdrentes particularit6s qui peuvent se 
prdsenter, quand f(u) prdsente des discontinuitds ou devient infini qui fair 
l 'objet du pr6sent chapitre. 

Faisons d'abord une remarque gdndrale: la fapon dent se eomporte 
au voisinage du point ( I ,  %) de la circonfdrence la fonction F(r, 0), ne 
ddpend que des valeurs de la fonction f(u) dans un intervalle aussi petit 
qu'on ]e veut, comprenant ie point u 0 h son intdrieur. En effet, partagons 
l'intdgrale (~) en deux parties, l 'une relative h l'intervalle (a, b)comprenant 
le point uo, l'autre relative h l'arc compldmentaire S de la circonfdrence; 
la deuxi~me intdgrale partielle tend vers zdro quand le point M(r, O)tend 
vers le point (I , uo) , car le ddnominateur: I - - : r cos (O- -u )  -~- r 2, qui 
reprdsente le carr5 de la distance d'un point de l'arc S au point ~/[ finit 
par devenir supdrieur ~ un nombre positif fixe et comme par hypoth~se 

1 V. p. ex. : P~CARD, Traitd d'analyse, tome I. 
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flf(u)ldu a une  valeur  finie, il en rdsulte que notre  intdgrale t end  vers 

z~ro comme I - - r  ~, de telle sorte que les valeurs de f(u) ~ l 'ext~rieur de 

(a, b) n ' o n t  aucune  influence sur les valeurs l imites de la fonet ion  har- 
monique .  

2. Supposons  m a i n t e n a n t  qu ' au  po in t  u- - - -%,  la fonet ion  f(u) de- 

v ienne  infinie en res tant  posit ive,  de telle sorte qu 'el le  soit cont inue  pour  

u = uo, ~ condi t ion  de h i  a t t r ibuer  en ce po in t  la valeur  -t-cxv. I1 est 
facile de mon t re r  darts ce c a s q u e  F(r,  O) t end  vers + cxv quand  le po in t  

M(r,  8) vient  ~ se confondre  avec le po in t  Mo(I , Uo). E n  effet la fone- 

t ion  f(u) sera posi t ive darts un  intervalle fini CD en tou ran t  le po in t  M o. 

c p 

D 

I1 suffit d 'd tudier  la pat t ie  de l ' in tdgrale  de P m s s o ~  relative h l'arc CD. 
D u  poin t  M comme centre  avec ( I - - r )  ~/2- comme rayon ddcrivons un  

arc de cerele qui  coupe CD en deux poin ts  P e t  Q. On vol t  a isdment  
que 1'on a: 

arc PQ --~ 2 (x - -  r) [~ une quant i td  pros de l 'ordre  de (I - - r )2 ]  

et 
I - - ' 1  "2 

x - 2r cos ( a -  u)+r" 
I _ ~ . s  I 

2(x - r )  ~ > 2 ( ~  r~' pour  tons los points  de PQ 

de sorte que 

l. 
PQ 

i - -  2r cos (0 - -  ~,) + r-' f(u)du > 2-~' 

si la fonct ion  f(u) est cons t ammen t  plus grande  que M dans le champ 
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d'int6gration. Choisissons alors un nombre positif ~ tel que dans l'inter- 
,~alle ( U o ~  , u o + ~), on air: f ( u ) > M ,  et prenons: 

3 I - - r < ~ ,  

2 

Dans ces conditions, tous les points de PQ grant intgrieurs ~ l'intervalle 
M 

(u 0 - - 3 ,  % + 3), l'intggrale prgc6dente sera plus grande que ~ et il en 

sera de m~me ~ fortiori si on 6tend l'intggrale ~ tousles  points de Fare CD. 

I f I - -  ~ . t  
I1 en r6sulte que ~ j ,  i - -  2r cos(0-- u) + r ~f(u)du devient plus grande que 

0 

route quantit6 donn6e quand le point M tend par un chemin queleonque 
vers le point M 0. 

Examinons ensuite le cas oh f (u)  devient infinie , en changeant brus- 
quement de signe lorsque u traverse la valeur u 0. 

I1 est bien facile de pr6voir .que dans ee cas la fonction harmonique 
es~ ind~termin~e au voisinage du point M o et peut s'approcher autant 
qu'on le veut de tout nombre r6el. Pour nous en assurer menons la 
corde R S  perpendiculaire ~ 02Fl et supposons que le point M 0 soit extgrieur 
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RS,  ee qui aura lieu si M est extdrieur au cercle ddcrit sur OM o comme 
diam~tre. Pour tous les points extdrieurs h RS, on aura 

I - -  } . 2  

x - -  2 r  c o s  ( # - -  u )  + r ~ ( I 

et la partie correspondante de l'intdgrale de PorssoN restera moindre que 
2~ 

f [ f (u ) [du  et sera done bornde. Si les points R , P  Q, S se trouvent 
2~r,~ 

o 

du eSt~ de 2t/o oh la fonetion f(u) prend des valeurs infinies positives 
les int6grales: 

l" 8 R  

prennent d'apr~s ce qui precede des valeurs infiniment grandes positives 
quand M tend vers M0, et il en est de m~me de l'intdgrale de PoIssos 
dtendue h route ]a circonf6rence. 

Ainsi quand M tend vers M 0 en restant compris dans l 'angle ~'Moa 
des deux circonfdrenees, F(r, 0) tend vers -{- oo; au contraire si M tendant 
vers M 0 reste dans l 'angle $Mofl , F(r ,  6) tend vers - - o o .  D'autre part 
F ( r ,  0) 6tant continue h l 'intdrieur du cercle de rayon I, il est clair 
qu'elle pourra s'approcher autant qu'on le veut de route valeur donn~e 
l'avance au voisinage du point M 0. 

Nous donnerons une application intdressante de ces considdrations en 
construisant une fonction harmonique rdguli~re et constamment positive h 
l'int6rieur d'un cercle C, et devenant infinie au voisinage d'une infinitd 
non ddnombrable de points de la circonfdrence. 

Considdrons, sur une droite, un ensemble parfait, de mesure nulle 
dont tous les points soient ~ dis~nce finie. Iqous savons qu'un tel en- 
semble a ]a puissance du continu. :Nous savons aussi qu'il peut s'obtenir 
en enlevant d 'un segment A B  une infinit~ ddnombrable d'intervalles, sans 
point commun deux ~ deux, et dont la somme des longueurs est 6gale 
la longueur de AB.  On les appelle ordinairement d'aprSs M. BAII~E les 
intervalles contigus ~ l'ensemble considdr6 E .  Ceci rappel:, je dis qu'il 
est possible de ddterminer une fonetion continue, positive, devenant infinie 
en tous les points de l'ensemble E et qui soit intdgrable dans l 'inter- 
valle AB,  
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Soit (an b,) un intervaUe eontigu {t E .  Je  ddfinis darts eet intervalle 
une fonction continue positive, devenant infinie aux deux extr~mitgs (an, b.) 
et intdgrable entre ces limites. Soit ~n(x) cette fonction que nous re- 
prdsenterons par une courbe. 

a m D ,, 

et 

~OUS poserons: 
dans (aob,) 

f ( x ) - - - - +  co pour tous les points de E .  

Pour que la fonction f (x )  soit int6grable il faut que la sdrie 

b I b2 bn 

f + f +.. .  + f + ... 
a I a~ a,~ 

soit convergente. Pour clue ~(x) soit continue aux points de E ,  il faut 
que le minimum y, de ~,(x) dans (a,,b,) devienne infini avec n. I1 est 
ais6 de voir que ces conditions ne sont pas contradietoires. 

En  effet, posons: 
long. a, b, ---- s~ 

b~ 

l'int6grale fr est dgale h s,~y, (qui repr~sente l'aire du rectangle 
~n 

R,), augmentg de l'aire An du domaine compris entre la courbe: y = F,(x), 
les deux asymptotes verticales et la tangente an point le plus bus. 

Or il est possible de choisir les hombres y l ,  Y2, " " ,  Y., " -  aug- 
mentant ind6finiment avec n et tels que la s~rie: 

s ly1  + . . .  -t- sny~ + . . .  
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soit convergente, car la sdrie s~ -4- s 2 -~- . . .  q- s~ q- . . .  dtant convergente 

on pent  trouver une sdrie h termes positifs dgalement convergente dent  

les termes devienneut  int iniment grands par rapport  h ceux de la premiere. ~ 

Ayant  ainsi ddtermin~ l 'ordonnde du point  le plus bus de chacune de nos 

eourbes: y----~.(x),  nous devons les cons~ruire do telle sorte que la somme 

des aires 
A1-q- A~ -Jc . . .  q- A ,  q- . . .  

air une valeur flute. Or il est clair que nous pouvons tracer nos courbes 

de fa~on que chacune de nos aires A,  soit aussi petite que nous voulons. ~ 

I1 est d'ailleurs permis de faire telle hypoth~se que l 'on voudra sur la 

nature ana.lytiquc de la fonction y =  ~ ( x ) ,  ~ r intdrieur de l ' intervalle 

(a , ,  b,). 

La fonction ~(x)  d~ant ainsi bien d~finie dans l ' intervalle A B ,  sera 

int~grable duns AB;  en entre elle sera continue:  cela est 6vident pour 

les points qui n 'appar t iennent  pus h E .  Soit x' un point  de E,  x l , x~ , . . . ,  

x , ,  . . . ,  des points  tendant  vers x'. Si x, appart ient  h E ,  on a: 

= = + c o .  

Si x l ,  x ~ , . . . ,  x ~ , . . ,  appar t iennent  ~ des intervalles contigus h E,  il 

rant, ou bien qu'ils appar t iennent  h des intervalles de rang de plus en 

plus dlevds et alors ~(x, )  tend vers l'cx9, en ver~u de la fa~on den t  nous 

avons ehoisi les minima des fonctions ~ ( x ) .  Si au contraire los x~ restent 

dans des intervalles de rang fini, il faut qu'ils tendent  vers l 'extrdmitd de 

l 'un de cos intervalles, et ~(x, )  devient  encore infini. 

Ainsi la fonction ~,(x), qui est int~grable ne cesse pas d'gtre continue 

aux points  de E ,  oil elle prend la valour -4-c~. 

Voir par exemple: BORV.L, Lefons sur les sdries it termes positifs, (Paris, Gauthier- 
Villars, I9o2 ). 

Si l'on choisit, par exemple, des axes tels que los deux asymptotes soient les 
droites: z---- ___ I, l'origine 6tant le point le plus bas de la courbe, en posant: 

83~ 2 
y--- 

on a une courbe telle clue l'aire comprise entre elle, ses deux asymptotes et l'axe des z 

est 6gale ~ ~r et pout 6tre rendue aussi petite que l'on vent on ehoisissant covenable- 
2 

merit 8. 
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Soil; donc E un ensemble parfait de mesure nulle de points de la 
eirconfgrence du eercle C de rayon I;  nous construisons eomme il vient 
d'gtre expliqu6 une fonction continue, pdriodique, devenant infinie aux 
points de E et sommable, et nous envisageons l 'intdgrale de POISSON: 

2r, 

I f I - -  r 2 
F (r ,  O) = -2z,~. i - -  2r cos (0--  u) + r ' f ( u ) d u  

0 

qui reprdsente bien une fonetion harmonique continue sur C, et prenant 
la valeur -t-cxv aux points de E ;  de plus elle reste positive ~ l 'intdrieur 
de C. 

3. Pour aller plus loin dans l'gtude de l'intdgrale de PoIssoN prenons 
la d~riv6e par rapport ~ 6 des cliff,rents termes des 6galit~s: 

I f I - -  r ~ 
F ( r ,  O) = ~r. , - - 2 r e o s t O - - u )  + r " f ( u )du  

- -  Tr 

----- E r" (a. cos n 8 -{- b. sin nO). 

Nous dgfinissons ainsi une nouvelle fonction harmonique: 

~F(r,O) : I_ f (I--r')2rsin(u--g)r,],f(u)d " 
== [ I -  2r cos (0--u) + 

= Z nr" ( ~  a. sin nO + b. cos nS). 1 

:Nous allons d~montrer que si en un point u0, la fonction f ( u ) a d m e t  une 
~F 

d~riv~e finie f'(Uo), la fonetion ~-~ tend vers f'(uo) quand le point (r,  O) 

se rapproche inddfiniment du point (I , u0) , suivant le rayon qui y aboutit. 
Nous donnons done ~ 0 une valeur constante (on peut prendre 0---= o) et 
nous cherehons si l 'int~grale: 

! f (! - -  r')2r sinu 
2--~ [I ---2-r~os; ~ r'] ~ f (u )du  

f ,  1 La d6tivation sous le signo j -  pour r < ! se justifie tr~s ais~ment. 
A o t a  math6mat ie ,  a .  30.  Imprim~ le 29 novembre 1906. 44 
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tend vers une limite quand r tend vers I. En  faisant f ( u ) =  u (clans 

( - - ,~ ,  + ~)) la fonction F ( r ,  6) est connue et l 'on trouve ainsi que l'intg- 

grale prdcddente a pour valeur: 
2r  

I + r  

et tend vers I en m~me temps que r .  On conclut de lh qu'on peut sans 

restreindre la gdndralit6, supposer: 

f(o)=f'(o)=o. 

PO" Posant pour abr%er l'6eriture 

I - - r  ~ 

I - -  2 r  cos u + r ~ 
= H  

nous gcrirons l 'intdgrale pr~e6dente sous la forme: 

__I f H 2 r  s in u 
2~ I - - 2 r c o s u  + 0 f (u)du 

Or si duns l'expression 
2 r  sin u 

I - -  2 r c o s u  + r ~ 
on pose r =  I 

et l 'intdgrale se rdduit ~: 
+lr 

I / H  f('*) du 
t~ng ? 

! 
, elle d e v i e n t -  

t a n g  

qui tend vers zdro avee I - - r ,  ear f (u)  ayant une d&iv6e nulle pour 

u ~ o, f (u)  ou f(u____)) tend vers z&o avec u, de sorte que la fonetion qui 

t a n g  2 

multiplie H dans l'int~grale ci-dessus grant continue pour u-----o, on se 

trouve dans le cas classique de l'intdgrale de PolssoN. 
Tout  revient done a ddmontrer que l'inf~grale 

Jp~ 

, / , {  2..i~ 
. . . .  u ) d u  
27r I - - 2 r c o s u  + r s I - - c o s u  

--a" 
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a aussi une limite nulle, ce qui se voit aisdment en la inerrant sous la forme 

~-rr 

I f H (I -- r)' f(u) du 
2ff I - -  2 r  COS u -~  r 2 u 

- ~  t a n g  2 

car le second fucteur qui figure sous le signe f dtant toujours compris 

entre o e t  I rint6grale prdc~dente est plus petite en valeur absolue que 

+ ~  

k ! H I f(u) du 
2r._= [tang 2 

qui tend vers zdro d'apr~s un raisonnement que nous venons de faire. 
I1 est k remarquer que le r6sultat dtabli subsiste lorsqu'on suppose 

seulement que: 

lira f(o + a) - -  f(o - -  a) 
a=O 2 ~  

existe e t e s t  finie; c'est ce qu'on voit facilement en rgunissant, dans les 
int6gra!es qui precedent, les dldments qui correspondent h des valeurs 
dgales et de signe eontraire de u. On volt aussi suns peine qu'il n 'y  a 
rien de chung6 si cette limite est 6gale ~ -~ c~ ou ~ --cxg. 

Supposons maintenant que la fonction ddrivde f'(u) existe dans tout 
un intervaUe et soit continue en un point u 0 de cet intervalle. Nous 

oF 
allons montrer que, dans ees conditions, la fonetion harmonique ~ lorend 

la valeur f'(Uo) au point %, quel que soit le chemin par lequel on par- 
vient k ce  point. 

En effet la fonction f'(u) grant finie et continue en u 0 est bornde 
dans un intervalle f i n i s  = [A,  B] enfermant ee point; soit S l'arc compld- 
mentaire de s: l 'intdgrale: 

I f (I --  r ')zr sin (u - -  8) .~ ~ :e O)]  ttu )au 
,g 
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a pour limite z~ro, comme le montre un raisonnement fl6j~ employ6, et 
l 'on a d'autre part 

x f (, - -  r ' )zr  ~i,~ (,~ - -  f(u) du 
$ 

= , + , '  2, cos(u u + ~  I + r '  (~, a) - -  - -  A - -  2 r  C O S  - -  

& 

l ' intdgration par parties 6rant justifide par ce fair que dans s la fonction 
f'(u) est bornde et admet son int4grale ind6finie comme fonction primitive. 
La partie tout intdgr6e s'dvanouit g la limite et l 'autre tend vers f'(uo) 
l'orsque le point (r, 0) tend vers le point ( I ,  u0). 

En rdsumd, dtant donn~e une fonction f'(u) 4gale g la ddriv6e d'une 
fonction continue f(u) de pdriode 2~r,' il est possible de ddterminer une 
fonction harmonique r6guli~re h l 'intdrieur d 'un cercle et satisfaisant aux 
conditions suivantes: 

I ~ en tout point d'argument u 0 de la circonfdrence, tel que f'(uo) 
air une valeur ddterminfie, finie ou infinie, la fonction harmonique prend 
la valeur f'(u0) quand on s'approehe de ce point suivant le rayon; 

2 ~ en tout point u o pour lequel f'(u) est finie et continue la fonc- 
tion harmonique prend la valeur f'(uo) , quel que soit le chemin suivi. 

Remarquons d'ailleurs que f'(u) n'dtant pas ndeessairement born6e peut 
n'~tre pas intdgrable, de sorte que la solution de prob]~me de DlmCHLET 
(~tendu) que nous venous d'obtenir, ne peut pas toujours se mettre sous 
la forme d'une int6grale de Polssol~. 

Les rdsultats qui pr6c~dent vent  nous permettre d'dtudier l 'int6grale 
de POlSSOl~ lorsque la fonction f (u)es t  une fonction pdriodique, bornde 
et sommable; en effet, d'apr~s un thdor~me de )5. LEBF.SGUE, pour un 
ensemble de valeurs de u dent le compl6mentaire est de mesure nulle, 
f(u) est la ddrivde de son intdgrale inddfinie F(u) (on peut supposer F(u) 

, . .  x f On permdlque, en retranehant de f(u) la const~nte a 0 ----2--~ 

peut alors employer l ' int~gration par parties et dcrire 

t On peut 6videmment supposer que f(u) pr6sente des infinis ou des discontinuit6s 
isol6es pourvu qu'elle soit absolument int~grable. 
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+Tr +~r 
- 

, f  i e--~: H 1 f ( u ) d u  = - - - -  F ( u ) d u =  F ( u ) d u ;  1 
2re 

- - g "  

on volt alors que pour t ous l e s  points u 0 oh f ( u )  est la ddrivde de F(u) ,  
l 'intdgrale de PoIssos tend vers f(uo) , quand r tend vers l, 0 restant 
6gal ~ u o (c. a. d. lorsqu'on chemine suivan~ un rayon). 

Rdciproquement d'ai]leurs, si la fonction harmonique F ( r ,  0), rdguli~re 
h l 'int6rieur du cercle do rayon I, y reste plus petite en module qu'un 
nombre fixe, et si l 'on a: 

l i m F ( r ,  O)--~ f(0) [saul peut ~tre pour un en- 
~=1 semble de mesure nulle de 

valeurs de 6] 
la fonction F est celle qui est donn6e par l 'int6grale de PoIsso~. 

En effet: soit r < R < I .  Nous avons 

f R' -- r ~ F ( r ,  O) = x__2= F ( R ,  u) 1~ ~ + r" - -  e r r  cos (u __ g) du. 

Laissant r et 0 fixes, raisons tendre R vers l 'unit6; la fonetion sous le signe 

f reste inf6rieure en valeur absolue ~ un hombre positi[ fixe, et tend 

vers , + r, zrcos(O__u)f(u) ,  [saul pour un ensemble de mesure nulle]. 

Nous sommes done en droit d'appliquer le th~or~me de M. L~aEsccE sur 

l'interversion des signes lim et f ,  ~ et nous pouvons 6crire: 

I o)= f 
Ainsi, le problSme de DIRICHLET dans le cas du eercle (avee le sens 61argi 
que nous lui attribuons) n'a qu'une solution, si l 'on assujettit la fonetion 
harmonique inconnue h ~tre born6e ~ l 'int6rieur du eercle. Des consid6ra- 
tions analogues vont nous permettre de donner, en passant, une dgmonstra- 
t-ion simple d'une identit6 importante, se rattaehant h la multiplication des 
s6ries de FOURIEr. 

' Nous appelons f / t  co que devient H quand on y remplaco u par ( u - / / )  : Ht 
est done reaction do r ,  0 ,  u .  

Lefons sur l'intdgration et les fonctio.s primitives (Paris, Oauthier-Villars I9o4 ), 
page  I I4 .  
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Nous avons: 

F(r,  O) = ~, r" (a. cos nO + b. sin nO) ( r <  i) 

les a, et b. dtan/ les coefficients de la sdrie de FOUmER de f(O). 
Multiplions les doux membres de eette 6galit~ par F(r,  O)et int~grons 

de ~ ~ -4-~; il est permis d'intdgrer terme h terme, ear la s6rie du 
second membre est uniformgment convergente s i r  < i ;  on a ainsi" 

47= -I-r, 

f ' f  o)do l F ' ( r ,  O)dO =- a o F ( r ,  
7r 

[ y f o] Z . I F ( r  O) cos nOdO n t- b. r" x F(r,  O) sin nod . n t- a.r ;r_. ' z 

Or on a ~videmment: 

I f F(r,  O)cos nOdO-~ a.r", 

§ 

[ f F(r ,  O)sinnOdO ~- b.r", 

+ r ,  

'- f F(r, O)dO = 2~o. 
- -1F  

La formule prdc6dente devient done: 

i f F ' (r ,  O)dO = 2a~o -Jr- (a~. Jr" b~.)r 0"". 
7t 

- - T r  

Faisons tendre r vers 
membre tend vers: 

I; d'apr~s ce qui a dtd dit plus haut, le premier 

4-~r 

' f r'(o)eo. 

I1 en rdsulte que la s~rie de puissances de r, ~t coefficients positifs, qui 
figure au second membre, reste convergente pour r = I, car dans le cas 
contraire elle deviendrait infinie pour r tendant vers I; l'application du 
second th6or~me d'ABEL sur les sdries de puissances nous donne alors: 

4-7l" 

I f f'(O)d#.--~ 2a2o .3 t- ~ ( a ~  -{- b:) 
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dgalit6 qui remonte h PARSEVAL et sur laquelle M:. HUaWlTZ est revenu 
darts un article r6cent des M a t h e m a t i s c h e  A n n a l e n ;  ~ elle est ddmontr6e 
ici sous la seule condition que f(O) soit une fonction bornde, sommable au 
sens de M. LEBESOUE. Essayons d'dtendre ce r6sultat au cas oh la fone- 
tion f(u) est une fonction non bornde dont le carrg est intdgrable; ayant 
choisi des hombres l~, 12,..., l , , . .  croissant de o h + cxv, nous re- 
gardons f(u) comme la limite des fonctions f~(u),f:(u),...,f~(u),.., dgales 

z6-o dans l'ensemble mesurable E:[If(u)]>l,] et h f(u) pour les autres 
valeurs de u; nous considdrons 6galement les int6grales de Polsso~r F~(r, 0)... 
F=(r, O)... correspondant ~ f~(u),f2(u), .... Quand l: tend vers rinfini, 

f r.(.)d~ tend ~or~ f r@)d~, et f r'.(.)d~ tend ~n croissant ~ers 

f f'(u)du; de mdme, pour des valeurs fixes de r et 0, F.(r, O)tend vers 
--,-r 

F(r, O) et comme on a toujours 

on peut 6crire, 

(~) 

Mais f~(u) 

+ / r  

IF.(r, o)1 < ~-' +----r-~ f If(u)ldu 

d'apr~s an tMor~me eonnu sur l'intdgration" 

+zr -C~r 

lira f F~(r, O)dO---- f F'(r, O)dO. 

grant une fonction born6e, nous avons d'apr~s ce qui prdcMe: 

-4-~ +Tr +~r 

f F:(r. O) < f f:(u)du < f f=(u)du 

d'oh, en vertu de l'6galit6 (I) 

+Tr +zr 

f f'(r, o)eo < f / ' ( . ) e u  

c'est h dire: 

2a] + ~,(a] + b])#" < I /~f~(u)du 
1 

1 Uber die Fourierschen Konstanten integrierbarer Functionen ( M a t h e m a g i s c h e  
A n n a l e n ,  tome 57, I9~ - -  Voir aussi STEKLOFF ( C o m p t e s  R e n d u s ,  Io  nov. 19o2), 
- -  PARSEVAL, saY. 6tr. (tome I,  I806). 



352 P. Fatou. 

on en conclut que la sdrie en r du premier membre, devant rester bornde, 
converge encore pour r--~ i, et l'on a 

f r'(u)a  > 2a. + + b:). 

En r~alitg l'6galit~ a bien lieu, mats ce point est un peu plus d~lieat 
ddmontrer. Nous y reviendrons ultdrieurement. 

Dans t o u s l e s  cas, pour route fonction bernie ou non bernie, dent 
le carr6 est intdgrable, la s6rie formde par les carr~s des coefficients de 
sa s6rie de FOURIER eSt convergente. 

4. Consid6rons maintenant la fonetion harmonique obtenue en d6- 
rivant deux fois l 'int~grale de Polsso~ par rapport "~ l 'argument 

~IF I [ "  ~tH I . . . .  
aO ~ - -  2~ - ~ - f ( u ) a u .  , ]  

Je vais dgmontrer quo si pour une valeur u 0 de u, la fonction f ( u )  admet 
une d~riv~e seconde ggn6ralisde, c'est ~ dire st: 

lira f (u .  Jr ~ u )  + f (u .  - -  A u )  - -  2 f (u . )  

on a dgalement: 

AutO h u  s 

l i m a ' F ( r ,  u.) 
, ~  a0' = ~ (Uo). 

~(~to) 

On verra sans peine qu'on peut, sans restreindre la g6ngralif~, supposer 

Uo = f ( u o )  = ~ (Uo)  = o .  

L'intdgrale pr~c6dente, en posant" 0 = o, se met alors aisdment sous ]a 
forme: 

+w 

I : ~ . ~  f 2r(~A,--r ')[2rsin2u + 2 r - -  (x + r ' ) e o s u ] [ f ( u ) + f ( - - u ) ] d u ,  

0 

A m I "4- r ~ -  2rcosu, 

i I1 peut ~tre utile de remarquer que si la s6rie ,~b~ + b~ est convergente, les 

s6ries ~ - ,  n ~-  sent absolument convergentes pour a > 2-" 
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SSries grigonom&riques et  ~ r i e s  de Taylor.  

lira f (u)  + f ( - - u )  o par hypothi~se. ~ s  
tt=0 

353 

"n  " I1 s 'agit de prouver que cctte 1 tegrale tend vers z6ro avee I - - r .  Nous 

poserons encore pour  abr~ger l'gcriture: 

+ = 

I ~ 9 "t 
~ ~  ~ .  

A 

Nous  d6composons I en plusieurs termes. Soit d 'abord 

I'=7  - -  a '  
O 

Pour  r = I, le second faeteur sous le signe f devient" 

4 sins u I 

4 ( I  ~ cos ~)l  tang  I 
2 

et comme g(u) tend  vers 
tang  ~ 

u = o, on en conclut que: 

z6ro avec u, c'est g dire est continue pour  

~ e n d  v e r s  z6 ro  a v e c  I ~ r .  

On a d'ailleurs: 

2;r tang t u__ 
o 2 

4 r~ s in  t u s i n  2 u = ( I  --r)'  (t + r)'--4rcos u 
A A 

tang  ~ 

( I  ~ r )  t 

A 
(I + r) ~ - 4 r c o s  

A A 
-~- ~k + 2 r ( I  - -  COS*t) < 2 

Act~ ~ v ~ a t ~ .  80. Imprim6 le 29 novembre 1906. 45 
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de sorte que le terme compl6mentaire de I t est plus petit en valeur ab- 

solue que: 
rr 

H tangt2 d u  

0 

qui a pour limite zgro d'apr/~s un raisonnement plusieurs fois employ& 

On a donc 
l imI ,  = O. 
r ~ l  

Consid6rons maintenant le terme 

, f  oo. ] 
0 

pour r = I, le faeteur entre parenthbses devient: 

! ! 

I - -  c o s ' `  2 , ~ n , ' ` . .  - 

2 

et nous voyons eomme p l u s  haut que l'int~grale 

Ir  

f H 9(',) du 
J ta.g'~ 
u 

tend vers z~ro. 
I1 ne reste donc plus ~ consid6rer que l'int~grale 

rr 

2 ~ d  k & '  I - - c o s ' `  
0 

qui se met ais~ment sous la forme 

7r 

i f H  (~--~)' [~X + 2rsin'u]g(u)du 
2~ /x ' (x  - -  cos ,~) 

0 
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et que nous ddcomposons encore en deux parties correspondant aux deux 
termes de la parenthbse. Nous aurons d'abord R considgrer l'intfigrale: 

- -  r ) '  g(~) 
H( I  ~ x - -  cos u du 

0 

dont on volt de suite que sa limite es~ nulle. Puis: 

f H [  2 r ( I -Ar ) '  sin' u ]  I --g(U)cos ~t dg. 

0 

Or le second facteur reste borng quand r tend vers I, car on a 

(I - -  r)' sin u '  - -  u . ] '  [ (I - -  r) si___n u l "  .... ~ '  __[ ( I  ~ s i n  _ _ _ _  

(, - -  r)' -t- 4r sin' -~] 

L a  quantit~ ~levge au carr~ est donc plus petit que 

sin u 
d'une part 

I --r ~ 

et que 

(I - -  r)u ' d'au~re part, 
2r tang 

et reste born~e. 

On en d~duit que l'int~grale pr6c~dente est comparable 
/r 

~Hla(U)ldu 
, ]  u' 
0 

e t a  par suite pour limite z~ro, et notre proposition se trouve complete- 
meat  d6montr6e. 1 

Nous pouvons aussi d6montrer que si dans an certain intervalle (A, B) 
la d6riv6e seconde g6n6ralisge ~(u) de f(u) est born6e, et continue en un 

1 On peut l'exprimer de oette fagon: si f(~t) ost la d6riv6e seconde g6n6ralis6e 
d'une fonction p6riodique et continue: 9(~t), on a: 

f (u)  = lira[-- A i r - -  4A sr t - . . . - n 2 A . r "  ~ . . . ]  

A o -~ A 1 "t- A s ~ . . .  6tant la s6rie de FOURIP.R de g(u). 
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~2F 
point u 0 de cet intorvalle, la fonction harmonique ~ prond au point 

(z ,u0) , suivant t o u s l e s  chemins qui y aboutissent, une valeur limite 
dgale h F(uo). Pour cola il suffit de romarquer comme nous l 'avons fair 
plus haut, que la fonction F(u)  est sommable dans l'intorvalle AB, et 
qu'en outre 

est 6gal ~ f(u),  h un tormo linfaire pros, commo lo dfmontre M. LEBESGgE 
dans son mfmoire sur los sfries trigonomftriques. 1 

On pourra alors appliquer ~ l ' intfgrale 

I f ~ lH t I f g I H l  

A B  JIB 

doux int6grations par parties co qui nous ram~nora ~ l'int6gralo 

I K V,f   (u)du 
laquolle s'appliquo le raisonnoment classique de M. SCnWARZ. Si l 'on 

romarquo quo los parties tout intdgr~es s'dvanouissont ~ la ]/mite et qu'il  
on ost de m~mo do 

f  ' H ,  

-~-f(u)du (ftendue ~ l'arc complfmontaire do AB) 
c(~ta) 

on obtient lo r~sultat annonc~. 
Nous aurons l'occasion, tout ~ l'houro, do tiror plusiours cons6quences 

int~ressantes dos propositions des paragraphes 3 et 4. 

A n n a l e s  de l ' E c o l e  n o r m a l e ,  t. 20, p. 49I .  hi. LEBESOUE remarquo que 
~(u)  6rant bornfe, il on est de mgme du rapport 

f(~, + a) + f(u - -  .) - -  2f(~) 
~2 

cause d'une extension, qu'il donne, du th~or~me des accroissements finis ~ la dfrivfe 
seconde gfnfralisfe. Partant  de la relation 

~ ( u )  = lira f ( u  "t- a) -{- f ( u  - -  a ) - -  2 f ( u )  
G 2 

il int6gre deux fois de suite les deux membres, en intervertissant, comme il est permis, 

los signes llm et f .  On a ainsi le r6sultat 6non~ dans le texte. d 
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Mais raisons voir encore que les r~sultats obtenus sur les valeurs l i m i t s  
a F  

de la fonet ion ~ -  subsistent  lorsqu'on consid~re, au l ieu de ehemins  nor- 

maux  ~ la eirconf6rence, des ehemins  faisant des angles finis avec eelle-ci. 
Reprenons donc l'in~6grale 

-~- / r  

I f (! - -  r t )2 r  sin (u - -  0) f ( u ~ d t t - ~ -  a 
2-~ [x + ~'  - -  2~ ~o~ (, ,  - -  o]'" " ~ F ( r ,  O) 

et supposant toujours f ( o ) =  f ' ( o ) =  o, faisons tendre 0 et I - - r  vers  z6ro, 

e reste born6 et inf6rieur k K. en supposant quo le rapport I ~ r  

D'apr~s ce qui  a 6t6 dit plus haut, l ' int6grale 

+zr 

I ~ , - -  r '  sin u f(u)du J 2~r I - -  2 r  COS ( 0 - - U )  + r t I - - C 0 s u  
- - T r  

tend vers z6ro quand x - - r  et 0 tendent  vers z~ro. 
I1 suffira done de considgrer: 

+Tr 

I f H i [  2r  sin (u - -  8) s i n u  ] 
i + r' - -  2r cos (,~ - -  O) ~ - -  cos u f(u)du. 

La quantit6 entre parenth~se s'~erit; 

2r sin (u - -  O) + 2r sin O - -  (I + r ' )  sin u 

(x - -  c o s  ~ ) [ I  + r '  - -  2 r  c o s  ( ~ - -  0)] 
2r[sin (u ~ #) + sin 0 - -  sin u] (I - -  r) ~ 

(I ~ C0S ~)[I + r ~ - - -  2 r  cos (u - -  0)] I + r '  - -  2r  cos (u - -  
I 

~b 

tang 

L e  

vers zgro avec I - - r ,  d'apr~s un  raisonnement connu.  
Le premier terme s'~erit: 

0 .  u - - O  
2r  s i n -  sm 

2 2 I 

o 
(t r)' + 4r sin 'u  B 

- -  s i n  - -  

2 2 

second terme du second membre donnera l i e u ~  une int~grale t~ndant 

u - - O  
K r ( I  - -  r) sin 

2 

u - - O  . u  
( I - - r )  s + 4 r s i n  ~ -  s i n -  

2 2 

(en valour absolue) 
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il ost donc plus pe~it en valour absolue, d'une part que: 

K sin - -  
2 I 

I - -  T . ~s 
8H1-- 

2 

et d'au~re part que: 
K( i ~ r) i 

u . - - Y  u 
4 s i n -  s i n -  

2 2 

K done, dans tousles  cas, il ost inf6rieur ~ . On en conclut quo l ' i n t d -  
�9 ~ 

f l l l~-  
2 

grale qu'il faut d~mon~er Nndre vers z6ro est eomp~ablo i~ eelle-ei: 

/ 
dent l'6vanouissement ~ la limite r6sulte du raisonnement elassique de 
M. SCHWAaZ. 

I1 importe d'ailleurs de remarquer quo ee qui pr6e~do suppose l'exis~ence 
de la dSrivge de f ( u )  et non pas seulement de la d~riv~e g6n6ralis~o 

limf(U + A u )  - -  f ( u  - -  Au)]. 
2An 

5 .  On pourrait 6tudior d'une fa~on analogue la fa~on dent se corn- 
portent au voisinage de la eireonf6renee los d~riv6es du premier et du 
second ordre de F ( r ,  0) par rapport ~ la variable r; mais co qui sera plus 
int6ressant pour nous, ce sera l'6tude de la fonction harmonique conjugu6e 
de F ,  e~ repr6sentant la pattie imagin'airo de la s~rio de TAYLOR dent 
F serait la partie r6elle; cet~e foncfion a)(r, 0) est d6finie, ~ une constante 
additive pr6s, qui reste arbitraire, par la relation: 

O )  ----  - - - -  
I f 2 r sill (U - -  ~ ~ f 

u~r I + ~ '  - -  ~ r  0o8 (,~ - -  ( u ) d u .  
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Supposant d'abord f (u)  finie, continue et p~riodique nous aUons rechercher  

quelle condit ion r  0) tend vers une l imite quand r tend vers l 'unit6, 

0 restant  fixe, et  quelle es~ cet~e l imite.  

Posons: 

f ( e  + t) - -  f ( e  - -  t) ~ 9 ( t ) ,  

t ~ u - - O ,  

I + r g -  2r cos t ----- A 

nous aurons h 6tudier co que devient  l ' int6grale: 

I f 2r sin t 
2~r A 9~( t)dt 

0 

quand I - - r  tend vers z~ro. ~Ious posons: ~ ----- arc sin ( x - -  r) , et nous 

divisons le champ d,int~gration en deux parties (o,  ~) et (~, + zr). 
L ' int6grale  

I f 2 r s i n t  (t)dt 

0 

est plus peti te en valeur absolue que 

- x max. de I (t)l dans l'intervalle (o,  

e t  tend vers z6ro avec , ,  et m6me uni form6ment  quel que soit 0, ~ cause 

de la continuit6 de f .  

l~Tous avons ensuite 

+re +r~ 
I f 29"8inl~(t)d~--Ij  e ~(~) dtf 

(I) 2~r, A 21r tang? 
s 

-~--rt 

I f (I- r ) '  
2~ A 

$ 

sin t 
, _cost~ ( t )d t=  I, + I,. 
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La deuxi~me intdgrale tend vers z~ro avee ~ ou ~ - - r ,  et mgme uniformd- 
ment;  on a en effet 

A ~ (I - - T ) '  "Jr- 4 r s i n ' ~ ,  

t (I - -r )  aeos? 
( x - - r ) '  s i n ~  < (o < t < ~) 

A I --  cos t sin s 4*" 2 

d'o~t: 

J ~  x" cos ~ 2 sin 2--~ 
�9 . . j~ )  

1 

Si nous prenons 7 / ~  e g , nous pourrons donc ddcomposer l ' in~grale I 2 en 

( ' )  
deux parties correspondanf aux intervalles e,  e~ et e~, -{-r  . 

I 
La premiere pattie sera plus petite en valeur absolue que ~-~, mul- 

( ' )  
tipli6 par le maximum de I~(t)[ duns l'intervalle e,  e ~ et tendra uni- 

form6ment vers zdro avec e. 
La seconde partie sera plus petite que: 

z~r \ 2 sin ~ / M 

M d~signant le module maximum de ~(t) dans (o, r); le facteur $1ev~ au 
carrd ayant une limife nulle, cette deuxi~me partie tend aussi vers zdro 
uniform~ment. Dane pour que ~(r ,  O) ait une limite pour r---- i, il faut  

et il s u ~ t  que l'intdgrale 

Jc$r 

f [z(o + t)--Z(O--t)]eoUnr 
$ 

ait une limite quand �9 tend vers zdro par valeurs positives et pour que 
~(r ,  0) tend uniforme~mt vers la limite quand r tend vers l'unitd il fau t  
et il suffiit que l'intdgrale (2) tende uniforradment vers la limite. 

Si cet~e condition est remplie, la fonction harmonique ~)(r, 0)prendra 
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sur le cercle de rayon I, une suite de valeurs continues e~ bien ddtermin~es 

repr~sent6es au facteur --~ pros, par la limite de l'expression (2) quand �9 
2rr 

tend vers z6ro; ce sera encore, si l 'on veut, la valeur principale (au sens 
de CAUCHY) de l'intdgrale 

+~ 
I 

t) cotang 2~ f f(0 + dr. 
- - r r  

On volt en parficuher que si f (u) est k hombres dgrivgs borngs ou 
encore satisfait ~ la condition: 

(a) Ir(~ + ,~) -  r(,,)I < klal" 
k et a 6rant des constantes positives, la fonction (1)(r, O) sera uniformd- 
ment  continue k l'int6rieur du cerde et sur le eercle. 

Je  dis de plus que f(u) sa~isfaisant h la condii~on (3); la fonction 
conj ugu~e: 

+;~ 
__J_ f - -Udt  1 9~(u)= 2~ [ f ( t ) - - f ( u ) ] c ~  2 

satisfera ~ une condition analogue. 
])onnons g u l'accroissement Au,  nous aurons" 

~ ( u  + A u )  = - - - -  +~ AU dt ' 1 AU)] cotang t -- u - -  
-- t r  

(4) g(u + A u ) - - ~ ( u )  
+~ 

- -  2~ [ t a n g  - -  ~-- h , u  

La foncfion sous le s i g n e f  peut s'6crire 

(5) f ( t ) • -  f(u + Au) sin Au f (u) --  f(u + Au) 
--  t - - u - -  Au  --~-W t - - u  

sin - -  sin t a n g -  
2 2 2 

1 La fonotion sous l e  signe . ;  est dans le cas aotuel absolument int~grable; il 

est done inutile de parler ici de valeur principale. 
AcJa mathematic, a. 30. Impr im~ le 4 d~cembre 1906. 46 



362 P. Fatou. 

Intdgrons d'abord de ~ r r  ~ u~h,  et de u + h ~ + rr, en supposant: 

(6) h>=lAul. 

u - - h  u u + A u  u + h  

On aura alors, t variant claus run  de ces intervalles, 

i C 
t M u  . t - - u - - A u  < t - - u  

sin - -  mn sin 2 - -  
2 2 2 

C dtant une constante positive, car les deux sinus du ddnominateur seront 
toujours de mgme signe et du mgme ordre de grandeur. 

En ou~re f (u) dtant bomde, on volt que le premier ~erme de (5) 
intdgrd de - -zr  ~ u - - h ,  ef~ de u-4-h  ~ -4-~', donnera pour l'int~grale (4) 
une contribution moindre en valeur absolue que: 

ou simplement 

V'.l Aul.co*~nglhl 

! 
C'.IAuI.I~ 

oh C' ddsigne une constante fixe. 
Ensuite, le second terme de (5), intdgrd toujours entre les mgmes 

fimifes, donnera comme rdsultat zdro. 
I1 nous reste a 6valuer une hmi[e supdrieure de rintdgrale (4)quand 

les limites d'in~dgrations son[ u - - h  et u-4-h.  En ~enant eompte de la 
relation (3) on trouve facilement que les termes ainsi obtenus ont une 
somme moindre en valeur absolue que: 

c".l~l'. 
On a donc en ddfinitive" 

A"I e"l I o. I~('*+ Au)--~(u)l<C'll~ I + h 

Si l 'on prend par exemple: 
1 

I hl=JA-I ~ 
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(co qui est compatible avec la condition 5, pour Au  suffisamment petit) 
on obtient: 

I (u + Au)- (u)l < (c, + c,,)l Aul ,+, 

Une condition de la forme (3) s'appelle g~n~ralement condition de LIP- 
SCHITZ; nous pouvons donc dire que si la pattie rdelle d'une sdrie de Taylor 
est continue sur son cercle de convergence et satisfait h une condition de 
Zipschitz, la pattie imaginaire est dgalement continue et satisfait ~ une con- 
dition de m~me forme.1 

Nous avons supposg dans ce qui prde~de la fonction f (u ) f in l e  et 
continue de o h ~rr; on volt sans peine que nos conclusions subsistent si 
la fonction f(u), supposde int6grable, n'est continue que dans un certain 
intervalle. 

Les raisonnements pr~c6dents montrent aussi que si f (u)  est une 
fonction bornde et sommable, ~ laquelle correspond la fonc~ion harmonique 
F ( r ,  0), la condition ndcessaire et suffisante pour que la fonc~ion harmo- 
nique conjugude ~(r ,  0) reste bornde ~ l'intdrieur du cerele de conver- 
gence est que l'intdgrale 

f It(0 + t)-  r(0-t)] ootang 
~2 

reste born~e quels que soient e et 0. La fonction f ne peut pas dans 
ce cas, avoir des discontinuit~s de premiere esp~ce, car si f prdsente une 
telle disconfinuit4 au point 0, ~( r ,  0) ~end vers -~ co ou ~ c ~  quand r 
~end vers i.  

En  rdsumd, nous avons pu, grace, surtout ~ l 'extension si importante 
de la notion d'intdgrale due h M. LEBESGUE, faire l'~tude de l'intdgrale 
de Po~sso~ dans des cas bien plus dtendus que ceux qui avaient ~t~ 

�9 , j examines usqu'ici. 
Des diffdrents rdsultats aequis dans ce chapi~e, nous re~iendrons par- 

t~iculi~remen~ le sulvant: rintdgrale de Poisson, correspondant a une fonction 
pdriodique, bornde et sommable, repr~sente une fonction harmonique qui, en 
tous les points de la circonf&ence, (sauf peut-~tre au~ ~oints d'un ensemble 

" v  

La s~rie es~ alors uniform~ment r sur son cercle do convergence, 
comme il r~sulte de l'4tude des s~ries de FOURmR. 
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de mesure nulle) prend une valeur bien ddterminde lorsqu'on tend vers l'un 
de ces points en suivant un chemin non tangent iz la circonfdrence. 

Le fair serait d'ailleurs dvident si la fonction f (u)  6fair in~gTable au 

sens de RIE~A~N, car sos points de diseontinuit~ formeraient alors un  

ensemble de mesure nulle;  mais nous verrons combien il est ndeessaire de 

se placer au point  de rue  tou t  ~ fair g6ndral que nous avons adoptS. 

D E U ,  X I I ~ M E  P A R T I E .  

E t u d e  de  l a  s6r i e  de  T a y l o r  s u r  son  c e r c l e  de  c o n v e r g e n c e .  

I. Comqid~rons une s6rie de TAYLOR dont  nous supposerons dans 

tout  ce qui suit le rayon de convergence dgal ~ l 'unitd; soit 

(i) 

Si nous posons: 

elle se met t ra  sous la forme 

c. ~ a. ~ lb., 

~ r e  ~~ 

~o(~) = P(r ,  O) + iQ(r, 0), 

(2) P(r ,  O)= ao + . ~  (a.cosnO + b.sin~nO)r", 

Q(r , O) = ~ bo + . ~  (a. sin nO - -  b. cos nO)r". 

Los coefficients a. et b. sont donn6s par los formules:  a 

I Voir au sujet de ces formules: HARNACK, Fundamentals~tze der Functio~entheorie 
Math. Annalen, tome 2I. 
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ao = 

-~-;T 

• f 1~(~ o)do, 
- - t o  

(3) 

-.1- TI' 

bo = I f - -  2~ Q(r, oldo, 

a~ ' f  P(,.,o)cos,,odo= ' f nr" ~ .  Q(r  , O) sin nOdO 

b. ---- 
+Tt +~r 

' f P ( r ,  O) sin nOdO = I f - - ;  rr-- ~ - -  Q(r  , O) cosnOdO 
--7i" - - ~  

clans lesquelles on donne h r une valeur plus petite que x. Si, lorsque 
r tend vers I, P ( r ,  O) et Q(r ,  O) tendent uniformdmeng vers f(O) et  g(O) 
(fonctions continues de 0), autrement dig si la sdrie de TAYLOR f(~) esg 
uniformdment continue ~ l'int~rieur de son cercle de convergence er sur le 
cercle, on peut 6crire, en faisant tendre r vers l'unit6 darts les formules (3): 

(4) 

' f/(o)do, 

bo = I ? ~  2--~ - - g ( O ) d O ,  

+~r +Tr 

, f  i f  a.  = - f ( O ) cos nO dO = - 9(0)  sin nO dO , 

+r r  +z~  

b. - ~- f e(O)sin.oeo =' -  f -e(Olcos~Oeo 

ce qui revient ~ dire que P (r ,  0), Q( r ,  O) song exprimables ~ l'aide de la 
formule de Pomsos:  

(4') 

/)(r, O) = --2,:[ f 

+Tr 

Q(r, o) =-  

I - - r  i 

i - 2r  ~o~ (~ - o) + ," f ( u )  d u ,  

I ~ T  2 

x --2re~s(u--~ + r ~g~uJdu' ~ 
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et l 'on voit aussi que, dans ce cas, l '&ude de la convergence de la sdrio 

de TAYLOR sur son cercle de convergence est ramende h l 'dtude de sgries 

de FOUaTER correspondant aux fonetions f(u) et g(u). 
Mais nous allons voir que les formules (4) et (4') sont applicables 

dans des cas beaucoup plus &endus que celui dont nous venons de parleY. 1 

Supposons simplement que ~(~) soit bornde h l ' intdrieur de son cercle 
de convergence, mais ne faisons & priori aucune hypoth&e sur l'existenee 

de valeurs limites de ~(~) pour les points du cercle. Nous allons voir 

que les formules (4) et (4') sont encore applicables. 
I1 est un peu plus commode de supposer c o -~ o, nous aurons alors 

~ ( ~ )  = c,~ + c,~ ~ + . . .  + c . :  + . . . .  

Considdrons Sgalement la sdrie de TAYLOR: 

(5) r = ~'~ --~" ~' :  = [~<~)d~ T +  + . . . + - 4 - + . . .  d - ~ -  �9 
o 

EUe reprdsente une fone~ion de ~ qui reste bornde h l ' intdrieur du cerclo 
de convergence; qui en out-re, est uniform6ment continue h l 'int~rieur du 

cercle de convergence et sur ce cercle, comme il rdsulte de l'indgalit~: 

(6) Ir162 d Y a ~  <1~' M, 

M ddsignant le module maximum de 9(~) 

Si done on pose 
r = u(r ,  o) + ~V(r, o) 

on pourra exprimer U et V par Ies formnles: 

+if 

2"-~ I - -  2 r  COS ( ~ - - 0 )  + r , h ( u ) d ~ ,  
t /  

~ i f  

+if 

V ~ i / i --  r" r*k 
2-~ i - -  z,. ~os (~ - -  o) + ( u ) d u ,  

t ]  

- - I f  

Comptes Rondus,  f~vrier I9o 5. 
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h(u) et k(u) 6tant des fonctions continues de u. Mais, en apphquant 
l'inggaht6 (6) aux points du cercle de convergence, on volt immgdiatement 
que h(u) et k(u) sont des fonctions de u h nombres d6rivds born6s. Elles 
admettent done une d6riv6e pour un ensemble de valeurs de u, dont le 
compl6menfaire est de mesure nulle. 

Mais nous avons l~s relations: 

P(r ,  O) = av(+, o) 
aO 

a U(r,  O) Q(r, o)= 

I1 r6sulte done du chapitre pr6c6dent que pour routes les valeurs u o de u 
pour lesquelles les fonefions h(u) et k(u) out des d6riv6es, les fonctions 
harmoniques /)  et Q prennent des valeurs bien d6termin6es quand le point 
(r, 0)" tend vers le point ( I ,  u0) suivant un ehemin non tangent h la circon- 
f6rence. On pourra, en outre, appliquer les formules (4'), duns lesqueUes 
f(u) et g(u) d6signent non plus des fonctions continues, mais des fonctions 
borndes et sommables qui reprdsentent, en g6n6ral, la valeur limite de 
P ( r ,  O), Q(r, O) pour r = I. On peut si 1'on veut, pour d6finir ces fonc- 
tions avec pr6cision, admettre qu'elles repr6sentent toujours la plus grande 
limite, ou la plus petite limite des fonetions /) et Q pour r tendant vers 
1'unit& Nous ferons en g6n6ral cede hypoth~se. 

D'aiUeurs ces deux fonctions f e t  g ne sont pus ind6pendantes et 
nous savons qu'elles doivent satisfaire ~ cette condition que les int6grales: 

f (r(o + t)-t'(o-t)icotg at 
~2 

et f {a(O + t)--a(0--t)}co g at 
$2 

restent borndes quel que soient e et 0. 
~blous voyons aussi que les coefficients a. et b. tendent  vers z6ro avee 

I 
n '  et m~me que la sdrie 

Z (a~ + b~,,)= Ic, I, 
o o 

est convergente. Si donc, pour une s6rie de TAYLOR, de rayon de con- 
vergence 6gal ~ un, cette condition n'est pus remplie, on peut affirmer 
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qu'eUe n'est pas born6e, c-est-~-dire qu'elle prend des valeurs infiniment 
grandes, au voisinage de certains points de son cercle de convergence. 

En tout point r~gulier du cercle de convergence, les fonctions f (u)  
et g(u) ayant des d615v6es, leurs sdries de FOURIER sont convergentes; il 
en rdsulte que ~(~) es~ convergente en tout point r6gulier de son eercle 
de convergence. 

Aux points u 0 pour lesquels [ f (u ) - - f (uo) l , lg (u ) - -g (uo)  [ sont les dd- 
rivdes de leur intdgrale inddfinie, e'est-h-dire trresque partout, la sdrie est som- 
mable par le procddd de la moyenne arithmdtique, ainsi qu'il rdsulte d'une 
proposition de M. LEBESGUE (C. R. de l'Aead~mie des Sciences, 2 2 mai 1905). 

2. Nous allons donner immddiatement une application de ces gdn6- 
ralit6s en montrant qu'elles permettent d'ajouter un compldment intfiressant 

la cdl~bre proposition d'EIsENST~IS, concernant le ddveloppement en s6rie 
des fonctions algdbriques. 1 HSRMITE, dans son eours de la Faculf~ des 
Sciences, a donnd ~ cetfe proposition la forme suivante: Si une sdrie de 
TAYLOR ~ coefficients rationnels, reprdsente une branche de fonction algd- 
brique, on peut toujours ramener eette sdrie h avoir ses coefficients entiers 
(sauf le premier), en multiphant la variable par un entier convenable. 

Considgrons une sfirie de TAYLOR h coefficients entiers; je dis qu'elle 
ne peut reprdsenter une fonction algdbrique que si son rayon de convergence 
est plus petit que l'unitd, h moins qu'elle ne soit dgale ?t une fraction ration- 
helle dont tousles p61es sont des racines de l'unitd. 

Supposons en effet que: 

y = f(~) ---- c o + c1~ + . . .  + c,~" q- . . ,  

oh co, c 1 , c~, . . .  sont des entiers et off lim~/[c,[ ---- I, satisfasse h une dqua- 

tion alggbrique irr6ductible: 

F l y ,  = o;  

t7' sera ndcessairemen~ ~ coefficients entiers. Soit P(3) le coefficient de la 
plus haute puissance de y dans F;  la fonction algdbrique u=y ._P(~)  
n'aura pas de pble ~ distance finie; donc en multiphant le polynSme 
coefficients entiers P(])  par la sdrie ~ coefficients entiers f(]), on obtient 

Comptes Rondus, f&vrier I904. 
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une s6rie de TAYLOR ~(~), de rayon de convergence 6gal ~ un et qui dolt 
rester bornde ~ l'intdrieur de son cercle de convergence; il faut pour cela 
que les coefficients de ~(~) tendent vers zdro quand leur rang augmente 
indgfiniment et comme ces coefficients sent des entiers, cela ne peut se 
produire que s'ils sent constamment nuls ~t partir d 'un certain rang, et ~(~) 
se rdduisant ~ un polyn6me, on volt que f(t)  est dgale h une fraction ra- 
tionnel]e. 

Proposons nous maintenant de d&erminer routes les fractions ration- 
n e l l e s  

A(~) 
B(~) 

d6veloppables on s~rie enti~re en 3, k coefficients entiers, de rayon de 
convergence ~gal h un. - - A  et B sent supposes h coefficients entiers, on 
suppose en outre qu'ils n 'ont  pas de diviseur commun. On peut alors 
d~terminer deux polynSmes ~ coefficients entiers A~ et B~ tels que l 'on air 

AA1 "4- BB1 ~- N 

A 
N &ant un entier diff6rent de z~ro. Si ~ se d6veloppe en s~rie enti~re 

coefficients entiers, il en sera de m~me de: 

A 2V u 
A I ~ - - t - B I - - B  ~ a + / ~  + . . . + 2 ~ q "  

lqous supposons les entiers ( a , / ~ , . . . ,  2, ~) premiers dans leur ensemble. 
Soit donc: 

Y 

= a o + al~ + a + fl~ + . . . +  ~q "'" (7) 

par suite: 

et soit p un diviseur premier de a. On peut supposer clue les entiers 
a o , a I , . . . ,  as, . . .  ne sent pas tous divisibles par 29, sinon on aumit une 
6galit6 de m~me forme en divisant par 19 les deux membres de (7). Soit 
as le premier coefficient non divisible par 19. On peut ~erire: 

u = (a -{- 1~8 - 4 - . . .  -4- 25q)(ao + al~ + . . .  + a , - ~  ~- ' )  

+ (a -}- fl~ + . . .  -{- ~')(a, ~" -}-...). 
Acta mathematic, a. 30. Imprim~t le 4, d~cembre 1906. 47 



370 P. Fatou. 

On en d6duit que la s~rie 

~ n + l  

une fois ordonn6e aura ix)us sos eoeffieien~ divisibles par p:  

~ a  m ~ 0 ] 

~a.+, + fla. =~ o i (rood p) 
~a.+, + #a.+, + ra. ---- o 

�9 . . . , . . . . . . . .  

e$ eomme par hypoth~se on a" 

a ~ o  (modp) et a . ~ o  (modp) 

on d~duit de l~ de proohe en proehe, 

~5 --~ o (rood la), 7" ~ o (rood T), . . . .  

Los coefficients (a, f l , . . . ,  ~, ~) no seraient done pas premibrs dans lout 
ensemble. 1-1 faut done que l 'on air p = I, et par suite a doit ~tre ~gal 

l'unitd. Autrement (tit B(~) est dgal h un facteur constant pros h: 

I + fl~ + r~ + "'. + ~q 

oh fl, T , . . . ,  ~ sont des entiers. Le produit des modules des zdros de ee 
t 

polynbme est 6gal h + ~ ; mais eomme d'autre part les pSles de A(D doivent 
_ 

avoir des affixes sup6rieures ou dgales en module h l'unit6, puisque le 
rayon de convergence doit gtre dgal ~ l'unitd, il faut que l 'on air: 

~=__+I 

et que routes los racines de B(~) aient pour module I. Mais, d'apr~s un 
th~or~me de KRON~CK~.R, un nombre entier algdbrique qui a pour module 
I, ainsi que t o us l e s  nombres eonjugu6s, est une racine de l'unit~. Done 
B(~) est un polynbme de division du eercle ou un produit de plusieurs 

polyn6mes de cette esp~ce et la fraction A(~) pourra par suite se ramener 

la forme 

(s)  (, _ ~.)~ 
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Ainsi, les seules fractions rationnelles d~veloppables en s6rie e n ~ r e  
coefficients entiers, avec un rayon de convergence ~gal ~ I, sont les frac. 
tions rationnelles de la forme (8). 

Consid6rons maintenant une s6rie de TAYLOR don~ les coefficients n'on~ 
qu'un nombre limit6 de valeurs, par exemple o et I, on a alors 

f(g) = g~ + g'~ + . . .  + g~ + . . .  

~, fl, 2 , . . .  6rant des entiers croissants. Appelons poin~ singulier isol~ 
d'ordre fini d'une fonction analytique, un point singulier isold go au voisinage 
duquel on a: 

k 

a et k 6rant des constantes. Cela grant, je dis que la s6rie de TAYLOR 
f(g) a n~cessairemen~ sur son eerele de convergence d'autros points singNiers 
que des points singuliers isol~s d'ordre fini. En effet, s'il n'en 6fair pas 
ainsi, en mulgpliant f(g) par un polyn6me ayant pour z~ros les points 
singuliers en question avec des ordres de multiplieitg eonvenables, on 
aurait tree nouvelle s~rie de TAYLOR qui de , a i r  rester bornge k l'intgrieur 
du eercle de rayon I, et dent Ies coefficients devraient done tendro vers 
zgro. Or ees coefficients n'ayant aussi qu'un nombre limit6 de valeurs, 
cela est impossible s'ils ne son~ pas eonstamment nuls ~ pargir d'un certain 
rang, e'est-~-dire si f(~) n'est pas ggale ~ une fraction ra~ioImelle. 

On voit en particulier que f(~) ne peut pas ~tre alg6broide dans un 
cercle de rayon plus grand que I. 

Nous avons, dans ee qui pr6c~de, quelquos exemples des liaisons qui 
existent entre la nature arithm~tique des coefficients d'une s~rie de TAYLOR 
et la nature analytique do la fonction qu'elle repr6sente. 

Donnons maintenant quelques extensions de la proposition ~noncge 
au d6but de ee chapitre. Soit D tm domaine limit~ par ~m contour simple 
C et dent on puisso faire la representation conforme sur lo cercle (ee qui 
aura lieu par exemple si C est form~ d'ares r~guliers de eourbes analy- 
tiques) et f(g) une fonetion analy~ique r~guligre et bernie dans D. En 

Relativement aux s~ries enti~res ~ coefficients entiers, je rappeUe que M. BOREL 
a obtenu un r~sultat tr~s int~ressant (v. lo. exemple, ses leTons sur les fonctions m~ro- 
morphes, Paris, Gauthier-u I9O3). 
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~ous les points de C, sauf aux points d'un ensemble de mesure nulle, 
f(~) prend une valeur d6termin6e suivant les chemins non tangents ~ C 
et l'on pourra par suite appliquer la formule de CA~caY: 

x_ f f(u)_ du. 
f(8) = 2 i r . , ]  u - -  

C 

Enfin on peut dtendre encore la proposition au moyen d'une transforma- 
tions homographique effeetu6e sur f(3). S'il existe un nombre A tel que 
f ( 3 ) - - A  reste sup6rieure en module h un hombre positif fixe, la fonction 

I sera rdgulibre et born6e ~ l 'in~rieur de D, de telle sorr qu'on 
f(~)--A 
pourra lui appliquer la proposition pr6cddente; par suite f (~)aura  aussi, 
en g6ndral, une valeur dd~ermin6e, finie ou infinie, aux points du contour 
mais il n'est pas certain que la m~me propri6t6 s'applique h la pal4ie 
rdelle et ~ la partie imaginaire de f(3) eonsiddr6es s@ardment; il faudrait 
d~montrer pour que eela ffit vrai, que f(~) ne peut prendre une valeur 
infinie qu'en un ensemble de mesure nulle de points de contour, et bien 
que eela paraisse tr~s vraisemblable, nous n'avons pas rdussi h e n  donner 
une d~monstration gdndrale. 

Comme apphcafions eonsiddrons la s6rie ~ A, les points a~, a2, ..., an 
- - a  n ' 

6rant des points du segment o - - I  de l'axe rdel, partout denses, et la 
s~rie ~ I A, I 6rant eonvergente. C'est un eas partieulier des s6ries 6tudides 
par M. BoRer, darts sa th~se, ~ en vue de l'extension de la notion de pro- 
longement analyL-ique. La s6rie que nous considdrons ddfinit une fonction 
analyt-ique qui admet le segment o - - I  comme hgne singuli~re essentielle. 

Supposons les An posi~ifs et donnons h 3 une valeur, x + iy, y 6rant 
posiL-if. Si l'on pose ] -  an = p,e ~', la partie imaginaire de ~(3) es~ dgale 

A. 
-4- i ~ - -  p-~ sin ton 

et eomme on a o < to.  < ~ ,  le coefficient de i e s t  ndgatif; done lorsqu'on 
reste, par exemple, dans le demi-plan supdrieur ~(3) reste borndeprojective- 

' E. Born:L, Sur quelques points de la thdorie des fonctions, premiere partie (An- 
hales  do l 'Ecole  normale,  1895 ) et Lemons sur la thdorie des fonctions. 
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merit. On en coneiut que t o u s l e s  points du segment o -  I, sauf eeux 
d'un ensemble de mesure nulle, sent des points oh ~(~)prend,  au sens 
ddj~ souvent expliqu6, une valeur ddtermin6e, ee qui eoncorde avee les rd- 
st l l tats  de M.  BOREL. 

Au contraire, la premiere des fonetions uniformes affecf~es de coupure 
qui se soit pr6sent6e en analyse, la fonction modulaire, prgsente une in- 
ddtermination becaucoup plus complete au voisinage de cette eoupure, ainsi 
qu'il  rdsulte des reeherches de RIEMA:NN et DEDEKIND. 1 

3. Etude de l'intdgrale de Poisson lorsque la fonction f(u) qui figure 

sous le signe f e s t  une fonction non bornde, intdgrable en valeur absolue. ~ 

Cette gtude peut se faire comme lorsque f(u) est une fonction bornde. 
Car f(u) grant, saul aux points d 'un ensemble de mesure nulle, 6gale k la 
ddrivde de son int~grale ind6finie, on pourra raisonner exaetement de la 
mgme mani~re que lorsque f(u) est born6e, et l 'on arrivera aux mgmes 
conclusions que dans le premier chapitre. Toutefois nous prdfdrons ratta- 
chef ce e a s h  eelui oh f (u) est born6e, la m~thode indirecte que nous 
emploierons eonduisant ~ quelques r6sultats nouveaux; nous supposerons 
que non seulement f(u) est intdgrable entre ~ r  et + ~r mais qu'il en 
est de mgme de son carr6. Posons done 

I / I ~ r t 
P(r,  O) = ~ i --  2r cos (u -- a) + r' [(u)du 

- - ? r  

et supposons d'abord que f (u)  soit une fonetion positive, dent  le carrg 
est int6grable. 

On a vu dans le premier ehapitre que si 1'on derit" 

P(r,  O)~-~a o + ~=,(a~eosnO + b~sinO)r ~ 

1 On pourra lire ~ co sujet une lettre d'HERMITE ~t 8TIELTJES (I7 d6oembre I886). 
(Correspondance d ' H ~ I T E  et do STIELTJES, Paris, Gauthier-u I9O5, page I96. ) 

Nous n'avons pas plac6 cette 6rude clans la premi6re partie, parce clue nous 
avons dtt nous servir du th~or6me 6tabli clans le w I do la seconde partio. 
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la sdrie 

2 a20 -[- @ (a~ + b2.) 

est convergente. Soit Q(r ,  0) la fonction harmonique conjugude de P ( r ,  0) 

et soit: 

On a: 

Q(r , 0) = b o A- , ~  (a, s i n n S - - b . c o s n O ) r "  

~(~) : P ( r  , 0) -4- iQ(r  , 0), (~ = re'~ 

_x P ' ( r ,  0)d0 ----- 2ao -4- (a2, -4- b.,r'~ '" , 
IT 

: /  
7C 

, b . ) r  , Q'(r O)dO = :b~ + Z (e. + ' " 

d'ofi: 

f I~(rd~ = (a: -4- b:)e" 
2 ~  nffiO 

et comme la sdrie du second membre converge 

volt que 
.t-~r 

f I~(rr176 

e n c o r e  pour r ~ I~ O i l  

reste bornde quand r tend vers I. I1 en rdsulte qu'on ne peut avoir 

que pour un ensemble de mesure nulle de valeurs de 8, s inon on dd- 

montrerait  par un raisonnement analogue ~ celui qu'emploie M. LEa~soup., 1 

que l'intdgrale qui prdc~de devrait eroltre inddfiniment. 
Mais d'autre part, P ( r ,  8) dtant constamment positive, la fonetion 

I t est bornde dans C; on en ddduit comme analytique S(~) + i ~ P + iQ + 

1 Lefons sur l'intggration et la recherche des fonctions p~imitives, page I 14. 
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on vient de le voir que, ~(~) a, en gdndral, ~ une valeur limits ddterminde 

suivant les rayons et somme eeYre valeur est en gdndral finie, on volt bien 

que P(r, 0), Q(r, O) ont, saul pour un ensemble de mesure nulle de va- 

leurs de 0 une valeur limite bien ddterminde pour r = i.s 

Posons 
lim P(r , O) = f~ (0) 

dans l 'ensemble des valeurs de 0 off ee~e limits exists. 

Je  dis que l 'on a en gdndral: 

f ,(O)=f(O). 

Pour  18 ddmontrer dtablissons d'abord le lemme suivant: 

Si des fonetions positives, borndes sommables: f~(x), f~(x), ... tendent 

vers une fonction bornde ou non f(x) et si 
b 

n, infdrieur ~ un nombre fixe, la fonet4on f(x) est reste, quel que soit 
intdgrable, et l'on a: 

La fonction f (x)  est mesurable. 
lesquelles on a: 

Considdrons la fonction: 

b b 

f f(x)d~:<llm, inf. f f.(x)dx. 
a 

Soit E l 'ensemble des valeurs de x pour 

f ( x ) < L .  

~ ( x )  ~ f~(x) pour l 'ensemble des valeurs de 

x teUes que: f~ (~)<L,  

F,(x) ~ f(x)  pour l 'ensemble des valeurs de 

x telles que: f~(x)>J~. 
Pour  les points de E les fonetions ~ ( x )  sent borndes dans leur ensemble 
et tendent  vers f(x),  on aura donc 

E B 

1 Pour  abr6ger, nous dirons souvent: ~)en gen6raD, au lieu do ~>sauf exception 
pour un ensemble de mesure nulls do points ou do valours do la variable.~ 

I1 rdsulte do co raisonnement que si une fonction harmonique est reguli6re et born6e 
~, l ' interieur d 'un  corclo, ells pourra &re miss sous la forms d 'une int6grale de PoIsso~. 
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Mais eomme on a toujours dans E 9 . < f . ,  on en ddduit" 

b 

f r( ~ ) dx ~ l i m .  inf. f f. ( x ) dx <l i ra .  inf. f f, ( x ) dx < k. 
E a 

Donnons ~ L des valeurs positives de plus en plus grandes; nous voyons 
b 

que l'intdgrale ff(x)dx tend vers une limite finie, qui sera dgale ~ ff(x)dx, 
g a 

et leon a bien: 
b b 

ff( )d  =< rim. 

Si pour un ensemble de mesure nhlle de valeurs de x, f ,(x) n'a pas de 
]imite ou a une limite infinie, il n 'y  a rien ~ changer h ce qui prdc~de. 

On peut se rendre compte sur des exemples, que l 'on peut avoir 

b b 

f f ( x )d~  < nm. i~f.f f,(x,)dx. 
a r  

Je  dois eette remarque g M. LEBZSGUE. 
Ceci dit, revenons g l'inOigrale de Polsso~ 

+Tr 

' f P(r, o)= ~_. 

et considdrons la fonction positive f(u) comme limite de la fonction bornde 
sommable f~(u), dgale ~ f(u) clans l'ensemble E,[f(u)~_~l,,] et dgale 
zdro daus l'ensemble compldmentaire. On aura: 

4-~r + t r  

H,L(,,)eu<~ ~,f(u)du P(r , 0). f f = 
~ $4r - -  r r  

Mais f,(u) dtant bornde, on aura sauf pour un ensemble F ,  de mesure 
nulle: 

lim P.  (r, O) = f. (0) 

d ~ O ~ l  �9 

lira. inL P(r, O) > f.(#). 

Mais on a f . (O)=  f(O) pour tous les points de rensemble E , .  Or l'en- 
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semble des points communs ~ t o u s l e s  ensembles C(E,)a une mesure nulle; 
il en est de m~me de l'ensemble (F i + F ,  + . . .  + F . +  ...). On aura done: 

lim. inf. P ( r ,  O)>_~f(O) 

saul dens un ensemble de mesure nulle; et par suite 

(9) f,(O) >_>f(O) 
darts l'ensemble des points off P ( r ,  O) a, pour r =  i ,  une limite: f(O). 

Mais d'apr~s le lemme que nous venons de d6montrer: on a 

+ r e  + r e  

tim. inf. f P(r, OldO >~ f f,(OldO 
- - r e  - -Tr  

et comme on a toujours: 

-J-~r "4"re 

f P(r, O)dO---- ,za,-~- f f(O)dO 

on en eonelut: 
+tr arre 

(,o) f r,(OleO< f f(o)eo 
~ r e  - - r e  

et par suite, en vertu de l'in6galitA (9): 

-[-re 

f (f~ - -  f )ao  = o 
- - r e  

la fonetion int6gr6e Stant eonstamment positive ou nulle (dans l'ensemble 
eompl~mentaire d'un ensemble de mesure nulle), on conclut de 1~ faeilement 

r,(o) = f(o) (en g~n~ral). 

E t  I _ < ~ f ~ - - f < ~ l  aura une mesure nu l l e e t  Car chacun des ensembles ~ _  

il en sere de m~me de la somme de tous ces ensembles. 
En rgsum~, si f(u)  est une fonction non bornee, positive, dent  le earr~ 

est sommable, et si l 'on eonsid~re l'int~g.rale de Pomso~: 
+re 

I 
P(r, 0) = ~ f Hr(~,/d,~ 

on a en ggngral: l i m P ( r ,  O)=f(O) .  
r w l  

Aeta mathomatloa. 30. ImpUre6 le 8 d6cembre 1906. 48 
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Du eas de f ( u ) >  o, on passe faeilement au cas de f ( u ) <  o, et aussi 
au cas de f (u )  bornde supdrieurement ou infdrieurement. 

Si maintenant f ( u )  n'es~ born6e ni supdrieurement ni infdrieurement 
on peut la regarder suecessivement comme limite des foncfions borndes 
sup6rieurement, puis comme l imi~ de fonetions borndes infdrieurement et 
d6finies toujours de la fa~on suivante: ayant choisi des hombres l~, l~, . . . ,  
l , , . . .  6ehelonnds de o h + oo, on posers: 

I o f .  ( u ) :  f(u) darts l 'ensemble E .  If(u) ~_</.] et f. (u) ---- o, partout aiUeurs; 
+Tr 

' f H , f . ( u ) d u  < P(r  O) P.(r, o) = 

2 ~ f ' . (u) = f (u)  dam l'ensemble E'.[ f(u)>_~--  l.], et f ' . ( u ) =  o partout 
ailleurs; 

+ r  

' / H , f ' , ( u ) d u >  P(r  0). P~.(r, O) = -~  _~ , 
- -  tg  

On aura slots les in~gali~s: 

lira. inf. P ( r ,  O) >_> tim. sup. P, (r, 0), 
r = l  r m l  

lira. sup. P (r, 0) < lira. inf./~'} (r, 0). 
r m l  r = l  

En appliquant des raisomaemonts d6j~ employ6s, on en d6duira facilemmat: 

n m  P ( r ,  o) = f (o)  
r = l  

saul aux points d'un ensemble de mesure nullo, x 
Ceci v a n o u s  permeV~re de compl6~r ee que nous avons dit au sujet 

de la formule de PAmEVAL, dans le eas oh l 'on eonsid~re une foncfion 
non bom6e dent  le carr6 ost sommable. Nous avons d~monL-r6 que l'on a: 

I + ~  

- f f'(u)au > + , (a: + b:) 

Mais d'autre part paisque l 'on a, on g6n6ral, 

l i m P ( r ,  O)----- f(O) 
r = l  

Indiquons encore bri~vement une d4duction facile de la m6thode employ4e dans 
le texte: toule fonction harmonique rdguli&e et limitde inf~rieurement dans C est la somme 
d'une intdgrale de Poisson et d'une fonetion harmo~ique qui reste positive dans C et qui 
prend la valeur zdro sur C, 8auf aux poinls d'un ensemble de mesure nulle. 
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on on d~duit on appliquant le lemme ~fabli plus haut: 

+tr +~r 

f o)eo >__ f 
--li" ~il" 

e est-a-dlre: 

379 

On a done, dans tous 10 eas, quand f (u)  est une fonetion dent le carr6 
eat sommab10: 

' f 2a: + + b:), 
a, ,  b. grant les constantes d'EuLEa-FouaI~.R a~ach6es ~ f (u) .  Soient main- 
~nant  deux fonctions pgriodiques don~ le carrg soit sommable: f (u )  et 
g(u). On volt aisdment que ( f ( 'u )+ g(u)) ~ est aussi sommable, et qu'il 
e n e s t  de mgme de ( f ( u ) - - g ( u ) )  ~. Appliquant l'dgalit6 prdc6dente ~ f +  .q 
et f--_____gg, comme 10 fair M. ]~URWlTZ darts le m~moire ddj~ citd, on obtient 
par soustraefion: 

I +~r n ~  1 f f (u)g(u)du----  2aoc . + . (a,c. -{- b.d,) 
- -  r t  

les c,,, d, 6~nt  lea coefficients de la s6rie de FOURIER de g(u).  1 

4. Lea m6thodes pr~c~dentes conduisent ~galement ~ un r~sultat in- 
t~ressant relatif ~ la convergence des sgries h-igonomgtriques donn~es par 
la loi de 1ours coefficients et dent voiei l'6nonc6: 8i ha, et rib. tendent vers 

x 
zdro avec - ,  l'ensemble des voints de divergence de la sdrie: 

(a. cos nO q- b, sin nO) 
1 

est de mesure nulle. 
I1 y aura done des points de convergence dana tout intervalle. Con- 

sidgrons en effet la fonetion harmonique: 

F(r ,  O) ~- a, -t- (a~ cos0 -t- b~ sin 0)r + . . .  + (a, eosn0 + b, sinnO)r ~ + . . . . .  

1 Voiei une cons6quence de la formule de P~SEVAL: soient a . ,  bn les constantes 
de FOUlUER de f ( u ) ;  s l ] a  s6rie ~n(a~ -1- b~) est convergente, f(~t) est d6veloppable 
en s6rle de FOURIER sauf peut-6tre pour un ensemble de mesure nulle de valeurs de ~t,; 
pratiquement cette proposition no paraft pas bien utile. 
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I1 est clair que la s6rie 
1 

I 
sent ~ partir d 'un certain rang inf~rieurs ~ -- ,~S" 

de PARSEVAL que l'int6grale: 
+tr 

f o)eo 

reste bornSe, quel que soit le nombre r < ~. 

(a] + b~), est convergente puisque ses termes 

I1 resulte alors de l'6galit6 

II on sera de m~me de: 

f I~(~, o)Ido. 
Int~grons terme ~ terme la s6rie qui repr~sente P ( r ,  0) (il est un peu plus 
commode de supposer a, = o, pour que l'in~dgra~ion n'introduise pas de 
terme ap~riodique). Nous obtenons ainsi: 

U(r, O) = ~ sin nO - -  -~ cos nO r" 
1 

an bn I 
et comme -- et -- sent plus perils ~ parfir d 'un certain rang que ~ ,  la 

n 

sgrio du second membro est absoIument et uniform~mont convergence pour 
routes les valeurs do 8, et pour routes les valeurs do r comprises entre o 
e t t .  Elle est donc continue ~ l'intdrieur du cerclo de rayon un ok sur 
le cercle, et l 'on peu~ mottre U sous la forme 

+z 

I ; I - -  1 es 
U ( r ,  O) = ~ / x - 2~ r (,, - -  o) + ~' g ( u ) d u '  

--Tr 

g(u) ~tant une fonetion continue p~riodiquo. 
Je  dis en outre que g(u)  est ~ variation bornde entre - -7 r  eL q-n' .  

En effet soient 0 , ,  0 2 , . . . ,  0 v des valeurs croissautes de l'argumen~; la 
sorn l l l e :  

Ig(o.)-g(o,)l + Ig(o,)-g(o.)l + . . .  + Ig(o,_.)-g(o,)l 
diff6rera anssi peu que l 'on veut, on prenant r suffisamment voisin de I, 
de la suivante: 

I ~c,-, o , / -  ~{,', o,/I + I ~<r, o , ) -  vIr, o~11 + ...  
+1 ~Cr, o , _ , ) -  ~(,', o,)i 
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o, 
laquelle est int~euro ~: f IP(~, 0) Ida, pui,quo pour ~ < ,, a ~one~on 

0t 

U(r, 0) admet comme d6riv6e par rapport k 0, la fonetion continue P(r, 0). 

Or ~ous ~vons que f I V(~, O)iaO ~este b o ~ e  quand ~ tend ~ e r s ,  ; la 
--a" 

fonetion g(u) est done ~ variation totale bom4e, done, on vertu d 'un 
th4or~me dfi h M. L~BESGUE, x elle admet une d6rivde finie pour un en- 

semble de valeurs de u dent  le compl4mentaire est de mesure nulle. Or, 

si en un point u 0 la fonction continue g(u) admet une d~riv~e g'(uo) , nous 
savons que la fonction harmonique: 

U(r O) v ( r ,  o) = ~ , 

tend vers une valeur bien d6termin6e quand le point  (r, O) tend vers le 

point ( I ,  uo) suivant un chemin non tangent h ]a circonf4rence. 
Pour  en d4duire la convergence de la s4rie en ce point, il suffit 

d'avoir recours ~ ]a proposition suivanto, qui est un cas partieulier d'une 

proposition plus g6n4rale due h M. PRINGSHEIM: ~ 

>>Si la s6rie 
~ ( x ) = c  o + c , x + . . .  + c . x " + . . .  

I 
est convergente pour x < i, et si en outre nc. tend vers z4ro avee ~, il 

faut et il suffit pour que la s4rie soit convergente pour x----I ,  que la 

valeur de la s4rie tends vers une limite finie quand x tend vers , ,  par 
valeurs rdelles plus petites que *. 

Autrement  dit le second th6or~me d'Am~L a ici une r6ciproque. 

Voiei commc on peut d6montrer ce r4sult~t. Si ~ partir d 'un  certain 
rang v, on a 

le reste de la s4rie eorrespondant au terme de rang v sera plus petit en 
module que: 

V I - -  Z Y ( l  - -  X)  

' Lego~ sur l,intdgration et lea fonctions primitives (page ! 28). 
" ~ber das Verhalten einer Potenzreihe auf dem Konvergenzkreise (Miinchnor Be- 

r ichte ,  38). 
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Donnons b z la valour 

une somme inf~rieure ~ $,, et la somme de ceux qui precedent: 

pout se mettre sous la forme 

( ~, +2e,,~, + . .  + t,c:,~,) 
(co + cl + . . .  + c , ) -  c~ u ~ . 

dl ,  d e , . . ,  d6signant des nombres eompris entre zSro et un. 
6crit dams la seconde parenth~se pout s'6erire: 

~I~,I. + ~1~1 + . . -  + ~1~,1 

~tant un nombre dent  le module est plus petit que un. 
i 

vc, fondant vers z6ro avee - il en est de m~me de sa valour moyenne, y~  

que 

co +c~ + . . . + c ,  

air la m~me limite, co qui 6tablit la proposition, t 
Soit donc # une valour de l 'argument pour laquelle g(#) a~]met une 

d6riv6e g'(O). Nous aurons: 

lim [(a~ cos0 + b, sin O)r + . . .  + (a, cosnO + b, sinnO)r" + . . . ]  :g'(O) 
rffil 

donc en vertu du thdor~me de M. PRISQS~.[M, la sdrie 

�9 (a~ cos 0 + b~ sin O) + . . .  + (a.  cos nO + b. sin nO) + . . .  

est convergente. C . Q . F . D .  

Faisons quelques remarques au sujet de ce crit~re de convergence. 
D'abord il est clair que la convergence d'une s6rie trigonom6trique, en 
tout point, ne saurait r&ulter d'une condition de la forme: 

l l m g ( , , ) a ~  = o ,  l ira ~ ( n ) b ~  = o 

P. Fatou. 

I 
x m _ .  Los termes qui viennent apr~s le v t~" auront 

Le ~ rme  

Or le produit 

I Nous avons pour plus de commodit~ donna ~ z une suite dAnombrable de valeurs 
I 

de la forme ! - - ;  il est facile de voir que cette restriction est insignifiante. 
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I 
si la fonction positive ~(n) est telle que la s6rie Z 9 - ~  soit divergente, 

ce qui a lieu pour 9 ( n ) =  n. I1 est d'ailleurs possible de former des  sdries 
trigonom6triques pour lescluelles na, et n5, tendent vers z6ro et qui ont 
une infinit6 d6nombrable de points de divergence; tout au plus pourrait-on, 
peut-~tre, duns notre dnonc~, remplacer les mots: ensemble de mesure 
nulle, par ensemble d6nombrable. 

En  outre la convergence des sdries trigonomdtriques semble ddpendre 
beaucoup moins de la rapidit6 de la d6croissance des coefficients, que de 
la rdgularitd avec laquelle ils tendent vers z6ro; je ne pense donc que l'on 
puisse donner de crit~res de convergence de m~me nature ClUe celui que 
nous venons de donner et qui soit beaucoup plus compr6hensif. Ce crit~re 
s'applique d'ailleurs ~ routes les s6ries trigonomdtriques obtenues en int6- 
grant terme ~ terme une sdrie trigonomdtrique dent les coefficients tendent 
vers z6ro. Yoici une consdquence de cette remarque; nous savons clue les 
coefficients d'une s6rie de FOUltI~.R tendent toujours vers z~ro; en outre, 
M. LEBESGUE, dans son m6moire d4jk cit6, a montr6, en gdn6ralisant un 
thdor~me de Du BOIS-~EYMOND, 1 qu'une teUe sdrie est intdgrable terme 
terme c'est-~-dire que si 

a 0 + (a 1 cos 0 + b 1 sin 0) + . . .  + (a. sin nO + b. sin nO) + . . .  

est la s~rie de FOURmR correspondant ~ f(0), on a 

o 

(a. sm n0 - -  b. cos nO ~ a. sin na  + b,, cos ha). 
r 

�9 . ~ I (a. sin nO ~ b. cos nO) a des points de convergence Mais puisque la serle n 

dans tout intervalle, on peut supposer que O ----- ~ soit un tel point et 6crire 
simplement: 

x (a. sin nO - -  b,, cos nO); f r(o)do = + c + E 
a 

par suite la s~rie Z I (a. s innO ~ b. cos nO) est toujours convergente, et 

' Voir aussi Particle d6js cit6 de M. A. Hu~zwxa'z. 
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c'est ~ une constante pros, la sdrie de FouRIsa de la fonct~on continue, 

pdriodique, ~ variation bornde: 

( 7 )  = f [f(o)- o]eO = f ( o ) e o  . 
a - - i t  

Elle est done uniformdment eonvergente. 

Nous pouvons done simplifier un peu le rdsultat prdcitd de M. LE- 

BZSOUE: il est inutile on offer quand on intbgre terme ~t terme une sdrie 

de FOURIZR, de retrancher une cons~nf~ de l'intdgrale inddfinie de chaque 

terme, pour assurer la convergence de la sdrie obtenue. 

Faisons encore remarquer que si l'on part d'une sdrie trigonomfitrique 

pour laquelle ~ (a~. + b. 2) est convergente (et alors en l ' intdgrant une fois on 

obtient une s~rie trigonom~trique uniformdment convergente entre o e t  ~r) 

on peut affirmer que la fonetion harmonique associde ~ la sdrie proposde: 

P(r ,  O) = Z (a. cos nO + b. sin nO)r" 

se eomporte, au point de rue  de l ' inddtermination sur le cercle de con- 

vergence, comme los fonctions borndes. C'est ce qui rdsulte de la d~- 

monstration prdcddente. On peut m~me ajouter que, sauf aux points d 'un 

ensemble de mesure nulle, la sdrie 

]C (a. cos nO + b. sin nO) 

est sommable par le proeddd de la moyenne arithmdtique, ainsi que le 
prouve l'extension qu'a donnd M. FEJER lui-m~me de son thdor~me, aux 

fonctions ddrivdes. 1 

Par  exemple s i r o n  a: 

a.' + b,' < 
log n. log s n... (log, u) l+a 

(a > o) 

on so trouve en prdsence d 'une sdrie trigonomdtrique qui est sommsble 

par ee proc~dd. 

i l[ rAsulte en effet des recherches de M. FF~ER, clue la fonction d~rlv~e d'une 
fonction continue f(~) dans l'ensemble des points o~ eUe existc, est representable par 
la s~rie d~riv~e de la s~rle de FOURIER de f(u), somm~e par une double application 
de la moyenne arithm6tlque. 



(I) 

est 

( I I )  

S6ries trigonom4triques et s6ries de Taylor. 

l~ous averts vu que si l imna,  = o, l imnbn  = o,  la sdrie: 

f(O)--~a o + ( a  l c o s o + b ,  

convergente 

385 

sin 0) + . . .  + (a. cos nO + b. sin nO) + . . .  

pour routes les valeurs de 0 pour lesquelles la fonction: 

g(0) = ao0 -~- Z a. sin nO-- bn cos nO 
~b 

admer une ddrivde g'(O), e t a  prdeisdment pour somme g'(O). 

Nous pouvons ddmontrer que rdeiproquement, si la sdrie (I) est con- 
vergente elle est dgale ~ la ddrivde de la sdrie (II). 

Pour eela il suffR de modifier ldgbrement la mdthode qu'emploie RIE- 
MANN 1 pour ddmontrer ses deux premibres propositions gdndrales sur la 
reprdsentation d'une fonetion par une sdrie trigonomdirique. 

On a d'abord, en vertu du thdorbme 2 de RIEMANN: 

lim g(a + a) + g(O - -  a) - -  2g(O) ~ - - - O .  

I1 suffit donc de ddmontrer que si la sdrie (I) converge et a pour somme 
f(0), on a: 

limg(0 + ~,) - -  g ( a - -  a) = f(O). 
a : 0  20~ 

Or, si l 'on pose: 

on trouve : 

y(6 + ~) - -  g (a - . )  

2~Z 

Soit s le 

On aura 

An --~ an cos  nO + b. s in  nO 

A (sin a~ (sin na~ = A o +  I \ - T - / + . . .  + A ' \ ~ / + ' '  

plus grand entier infdrieur ~ 3. Considdrons la sdrie 
a 

. 
s_~l A slnna 

6 dtant un nombre posit-if arbitrairement pe~it, pour n > p .  

~ber die Darstellbarkeit einer Function durch eine trigonometrische tgeihe (w 8, 
th6or~mes I e t  2). 

Acta ~ t ~ a .  30. Imprim~i le 8 d~cembre 1906. 49 
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Si done s est sup~rieur ~ p ,  on aura 

" \ ~ /  ~ 0 < - < 8a ~ - -  (L 

Consid~rons ensuite les doux sommes: 

(si a < I). - - < ~  

" A { s i n ~ a ~  ' + ' A  {sin na~ 

1 p + l  

p restant fixe, la premiere a pour limite quand a tend vers z~ro: 

A0 + A ~  + . . .  + A p .  

Quant ~ la seconde, on on a facilement une limite sup6rieure en appliquant 
sin n a  

le lemme d'ABEL; en effet na restant compris entre o et ~r, va en 
n a  

ddcroissant quand n augmen~e et reste positfif et inf~rieur ~ x; la sdrie 

Ao + AI  + . . .  + A .  + . . .  

~tant suppos~e convergente, on peut supposer que p air ~t~ ehoisi assez 

grand pour que: 
A,+~ + A,+~ + . . .  + A~+, 

soit plus petit en module que s, quel que soit l 'entier q. CetCe seeonde 

par~ie sera alors infdrieure h e. On aura done: 

lira ~/(0 + a) - -  g ( 0 -  a )  = f(O), 
2 a  

lira 9(0 + a) + g (0 - -  a) - -  2g (0) ----~- 0 

d'ofi l 'on conclut" 

lira g(~ + a) - -  g (O) 
+ a = f ( 0 ) .  

Le th6or~me est d6montr6: 

Ains i  la condition ndcessaire et suffisante pour  que la sdrie 

(a, cos nO -4- b, sin nO), 

I 
oit ha.  et rib. tendent vers ~dro avec - soit convergente pour  une valeur dd- 

n 
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termmde de O, est que la fonction g(O) obtenue en intdgrant terme ~ terme 

' 0  la sdrie proposde a i t u n e  ddrivde g ( ) ,  qui est alors dgale ~ la somme de 
la sdrie dormde. 

En particulier, si ~ (a, cos nO + b. sin nO) est eonvergente en t ous l e s  
points d 'un intervalle, elle y repr4sente une fonetion d4riv4e e'est%-dire 
une fonction qui ne pent passer d'une valour ~ une autre sans prendre 
routes les valeurs interm~diaires. 

5- En combinant, comme nous l'avons fair plus hunt, los rdsultats 
connus concernant l'int6grale de Potsso~, avec le th4or~me de M. ProNGS- 
he i r ,  on pout aussi retrouver certains r4sultats classiques concernant la 
s4rie de FOUmER. En offer, si on consid~ro l'int6grale de PoIssoN relative 
s une fonetion continue f(O) et suppos4e raise sons la forme 

P(,. ,  o) = (a. eos,,O + b.sin,,o)r" 

on suit que P(r ,  O) tend uniform4ment vers f(O) quand r tend vers un; 
si done on a: 

lira ha. = o, lira n b . =  o 

on on d4duira la convergence uniforme vers f(0), de la s6rie do Fou~ma 
(a. cos nO + b, sin nO). Si on particulier f(O) admet une d6riv4e born4e 

f'(6), on pout appliquer l'int4gration par parties duns los formules: 

' f r(o)cos.odo, b.= ' f r(O)sin, odo 
- - I T  - - I T  

ce qui donne: 
+~r 4-IT 

e--= f ' ( O ) sin nO dO , nb. --- -~ f '  ( O ) cos nO dO ; 
- - I T  - - I T  

I 1 
or cos derni~res int4grales tendent  vers z4ro avec - .  

n 

Nons voyons en entre que la fonction harmoniquo conjugu4e 

Q(r, O)= E(a . s innO--b .cosnO)r"  

' LEBEfJGUE, Mdmoire sur los sg'ries trigonomdtriques, page 47 I, o u c e  m6moire 

page 35I. 
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tendra aussi uniformdment vers une /imite quand r tendra vers I, d'apr~s 
ce qu'on a vu dans le premier ehapitre. Par suite la s~rie 

( a. sin nO ~ b. cos nO) 

sera, dans les mgmes conditions, uniformfiment convergente. 
bornes. I1 n 'y  a rien ~ changer si f(O) est ~t nombres d~rivdes " 

6.  Nous allons mainfenant montrer comment l'on peut raCtacher le 
second thdor~me d'ABEL sur les sdries enti~res au th~or~me de RIEMA~S 
sur les sdries trigonomdtriques (thdor~me 1, w 8 du mdmoire de RmMA~). 
Considdrons la sdrie trigonomdtrique ~ (a. cos nO + b, sin nO), oh a. et b, 

i 
tendent vers z6ro avee - et qu'on suppose convergente pour une certaine 

n 
valeur de 0, et dgale ~ f(0). Si l 'on pose avec RtEMA~: 

v(o) = ~ - - -  A, (on suppose a 0 = o pour simplifier) 
71 2 

Oil a" 

l i ra  F(O + a) + F ( O - -  ,~) - -  2F(O) _~ f (O) .  

Si U(r, O) d~signe la fonction harmonique associ~e ~ F(0):  

~l-/t  

i / I ~ r  s 
U ( r ,  O)= ~ x - -  2r oo~ (~ - -  o) + ~" F ( u ) d u ,  

et P(r, O) la fonction harmonique associ6e ~ la sdrie proposde, on a: 

~2U(r , a) 
t ' ( r  O) = 

' aO" 

Au sujot de la convergence uniforme des s6ries de FOURIER, on trouvera des 
propositions int6ressantes dans le livre r6cemment paru de M. L~BF~GUE, Lemons sur les 

sdries trigo~omdtriques, (Paris, Oauthier-Villars, 1906). 
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De cos diverses ~galit6s, on d6duit, en vertu d'une ~tude qui a 6t6 faite 
darts la premiere partie: 

l i m P ( r ,  O) = f(O), 
t 'ml  

co qui est prgcis6ment le thgor~me d'ABEL. 
Mais nous pouvons aller plus loin: supposons que la sfrie proposfe 

soit eonvergente en tous los points d 'un intervalle I ;  on a alors fim a, = o, 
l imb,  = o d'apr~s un th6or~me de CA~TOa. En  outre la s6rie aura des 
points de continuit6 formant un ensemble dense dans I, d'aprbs le thgor~me 
de M. BAIRE, soit 00 un tel point. I1 rdsulte alors de ce que nous averts 
~tabli dans la premiere partie, que l 'on aura: 

lira P ( r ,  6) = f(0o) 

quand le point (r, 8) se mpproche inddfmiment du point ( I ,  80) suivant 
un therein qudconque tangent  ou non h la circonf6rence. 

Ainsi, si une sdrie de Taylor (ou la pattie r~elle d'une sdrie de Taylor) 
est convergente en tous les points d'un arc S du cercle de convergence il 
existe dans tout intervalle de S, des points o~ la sdrie prend une valeur 
bien determinde suivant tousles chemins qui y aboutissent. 

7. Ceci nous amine {~ parler des conditions de convergence d'une 
sgrie de TArLOR sur son cercle de convergence. Nous avons obtenu ~ ce 
sujet une proposition qui paralt devoir ~tre utile et dent  voici l'6nonc~: 

Si la sdrie de Taylor 

~(~) = c o + c ~  + . . .  + c.~" + . . .  
I 

a un rayon de convergence dgal h l'unitd et si c. tend vers zdro avec n' la 

sdrie est convergente en tout point rdgulier de son cercle de convergence. 
Ce th~or~me se ddduit facilement d 'un th~or~me de RIEMA~ (w 9, th6o- 
r~me I I I ,  du mdmoire citd), et dent voici l'6nonc6 (en conservant les nota- 
tions du paragraphe pr6c6dent): 

,,La condition ndcessaire et suffisante pour que la sdrie: 

AI + A2 + . . .  + A.  +-... 
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soit convergente pour une valeur 8 de l'argument est que rintdgrale 

c 

f dl sin 2n + x - -  2 -  , ( O - - t )  

r F(t) Tt i (o -- t) 
2zt sin 

2 
b 

a(t)at 

tende vers une limite flnie quand n augmente inddfiniment, en ddsignant 
par b e t  c deux nombres quelconques eomprenant la valeur 0, et p( t )une  
fonction inddterminde de t assujettie aux conditions suivantes: p( t ) e t  p'(t) 
on~ la valeur zdro pour t = b, t = c et sent continues entre ces limites; 
p"(t) n'a qu'un hombre fini de maxima et de minima; en outre pour 
t ~ -d ,  on a p(t)= z, p ' ( t ) = o ,  p " ( t ) = o  et p"'(t), p'V(t) sent finies et 

continues. >> 
I1 en rdsulte, eomme le fair remarquer RmMA•N que la convergence 

de la sdrie en .un point 0, ne d@end que des propridtds de la fonetion 
F(t) dans un intervalle (b, c) aussi petit qu'on le veut cntourant ce point. 

Supposons en partieulier que dans (b, c), F(t)  admette des ddrivdes 
borndes et continues d'ordre tmssi dlevd que nous voudrons. Nous pour- 
rons alors transformer l'intdgrale prdcddente an moyen d'intdgrations par 

parties. En posant" 

z n +  [ 
sin - (0 ~ l) 2 

M =  
sin ( 0 -  t_~__)) 

2 

et tenant eompte des conditions imposfies h p(t), nous aurons ainsi: 

/ / d'M . d~l d (Fp)dt F ( t )p ( t ) -d -ud t=  - -  ~ 

b b 

c 

f dM = - -  --~(Fp' + p F ' ) d t =  f (F# '+2p 'F '+pF")Mdt .  
b 

b 

I Nous reproduisons ici l'6none6 de RIEMA~N; parmi les conditions Anonch~s par 

lui relativement ~ la fonetion p(t), il y ev a qui sent superflues. 
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Or la fonction de t: E p " +  2 p ' Y ' +  pF", est une fonction, intdgrable et 
born6e qui pour t = 0 prend la valeur F"(O), et admet une d6riv6e finie. 
I1 rdsulte alors des gtudes classiques sur l'int~grale de DII~ICtILET, que 
l ' int6grale consid&6e tend vers une limito finio: F"(8) ,  quand n augmente 
indgfiniment et que 2:A, est convergente au point consid6r6. 

Cola 6rant, si dans 

(I) ~(~) ----- c,3 + c2~' + . . .  + c.l" -t- . . .  (on suppose encore c o = o) 

on pose ~----e ~~ on obtient, en sgparant le r6el de l 'imaginaire, deux s6ries 
trigonomdtriques, et los fonctions de RIEMANN F(0) ,  FI(0 ) correspondantes, 
s 'obtiennent en posant ~----d e, dans la s6rie: 

(II) r = r c,~' c.~" 
I s 2 ~ ' . . ~ 

qui est absolument convergent~ sur son cercle de convergence. 
Or les fonctions (I) et (II) ont Ies m~mes singulari~s, comme il rg- 

suite, par exemple, de l'expression de ~b(~) au moyen de ~(~) ~ l'aide de 
quadratures. Si donc en un point d 'argument 0 du cercle de convergence, 
la fonction (I) est rgguli~re, il en sera de m~me de la fonction (II) et par 
suite F(t), F,(t) seront analytiques, dans un intervalle tint (b, c)com- 
prenant le point 0; elles y auront donc des d6rivdes borndes d'ordre aussi 
dlev6 qu'on le voudra. Par suite, d'apr~s ce qu'on vient de voir, la s&ie 

c o + c , d  ~  + c.e "~~ 
sera convergento. 

Si l 'on suppose maintenant, non plus que los coefficients tendent vers 
zdro, mats qu'ils restent finis, il r6sulte du raisonnoment de RI~,~A~ que 
la diffgrence entre A o + A 1 + . . .  + A, et l'int6grale consid&6e par lui 
reste born6e ~quand n crolt ind6finiment; il en rdsulte qu'en tout point rd- 
gulier du cercle de convergence, la sdrie dolt osciller entre des limites finies. 

Cos thdor6mes permettent d~ns un grand nombre de cas de mettro en 
6vidence certains points singuliers d'une sdrie de TAYLOa sur son cercle 
de convergence; on peut d'ailleurs en augmenter le champ d'application 
en utilisant le principe de multiplication des singularit~s de M. ]~ADAMARD: 
si en multipliant los coefficients de la sdrie donnde par ceux d'une sdrie 
connuc admet~ant par exemple le point z ~ i comme point singulier unique, 
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on obtient une nouvelle s~rie dent  les coefficients tendent vers z6ro, sans 
former une s6rie absolument eonvergente, tous los points de divergence 
que l'on pourra mettre en ~videnee sur le eerele de convergence, seront 
des points singuliers pour la s~rie propos~e. 

Exemples. I. Consid6rons la s6rie sulvante, 6tudi~e par M. HADA- 
MARD dans sa th~se: ~ 

sin 
l 

Je  dis que le point ~ = I est un point singulier. I1 suffit de remarquer 
que si l 'on donne ~ n les valeurs enti~res comprises entre: 

on obtient, duns la s~rie ~ sin (log n), une suite de termes cons~cutifs 
1 

sup6rieurs ~ sin a, et dent  le nombre crolt ind~finiment avee k; il en r~sulte 
que la somme de eette s6rie n'oseille pus entre des limites finies, et par 
suite le point ~ = x est s i n~ l i e r  (c'est d'ailleurs le seul point singulier, 
eomme il r~sulte de l'expression de la fonction au moyen d'une int6grale 
d~me) .  

II .  Considdrons la sfirie: 2:/~(n)~ ", oh p(n)  d~signe la fonetion arith- 
mdtique dgale h zdro, quand n contient des diviseurs earrds, et duns les 
autres cas h ( ~  I) h, h 6rant le nombre des facteurs premiers de n. Je  
dis que le point 3 ~  x est singulier. En  effet p ( x ) . + . p ( 2 ) . - t - . . .  + p ( n )  

n'oseiUe pas entre des limites finies, ear s'il en Stair ainsi la s~rie de DI- 
R I C H L E T :  

serait uniform~ment convergente pour les valeurs de s dont la pattie r~elle 
serait sup~rieure ~ un nombre positrif queleonque, on en d~duirait que la 
fonetion r n 'a pus de z6ro imaginaire; or elle en a une infinit6. 

I1 est inutile de multiplier ces exemples: rant qu'il  ne s'agit que de 
d6montrer la divergence en u n  .point, c'est ~ dire la divergence d'une s6rie 

I Essai sur lea fonvtions donn~es par leur d~vdoppement de Taylor (Journal de 
m a t h t m a t i q u e s  puros  et a p p l i q u e s ,  4 e s6rio, tome 8, p. I63). 
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purement numdrique, il n'y a aueune r~gle g~n6ralo it donner. Ce qui est 
plus intdressant c'est de donner des exemples de sdries trigonom6triques, 
dont ]es coefficients tendent vers zdro et qui aient des points de divergence 
dans tout intervalle: on aura, en m~me temps, une sdrie de TAVLOR ad- 
mettant son cercle de convergence comme coupure. Nous parlerons un peu 
de eerie question h la fin de ce m6moire. 

8. Pour terminer cette deuxi~me pattie, nous allons montrer que l'on 
peut trouver des fonctions analytiques uniformes ayant pour singularitd unique 
une coupure fermde, par  exemple un cercle et possddant une infinitd non dd- 
nombrable de z~ros sur la coupure. 1 En effet construisons comme il a 6t6 
expliqu6 duns la premiere partie une fonction harmonique restant positive 
duns 5, rdguli~re duns ee cerele, et prenant la valeur + oo aux points 
d'un ensemble parfait de mesure nulle E ,  de la circonfdrence. On peut 
supposer que duns tout  intervalle intgrieur it l 'un des intervalles contigus 

E la fonction f (u)  (page 344) admette une d6riv6e bornde, sans ~tre 
analytique. Duns ces conditions la fonction harmonique Q(r, O) eonjugude 
de la fonction harmonique considdrde _P(r, 0), prendra des valeurs bien 
ddtermin~es sur le cercle, sauf aux points de E .  La fonction analytique 
~(~) ~ P ~- iQ, est done rdguli~re duns C, n 'y  devient jamais nulle, puis- 
que P reste positif, et prend une valeur infinie aux points de E .  Si 

z 
done on consid~re la fonction ~ elle sera holomorphe h l'intdrieur du 

cercle qu'elle admettra comme coupure, prendra sur le cerclc une suite de 
valeurs bien ddtermindes et continues et en particulier la valeur z6ro en 
t o u s l e s  points de l 'ensemble non d6nombrable E .  

I1 serait d'ailleurs facile d'obtenir une fonction prenant la valeur zdro 
en t o u s l e s  points d 'un ensemble non ddnombrable et partout dense sur 
une coupure; il suffira d'appliquer ~ l'exemple prdc6dent le prineipe de 
condensation des singularit6s; considdrons une infmit6 d6nombrable d'en- 
sembles analogues ~ E :  E~, E2, . . . ,  E,,, . . . ,  de telle sorte que l'ensemble 
E 1 + E 2 + . . .  + E ,  + . . .  soit partout dense et eonstruisons les fonc- 
tions harmoniques positives P1,P~, . . . , P , , . . .  correspondantes; choisissons 

1 0n trouvera d'int~ressantes remarques au sujet de cette question dans la th~se 
de )/I r ZORETTI: Sur les fonctions analytiques uniformes etc., (Journal de math&ma- 
tiques, 19oo ). 

Aeta mathemati~a. 30. Imprimqi le 8 d~cembre 1@06. 50 
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ensuite les constantes positives co, cl,  c ~ , . . ,  de telle sorte que la s~rie 
coP o + e~P 1 -{- . . .  + c ,P .  + . . .  soit convergente pour le centre du cercle; 
elle reprgsentera alors une fonction harmonique reguli~re dans C et devenant 
infinie en t o u s l e s  points de l 'ensemble (E 1 + E 2 + . . .  + E .  + . . . ) .  En 
raisonnant comme plus haut, on obtiendra une foncfion uniforme ddfinie 
dans C et prenant la valeur zdro en tous les points de l 'ensemble consid6rd. 

La forme de la coupure ne joue ici aucun r61e essentiel. Les intd- 
grales ddfinies 6radicles par HEaMITE et STIELTJES, par exemple la suivante: 

a a  

/ U + ~ d u  

0 

permettraient d'obtenir des fonctions jouissant des m~mes propri6t6s, la 
coupure grant cette fois une demi-droite, ou un segment de droite. 

Mais l'ensemble des zdros que l'on obtient ainsi est toujours de mesure 
nulle et il est ais6 de voir que la m6thode que nous avons employde ne 
permet pas d'aller plus loin; ~ vrai dire il est probable qu'une fonction 
uniforme ne peut prendre la valeur zdro qu'en un ensemble de mesure 
nulle de points d'une coupure isolge, mais il paralt bien difficile de donner 
de ce fair une ddmonstration gdndrale. On pourrait m~me se demander 
s'il ne serait pas possible d'obtenir une fonction analytique d~finie par 
exemple par une s6rie de TAYLOR ~ rayon de convergence fini, et non 
c0ntinuable , qui prenne la va]eur z6ro en tous les points du cercle de con- 
vergence suivant les rayons qui y aboutissent. Nous pouvons seulement 
affirmer que si une telle fonction existe elle n'est pas bornde h l'intdrieur 
du cercle et m~me qu'elle peut s'approcher autant que l 'on veut de route 
valeur donnde h l'avanee. 

D'une faqon un peu plus prdcise supposons que la sdrie de TAYLOR 
f(3) converge h l'int6rieur du cercle C de rayon un, et y reste bornde; 
je dis que si f(3) n'est pas identiquement nulle, l 'ensemble des valeurs de 
0 pour lesquelles f(re ~~ ne tend pas vers z6ro, r tendant vers un, est de 
mesure non nulle dans tout intervalle. En effet, si l 'on avait 

l imf( re  i ~  pour 0 o < O < O  o + a  

un ensemble de mesure nulle pros, en choisissant un entier n tel que 
n~ > 2r:, on en ddduirait que la fonction 
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F (~) = f (~) f (~e '~) f (~e~'~)... f (]e "~ ) 

prendrait la valeur zdro en ~cous les points de la circonfgrence i suivant les 
rayons, sauf peut ~tre aux points d'un ensemble de mesure nuUe. F(~) 
giant bernie k l'int~rieur de C, il s'ensuit que F(~) 0~ par suite f(~) 
doivent ~tre identiquement nulles. 

I1 existe donc dans tout intervalle, sur la cireonference, des points 
oh f(~) prend, suivant les chemins non tangents, une valeur dgterminge, 
diffdrente de zdro ou d'une constante donnde A ,  ou m~me de p constantes 
donndes arbitrairement, comme on 10 volt, en eonsidgrant le produit: 

r = [f(it) - -  A, ] I f ( i t ) -  A= ] . . .  I f ( i t ) -  Ap]. 

La m~me proprigt6 a lieu pour une fonction qui devient bernie par une 
~ransformation homographique. 

Signalons dgalement la proposition suivante, qui ddcoule aisdment de 
ce qui a gig dit au w 6" 

Si la sdrie ~(a.-4-ib.)e ~ est convergente e t a  pour somme zdro darts 
un intervalle aussi petit qu'on le veut, tous les coefficients a, et b~ sent nuls. 

Note. 
Iqous allons donner maintenant quelques indications sur le rble que 

peut jouer la 'question de l'approximation des nombres incommensurables 
dans l'dtude de certaines particularit6s que peuvent prgsenter les sdries 
trigonomdtriques. 

Soit x un nombre incommensurable, ql q~.. .  q , - . .  une suite d'entiers 
positifs croissants et considgrons les valeurs approchges par execs et par 

dgfaut de x ~ I z ~ pr~s. Je dis que si l'on a constamment ql '  q ~ ' ' ' "  q, 

q , + l ~  2q, les valeurs par exc~s ne eroissent pas et les valeurs par d~faut 

ne dgcroissent pas. En effet le segment (P~ l~ + i) a pour longueur 1 qn 

I 2 
- - > - - ;  il en rgsulte qu'il renferme en ggn~ral au moins deux points 
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h dont les abseisses son~ de la forme 
q.+x 

pros par dfifaut, on aura: de x ~ q-- 

P~ <P"+~ < x <T.+~ + t 

Si done P~ est la valeur approchge q. 

< p , +  x 
q. 

(Dans le cas off q.+l = 2q., l 'une des deux in6galitds extrgmes pourrait 
devenir une 6galitd.) 

Supposons maintenant que l 'on air: 

q"+~ > k > 2 q. 

je dis que 1'on pourra trouver dans tout intervalle des hombres x en in- 
finit6 non ddnombrable, tels que 1'on air k partir d'une certaine valeur de n: 

(q.x) > f, 

f ddsignant un hombre positif fixe et (q.x) la valeur absolue de la diff6- 
rence entre q.x et l 'entier le plus voisin. 

En  effe~, pour i suffisamment grand l'intervalle (Pl ~'i + ,)  , sera 

compris ~ l'int~rieur d 'un ~u~ervaile donn~ AB, en ehoisissant p~ eonvenable- 

ment. Consid~rons maint~nan~ l'intervalle (p~§ p~+l + i )  compfis ~ l'in- 
\q~+l ' qi+l 

tdrieur de l 'intervalle de rang i. 
S'il y a plusieurs intervalles de rang i n t- I entre lesquels nous avons 

le ehoix, nous prendrons eelui qui comprend le milieu de l'intervalle de 
rang i. 

En eontinuan~ ainsi nous obtiendrons un nombre z dfifini par la suite 

de ses valeurs approchdes ~ L x_[_..,  x . . .  pros par d6faut et par execs 
qi qi~-I qn 

et que nous appelons a~, a ~ + l , . . . ,  a , , . . . ;  f l i , f l~+a , . . . , f l , ,  . . . .  

- - . r  a 

a .  a .+a /~.+1 ft. 

Or d'apr~s la fagon don~ les a et t~ ont dtd ehoisis, l 'un et l'au~re des 
intervalles ana,+~,fl,/3,+~ sont plus grands que 

I 
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On aura par suite, puisque x est compris entre a~+l et /9n+1: 

k - - 2  
(qnx) > 2--~- ----- f, 

ce qu'il fallait ddmontrer. 

Si maintenant le rappor~ q,+l augmente inddfiniment avec n on verra 
q, 

aisgment qu'il existe dans tout intervalle des hombres x tels que (q ,x)  
I 

tende vers telle limite que l 'on voudra (comprise entre o e t  ~). 

Nous ddduisons de lh une ddmonstration simple du thdorbme de CANTOR 
d'aprbs lequel une sdrie trigonomdtrique dont les coefficients ne tendent 
pas vers zdro a des points de divergence dans tout intervalle. On volt 
aisdmont qu'il suffit de considdrer une sdrie de sinus: 

,~ c. sin (n~x). 

S'il existe en effet une infinitg de valeurs de n: q~, q ~ , . . . ,  q~ , . . ,  pour 
lesquelles ]c, I reste supdrieur ~ un hombre positif a, on peut supposer, 
en ndgligeant au besoin certains des qi, que l 'on air constamment 

qi+l > k > 2 

et comme on peut alors choisir n, dans tout intervalle, de telle fa~on que 

( ') sin(q~'x) reste supdrieur on module ~ sin(Trf) o < f < ~ ,  les termes 

eorrespondants de la sdrie ne tendent pas vers zdro et eello-ei est divergente. 
On obtient aussi trgs aisdment les propositions suivantes que nous 

nous eontentons d'dnoneer. 

Considdrons la sdrie XA, sin (an x) dans laquelle a"+---A > k > 2" si la 
an 

sdrie ~A,  n'est pas absolument convergente, cede sdrie aura des points de 
divergence dans tout intervalle. 

Si rapidement eroissantes que soient les eonstantes ]A~I , IN,I ,  ..., IN ,  I, ... 
on pourra toujours trouver des entriers a~, a 2 , . . .  , a , , . . ,  croissant assez 

vite pour que la sdrie XA, sin (a,~x) air des points do convergence dans cos 
tout intervalle. 

On voit qu'il est facile de former des sgries trigonomdtriques dent  
les coefficients tendent vers zdro et qui ont tree infinitg non ddnombrable 
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et dense de points de divergence; d'ailleurs on ne d6truira pas cette pro- 
pridtd en ajoutant h une telle s6rie, une autre sdrie partout convergente 
par exemple ,Y, an s i n n x ,  oh les an sont positifs, ddcroissants et tendent vers 
zdro - -  on ddduira de lit diffdrentes sdries de TAYLOR ayant leur cercle de 
convergence comme coupure. 

Indiquons maintsnant le rble que jouent dans l'dtude de la con- 
vergence des sdries trigonomdtriques les points de convergence absolue. 
Soit x o un point de convergence absolue de la sdrie 

f ( x ) = ~-.an cosnx "4- b~ sin n x ,  

On aura: 

r(~,o + h) + f ( x  o - - h , ) - -  2f(xo) . . . .  4 ~ A~ sin' ~ h- 

en posant 
A*, = an cos n x  o + b~ sin n x  o . 

La s6rie du second membre est donc absolument et uniform6ment con- 

vergente puisque la sdrie • ]A.~ est convergente; elle reprdsente donc une 
fonction continue,  de h. On en ddduit que si la sdrie est convergente, 
ou continue au point (x 0 + h), elle est convergente ou continue an point 
(x 0 - - h ) ,  c'est ii dire que les points de continuitd, de convergence, de 
divergence, de convergence absolue sont deux it deux symdtriques par rapport 
aux points de convergence absolue. 

Si la s6rie a deux points de convergence absolue dont la diffdrence 
des arguments est incommensurable it re, on en d6duira l'existence de tels 

points dans tout intervalle. 
Vo ic i  dans le mgme ordre d'iddes une question qui me paralt intdressante 

et dont je n'ai pu trouver de solution: consid6rons une sdrie trigonom6trique 
dont les coefficients tendent vers zdro; nous avons vu qu'elle peut avoir 
des points de divergence dans tout intervalle, mais l 'ensemble des points 
pour lesquels nous pouvons ddmontrer la divergence, quand e l l e a  lieu, 
est toujours de mesure nulle. Peut-on alors donner un exemple de sdrie 
trigonom6trique, ~ coefficients tendant vers z6ro, et qui soit divergente pour 
routes les valeurs de l 'argument ou seulement pour un ensemble de mesure 
non nulle de valeurs de l 'argument? I1 semble que cela puisse avoir lieu 
par exemple pour des sdries prdsentant un grand nombre de lacunes, mais 
nous n 'en avons aucune preuve rigoureuse. 
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Nous allons encore, en terminant ces gdndra!it6s sur la convergence 
des sdries trigonomdtriques ddmontrer une proposition qui paralt avoir dtd 
jusqu'ici admise sans ddmonstration rigoureuse" si la sdrie 

]~a. cosn~ + b. s innx 

est absolument convergente en tousles points d'un intervalle, les deuv s~ries 
Xa. et Xb, sent absolument converqentes. 

En effct s'il en est ainsi la sdrie proposde sera absolument convergente 
pour routes les valeurs de x; en faisant x = o on obtient la sdrie Xa. qui 
dolt 6tre, d'apr~s l'hypoth~se, absolument convergente. Reste ~ ddmontrer 
que si la s6rie Xb. sin nx est absolument convergente pour routes les valeurs 
de x, la sdrie ~ ] b . I  est convergente. 

Considdrons la fonction 

= Ib.l . lsinnxl 

qui a en ehaque point une valeur finie; cette fonction, limite de fonctions 
continues, grant d'apr~s le thdor~mc de M. BAIRE ponctuellement discontinue, 
sera born6e dans certains intervalles tels que (~,/3). Soit S . (x ) la  somme 
des n premiers termes de la s~rie qui ddfiait 9(~). On a: 

s.(x) < 

o <  (quantitd finie). 

Or, on vdrifie ais6ment que l'intdgrale 

flsin xldx 

a une valeur qui tend vers 2 ( f l - - a )  pour n infiniment grand, qui reste 
done supdrieure ~ un nombre positif fixe. 

I1 r6sulte alors de la dernibre indgalitd que nous avons dcrite que 
]b,I + ]b2] + . . .  + 15.1 doit rester bornde quand n erolt indgfiniment, 
c'est ~ dire que la sdrie Xb. est absolument convergente. 

Nous concluons de lh que si les sdries Xa., 2'b. ne sent pas routes 
les denx absolument convergentes, il y a dans tout intervalle des valeurs 
de x pour ]esquelles la sgrie ~ I a, cos nx + b~ sin nx Ies t  divergente. 
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Comme application, raisons voir que si l 'on a une sdrie trigonomd- 

trique : 
A0 + A1 + . . .  + An + . . .  (An~-~ ancosnx + bns innx)  

telle que lira an ---- o, lira bn ----- o pour n infini, la sdrie ~ ~/c-~, + b~ dtant 

divergente, on pom~a t o u i o u r s  en changeant le signe de certains des A,,  
obtenir une nouvelle sdrie qui air des points de divergence dans tout 

intervalle. 
Soient en effet xl ,  x 2 , . . . ,  x p , . . ,  une infinit6 d@nombrable et partout 

dense d'arguments compris entre o e t  2~ et telle qu'il  y ell air une in- 
finitd qui soient dgaux h Fun queleonque d'entre eux. D'apr~s ce qui 

prdc~de je puts toujours supposer ces arguments tels que pour x-----xl, x~, . . .  

la sdrie ~ l A n  [ soit divergente. On peut alors ddterminer une suite d'entiers 

croissants n~, n2, h a , . . ,  tels que l 'on air: 

IA0[ + [A,(x,)l + + . .  + P, 

+ . . . . . . . . . . . . . . . . . .  + > P 

�9 . , . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

P ddsignant un hombre positif queleonque; pour 

np_~ + I < n < n ~  

donnons h e. ~-+_ x, le signe de A.(acv). Dans ces conditions, la s@rie: 

6oA o + , ~ A ~  + . . .  + , . A .  + . . .  

sera divergente pour z = x l ,  x-----x,, . . . .  II en r6sulte (page 389) que 
la sdrie de TAYLOR" 

X (a,, - -  ib,) s ,  ~" 

aura son cercle de convergence pour coupure. 
Ainsi on peut toujours en multipliant p a r -  [ certains coefficients 

d 'une sdrie de TAYLoll obtenir une nouvelle s6rie qui admette son cerele 
de conver~'enee comme coupure, au moths lorsque les coefficients satisfont 

aux conditions 6noncdes au haut de cette page; il est infiniment probable 

que cela a lieu dans tous les cas. 


