
SUR LA SOLUTION DU PROBLEME DE RIEMANN 
PAR 

L. SCHLESINGER 
~t K O L O Z S V A R .  

En poursuivant les recherches que RIEMANN a touch6 dans son m6- 

moire posthume sur la th6orie des 6quations lin6aires, 1 la premiere t~che que 

j 'avais s remplir 6tait, de d6montrer l'existence d 'un syst~me de n fonctions 

d'une variable x, jouissant des propri~t6s suivantes. Ces fonctions sont holo- 

morphes pour chaque valeur finie de z, s l'exeeption de ~ points donn6s arbitr~ire- 

m e n t a l  . . . .  , a~, et dans ces points singuliers m~mes, aussi bien que pour x ~ ~,  

elles ne sont pas ind6termin6es (au sens de FUCHS~). Quand x ffanchlt  les 

coupures (a~, Go) ]es dites fonetions subissent des substitutions lin6aires arbitraire- 

ment donn6es 

( i ,  k =  i ,  . . . ,  n) 

Le probl~me de d~terminer un tel syst~me de fonetions, que j'avais 

nomm6 le Probl$me de Riemann, a 6t~ r6solu par moi en 1898 s pour le eas par- 

tieulier off les racines des 6quations fondamentales, relatives aux substitutions 

~/~ . . . .  , ~/a et ~ la substitution 

~[a + 1 = ~/i -1 . . .  ~[u 

ont pour modules l'unit6, s l'aide des fonetions z6ta-fuchsiennes de M. POI~CAR~. 

Pour le cas g6n6ral, off ees modules different de l'unit6, l 'application des s6ries 

z6tafuehsiennes devient impossible, puisque dans ce eas ces s6ries sent divergentes. 

Plus tard je r6ussis s d6montrer l'existence des fonctions satisfaisant au probl~me 

Voir RIEMANN, Werke (2do 6dit. 1892), p. 379 et suiv. 
Sitzungsberichte I885, p. 28i. 

8 Comptes Rendus, t. CXXVI, p. 723--725. 
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de RIEMANI~ en appliquant la mdthode de continuitd, dont MM. KLEIN et PoI~I- 

CAR#. se sont servis pour la d6monstration du th6or~me fondamental de la th6orie 

des fonetions fuchsiennes. Comme ma d6monstration se trouve r6pandu dans 

plusieurs m6moires, ~ se rapportant pour la plus grande part  ~ des sujets diff6ren~s 

du probl~me mentionn6, et eomme j'ai r6ussi derni~rement s simplifier notablement 

la d6monstration d 'un th6or~me auxiliaire, je me permets d'exposer sur les 

quelques pages qui suivent ma d6monstration sous sa forme, pour ainsi dire, 

d6finitive. Je remarque que r6cemment M. HILBERT et quelques-uns de ses 

disciples ~ out d6montr6 la possibilit6 de r6soudre le probl~me de RIEMA:NN 

l'aide de m6thodes 6trang~res s la th6orie des 6quations diff6rentielles lin6aires, 

savoir en appliquant la th6orie des 6quations int6grales de MM. FREDHOLi~I 

e t  HILBERT. 

�9 c,,) les racines de l'6quation fondamentale relative & la 1. Soient r . . ,  r 
substitution ~I,~ (v = i ,  2, . . . ,  o + I), et supposons, pour simplifier, que ces racines 

soient tous simples. Formons le syst6me diff6rentiel canonique 

dyk ~__- ~ y ) ,  ~1),~ (k~I ,  2 . . . .  n), 
(A) d x  x~a--~ ' ' 

),~1 V=l 

de mani6re que les racines des 6quations d6terminantes relatives aux points 

singuliers a~ (v = I ,  2 . . . . .  a + i ;  a ~ + ~  = oo) s o i e n t  

r(~ ~) = log m~, ~) 

oh les d6terminations des ]ogarithmes doivent 6tre choisies conform6ment & la 

relation 

o+I  

~ 1  ~==1 

1 Comptes Rendus, t. C X X X V I I I  (19o4) p. 955--956; Verhandlungen des I I I .  internat.  Mathe- 
matiker-Kongresses,  (Leipsic, x9o5) p. 21o---228; Journal  de Crelle, t. I3o (I9o5)p. 26--46; Comptes 
Rendus, t. C X L I I  (1906) p. io3i- - io33;  Mathematische Annalen,  t. 63 (19o5) p. 273 et suiv. 

Voir  HILBERT, Verhandlungen des I I I .  internat .  Math. Kongresses (Leipsic I9o5)p. 233 et 
suiv.; G0tt inger  51achrichten 19o5, p. 3o8; O. D. KELLOC, Mathem. Annalen,  t. 0% p. 424 et suiv.; 
~LEMELJ, Akademischer  Anzeiger,  Vienne 19o6, n:o X I I I ;  c. f. aussi la remarque de M. WIRTI,~CmR, 
Verhandl.  des I I I .  intern.  Math. Kongresses, p. I ~ ,  ia6. 
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Les constantes A ~ ,  en nombre de n ~ ,  d6pendront alors encore de 

67 

N = n % - - n ( a  + T) + I 

param~tres arbitraires, leur 'multiplicit6 que nous allons d6signer par M,  est 

done une multiplicit6 alg6brique b~ 2 N dimensions, eontenu darts la multiplieit6 

2n~o dimensions de n ~  quantit6s complexes arbitraires. Pareillement les 

61ements ~(~) des substitutions ~l~ (v = i ,  2 o), dont les 6quations fondamen- 
~ ' ~ i k  ~ " �9 �9 

tales ont pour racines les r . . . ,  o~) et pour lesquelles la substi tution 

$71 . . .  ~[7 x 

a pour racines de son 6quation fondamentale les o)~ z+l) , ._. ,  r (z+l). , forment 

une multiplicit6 alg6brique ~ ~ 2 N dimensions. 

un syst~me diffdrentiel de la forme (A), off l'on regarde comme fixes 

les points singuliers a l , . . .  , a:  et les raeines des 6quations d6terminantes, cor- 

responde un point de la multiplicit6 M.  Consid6rons un syst~me fondamental 

de solutions (une matrice intggrale) Yik du systbme diff6rentiel (A), tel que pour 
un point r6gulier x0 1'on air: 

(B)  lira yil = I ,  lim yik = o p o u r  i # k ,  
X~370 X ~ O  

(i, k =  I ,  2 . . . .  , n), 

cette matrice int6grale va subir des substitutions d6termin6es lorsque la variable 

x franehit les coupures ( a ~ ) .  Il s'ensuit qu's chaque point de la multiplicit6 

M il correspond un point de 9 ,  et un seul. I1 s'agit de d6montrer qu'invers6- 

ment, ~ chaque point de 9)~ il correspond aussi un point de" M. 

2. Nous d6montrons d 'abord qu'~ un point de ~ il ne peut correspondre 

qu 'un seul point de M.  

Soit en effet Zik la matrice int6grale d'un syst~me diff~rentiel de la m6me 

forme et au m6mes racines des 6quations d6terminantes que (A), satisfaisant aux 

m6mes conditions initiales que yik. Supposons que Zik subit aussi les m6mes 

substitutions que yik, lorsque la variable x franchit les coupures (a,~ oo). Alors 

des 6quations 

n 

(1) z~= ~yikrx~ ( i ,  k = I ,  2 . . . .  , n )  
k=l  

on tire les rik comme fonctions uniformes de la variable x, n 'ayant  d'autres 

points singuliers que al, . . . .  aa , oo.  Or d a n s  le  v o i s i n a g e  d e  x = av on  a:  
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n _(v) .(v) r), (~) 
(2) yi~ ~ z~ ~i), (x--  a~) ~).~, 

les c~) 6rant des eonstantes, tandis que les ~ )  sont des fonctions holomorphes 

au voisinage de a,~, dont le d6terminant no s'6vanouit pas pour x =a~ .  Une 

representation analogue subsiste pour a~+~ = ~ ,  seulement au lieu de x--a,~ on 

doit mettre -~ De m6me on aura ~g 

n _(v) 

) ,=x 

off les ~ )  sont aussi des fonctions holomorphes au voisinage de x=a,~. En 

substi tuant les valeurs (2) et (3) dans les 6quations (i), on en tire pour les rik 

des d6veloppements suivant les puissances entiAres et positives de x--a,~; les r~ 

sont done holomorphes au voisinage de chacun des points al, . . . ,  a a e t  oo, d'ofi 

'on conelut, que !es rlk se r6duisent ~ des constantes. Mais comme pour x = x0 

on a Zlk ~-ylk, il s 'ensuit que les Zik doivent co~ncider avec ]es yik. Nous avons 
done le th~r~me [ondamental: 

I1 n'y a qu'un seul syst$me di//drentid de la [orme (A) pour lequel la matrice 
intdgrale satis/aisant aux conditions initiales (B), subit les substitutions ~[~ lorsque 
la variable x ]ranchit le, coupures (a,, o0), et pour lequel les racines des ~quations 
dgterminante, ~ont [ixges. 

3. Selon un th6or~me de M. POINCAR~ les coefficients 2~)des  substitutions 

fondamentales, sont des fonctions enti~res et transcendentes des A~,~: 

(4) 2~) ~ )  i~(1) ,~(~h ( i ' k i = I ' 2  . . . . .  : ' )  
L t J t l l  ~ " " " ~  ~ ' t n n ] ~  V ~ I ~  2 ~  .~  �9 

Si les Acv) ~i~ parcourent les points de ]a multiplieit6 M,  les valeurs eorrespondantes 

des fonctions ~ )  vont  parcourir une multiplieit6 ~ ,  eontenue dans la multiplieit6 

d6finie plus haut. Nous avons deux cas ~ distinguer: 

a) ou la multiplieit6 ~)~ remplit la multiplieit~ ~ route enti~re, 

b) ou ~ no constituo qu'une portion de ~)~. 

I1 s'agit do d6montrer que le eas b) ne se p~sen te  pas. 
Remarquons d'abord que M est une multiplicit6 /erm~e, c'est ~ dire qu'elle 

n'a pas de bord. En effet selon un th6or~me de RIEMA~N ~ une multiplicit6 ~ m 

V~orko (x892), p. 48.I; c. f. PoI~CAR~, Acta Mathematica t. IV, p. 277. 
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dimensions ne peut  6tre limit5 que par une multiplicit6 ~ m - - I  dimensions; 

mais les points limites de M sont n~cessairement des  points singuliers des fone- 

tions enti~res ~k~), done pour ces points limites il faut qu 'au moins l 'une des 

~quations ~ )  _ A  -~ik ~ ~ soit satisfaite. Une telle ~quation complexe ~quivaut s deux 

~quations r~elles, done rensemble S des points limites de M ne peut  constituer 

que des multip]icit~s s 2 N - - 2  dimensions au plus, il ne pourra done former un 

bord de M.  Pour  la m6me raison, si le cas b) se pr~sentait, il faudrait quo 

les points ~ qui n 'appart iennent pas ~ ~l~ soient s~par~s des points de ~l~ par 

une multiplieit6 Z h 2 N - - i  dimensions. Or eonsid6rons un point pareourant  

la multiplicit6 ~ ,  et suivons le mouvement d u  point eorrespondant do M.  

Si le point de ~ va  parvenir ~ un point de Z, le point correspondant de M 
doit parvenir ou h u n  point de M pour lequel le d~terminant fonctionnel 

/~(v) 
des usa suivant les -~ik~(~) s'6vanouit, ou en un point de S. Lo premier cas est 

impossible, car d'apr~s le th40r~me fondamental du n:o 2, ~ un point de ~R 

ne peut  correspondre qu'un seul point  de M,  c'est k dire que 1,~ multiplicit6 M 

forme en quelque sorte un ))domain fondamentab) pour les fonetions enti~res ~!~). 

Quand au second cas, nous savons que pour les points de S l'tme au moins des 

quantit6s ~(") -'~ik devient infinie. Mais selon un th60r~me que j'ai d~.montr~, ~ lorsque 
~(v) l 'une des quantit6s ~ik d6vient infinie de telle mani~re que les racines des 

~quations d~terminantes du syst~me (A) ne soient pas alt4r~es, il faut qu 'au 

moins un des ~l~ments des substitutions fondamentales devienne infinie anssi. 
Done, lorsque le point de M atteint un point de S, le point correspondant 

de ~ atteindra un point pour lequel au moins une des ~quations ~A!~ )-~ 0o sera 

v~rifi~e. L'ensemble de ces points formant au plus des multiplicit~s s 2 / V ~ 2  
dimensions ne peut done partager la multiplieit~ ~0~, qui a 2 N dimensions, en 

deux parties, done ~ ne peut constituer une portion de ~ ,  e'est h dire, que 

coincide a v e c l a  multiplicit~ 2)~ route enti~re, done k tout  point de ~ correspond 

un point de M ,  e. q. f. d.  

Voir: Comptes Rendus, t. CXLII (I9o6), p. m3I--Io33 et Mathem. Annalen t. 63, p. 276, 300. 


