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SUR UN THI ORE:ME DE M. POINCARI , RELATIVEMEblT AU 
MOUVEMENT D'UN SOLIDE PESANT 

PAR 

ED. HUSSON 
~, RENNES. 

Introduction. 

1. Parmi les r6sultats remarquables obtenus par M. POINCAR~ ~ l'aide des 
solutions p6riodiques des 6quations de la dynamique se trouve le suivant: 

Pour qu'il existe, dans le mouvement d'un corps solide pesant autour d'un 
point /ixe, une intdgrale premiJre algdbrique ne se rJduisant 19as ~ une combinaison 
des intggrales classiques, il est ndcessaire que l'ellipso'ide d'inertie relati] au point de 
suspension soit de rgvolution. 

La d6monstration de M. POINaARr suppose que le produit ~ du poids du 
corps solide par la distance du centre de gravit6 au point de suspension est tr~s 
petite; cependant on l'4tend de suite s routes les valeurs de ~. 

La position du solide 6rant d6finie par le syst~me diff6rentiel d'EuL~,R s 

l'aide des variables habituelles p, q, r, 7, 7', 7", si on remplace 7, 7', 7 r', par 

~7, k k rt, ~, 7', ~ 7 le syst~me diff6rentiel n'est pas att6r6 et il d4pend du param~tre 

k qui s'est simplement substitu6 k la constante ~. 
Si le syst~me diff6rentiel initial admet, pour une valeur num6rique par- 

tieuli~re de ~, une int6grale alg~brique, le syst~me transform6 admettra  une 
int4grale alg6brique pour toutes les valeurs de k et en particulier pour k assez 
petit, or pour k assez petit ]a d6monstration de M. POINCAR~ est applicable. 

L'extension pr6c~dente est au contraire impossible, en g6n4ral, si les int6- 
grales premieres envisag6es sont simplement uniformes au lieu d 'etre alg6briques. 

2. Je me propose d'indiquer, pour le th6or~,me rappeM, une d6monstration 
ind4pendante de celle de M. POINCAR~,. 
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Au point de vue des idles directriees, la m~thode employee peut  6tre 
rapproch6e de eelles utilis~es par M. POIrCCAR~ dans l '~tude du probl~me des 

trois corps et par M. PX~NLEV~ dans I'6tude des 6quations diff6rentielles du 

second ordre dont l'int~grale g6n6rale est uniforme. 

Le r~sultat est 6tabli pour routes les valeurs du poids du corps pesant, 
pour toutes les positions du centre de gravit6, mais en supposant que les con- 

ditions initiales sont quelconques. 
Lorsque les conditions initiales sont particuli~res il se peut qu'il existe une 

int6grale alg6brique nouvelle; M. H E s s '  en a signal6 un exemple pour un solide 
de configuration sp6ciale, M. STAVD~. ~ a mis en 6vidence l'existence de rotations 

uniformes autour d'axes invariab]es dans l 'espace pour un solide g6n6ral. 

Transformat ion pr~liminaire du syst~me diff~rentiel.  

3. Les ~quations diff~rentielles du mouvement d 'un solide pesant autour  

d 'un point fixe O peuvent toujours ~tre ramen~s ~ ]a forme, 

(1) t ~ _ .Tf Z .t 
A ~ t t = ( B - - C ) q  r + y o ~  o~ , 

B = ( C - - A ) r p +  zo7 ~xoT", 

d r  = ( A - - B ) p q +  xo7 r ~Yo7 , 

d_7_7 = rT ' - -  qT", 
d t  

d7--~r = P T " - -  r7 
d t  

d7" 
d- t  = q "~ - -  p71" 

Les axes O x ,  O y ,  Oz ,  ]i6s au solide, sont les trois axes de l'eUipsofde 

d'inertie relatif au point de suspension, x o, Yo, z0, sont les coordonn~es du centre 

de gravit~ G. 
En adoptant  ]a forme pr6c~,dente des ~quations diff~rentielles on suppose 

m g  
O G - - z ,  ce qui revient ~ adopter  des unit~s convenabtes ou h imaginer que 

7, 7 r, 7", sont les produits des cosinus directeurs des axes li~s au solide avec ]a 
m g  

direction de la pesanteur par la eonstante O G "  

HESS, Mathematische Annalen t. 37; i'~EKRASSOFF, Mathematische Annalen t. 47. 
STXUDE, Journal de Crelle t. xI3; KLEIS et SO.~tMSRFELD, Thdorie des Kreisels t. II; LEvi- 

CIvxra, Rendieonti dei Lincei, igox et x9o5 et Prac matematyczno-fizycznyeh, (Varso~,ie) t. 17. 
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Au lieu de conserver les variables p, q, r, 7, 7 F, 7", nous introduirons de 
nouvelles fonctions ehoisies de telle fa~on que les deux premieres 6quations du 
syst~me (x), par exemple, soient remplac6es par deux 6quations diff6rentietles' 

pour lesquelles les variables soient s6par6es: 

P o s o l l s ,  

y~ --= ap + ibq~ 

Y2 = a p - - i b q ,  

a et b 6rant deux constantes, i d6signant le symbole ~ ,  
Les deux premieres 6quations du syst~me (i) sont remplac~es par~ 

d d Y •  I x  B - - C  a ,  i C - - A  b (y, + y , ) ] + . . . ,  
= ~ [ ~ "  A ..... ~ ty , - -y , )  +2  B a 

ddY' [~i B--O a i O--A b(v,+ y,)]+.... 
==r A b (Ya~Y2)--~" B a 

Ces 6quations seront 
condition unique, 

respeetivement indSpendantes de Y2 et y, 

a * b* 

A (A - -  G} ----- B ( B - -  ~)' 

sous la 

Nous sommes donc amen6s ~ effectuer le changement de fonctions, 

y~ = V A  ( A - -  C).  T + i I/B ( B - -  C).  q ,  

y,  ---- VA (A - -  0 ) .  p - -  i VB (B - -  0 ) .  q.  

Pour que l'on puisse substRuer la recherche do y~ et y~ h celle de p et q 
il est 6videmment n6cessaire et suffisant que les deux relations pr6e6dentes per- 
met tent  de ealeuler p et q s l'aide de yt et y,, ee qui exige que les deux dif- 

f6renees ( A - - C )  et ( B - - C )  soient diff6rentes de z6ro. 
Pour f~eiliter les ealeuls, et, d 'une faeton plus pr6eise, dans le m6me but de 

s6paration de variables, nous substituerons g la recherche de 7 et 7 r celle des 

deux fonetions, 

zl = 7 + i7 I, z2 = ~ '~  i7'. 

Enfin pour faire disparMtre les imaginaires nous changerons t e n  - - i t .  
Le mouvement du solide pesant sera d6fini, 's l'aide des variables Yl, Y,, 

zl, z~, r et 7", par le syst~,me diff6rentiel, 
Acta mathematlca. 31. Imprim6 le 27 aofit 1907. 10 
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"dy, ~/(A--C)(B--C) 

dy~ i / ( A ~ C ) ( B - - C )  
-d~= ~ - ~  

dr A - - B  
C d t  = 4 V A B  ( A - - C ) ( B - - C )  

~-t = - - rz '  2 LVXCA(A ~ C  ) 
+ + 

dz, rz~--'r2" !11 + y, 

dT" I 

Ed. Hasson. 

I , / B - c  ,, 
rY ' - - I x~176  +2L. B ( z , + z , ) + V - ~ -  (z,.--z,)j, 

+ 'ry2 ~[ - -  B " 

~, Xo iY~ " (z~ + z~), 

y l - -y~ ] ,, 

y~--y~ ] ~,", 
v (- z-ciJ 

I 
(Y, + Y2)(z, --z~) - -  

4 V B ( B - - C )  
�9 (Y~--Y2) (zl + z2). 

Le syst~me (2) admet les trois intdgrales premi~,res classiques des forces 
vires, des aires et des cosinus directeurs. Ces intdgrales s'dcrivent, 

(Yl + Y2) ~ ( Y l -  Y2) ~ 
4 (A - -C)  4 (B--  C) + CRY-- [Xo(Z, + z~) - -  iyo(Z~ - -  z2) + 2zo 7"] = const. 

A B 
2 VA ( A -  C)" (y~ + Y2)(z, + z~) ( Y ~ -  Y 2 ) ( z , -  z2) + 2 CrT" 2 VB (B--  Ci 

Z 1 Z2 + 7 n~ ~ e o n s t .  

~cons t .  

Expos~  de la m~thode.  

4. Pour d6terminer les int6grales premieres alg~briques du syst~me diff~rentiel 
(2), rempla~ons Yl, zl, z2, 7", par kyl, kz~, kz 2, kT", sans changer Y2 et r, en 
d6signant par ). un param~tre arbitraire. Nous obtenons le syst~me diff~ren~iel, 

A B  "ry2 z o B-Z~C A---C 

c d r  A ~ B  ~ ~ , k 
"~ = 4  V A B ( A ~ - ~ ( B - - C ) )  " (Y'--)' y') - - ~  [xo(z,--z2) - -  iyo(z, + z2)], 
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dzl z [ kyl + Y2 ky, - -  Y2 -17", 
-dt=--rz~ + ~LV-A[A---C) + 1/B(B--O)]  

dz2 rz _ I [ .  k ~  + y2 ky,--y2 1 ,, 
(3) dr= ~ 2 [Vi4 (A - -  0) VB-(B2-O)J  ~ '  

dT" I I (kyl--y2)  (z, + z2). 
- ~  4 ~ ~  (ky, + y2)(z,--z2) 4 V B ( B _ C )  

Le systgme (3) admet les int6grales premigres alg6briques, 

,Y~ + Y2) ~ 0,Yl--Y~) ~ A---C B - - C  + 4Cr~--4k[x~ + z~) - iy~  + 2z~ 

(4) A B 
2 VA (A--C)" (ky~ + Y2) (z~ + z2) - -  z VB (B- -C)"  0,1Y~--Y2) (z,--z2) + 2 Or T"= h2, 

ZlZ2+ 7 ' ~ h 3 ,  

h~, h2, hs, 6tant trois eonstantes arbitraires que nous pouvons 8upposer inddpen- 
dantes de ),. 

5. Les seconds membres des 4quations (3) sont holomorphes pour ) , = o ,  
par suite pour ), assez-petit ces ~quations admettent,  d'apr~s une g~n~ralisation 

du th6or~me de CAtChY, ~ une solution d6veloppable suivant les puissances 
croissantes et positives de ),. 

Pour d~terminer eette solution g4n~rale, ou du moins les premiers termes 
des d~veloppements, nous n'introduirons pas le temps t; nous exprimerons 

Y~, Y2, z ,  z2, 7", en fonetion de r. Ceei est toujours possible, sauf dans le eas 
off r est une eonstante, c'est ~ dire dans le cas eonnu de LAGRANGE. 

Les relations (4), correspondant aux int6grales premieres elassiques, donnent 

y~, z~, z~, en fonction de y~, 7", r, et le syst~me diff6rentiel (3) peut  6tre rem- 
plae~ par un syst~me de deux Squations du premier ordre qui d~terminent 
y~(r) et 7"(r). On formerait faeilement ee syst~me pour la va|eur g~ndrale de k, 

dy~ dT" 
les valeurs de - ~  et ~ sont alg~briques en hi, h~, h3, k, y~, 7", r, et sont 

holomorphes pour ), = o. 

6. Soit pour le syst~me (z), 

](y~, z~, z~, 7", y~, r )~-cons t  . . . .  , 

une int~grale premiere alg~brique, ind~pendante du temps, et distinete des 
int~grales elassiques. 

I'o~c~J~, M~thodes nouvelles de !a Mdcanique C~leste t. .~, 
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Le syst~me (3) admet, quel que soit k, l'int~grale premiere alg~brique et 

ind~pendante du temps, 

/(ky~, ),z~, kz~, kT", y~, r ) = e o n s t .  

Si l'on y substitue les expressions de Y2, z~, z~, tir~es des relations (4), on en 
d~duit que le syst~me des deux ~quations du premier ordre donnant  y~(r)et 7"(r) 

admet une int~gralo premiere de la forme, 

F(h~, h~, h~, ),, y~, 7", r ) =  const., 

F 6tant alg6brique par rapport  ~ chacune des lettres hl, h2, h3, ),, y,, 7", r. 
L'expression F ne peut 6tre ind6pendante de Yl et 7" sinon, ou bien r serait 

une constante et l 'on se trouverait  dans le eas de LAORAN~, OU bien F serait 
ind6pendante de yl, 7", r, et par suite l'int6grale premi6re / se r6duirait ~ une 
combinaison alg6brique des int~grales classiques. 

On peut toujours multiplier l'expression F par une puissance de k choisie 
de telle sorte que la fonction F de ), n 'admette le point ), ~-o ni comme z6ro 

ni comme pSle. La fonction algdbrique F de ~ est alors ddveloppable, dans le 
domaine de la valeur k = o, suivant les puissances croissantes et positives de 

1 

k ou de ~ .  
Dans ce d6veloppement les coefficients des diverses puissances de k sent 

des fonctions alg~briques de hl, h2, h3, y~, 7", r. 
Je  puis toujours supposer que pour k ~ o, F ne se r~duise pas ~ une simple 

fonetion de h~, h~, h3. 
1 

En effet poussons le d~veloppement de F suivant les puissances de k~ 
jusqu'au premier terme dent  le coefficient ne se rdduit pas ~ une fonction de 

hl, h2, hs. 
Soit, 

k / t + l  

F ----- (I) (h~, h~, hs, ),) + ).~Fo(h~, h2, h3, y~, 7", r) + ),~-. F~ (h~, h.~, h~, y,, 7", r) + . . - .  

En remplaTant F par la difference, 

F - - ( I ) (h l ,  h2, h3, ),) 
b 

ee qui revient ~t retraneher h l'int~grale premiere / une fonetion alg~brique des 

int~grales elassiques, nous voyons que l'on peut toujours supposer que l'on air, 
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1 

2 ' -  Fo (h~, h~, ha, y,, 7", r) + k~F~ (hi, h,., ha, y~, 7", r) + . . . .  eonst., 
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Fo n '6tant  pas ind6pendant  de y~, 7" e t r .  

7. Faisons X = o ;  le syst6me (3) se d6compose en les trois systgmes sdpards 

(6), (7), (8), 

(6) dy, dt aoryl +Zo(~lzl + a2z2)--~a 7" 

(7) 

dy2 
-dr = a~ ry2 

dr A - - B  
d t =  4A B C ao 

(8) 

d z  1 
dt = --rz* + ~IY2Y" 

d z  2 

d7 rt 

ao, a~, a2, %, ~1, ~2 6rant des constantes dont  les valeurs sons, 

(9) 

V ( A - - C )  (B- -C)  
a~ = A B  :' 

v %  
I I I I 

2 ~ - - V A ( A _ C )  1/B(B C)' 2~2 V~4(A--C) + V B ( B - - C ) "  

En faisant X = o dans les relations (4), on en d6duit que le systbme des 
6quations diff6rentielles (6), (7)/ (8), admet  les int6grales premigres alg6briques, 

(to) 

r B , - - A  ' " Cr ~ h 

I (A- -C- -O~- -  C)" y" + 4 = ~ = 4 Ca~, 

] ~ ( a , z ,  + a2z2)Y2 + 2Cr~"=h2,  

( z~ z2 + 7 ''~ = hs, 

a 6rant une constante arbitraire remplag~nt h~, 
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On peut le v6rifier d 'une fagon direete et l'on obtient les relations simples 

suivantes entre les constantes introduites, 

I I 

I B ~ A  
a~ ~, ~ a2 ~ 2 A B ' 4 a~ a z = C .  B__AB__-- A 

8. Dans la suite y~, y2, z~, z2, 7", d6signeront les solutions du syst~me 
(6), (7), (8), exprim6es ~ l'aide de r. Ceci est toujours possible s i r  n'est pas 
une constante, e'est ~ dire si A est diff6rent de B. 

Comme dans le cas g6n6ral nous tirons des relations ( io ) l e s  valeurs de 

yz, z~, z2, k l'aide de y~, 7" et r. I1 en r6sulte d'abord, 

d r  
d-i ---- a0 (r  g -  a q  

et le syst~me (6), (7), (8) peut  6tre remplac6 par les deux ~quations du premier 
ordre, 

[ dyl --aorY~ + Zo(a,z~ + a2z~)--a~ 7" 

| d T " . _ y 2 ( ~ z ~ i z ~ )  
I 2 " " 

Les seconds membres sent suppos6s exprim6s en fonction de h,, h2, h3, Yl, 7", r, 
l'aide des relations (Io) et d6pendent a]g6briquement de ces grandeurs. 

9. En faisant k-----o dans la relation (5) nous en d6duisons que le syst6me 

(i2) admet l'int6grale premi6re alg6brique 

F0(hl, h2, hs, y~, 7", r )= const. 

F0 ne peut ~tre ind6pendant de y~ et 7" sinon la fonction r(t) solution du 
syst~me (6) (7) (8) serait une eonstante et l 'on aurait  A = B. 

L'~galit6 (I3) montre que les fonctions y~(r), 7"(r), solution du syst~me 
(i2), et r, sent ]i6es par une relation alg~brique. En exprimant cette proprietY, 
nous obtiendrons des conditions n~cessaires d'existence d'une int~grale premiere 

alg6brique nouvelle pour le syst~me diff6rentiel (i). 
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Etude des eonditions n~eessaires. 

10. Cherchons s former le syst~me (12) explieitement. 

La premiere des relations (io) donne Y2 en fonetion do r et les deux der- 

nitres donnent pour 11 et z 2 des expressions irrationnelles en 7". 
Pour 6viter les difficult6s r6sultant de cette irrationna]it6, nous introduirons, 

au lieu de 7", une fonetion auxiliaire choisie de telle sorte que le syst~me 

diff6rentie] devienne rationne]. Cette substitution est d'ailleurs possible d'une 

infinit6 de mani~res. 

La seeonde des relations (IO) s'6erit, 

et  si nous posons, 

11 +  212 = O,o �9 
h2-- 2 Crz" 

Y2 

O~ 1 Z 1 ~ ot 2 2:2 = .y,  

nous calculerons de suite z~ et 12 ~ l'aide de u et 7", et  d 'une fagon rationnelle. 

Les deux expressions u(r) et 7r'(r) sont li6es par la relation, 

a~~ I h~ - -  4 C.7h2 r 7" + 4 C~a~7"2) - -  u~ = 4 al ~ h8 

d6duite de la troisi~me des relations (1o). 

Si nous prenons eomme nouveUe variable, 

(14) ~i z,--~212 + a ~  
Y2 L 

au lieu de 7", la relation pr6e6dente s'6erira 

v +  =oh2 _ _ % h  . _  + 4 a t a 2 h s = 4 C a = o .  v--.7 ". 
a y~ Y2 

dyl dv 
Les expressions ~ ,  ~ ,  6rant rationnelles en Yl et 7", les relations (14) 

et (15) nous permettront  de substituer au syst~me (12)un  syst~me diff6rentiel 

contenant les expressions yl(r) et v(r) d'une fagon rationnelle. 

dv 
Pour caleuler ~ on peut  utiliser direetement la relation (14), mais il est 

plus simple de remarquer que l'on a, 
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et par suite, 
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du a~ [2 Ca~7" - -  h~ r], 
dt Y2 

i du 
v = U + a "  dt 

En se servant du syst~me (6) (7) (8) et des 

imm6diatement, 

B - - A  

ou bien d'apr6s les relations (Io), 

d2u 
_ _  ~ a ~ u .  

dt~ 

I1 en r6sulte, pour d6finir v, l '6quation diff6rentielle 

relations (Ii)  on 

et l'on eonstate que l'6quation, 

dv 
d--i = a v ,  

obtient 

V ~ O ,  

est une gquation intggrale du syst~me (6), (7), (8), ou du syst~me (i2). 

1L Pour simplifier la premiere des 6quations ( i 2 )nous  introduirons, au 

lieu de Yx, l'expression, 

Y ~-- Yl Y2. 

On a de sui te ,  d'apr~s le syst~me (6), (7) 

d y ~ ao zo(h2 - -  2 Cr7 '~) - -  a3 Y27", dt 

ou bien en remp]a~ant 7" en fonction de v, 

dYdt___2C_~L2A~Baohz Vzo(B--A) y: __a3ry~] 4C_aao[%y,+I ' 2 Caozory~J(vT~),  

h 6tant une eonstante arbitraire rempla~ant h3 et donn6e par l'$galit~, 

A - - B  . . ,  
h (a,  - -  h, h3).  

FinMement le syst~me (i2) est remplac6 par le syst~me rationnel simple, 
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I 
dv a v 
d-r-~ ~ " r*-- a ~ ' 

~ = a ,  + a 2 - ~  r~V-~Z-~_a~ + (aaaa + a, z o ~ )  (v + h) , 
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al, a2, a3, a4 6tant des constantes num6riques non  nulles. 
Pour arriver aux 6quations (z6) nous avons suppos6 essentiellement qud 

les trois diff6rences, ( A - - B ) ,  ( B - - C ) ,  ( C - - A )  sont diff6rentes de z6ro. 

12. Les fonctions v(r), y(r) s'expriment alg6briquement /~ l'aide de Yl, ~", r i  
donc, les nombres A, B, C 6tant tous distincts, pour qu'fl existe une int6grale 
alg6brique nouvelle il est n6cessaire que les fonctions v(r), y(r) e t r  soient li6es 

alg6briquement. 

Or en int6grant le syst~me (i6) on a, 

1 

v ~ k .  G % - 6 !  ' 

y = a~ r + a 2 V r 2 - a ~ + a 8 a 3 

k 6rant une constante arbitraire. 
11 en r6sulte que les fonctions, 

Z ~ / (a 3 a8 

+ a~zo " ~ )  (v + h) dr 

1 
?-a12 o 

w =  ~ r + a f  ' 

h ~ 6tant une arbitraire, doivent ~tre li6es alg6briquement avec la variable in- 

d6pendante r. 
Je  dis que cette condition ne peut ~tre satisfaite que ]orsque le centre de 

gravit6 du solide pesant coincide avec le point de suspension. 
Les trois nombres A, B, 0 ~tant distincts, le syst~me diff6rentiel initial est 

sym6trique en p, q, r et nous pouvons toujours supposer que le nombre C est 
compris entre A et B. Le nombre ao est alors imaginaire et la fonction w(r) 
n'est jamais alg~brique. 

I1 en r~sulte que z(r) s'exprime alg6briquement ~ l'aide de w e t  r. 
Or les conditions initiales 6tant arbitraires, la condition pr6e~dente est 

satisfaite quelle que soit la constante arbitraire h' et eomme w e s t  ind~pendante 

de h', les deux int~grales, 
Acta mathematica. 31. Imprim~ le 27 aoitt 1907. 11 
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r J' : j  ( a3aa § a'Z~ a')dr,_w 

s ' expr iment  a lg~br iquement  ~ l 'aide de r e t  w. 

Consid~rons un plan  sur lequel nous repr~senterons  les valeurs  prises p a r  

la var iable  ind~pendante  r et faisons d~crire au point  repr~sentat i f  de r u n  con- 

tou r  ferm6 tr~s pe t i t  en tou ran t  le point  r ~ a.  La  fonet ion w e s t  multipli~e par  

une cons tan te  e t  par  suite les int~grales, 

J'~ = j  a3 

%--a~z o ~ )  wdr 

a _ a ,  Z o ~  ) drw 

s ' expr iment  a lg~briquement  ~t l 'a ide de r et  w. 

E n  comparan t  s J1 et  J.. on en d~dui t  que les qua t r e  int~grales, 

Js ~ a~j wdr, 

r w  

Js ~ Zo i Vr~--a ~dr' 

-- a ]'dr 

r 

J 6 ~  zoj wVr~ a~dr, 

doivent  s 'exprimer a lg~briquement  ~ l 'aide de r c t  w. 

L e m m e  ab~ilien au x i l i a i r e .  

13. Lemme.  Soit P(x) une /raction rationnelle, Q(x) un polynome entier en x 
ou une ]raction rationnelle admettant comme p61es simples certains zgros ou p~les de 
P(x), et, 

y(x) = P~, J ( x ) = j ~ d x ,  

a grant un nombre irrationnel r&l ou un nombre imaginaire. Si J(x)s'exprime 
algdbriquement ~ l'aide de y et x, on a ngcessairement, 

J(x) /(x) y - ~  + eonst  . . . .  , 
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/ (x)  giant une constante on un  polynome entier en. x dont le degrd surpasse d'une 

unitd le degrd de la /raction rationnelle Q(x). 

L'int~grale  J (x )  est 6v idemment  ho lomorphe  pour  rou te  valeur  finie de x, 

dis t incte  d ' un  z6ro ou d ' u n  p61e de P .  

Soit x ~ a  un  z6ro d 'o rd re  m de la f ract ion rat ionnel le  P 

O n  a~ 

y(x)  = ( x - -  a) ma . Yl (x) 

yl(x) ~tant  ho lomorphe  et  diff6rent  de z~ro p o u r  x = a .  

I 
La  fonct ion ~ est aussi ho lomorphe  pour  x = a ,  puisque Yl (a) est diff6rent  

de z6ro; on a donc,  

_ _  , Y, (x - - a )m~+~ .  [b o + b , ( x - - a )  + b2(x--a'} ~ + . . . ]dx ,  

E ~tant  un  ent ier  au plus ~gal t~ l 'uni t& 

En  int~grant ,  

I 
J (x )  (x__a)m~.+E_ 1 �9 [b' o + b'~ (x -- a) + b'~ ( x - - a )  ~ + -..] + C, 

t p s b o, b~, b~ . . . .  6rant  des cons tantes  num~riques fix~es, C u n e  cons tan te  arbi t raire .  

Dans le domaine  du  poin t  x = a ,  on a d 'apr~s l'~galit~ pr~c~dente,  

(x7) y ( x ) .  J (x) = T(x) + C P  ~, 

T(x)  ~tant  une  fonct ion holomorphe.  

Si la fonct ion J(x )  s ' expr ime a lg6br iquement  h l 'aide de x et  y fl e n e s t  de 

m6me de J augment~e d 'une  eonstante .  

II nous suffi t  donc de consid~rer la fonct ion J pour  laquelle la cons tan te  C 

in t rodui te  pa r  l ' int~grat ion dans le domaine  du  poin t  x = a est nulle. 

Le  produi t  y (x ) .  J ( x )  s 'expr ime alg~briquement  en x et  y.  

Soit, 

y ( x ) .  J ( x )  ~ - / ( x ,  y). 

Duns le domaine  du  poin t  x = a ,  on a d 'apr~s ee qui  precede,  

(xS) ](x, y) = T(x) .  

Consid~rons un  plan  sur  lequel nous repr~senterons les valeurs  prises p a r  la 

var iable  x.  Donnons  h x une  va leur  a rb i t ra i re  x 0 voisine de a,  et,  raisons 

d~erire au point  repr6senta t i f  de x ~ par t i r  de x 0 un  nombre  quelconque de 
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cercles de centre a;  la fonction holomorphe ~(x) garde ]a m~me valeur et y(x) 
prend une infinit~ de valeurs distinctes en progression g~om4trique. Or si la 

fonction alg~brique /(xo, y) d~pend effectivement de y elle ne peut  garder la m6me 

valeur que pour un nombre fini de valeurs de y; il faut donc pour que l'~galit6 (i8) 

soit possible que la fonction / soit ind~pendante de y, c'est h dire que l'on ait, 

(~9) y(x) .  J(x)  --  l (x) ,  

] ~tant une fonction alg6brique. 

Les seules valeurs finies de x pour lesquelles /(x) peut  ne pas 6tre holo- 

morphe sont celles pour lesquelles l 'un des deux facteurs y o u  J cesse d '6tre 

holomorphe. Ces valeurs sont les z~ros et les pSles de la fraction rationnelle P,  

exception ~tant faite pour le z~ro particulier x ~ a. 
Soit x ~ b un autre z~ro de la  fraction rationnelle P ,  on a dans le domaine 

de co point, d'apr~s l'~galit6 (i7), 

/(x) = T,(x) + C,P% 

~(x)  d~signant une fonction holomorphe, C1 ~tant une constante d'int~gration 

d~termin~e. 

Comme P~ admet le point x =  b comme point singaflier transcendant, cette 

derni~re ~galit$ exige que la constante C~ soit nulle. 

Si les points x = a  ou x = b sont des p6les au lieu d'6tre des z~ros, fl suffit 

dans le caleul initial de changer m e n  - - m .  On constate que l'~galit~ (iT) est 

conserv~e, par suite le r~.sultat que l'on vient de d~,montrer pour les z6ros de P 

s'4tend aux p61es. 

La fonction alg~brique /(x) est done holomorphe pour route valeur finie de x. 

Etudions sa nature pour x infiniment grand. 

Posons 

I 

z 

fractions rationnelles P e t  Q sont respectivement de degr~s n e t  n~ Si les 

o n  a , u r a ~  

I x y=z-~y,(z) ,  Q = ~ .  ys(z), 

Y2 et Ya 6tant holomorphes et diff~rents de zSro pour z ~ o. 
On en d~duit, 

J(:c) = - - f z , ~ , - ~ .  (bo + b!z + b2z ~ + ...)dz, 

ou bien, en int~grant, 
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J ( x ) = z  n~-nl-I . (b'o + b'lz + b'~z ~ + "") '+ C r, 

t t t t �9 bo, b ,  b~, . . .  ~tant des constantes numenques, C rune  constante d'int~gration 
t . p 

determmee. 

Par suite, on a, 

/(x) = y (x ) .  J (x )  I =z~,+~ ~(z) + c'y2(z). Zno~ 

~(z) 4rant holomorphe et different de z~ro pour z ~ o. 

Comme z n~ admet le point z = o comme point singulier transcendant la 

constante C res t  n~cessairement nulle. 

Si n 1 est sup6rieur ou au plus ~gal • - - i ,  le point ~ l'infini est un p61e 

d'ordre (n 1 + i) de /(x) et comme /(x) est holomorphe pour route valeur finie 

de x fl en r6sulte que cette fonction alg~brique est un polynome entier en x de 

degr~ (n~ + x). 

Si nl est inf~rieur & - - I ,  le point h rinfini est un zSro pour ](x) et la 

fonction a]g6brique ](x) se r~duit s un polynome identiquement nul; l'int6grale 

J(x)  ne peut s'exprimer alg6briquement ~ l'aide de y e t  x. 

14. Ce lemme peut  6tre g~n~ralis6 et appliqu~ lorsque Q est une fonction 

rationnelle quelconque. 

Dans ce cas il est  dabord n~cessaire que les rSsidus du quotient -Q, cor- 
Y 

respondant aux p61es de Q distincts des z~ros et pSles de P ,  soient nuls; sinon 

J(x)  admettrai t  des points singuliers transcendants distincts de ceux de la 

fonction y(x). 
Cette condition ~tant suppos~e satisfaite, les seules singularit~s de la fonction 

y(x) .  J (x)  seront des p61es connus et il suffira de reprendre la d~monstration en 

consid~rant le produit R ( x ) . y ( x ) . J ( x ) ,  R(x)  ~tant un polynome connu choisi 

de fa~on que ce produit soit holomorphe pour toute valeur de x. 

Les conclusions du lemme subsisteront donc, ](x) 6tant une fraction ration- 

nelle dont le num~rateur est de degr~ d6termin6 et dont le d~nominateur est 

un polynome connu, 
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D6monstrat ion de l ' imposs ib i l i t6 .  

15. Revenons aux int6grales J3, J , ,  Js,  J6, et exprimons qu'elles se cal- 

culent alg6briquement ~ l'aide de r et w. 

Si % est diff6rent de z6ro, on a n6cessairement d'apr6s le lemme d6montr6, 

b e t  c 6tant des constantes. 

On en d6duit en d6rivant, 

ou bien, 

b r +  c 
+ const., 

W 

i =  b (br + c) . ~ 
W W 

w' a I b - -  I 
w a o r * - a  ~ b r  + c ' 

relation manifestement impossible. 

On a done, 

V g  v C - - C  
a~ = Xo + i y o  A O. 

Si l'on reprend la question en 6changeant y~ et Y2 on d6montrera de m6me 
que l'on a, 

V B - -  C 
x~ B 

et il en r6sulte, par eomparaison, 

i y  o - -  = o 

X o = Y 0 ~  O. 

Consid6rons l'int6grale J6, on a, 

j 6 = z  ~ { '  rdr 1 
I tr__aC57s 2 

Done si l'on pose, 

=Zo f -  - - ~ 1  �9 r d r .  
r _ _ a ~  2 r - -  a 

J(r l 
1 1 

wt = !r + a! 

et si z o est diff6rent de z6ro, on a d'apr~s le lemme, 
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et en d6rivant, 

ou bien 

On en d6duit, 

et il reste, 

/w-~ " rdr  br + c + const., 
r - - a  w 1 

) r+o 
r-~-= b - - a  - - I  r~__a ~ 

I ) (br + c). (r + a ) [ ( x - - b ) r  + ab] = a  I - - ~  

b=l, c = a ,  

a = a  I -  

ce  qui est impossible. 

Donc si A, B, C sont distincts il est n6cessaire pour qu'il existe une in- 

t6grale alg6brique distincte des int~grales elassiques que ]'on air, 

ce qui 6tablit le r6sultat. 

X0 = Y0 = Z0 = O 

16. On peut  appliquer les raisonnements et les calculs indiqu6s ~ l '6tude 
des conditions ou domaines d'existence des int6grales premieres uniformes; la 

seute difficult6 est d'obtenir une repr6sentation pr6cise et complbte du domaine 

d'existence d 'une fonction uniforme de plusieurs variables. 

On peut  aussi lorsque A,  B,  C, sont distincts, rechereher dans quelles 

conditions initiales particulibres il peut  exister une int6grale alg6brique nouvelle. 

On rencontre de suite les relations possibles correspondant aux eas signal6s par  

M. H~ss  et par M. STAUDE. 

17. Lorsque l'ellipsoide d'inertie relatif au point de suspension est do 

r6volution, c'est ~ dire lorsque l'on a, par exemple,,  

A = B  

on sait que M ~ KOVALEVS~:Y a obtenu une quatri~me int6grale alg6brique, pour 

un solide de configuration sp6eiale. 
On avait esp6r6 que ce r6sultat remarquable pouvait  6tre g6n6ralis6. 

Pour 6tudier ee probl~me on peut, d 'un grand nombre de mani~res, in- 

troduire un param~tre dans le syst~me diff6rentiel. Tous ces param~tres ne 

conviennent pas 6galement et l'int6r6t d 'une d6monstration directe du th6or~me 
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de M. POJNCAR~ eonsiste en ee que l 'on s6pare les proe6d6s qui ne eonduisent  

pas au  th6or~me de M. POINCAR~. Quelles que soient les reeherches auxiliaires 

don t  on les entoure,  ces proc6d6s ne peuvent  6videmment  ~tre utilis6s pour  

aborder  le fond de la question. 
Pour  A ~ B,  les nouvelles variables int rodui tes  prennent  une forme simple, 

on peut  poser, 

Yl = P + iq ,  Y2 ---- P - -  iq ,  

zl = "f + i7 r, z2 = 7 - - i 7 ' ,  

mats pour  ), = o r devient  une constante,  et il semble impossible d 'obtenir  des 

conditions n6cessaires compl~mentaires si loin que l 'on pousse les d6veloppements 

des solutions du syst~me diff6rentiel suivant  les puissances de ),. 
La  m~me singularit6 se pr6sente d'ailleurs si l 'on adopte  le param~tre  

utilis6 par  M. POINCARfi. 
Si l 'on remplace Yl, zl, 7", par  ~Yl, ~z~, ~'/", en d6signant par  ~ un param~tre  

arbitraire,  on obt ient  un  nouveau  syst~me diff~rentiel holomorphe 1 pour  p = o. 

En  d6veloppant  les solutions suivant  les puissances de p on arrive, comme 

je l~ai montr6 dans un m6moire r6cent, ~ aux  r6sultats complets suivants :  

Les conditions initiales grant supposges arbitraires, les lettres A ,  B ,  C, repr~- 

sentant les moments d'inertie ou des hombres positi/s quelconques, toute intdgrale 

premiere alg~brique et inddpendante du temps du syst~me di//drentiel dg/inissant le 

mouvement d 'un solide pesant autour d 'un point /ixe est une combinaison alggbrique 

des intdgrales classiques. 

I I  n 'y  a exception que clans les cas d'EULV.R, DE LAORA~E, et de M e KOVX- 

LEVSKY. 

Lille le 5 juillet I9o6. 

Lorsque A est diff6rent de B cette propri~t6 est inexacte. 
Annales de la Facultd des Sciences de Toulouse (t9o6) et Theses pr~sentds ~ la Facultd des 

Sciences de Paris (t9o5). 


