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SUR LES SI RIES DE MAC-LAURIN k PLUSIEURS VARIABLES 
PAR 

H E N R I  D U L A C  
GRENOBLE. 

1. La  th6orie des s6ries de TAYLOR e t  de MAc-LAURIN ~, plusieurs variables 

pr6sente, d~s ses d6buts, une impor tante  ]acune qui a 6t6 signal6e par  plusieurs 

math6maticiens.  1 Pour  nous borner au  cas de deux variables, soit 

(I) F ( x ,  y) = ( '~  y) - - ( " ) 2  (a.,oX" + a._l,lxn,-Xy + . . .  + ao, .y  n) 

une s6rie de polynomes homog~nes. Dans les th6ories classiques, on s6pare 

chaque terme ]~ en ses 616ments et  l 'on consid~re la serie double:  

(2) ~v'q}2ap,~xJ'yq . 

Si eettc s~rie (2) converge absolument  pour  z~-Xo ,  Y = Y o ,  elle converge 

absolument  dans le domaine I x l < I xo [, ] y ] < I Yo ~ et  represente darts ce domaine, 

une fonction analy t ique  et  holomorphe de x, y .  D 'oh  une suite de cons6quenees 

classiques. 

.Mais si on laisse in tacts  les termes de la s6rie (i), que peut-on dire sur la 

convergence d 'une  telle s6rie et  sur ]a fonction qu'elle repr6sente? En  particulier, 

si une sgrie (i) converge uni/ormgment pour routes les valeurs r~elles de x ,  y sul- 

/isam;nent petites, converge-t-elle pour lea 'valeurs imaginaires et reprdsente't-elle une 

/onction analytique de x ,  y ,  holomorphe pour x = o, y = 0 ? ~ 

L 'a f f i rmat ive  paraissait  tr~s probable;  mais il n 'en existai t  pas de d~- 

mons t ra t ion  rigoureuse. J 'ai '  pu 6tablir cet te d6monstra t ion:  3 une sgrie dont les 

t Voir une Note de M. PAINLEV~ (Comptes rendus 2e semestre 1899, p. 27). 
2 En dehors de son int6r~t g6n6ral, la question se pose, ainsi que nous le verrons, dans 

des applications importantes. 
a Comptes Rendus: 3 aofit I9o3. 
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termes sont des polynomes homog~nes, ~ un nombre quelconque de variables, de/init une 

lonction holomorphe dans le voisinage de l'origine, & condition que cette s&ie soit uni- 

lormdment convergente dans le domaine D lormd par l' ensemble des valeurs des variables 

r&lles et voisines de z&o. Ce th6or&me res te  vrai ,  m6me  en s u p p o s a n t  le domaine  

D bien moins  6tendu.  P a r  exemple ,  la s6rie (i)  d6finit  une fonct ion ho lomorphe  

p o u r  x = y  = o, si ce t te  s6rie converge  un i fo rm6men t  pou r  x e t  y coordonn6es 

des diff6rents  points  d ' u n  arc de eourbe  (au t re  q u ' u n e  droi te  possan t  pa r  l 'origine) 

t rae6 dans  le p lan  r6el x o y .  

2. Lem m e .  8i un polynome 1(%, x2 . . . .  xq) homog~ne ou non, de degrg au 

plus dgal h n par rapport ~ ehacune des variables, reste in/&ieur en module & un 

hombre M ,  lorsque les a/lixes des variables X~, x2 . . . .  xq occupent, chacune dans 

son plan, toutes les positions possibles respectivement sur des arcs de courbe 

C1, C2, . . .  Cq, les coe//icients de ce polynome sont in/&ieurs en module ~ M~"; 

ne dgpend ni des coe//icients du polynome, ni de son degr~, et ne ddpend que des 

arcs C 1, C2, . . .  Cq consid&&. 

A v a n t  d '6 tab l i r  le th6or~me dans  le cas le plus g6n6ral, je consid&re les 

deux  cas par t icul iers  su ivan t s :  i ~ un p o l y n o m e  /(x), de degr6 n,  res te  inf6rieur  

en module  g M ,  lorsque x est  r6el e t  va r ie  en t re  o e t  I ;  2 ~ le module  de /(x) 

reste  infer ieur  g M lorsque x d6cri t  un arc  de courbe  C.  

1 ~ Soit  /(x) le p o l y n o m e  de degr6 n.  E n  posant ,  x =  c o s ~ ,  on a 

(i) 

avec  

On a par suite:  

/(COS2Co) --- bn c o s  2 n e e  + b • - i  c o s  2 ( n  - -  I ) W  + -- .  + b~ 
2 

--  /I(cos 
- - , g  

- - ' K  

D ' a u t r e  pa r t  c o m m e  on a 

cos 2 pw 

cos 2peo dw. 

Ib ,l<2M. 

+ + (V5-- 

cos 2pea est  un po l ynom e  en x e t  la s o m m e  des modules  des coefficients de ce 

po lynome  sera inf6rieure g 
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( I  -1- V 2~) 2p + ( i - -  V 2) 2p 
2 

ee qui peut s'6erire 
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produit 

1 1 =  X A I  X X A 2  • "'" • X A q  

prendra n6cessairement des valeurs sup6rieures h Qq; Q 6tant un nombre que 

nous d6terminerons et qui ne d6pend que de la forme de l'arc C. 
t Projettons les points A1, A~ . . . .  Aq en A'~, A ' , ,  . . .  Ae  sur une droite. Un 

point X de l'arc C se projettera en X! sur un segment C' projection de C. On 

peut supposer la longeur l' de C' diffdrente de z6ro. (II n 'y  a qu,a prendre l'axe 

de projection parallble a la plus grande corde inscrite dans l'arc C). Le produit 

/ /  sera sup6rieur au produit 

1I' = X'A'~ X X'A'~ X . . . X X 'A 'q .  

On ne pourra encore que diminuer ce dernier produit si on remplace chacun 

des points A' qui se trouve en dehors du segment C' par un point plat6 ~ eelle 

des extr6mit6s de C' qui est la plus rapproeh6e de A': nous supposerons donc 
Acta mathematica. 31. Imprim6 le 11 mars 1908. 13 

(3 + 2 v 2)p + ( 3 - -  2 
2 

Cette quantit6 est inf6rieure k 6P 
- -  car d'apr~s une propri~.t6 connue de la 
2 

somme des puissances de deux nombres dent  la somme est constante, on aug- 

mente la somme des deux puissances consid6r~s en remplaeant 2 V2 par 3. 

La relation (z) nous donne l(x) oomme une somme de polynomes et nous 

montre que ]a somme des coefficients de [(x)  sera inf6rieure 

M(6 ~ + 6 ~-1 + ..- + 6 +  i) = M  6~+1-  I 
5 

On reconnait facilement que eette somme est inf6rieure s 7"M. 

Chacun des coefficients du polynome / ( x )  est done inf6rieur ~ 7 " M .  

Au reste la valeur du coefficient num6rique 61ev6 s la puissance n n 'a pas 

grande importance pour l 'objet que nous avons en rue;  l 'adoption m~me d'une 

limite sup~rieure telle que z • 6"M n'entrainerait  aucune modification darts les 

raisonnements et fournirait au eontraire des limites plus avantageuses pour la 

convergence des s6ries que nous voulons eonsid6rer. 

2 ~ Montrons d'abord que si un point X d(~.crit un arc de courbe C et si 

on considbre q points fixes A1,  A,, . . . .  Aq  plac6s d'une fagon quelconque le 
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que tons les points  A' sont  situ6s sur le segment C'. Si nous prenons ensui te t  

par  r appor t  a une des extr6mit~s de C ~, la figure homoth6t ique ,  dans le r appor t  i r, 

de l 'ensemble des points de C r et  si nous d6signons par  bl, b2 . . .  bq, u, les 
, , q distances s l'extr6mit;." consid6r6e des homologues des points  A 1 , A.: . . . .  A , X'  

o n  a 

I u - b ,  I x  I I •  • I I r(u) I. 

Je  dis qu'i l  est absurde  de supposer  que lorsque u varie en t re  o et  I le module  

de ~f(u) ne prend pas de valeurs  sup6rieures h x En  effet s'il en 6tait  ainsi, 
(i4)q" 

d 'apr~s i ~ les coefficients de ~f seraient  inf6rieurs h 7q = ( ~ ) q .  En  pa r t i cu l i e r l a  
I 4 q  

somme des racines de ~f serait  inf6rieure ~ z et  eomme toutes  les racines sont  
'2 

positives, toutes  les racines seraient  comprises ent re  o e t  i., q)(v) serait  alors pour  
2 

U = I  sup6rieur it {!)q ce qui est en cont rad ic t ion  avec notre  hypothese. '  Le 

module de / / '  deviendra  done sup6rieur ~ '~41 " On pout  tou jours  t rouve r  un 

("i point  X0 tel que le module  de / I  soit sup~rieur ~ .oq. o = ~ 4 "  

Ceci pos6 consid6rons le po lynome /(x) don t  les racines song a~, a 2 . . .  a,~. 

Soient A~, A ~ . . .  A,, les affixes de ces racines et X l 'affixe de x. Nous suppo- 

sons que, l o ~ q u e  X d6crit  un  arc C, ]e module  de / ( x ) r e s t e  inf6rieur ~ M.  

Prenons  dans le plan de la variable comp|exe  x et  sur l 'axe des quant i t6s  r6elles 

le segment  (S) don t  l'orig'ine et  l 'extr6mit~ ont  respee t ivement  pour  abeisses 

o e t  I ;  soit  t l 'abeisse d ' un  point  T de ce segment.  Je  puis d6terminer  nn  

nombre  1 tel que la dis tance d 'un  point  quelconque de S ~ un poin t  quelconque 

de C reste  inf6rieure ~ 1. 

Soient i ,  2, 3 . . . .  , q les indices des racines pour  lesquelles la distance X A i  

n 'es t  pas cons tamment  sup6rieure ~ l, lorsque X parcour t  C, tandis  que pour  les 

indices q + i ,  q + 2 . . .  n, X Ai reste  sup6rieur ~ 1. P o u r  les racines a~, a,~, . . .  aq, 

T A i  reste inf6rieur h 2/;  en effet  soit Xi un point  de l 'arc C pour  lequel on ai t  

XiA~< 1 on a 

T A ~ < T X I  + X i A i < 2 1 .  
On aura  done 

T A ,  TA~ TAq  (2/)q 
Q = X A - ,  X ~ X . . .  x X A q  < X A ,  x XA~ x . . f ' x x A q  
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et si on prend pour X le point Xo pour lequel le d6nominateur du second membre 

est sup6rieur h Cq, on volt que Q sera inf6rieur ~ tzll q Consid6rons le produit 
Q ~ �9 

TAq+I TAq+'z TA, ,  
R--X~-~q+I X XAq+2 X "'" X x--A~ 

On a pour i - - q + z ,  q + z  . . . .  n 

TA~ T X  + XA~ T X  
X A i  < XA~ -- ~ + z 

et comme on a T X  < l e t  X A i >  l, le rapport consid6r6 sera inf6rieur /~ 2 et R 

sera infdrieur ~ 2~-q. 

En d6signant par x0 la quantit6 complexe qui a pour affixe X0 nous aurons: 

( t - - a , )  ( t - - a 2 ) . . .  ( t - - a . )  

a designant le plus grand des deux hombres 2 et 2/. 

Nous aurons done, pour t variant entre o e t  z, 

I1(01 < I 1( o)I- " < M . - .  

La limite sup6rieure des coefficients du polynome / sera, d'apr~s 1 ~ (7a)"M. 

3 ~ Etablissons le theor~me dans le cas g6n6ral. Le module du polynome 

/(x~, % , . . .  Xq) rests inf6rieur /~ M lorsque les q variables d6crivent, chacune 

dans son plan, respectivement des arcs C1, C2 . . .  Cq. 

Soit n~ le degr6 du polynome par rapport  s x~ et ;ti le nombre d6fini d'apr6s 

2 ~ et tel que les coefficients d 'un polynome en x / restent inf6rieurs s M/t~ ~, si le 

polynome rests, sur l'are Ci, de module inf6rieur h M. Consid6rons / comme un 

polynome en x~ dont les coefficients sont des polynomes en x2, x ~ . . .  Xq. Le 

module de chacun de ces coefficients restera inf6rieur ~ MZ?,. Chacun de ces 

coefficients 6tant par rapport /~ x2 un polynome de degr6 au plus egal ~ n2, 

dont les coefficients sont des polynomes' en x3, x 4 . . .  xq, le module de chacun de 
~ 1  ~ n 2  ces nouveaux coefficients sera au plus 6gal ~ M~ 1 ].~ . En eontinuant ainsi on 

arrive h montrer que les coefficients des divers termes de /@1, x2 . . .  xq) sont in- 

f6rieurs ~ 3I+,1 Z.~ ..  ~q.  Les nombres nL, n 2 . . .  nq 6tant suppos6s au plus 

dgaux s n les coefficients de / seront inf6rieurs s M()~, ~2 . . . .  ~q)", car les )~ sont 

sup6rieurs ~ u n ,  
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3. Theoreme. L a  s~rie 

( 3 )  = t " ( x , ,  . . .  

dent  lee termes sent  des polynomc8 homoff~nes de degrd dqal d l ' indice, dd/init  v n e  

/onction holomorphe pour x l - ~  x2 . . . . .  ~'q = o ,  si  toys les termee ./n de la sdrie 

restent in/drieurs en module  h un  hombre M ,  lorsque Xq ayant  une  valeur /ixe, lee 

a/ / ixes  de x~, x 2 . . . .  xq_~ prennent  chacune dans  son plan routes lee posit ions pos- 

sibles reepectivement aur des arcs de courbe C1, C2 . . . .  Cq_t. 

Le degr6 de /n par rapport ~ x~, x , , . . .  Xq_t 6rant au plus 6gal ~ n, les 

coefficients de ce polynome seront d'apr~.s le lemme inf6rieurs en module k Mie ~. 

(Certains de ces coefficients seront le produit d'une constante par une puissance 

de xq). Soit r le module de la valeur fixe que prend Xq dans notre hypoth~se. 

Les termes des diff6rents polynomes ]~ seront inf6rieurs en module aux termes 

correspondant du d6veloppement, suivant les puissances de xl, x2 . . . .  xq_"~, xq, de 

M r  
( i  - -  Zx,)  ( i  - -  ;tz,) . . . ( i  - -  Zxq_~) ( r - -  Zxq) " 

n t  rt2 n q _  l ~t~t En effet soit A , , , , ,  ...... , q x ,  x~ . . .  x~_ t x~ un terme de /n, on a, d'aprbs le 

lemme 

[ A.,,, , ,  ..... .q[ r"q < M;t~ 
ce qui entraine bien 

M ~" 
ut nz rnq , ~ ~ . . . X q _  t X~ I. 

F d6finira par suite une fonction analytique de xt, x2, �9  xq_1, xq, holomorphe pour 

I I I r Ix, l<2, Ix, 

4. La m6thode qui nous a servi ~ d6montrer le theor~me pr6cedent permet 

d'6tablir des theor~mes analogues dans des cas oh les termes ],~(xl ,x2 . . . .  , x q ) n e  

sont plus des polynomes homog~nes, mais sont soumis ~ des conditions limitant 

leur degr~. Comme ce sont 1~ des conditions qui se rencontrent peu fr~quemment 

dans les applications, je me bornerai k donner le th6or~me assez g~n6ral suivant: 

L a  s~rie 

dent  lee terrace sent  des polynomes en x 1, x2, . . . ,  xq d~/init  une  [onction holomorphe 

pour x 1 ----x 2 . . . . .  x~ = o, si les trois hypoth~see suivantes  sent  vdri/idee : 
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I ~ Les d i ve~  termes /,~ restent in]drieurs en module ~, un  hombre M ,  si les 

af/ixes de x~, x~ . . . .  , xq occupent chacune dans son plan toutes les positions pos- 

sibles respectivement sur des arcs de courbe C~, C~ . . . .  , Cq. 

2 ~ n' designant le deffrd (par rapport ~ l'ensemble des variables) du terme de 

degr~ le plus dlevg de / n e t  n" celui du terme de degrd le moins dlevd, on peut trouver 

un hombre k tel que l'on air quel que soit n 

n I < kn" .  

3 ~ S i r  desiffne le deqrd d 'un  terme tel que "1 "~ "q A , , , ,~  ...... ,qx x . . . x~ et si  N est 

le nombre de termes semblables que t'on rencontre dans les divers polynomes /,,, on 

peut trouver un  hombre posit, i /  / ixe p tel que l'on air, quelque soit le terme considdrd 

N < p  ~ . 

E n  ra isonnant  comme dans le cas 30 du  lemme~ on d6mont re  d ' abord  qu 'un  
�9 , , n q  t e rme A , ,  ,~ . . . . .  , ,qx '"xn~. . .  xq p ro v en an t  du po lynome / ,  est-inf~rieur en module  

b~ M)~" x/~x"~ . . . x"q. Comme on a 

n i Jr ~2"'" Jr~q~r>~'t, 

on vol t  que d 'apr6s  l ' hypoth6se  z ~ ce te rme sera inf6rieur en  module  

3//), x~_~ . X~nq. 

Si nous groupons ma in tenan t  ensemble les divers termes semb]ables que l 'on 

t rouve  dans les divers polynomes  [n, nous aurons un te rme inf~rieur en module  

Possons 

La  s~rie F d~finira donc une fonct ion ana ly t ique  et  ho lomorphe  pour  

5. En  supposan t  toujours  que xl ,  x2 . . . . .  xq var ien t  dans un  domaine  D 

repr6sent6 g6om6tr iquement  pa r  un  syst6me de eourbes C1, C2, �9 �9 �9 C~ trac6es dans 

les plans respectifs des diverses variables,  nous pouvons  subs t i tuer  ~ l 'hypoth6se :  

les termes de la s6rie res ten t  dans le domaine  D inf6rieurs h un nombre  M ,  

l 'hypoth~se:  on peu t  t rouver  deux  nombres  M e t  B (B 6 tan t  en general sup6rieur 
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un) et  tels que /,,, demeure,  quel que soit  n, et  ]orsque x~, x_~ . . . . .  xq va r i en t  

dans D,  infdrieurs en module  h M B  '~'. I1 ne rdsu]te de la subs t i tu t ion  d ' unc  

hypoth~se  s l ' au t re  qu 'une  diminut ion d 'd tendue  du domaine  dans lequel la sdrie 

F ddfinit  u n e  fonct ion holomorphe.  

Au reste si la nouvel le  hypoth~se  est verifide dans le domaine  D l e s  termes 

de la sdrie res te ron t  inferieurs h M,  dans un domaine  D~, que nous obt iendrons  

eu p renan t  dans le plan de chacune des variables l 'homothdt ique  de la courbe C 

correspondante ,  l 'origine d tant  le centre  d 'homothdt ie  et  le r appor t  d 'homothdt ie  

i i 
d tan t  ~ ou ~k ,  su ivant  q u e l e  po lynome  est homog~ne oh qu' i l  satisfait  seulement  

]a condit ion 2 ~ du thdor6me du paragraphe  4. De m6me si nous nous prd- 

occupons seulement  du  point  de vue  qual i ta t i f  (existence d 'un  domaine  pour  lequet 

la sdrie ddfinit  une fonct ion holomorphe  des q v a r i a b l e s ) e t  si nous ne nous 

prdoccupons pas du point  de vue  quan t i t a t i f  (dtendue plus ou moins grande  de 

ee domaine)  nous pouvons  consid~rer comme ~.quivalentes les deux  hypo theses  

i ~ Dans le domaine  D les termes /~, de la sdrie res ten t  infdrieurs ~ un nombre  M 

2 ~ Dans ]e domaine  D la sdrie est un i formdment  convergente .  

En  effet, si la sdrie est  uni formdment  convergente  au sens dtroi t  du mot ,  ~ 

on peu t  dvidemment  t rouve r  un nombre  M sup6rieur  au module  des divers termes 

de la sdrie F.  D ' au t r e  par t ,  si les termes de la sdrie res ten t  infdrieurs, dans le 

domaine  D ~ un  nombre  M la sdrie sera uni formdment  convergente  dans le 

domaine  D~, ob tenu  en prenant ,  dans leurs plans respeetifs,  les homothS, t iques des 

courbes C~, C~, . . . ,  Cq, l 'origine de chacun de ces plans dtant  le centre  d 'homo-  

thdtie e t  le r appor t  d 'homothdt ie  d tant  infdrieur ' h u n .  

6. D 'apr6s  ce qui pr6c6de, pour  que la sdrie 

(i) F --(")~l , , (x,  y) 

off [,, est un po lynome homog6ne de degrd n ddfinisse une fonct ion holomorphe  

pour  x = y  = o, il suffit  que la sdrie converge  uni formdment  dans un  domaine  D.  

Ce domaine  D peu t  6tre const i tud pa r  la valeur  fixe y = Y0 et  pa r  les diverses 

valeurs  que  prend  x lorsque l 'affixe de ce poin t  ddcri t  un  arc de courbe C, dans 

le p lan  de la variable complexe x. En  p r e n a n t  pour  Y0 une va leur  r6elle et  pour  

C un  segment  de l ' axe  des quant i tds  r6elles, le domaine D sera rdel e t  represent6,  

1 On entend par li~ que, it tout hombre t donnd, on peut faire correspondre un nombre N 
tel que l'indgalitd n > 27 entraine l'indgalitd ~rn(xi, x~ , . . . ,  xq)] < ~ pour routes les valeurs de 
xi,  x.2,. . . ,  xq appartenant au domaine D. Par ddfinition on a 

, .  = ~ - 2 1  - ~ . . . . .  J ; ,  
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dans le plan x o y  des variables r6eUes x et. y, par un segment de la droite Y = Y o ,  

Le domaine D peut aussi 6tre constitu6 par les valeurs de x et de y coordonn6es 

des divers points d 'un arc de courbe t~fi7 (autre qu'un segment de droite) trac6 dans 

le plan r6el x o y .  En effet la s6rie sera uniform6ment convergente k l'int6rieur du 

secteur oaf l7;  elle le sera en particulier pour tous les  points d 'un segment compris 

l'int6rieur de ce secteur et plac6 sur unc droite y ~ Yo. On voit 6galement 

sans peine qu'on pent supposer le domaine D constitu6 par l'ensemble des valeurs 

de x et y donndes par x =~p(t), y ~  g,(t), t 6rant un param~tre r6el variant entre 

to et t~, rp et ~!~ ~tant deux fonctions continues entre t o et t~, l 'une au moins des 

~'~ n'~tant pas con- fonetions n'~tant pas nulle dans cet intervalle et le quotient 

stant, mais ees deux fonetions pouvant prendre des valeurs imaginaires. 

On montrera de m~me que la s~rie ~ 3 variables 

d6finit une fonction holomorphe pour x = y = z  ~ o ,  si elle est uniformdment 

conve~gente pour x, y, z coordonn~es r6e]les d'une portion de surface. 

D'une fa~on g6n6rale, la s~,rie ~ q variables definit une fonction holomorphe 

pour x~ = x~ . . . . .  Xq = o, si, x~, xz, �9 �9  xq 6tant les coordonndes d 'un point de 

l'espace h q dimensions, la sdrie converge uniform6ment sur une portion de sur- 

face (autre qu 'un plan passant par l'origine). 

7. Le th6or6me g6n~ral que nous avons d6montr6 fournit des limites assez 

restreintes du domaine dans lequel la s6rie (I) d6finit une fonction holomorphe. 

Dans les questions off il y aurait intdr~t h avoir un domaine de convergence holo- 

morphe le plus 6tendu possible, il y aurait  lieu, e n  appliquant les proc6d6s de d6- 

monstration employ6s, de se servir des hypotheses oCx on est plac6 dans chaque 

eas particulier pour 61argir le plus possible ce domaine de convergence. Supposons 

par exemp]e que les termes de la s6rie (i) restent infdrieurs h M pour x et y 

coordonn6es des diff6rents points ge l s  du cerele: x-~+ y-~= R -~. 

En posant  

x = - R u ,  y - - R v ,  u = c o s 0 ;  v = s i n 0 ,  
Oil a 

/ n ( R u ,  R v ) =  Rnq~(u, v). 

Suivant que n est pair ou impair on a 

~f (cos (~, sin (o) a0 + ~ ap cos pro + bp sin p(,J 
= 2  

tp (cos to, sin to) ~ 2 ap cos pro + bp sin pro 

(p = 2, 4, 6 . . . .  , n) 

(P = ~, 3, 5, �9 �9 n). 
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Ce qui  dans le cas de n impair,  pa r  exemple,  p eu t  s'~crire 

n-p 
(4) tf(cos to, sin ~o) ~ ~ (ap cos p o  + bp sin poJ) (eos-%~ + sin%J) -~ . 

On mont re  eomme dans le lemme que l 'on a 

l a p l < z M  Ib, l < z M .  
Comme on a 

cos p~,~ + i s i n p ~ o =  (u  + iv)~' 

la somme des modules  des coefficients de cos pt,~ ou de sin pr consid~r~,s comme 

po]ynome en u e t  v sera inf~rieur s 2v-x. Donc d 'apr~s (4) la somme des mo- 

dules de ~f(u, v) sera dans  le cas de n impair  infJr ieure "s 

n+ll MIen+2 - "+3i 2M~2n + 2'~-1 q - .-. + 2  2 ] ~  2~- J  < 4 M 2  " .  

On aura  la m~me limite sup~rieure de la somme des modules  dans le cas 

de n pair.  Chacun des coefficients de /n (X,  y)  sera done inf~rieur h 4 M ( 2 R )  n. 

I I e n  r~sulte que ce t te  s~rie d~finira une  fonct ion holomorphe  pour  

Ixl< R lyl< R. 
2 :2 

8. Dans un  m6moire sur les ~quations diff6rentieUes du premier  ordre  1 

M. POI~CAR~ examine le cas oh l 'origine 6 tant  poin t  singulier d 'une  6quat ion 

diff6rentielle cet te  6quat ion est de la forme 

[y + el2 (~, y)] d y  + Ix + ~/,o (x, y)] d x  = o, 

% et  ~t, 2 6 tant  des d6veloppements  suivants  les puissances de x et  y, commen~ant  

par  des termes du  second degr6 au moins. 

Dans le cas off l '6quat ion aux  d6riv6es partielles cor respondante  

~ O F  [y + ~p~(x, y)]OF--  Ix + q,~(x, ,/jj ~jy = o  

est satisfaite formel lement  pa r  un deve loppement  

F = x '  + y'  + / , ( x ,  y) + 14(x, y) + "" + In(x, y) + " " ,  

oh les ] sont  des polynomes  homog~nes de degr6 6ga] h, l ' indice, M. POINCARg 

d~montre  que la s~rie don t  les termes suecessifs sont  x ~" + y~-, ]3, ]4 . . .  ],, . . .  est 

Journal de Math6matiques I885. Th6orie de.~ eentres. 
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uniform6ment convergente pour x et y rdels et suffisamment petits. Ce r6sultat 

suffit pour 6tablir sans objection possible, les propri6t6s bien connues des carac- 

t6ristiques de r6quation (5) dans le voisinage du point eonsid6r6. Mais on pour- 

rait  61ever des objections si, sans d6monstration compl6mentaire, on voulait 

appliquer le d6veloppement F ~ l'6tude des int6grales dans le domaine complexe et 

si, s6parant chaque terme [,~(x, y) en ses 61ements, on voulait consid6rer la s6rie 

double en x e t  en y. 

La d6monstration de M. POI~CAR~ permet, ~ vrai dire, de donner pour la 

s6rie F des conditions de convergence moins restrictives que cel]es 6nonc6es: 

F 6rant toujours consid6r6e comme s6rie simple est convergente, si, en posant 

x ~ c o s e o ,  y = ~ s i n o ,  on a 

leo, lel<fl, 

a e t  fl ~tant deux limites faciles s calculer pour une 6quation diff6rentielle donn6e. 

Mais cela ne suffit pas pour permettre d'employer ]e d6veloppement F ~ l'6tude 

des int~grales dans le domaine complexe. On voit en effet ais6ment que, si petits 

qu'on prenne x et y, la d6monstration ne permet pas de dire que F converge 

lorsque Y- est voisin de + i ou de - - i .  Le d6veloppement F ne nous permet donc 
x 

pas de consid6rer les int6grales pour lesquelles Y- tend' vers + i ou - - i  et en 
X 

particulier de dire qu'il y a ou non une infinit6 de pareilles int6grales. En suppo- 

sant m6me lev6e cette restriction relative aux valeurs de Y-voisines de + i e t  - - i ,  
x 

et en supposant d6montr6 que F converge pour x et y suffisamment petits, nous 

ne pouvions pas encore affirmer, sans d6monstration, que F d6finit une fonction 

analytique, holomorphe pour x - - o ,  y ~ o .  Toutes ces objections sont imm6- 

diatement lev6es par le th~or~me que nous avons 6nonc6. La' s~rie F ,  6rant 

uniform6ment convergente pour routes les valeurs r6elles de x et y voisines de 

z6ro, d6finit une fonction holomorphe pour x ~ y = o. 

Les remarques formul6es au sujet de la d6monstration de M. POI~CAR$ 

peuvent 6tre r6p6t6es au sujet de la g6n6ralisation remarquable qu'en a donn6 

~I. I. BENDIXSON 1 dans le cas d'une 6quation 

(6) OF OF 
[ax + = [by + y)] 

1 S tockholm,  0 fve r s ig t ,  I893. 

Aeta m a t ~ a .  31. Imprim~ le 19 mars 1908. 14 
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oh a et b sont des entiers positifs. C'est pour me d~barasser des restrictions 

relatifs ~ la convergence d'un d~ve]oppement 

F = z'by ~' + la+b+l(x, y) + "'" + la+b+n(X, y ) " "  

satisfaisant & (5), lorsque ce d~veloppement existe, que j 'ai indiqu~ 1 une nouveUe 

d6monstration de la convergence de ce d~veloppement. 
Ayant  rencontr6 de nouveau les m~mes restrictions dans une d~monstration 

g6n6ralisant la th~orie des centres 2 pour une ~quation 

[Y~(x, y) + Y~+I(x, y) + . . . ] d y  + [X,~(x, y) + X~+I(x, y) + " . . ] d x ~  o 

off les X et les Y sont des polynomes homog~nes de degr~ ~gal h l'indice, j 'ai 4t$ 
amen6 & ~tablir, pour lever ces restrictions, la th~orie d~velopp~e dans ce m~moire. 

1 Journal de l '~cole Po ly techn ique ,  I ~ 4  page 36. 
lb. p. 115. 


