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THEORIE DESEOUATIONS AUX Dt~RIVI~ES PARTIELLES 
LINI~AIRES HYPERBOLIOUES ET DU PROBLEME DE CAUCHY 

PAR 

J A C Q U E S  H A D A M A R D  

P A R I S .  

Les 6quat ions  d e n t  nous nous occuperons ici sen t  les analogues de l '6quat ion 

des ondes sph6riques, 6tudi6e p a r  P o l s s o ~  et  KIRCH~O~, et  de l '6quat ion des 

ondes cyl indr iques ,  6tudi6e pa r  M, VOLT~RRA. 1 

La  m6thode  employee pour  les int6grer  sera, au fond, celle que  nous avons  

indiqu6e, pour  le cas de trois variables,  dans deux  M6moires intitnl6s Recherches 

sur les solutions [ondamentales el l'intdgration des ~quations lindaires aux dgrivges 
partieUes. 2 Le pr6sent  t ravai l  a pour  b u t  de reprendre  cet te  m6thode,  pour  

l '6 tendre k un  nombre  quelconque de variables.  

i .  Formule fondamentale et solution fondamentale. 

1. Nous rappellerons,  duns ce premier  Chapitre,  un  cer ta in  nombre  de 

r6sultats  connus ou emprun t6s  aux  M6moires d e n t  nous venons de parler .  

Toutes  les recherches  faites jusqu' ic i  sur les 6quat ions lin6aires aux  d6rivees 

partiel les reposent  sur l 'emploi de la formule [ondamentale et  des solutions fonda- 

mentales. 

I Acta Mathematica tome XVIII; I894, 
9 Ann. Scient. E. Norm. sdrie (3) t. XXI, p. 535~556, I9o4 ot t. XXII, p Ioz--t4I, x9o5. 
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Pour  l '6quation de LAPLACE AtU ~ O,  la formule fondamentale est la formule 
I 

de GR~E~. La solution fondamentale a est le potentiel 616mentaire ~ (n 6tant 

le nombre des dimensions) ou log{ (pour n-----2). 

La formule fondamentale s'dtend aisdment ~ l'dquation lindaire gdndrale (du 
second ordre). Soit 

(E) F ( u )  = / ( x , .  z~ . . . .  . x..) 

cette 6quation, off x~,  x2 . . . .  x , ,  sont des variables ind6pendantes, u la fonction 
inconnue, pendant  que F ( u )  d6signe un polynome diff6rentiel 

0 s u 0 u 

i ,k  i 

dans lequel les a i k ,  les at, ainsi que 1 et le second membre / de l'dquation, sont 

des fonctions donn6es des variables ind6pendantes. Soient T une portion de 

l'espace ~ n dimensions, limit6e (en tous sens) par  une surface (multiplicit6 n - -  I 

fois 6 t endue )S ;  d S ,  un 616ment de S; z~, z~ . . . . .  z , ,  des quantit6s propor- 

tionnelles aux cosinus directeurs de la normale ~ S dirig6e vers T, le facteur de 

proportionnalit6 6tant positif et sa valeur absolue 6rant telle que l'on air 

z , , d S  ~ :l= d x l  d x 2  �9 �9 �9 d x n - a .  

D6signons enfin par A la forme quadratique 

A = , ~  a i  k rci z k  �9 
i, k 

On aura, entre une int~grale n uple prise dans T et une int~grale ( n - - I )  urle 
prise sur S, l'identit6 

, ] z~  a v  a v / 

quelles que soient les fonctions u et v. 

1 Les solutions fondamentales que nous introduisons sont  donc sans rapport  direct  avec les 
fonctions fondamentales que consid~re la th~orie des dquations ~ caract6rist iques imaginaires.  
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Dans cette formule, G(v) est le polynome diff6rentiel adjoint ~ F 
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~9 

d 
[l'6quation G ( v ) = o  6tant dite l'adjointe ~ de (E)]; quant h la d6riv6e ~v '  elle 

d6signe le symbole de diff6rentiation 

d OA 0 

dx  1 d x  2 dxn 
La direction de cosinus directeurs proportionnels h ~ ,  ~ - ~ , . . . ,  ~ est 

d6sign~e sous le nora de conormale ~ ~ 8 .  C'est la direction conjugu6e du plan 

tangent  ~ S par rapport au e6ne (c6ne caraetdristique) r4pr6sent6 par l'6quation 

tangentielle A = o. Enfin la quantit6 L a l'expression 

Oalk -4- al)~i .  

D'apr~s sa d6finition, la direction conormale est tangente ~ S lorsque eelle-ci 

est caractdristique e'est ~r dire que son plan tangent satisfait h l '6quation A ~ o. 

La direction conormale n'est alors autre que celle de la tangente ~ la bicarac- 
tdristique, ~ c'est ~ dire h la caract6ristique de l'6quation du premier ordre 

A = o, --  situ~e sur S. 

Nous d6signerons par z/ le discriminant de la forme A. Nous supposerons 

toujours, dans ce qui va suivre, que eette forme est ggndrale, c'est h dire qu'on 

a A r o. A admet alors une forme adjointe: nous d6signerons par H cette forme 

adjointe divis6e par J .  La relation entre A e t  H est r6ciproque, et le discri- 

minant  D de H est rinverse de A. 

2. Les solutions ]ondamentales ont ~t~, pour le eas de deux variables, 

d~couvertes par M. PmARD, a retrouv6es plus tard et  appliqu6es au probl~me de 

L'6quation adjointe est toujours prise sans second membre, m6me si l'6quation donn6e 
e n  a u n .  

2 D'ADHI~MAR, C. R. Ac. Sc. II f6vrier I9OL -- On pourrait employer aussi la d6nomination 
de transversale, emprunt6e au Calcul des Variations. 

8 C. R. Ac. Sc., 6 avril I891 �9 
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DIRICHLET par M. SOMMERFELD. 1 Elles comprennent, dans c e c a s ,  un terme 

holomorphe, augment6 d 'un terme qui contient un logarithme en facteur. 

Rappelons comment on peut former ces solutions pour un nombre quel- 

conque de variables, en renvoyant  pour les d6tails au premier des M6moires 

pr6c6demment cit6s. ~ 

Soit O (al, a2 . . . . .  a n )  un point donn6 de l'espaee h n dimensions. Si nous 

d6terminons les fonctions xl, pi de la variable s par lea 6quations diff6rentietlos 

dx~ - -  dp~ 
(z) I OA .r f f-A = d s  (i = I ,  2 . . . . .  n)  

2 Op~ 2 0 x i  

los x~ ayant,  pour s =  o, los valeurs initiales a~ et les p~ dos valours arbitraires 

Pol, los lignes d6crites ainsi par le point (x,, x : , . . . ,  xn) ne sent autres que des 

g6od6siques relatives g l'616ment lin6aire 

d a t ~  I t ( d x l ,  d x 2 ,  . . . ,  dx , , ;  x j ,  z2 ,  . . . ,  x, , ) .  

Cellos des lignes (2) sur lesquelles A est nul (et, .par cons6quent, sur lesquellos 

H = e) no sont autres que los bicaraot6ristiques. Sur los autres, s sera pro- 

portionnel g l'arc (mesur6 relativement k l'616ment lin6aire H et eompt6 g partir  

de O), avec un facteur de proportiolmalit6 arbitraire sur chaque g60d6sique. Nous 

d6signerons par F le earr6 de la distance g60d6sique, ainsi mesur6e, entre le 

point O et le point M ( x ~ ,  x 2 , . . . ,  x,~). F est une fonction holomorphe autour 

de O, son d6veloppement autour  de co point common,ant  par les termes 

F ~- H (x 1 - -  a l ,  x2 - -  a2 . . . .  , X n - -  an) + "" ; 

los d6riv6es partieUes de F seront donn6es par lea formules 

(3) ~ r  Ox--] " s pc.. 

Cola pos6, si n e s t  impair, il existera une  solution (et une  aeule h u n  ]aaeur  

constant pros) de la [orme 

( 3 )  u = 

F ~  

off v ost holomorphe autour du point O. 

J Encyclopadie der Math. Wiss., II 7 e. 
2 Ann. Se. Ec. Norm. Sup., t9o4. 
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Pour n pair, au contraire, cette forme est remplac~e par la suivante 

u---- ~ _ ~ + v 0 1 o g r  
F 2  
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off v et v0 sont des fonctions holomorphes. En outre, une telle solution n'est 

plus unique, car la forme ainsi 6crite de la fonetion u n'est pas alt6r6e si on lui 

ajoute une fonction r6gulibre quelconque, solution de l'6quation F ( u ) =  o. Cette 

ind6termination est d'ailleurs la seu]e que pr6sente u: ]a fonction v0 est unique 

(s un coefficient de proportionnalit6 constant prbs) et (sauf le m~me coefficient) 
n--2  

la fonction v est d6termin6e ~ des termes pr6s contenant en facteur F ~- .  

Quant au coefficient de proportionnali~6, nous l'avions choisi dans les Re- 
cherches sur les solutions /ondamentales de mani~,re que la fonction v prenne la 

valeur i lorsqu'on fair coincider le point M(xl,  x2, . . . ,  xn) avec le point O. Nous 

modifierons 16g~rement iei cette convention: nous admettrons - -  ce qui est plus 

avantageux au point de rue  de la relation d'&hange (voir plus loin n ~ 2I) - -  que 

U prend, au point O, non la valeur i mais la valeur i + VjJ-I" Le lecteur voudra 

bien tenir compte de cette discordance dans la eomparaison de nos formules 

actuelles avec ceUes de notre pr6c6dent travail. 

Une lois cette derni~re convention ~tablie, la solution /ondamentale u est, 

dans le ea~ de n impair, une fonetion parfaitement bien d~termin~e des ~ n quan- 

tit6s xl, x 2 , . . . ,  xn, al, a2 . . . .  , a~. Consider6 comme fonction du point M, u ad- 

met comme singularit6 la surface F = o. Cette surface est le cono~de caract~ristique 
de sommet O, lieu des bicaract6ristiques issues de ce point. 

3. C'est la solution fondamenta|e qui joue le r61e du potentiel ~l~men- 

taire dans l'~tude des ~quations h earact4ristiques imaginaires (cas elliptique). 
La th~orie a 6t~ d6velopp6e, ~ ce point de vue, d 'une mani~re complete par M. 

SOM~ERFELD, dans l'article cit6 de l'Encyelop, tier Math. Wiss. 

Nous nous attacherons ici au cas hyperbolique, oh A n'a pas tous ses carr~s 

de m6me signe et oh, par cons6quent, le conoide caract~ristique est r~el. C'est 

seulement dans ce c a s q u e  l'on a ~ se poser le probl~me de CAVCHr, c'est h dire 

celui qui consiste h d6terminer une solution de l'~quation d'aprSs ses valeurs et 

celles d'une de ses d6riv~es premieres sur une surface donn~e. 

Si l'on envisage ce probl~me dans l 'hypoth~se off il n 'y  a que deux variables 

ind~pendantes et off la solution est donn6,e par la m~thode de ]~IEMANN, on y 

volt encore intervenir une fonetion des coordonn~es x, y, x ~, y~ de deux points 
Acta mathematlca. 31. Imprim~ le 9 f~vrier 1908. 43 
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du plan, laquelle rend les m6mes services que la solution fondamentale de M. 

PICARD pour le probl~me de DIRICHLET dans le plan, e'est h dire qu'il suffit de 

la substituer dans la formule fondamentale pour obtenir la valeur d'une int~- 

grale de l'6quation en fonction des donn6es de CAUCH~:. 

Cependant cette fonetion de R ~ M A ~  n'est pas l 'analogue de la solution 

fondamentale. Mais eIIe pr6sente avec elle une relation que j'ai 6tablie en 19oo, 

et expos6e au Congrbs international des Math6maticiens: ~ elle n'est autre que le 

coefficient du logarithme dans l'expression (4 ~) de u. Nous re~rouverons ce~te 

relation dans l'6tude du cas g6n6ral. 

4, Si maintenant,  pour passer s des 6quations ~ trois ou ~ quatre variables 

nous prenons les solutions de M. VOLTERRA et de KIRCHItOFF, nous y verrons 

apparaltre un caract6re tout  diff6rent" Non seulement les fonctions utilis6es 

par ces deux auteurs ont une singularit6 (au contraire de la fonction de RIEMAN~, 

qui est r6guli~re): mais el]es ont toute une Iigne de singularit6s, en dehors du 

conoide caract6ristique de sommet O. 

Cette singularit6 a 6t6 le principal obstacle ~ la g6n6ralisation des m6thodes 

de KIRCHHOF~ et de M. VOLTERRA. J 'ai  montr6 pr6c6demment, pour le cas de 

n ~ 3, que cette g6n6ralisation s'op6rait au contraire, d'elle-m~me lorsqu'on re- 

montait  ~ la solution fondamentale. La marche suivie s cet effet consistait 

d6duire de celle-ei les fonctions de M. VoLrgaRa, ce qui se fair par une quadra- 

ture. On pourrait l'6tendre avec quelques complications, au cas de n > 3 ;  je 

pr6f6re laisser cet interm6diaire de c5t6 et partir directement de la solution 

fondamentale. I1 faut pour cela, recourir ~ un symbole, d6jg employ6 dans 

notre pr6c~dent M6moire, et dont, comme le constatait ~ au m~me moment M. 

d'ADH~iAB on ne peut 6viter la pr6sence lorsqu'on veut effectuer les diffSren- 

tiations indiqu6es par les formules de M. VOLTERRA. L'intervention de ce 

symbole, forni6 de deux infinis qui se d6truisent, a 6t6 jusqu'ici une des graves 

difficult6s du probl6me. Je me propose, dans ce qui sa suivre de montrer qu'elle 

permet, au contraire, d'en obtenir, d 'une mani~re simple et directe, la solution 

g6n6rale. 

1 Compte rendu du 20 Congr~s Internat. p. 375. -- Cette relation est indiqu~e ~ nouveau 
dans la Thbse de M. ANDRAE. G6ttingen I9o3; p. 18. 

Thbse, Paris, 1904. 
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(5) 

. 

II. D6f ln i t ion  d'un n o u v e a u  s y m b o l e  d ' in t6grat ion .  

Partons de l'int6grale 

b 
A(x) 

(b_x) l+~ ' dx 

oh l 'exposant constant a satisfait aux intgalit6s 

o < a < I .  

Nous aurons surtout en vue, dans ce qui va suivre, le cas off ces in4galit6s 

exeluent l'6galit6 et nous nous placerons tout  d'abord dans ce eas. 

L'int6grale (5) n 'a aucun sens. Mais, du moins si la fonction A satisfait 

la condition de LirscmTz 

IA(b)-- A(x) l < K I b - - x l ,  

on peut adjoindre h cette int6grale une expression de la forme 

B(x) 
(b- -~)  . 

telle que la somme de cette quan~it6 et de la pr6c~dente air une valeur d~ter- 

min6e: je veux dire, telle que la quantit6 

f A(x) B(x) 
(6) J ( b 2  + 

tende vers une limite lorsquo x tend vers b. I1 suffit, pour cela que la fonotion 

B, remplissant 6galement la condition de LrrSCHITZ, satisfasse en outre ~ la relation 

(7) A(b) + aB(b) ~ o. 

En effet, si, au lieu de A(x) et B(x), on introduit A(x)--A(b), B(x)--B(b), 
Fexpression (6) s%crit 

(6') 

m 

f A(~c)-- A(b) dx 

G 

B(~)--B(b) A(b) ((~__x I )  
+ (b--  x) ~ + a )a ( b - - a p  + 

B(b) 
(b  - -  x )  a 
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et, moyennant  la condition (7), elle tend vers la limite 

b 

A(b) 
a ( b - - a )  a" 

Le r~sultat demand6 est donc obtenu. Mais une remarque essentielle se d6gage 
de la forme de ce r6sultat. 

L'expression (8) ne cantient I Tas la /onction B. Elle est enti~rement d6finie 

par la connaissance de l'int6grale donn6e (5)- Cela tient 6videmment g ce que, 

dans l'expression (6'), l'ensemble des termes en i n 'a  pu cesser d 'e tre  
(b --.~) a 

infini que pour devenir nul, en vertu de l'in6galit6 a < I et de la condition de 

LIPSCHITZ v6rifi6e par la fonction B. 

La quantit6 (8) sera dire la pattie jinie de l'int6grale (5) et d6sign6e par 

le symbole 

I ~  A(x) dx .  
(b--x)  l+a 

Q 

Plus gen amment, prenons l'intdgrale 

8 

f dx (o< .< i )  (b- -  x)pta 
o 

oh p e s t  un entier positif, et supposons que la fonction A air au moins p - - i  

d6riv6es, la derni~re satisfaisant h la condition de LiPSCmTZ. Si l 'on vent, pour 

6noncer une condition un peu plus restrictive, mais plus simple, admettons que 

A ait au moins p d6riv~es finies, 

Nous pourrons encore ajouter g cette int~grale une expression de la forme 

B(x) 
(9) (b__ x)~,_ l + a 

de mani~re que la somme ait une valeur d4termin6e pour x = b. I1 suffira que, 

dans le d~veloppement de ces deux expressions suivant les puissances croissantes 

(positives et n6gatives) de b - - x ,  les termes en (b- -x)  -(a+~-l),  (b - -x )  -(a+p-u), 
. . . .  (b - -x )  -a  so d6truisent. 

Cette addition peut se faire d'une mani~re et d'~ne seule, non que la fonction 

B satisfaisant h ces conditions soit unique, mais parce que (si nous lui imposons, 
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comme nous le ferons toujours, la condition d'6tre d6rivable au moins autant  

de lois que A) el]e est d~termin~e ~ des termes pros de l'ordre de (b--x}p, 
lesquels donnent un r6sultat nul dans la fraction (9). 

Nous pouvons donc encore parler sans ambiguit6 de la quantit6 

I/ (io) A(x) d~ 
ib--x)P+~ 

a 

ou pattie [inie de l'int~grale 
b 

( b _ x F §  �9 
a 

6. La th6orie des fonctions de variable imaginaire va nous donner une 

autre d6finition de l'expression (xo). 

Supposons la fonction A analytique et holomorphe pour x =  b. (Si elle 

ne l'6tait pas, on appliquerait les m6mes consid6rations ~ une fonction analytique 

coincidant avee A aux termes en (b--x)P pros). Soit d'abord l'int6grale 

b 

= f ~(x) dx, (II) I ,/(b--x)" 

qui a une valeur finie, au sens classique. 

On a 

I= ~ Z  adx 

L ~tant un lacet (fig. I) qui va de a en b et revient 

en a aprbs une rotation directe autour de b e t  le (Z 

d6nominateur ayant  sa d6termination r6elle et positive 

sur la premiere branche. Fig. L 

gonsid6rons, de m6me, l'expression. 

(iz) i_~2,~a/ A(x) d:e. 
L ( b - - x F + ~  

EUe est dgale ~ l'expression (Io) 
Pour d6montrer qu'il e n e s t  ainsi, commc on peut, en dSveloppant le nu- 

m~rateur par la formule de T~YLOR, d~eomposer l'int4grale (io) en une int6grale 

de la forme ( i i )  et plusieurs autres de la forme 
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[/ gi dz A b--x)p+a 

(A ~tant constant), il suffit de faire la v6rification pour ees derni~res. Or, dans 

A 
ce eas, les expressions (io) et (12) ont la valeur commune 1 

(p+a,i)(b--a)V +a-1 
Lo fair peut d'ailleurs ~tre considSr~ comme ~vident ~ priori, l'int~grale prise 

suivant un petit eercle de centre b ~tant manifestement d'ordre fractionnaire par 

rapport au rayon de ce eercle. 

De m6me, la partie finie de l'int~grale 

b 

[ (z - -  a) (b - -  z)] p+ 
(3 

(qui est infinie aux deux extr6mit~s a e t  b) pourra se cal- 

~ - -  b euler, soit en d6composant l'intervalle (a, b) en deux par une 

- - - ~  limite intermediaire c, soit par intAgration le long d'unc ligne 
L 

L allant de a en b e t  revenant aveo rotation directe (fig. 2) Fig. 2. 
autour de Fun des points a, b e t  inverse autour de l'autre. 

Dans le cas de a ~ �89 qui est celui dont nous auron 

(1. b ~ faire usage, les sens des rotations sont indiff~rents et 

C- . . . . . . . . . . . . . . .  ~ - on peut donner ~t L ]a forme classique repr~sent6e (fig. 3). 

Z i 
Fig. 3- Le facteur a, dans ce cas, ]a valeur �89 

I - -  e 2 iTra 

6 bis. Les remarques d u n  ~ pr6c~dent entrainent  cette cons6quence, im- 

portante pour nous, que l'expression (IO) admet la di//grentiation sous le signe f ,  
m$me lorsque la limite b est variable. I1 suffit de ne pas 6crire, dans la d6riv6e, 

le terme correspondant ~ cette variabilitY. Ainsi on a 

�9 b ' b r  O A  

( p + a ) ~  (b_x)p+a+Jdx 

C'est ce qui se voit hnmSdiatement sur la forme (i2) de l'int~grale (IO). 

La formule est  encore valable pour p ~ o: le second membre de cette for- 

mule donne a]ors la d~riv6e, par rapport s t, de l'int~grale (ordinaire) (ix), 

On remarquera que cette valeur est ~dgative, pour A > o, quoique la quantit~ sous le 
signe f soit positive. Autrement dit, c'est le terme compl~mentaire (9) qui donne son signe. 
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7. Quelques-unes des considdrations prdcddentes s'dtondraient ~ l'intdgrale 

b {': 
J(b--x)p 

a 

On ram~nerait celle-ci ~ ~tre finie par l 'addition des termes 

B(x) 
(b - -  x)p-1 + B~ (x) log (b - -  x). 

Mais, pour p >  i ,  on pourrait en ajoutant  ~ B(x) des termes en (b--x)a  -1, 

modifier le rdsultat d'une manidre arbitraire. Ce rdsul~at n'est done pas ddter- 

mind par la connaissance de l'intdgrale (I~), mais exige celle des termes ad- 

ditifs (15). 

I1 n'en est pas de mdme pour p ~ i .  Mais, par contre, le rdsultat obtenu 

n'est pas invariant par un changement de variable. Cette invarianee a, au con- 

taire, lieu pour a fractionnaire, ~ ainsi qu'il est 6vident sur l 'une ou  autre des 

deux ddfinitions donndes plus haut. Ceei n'empdche pas d'ailleurs 1'expression 

eorrespondant ~ p ~ I d'avoir son utilit6. C'est sous cette forme par exemple 

que se pr6sentent les ddrivdes secondes du potentiel spatial, ~ ou plutdt sons la 

forme analogue relative s une intdgrale multiple. 

8. Le eas des intdgrales multiples se ramdne, en effet, immddiatement au 

prdcddent. 

Soit une multiplicit6 T & n dimensions, dont u n  point est ddfini par les 

eoordonndes xl, x 2 , . . . a n ,  et dont l'616ment sera ddsign6 par dr,,, multiplicit4 

ddlimit6e par une frontidre a ddfinie par l'6quation 

1 ~(x~, x., . . . . .  x,) -~ o. 

Sur o, soient prises des coordonndes ~1, 22 . . . .  , )~-1, et par ehaque point 

de F ,  menons une ligne l, qui varie continfiment et n'est pas tangente ~ F .  En 

eonsiddrant ~ ,  ~ ,  . . . ,  s F eomme des coordonndes eurvilignes dont ]es n ~ i 

premidres restent constantes sur ehaque ligne l, l'61('ment & n dimensions dv~ 

pourra 6tre mis sous la forme 

(i7) KdX~ dX~ . , .  dL~_~ dF.  

1 I1 est clair, toutefois ,  qu'on suppose le changemen t  de variable rdgulier en b. 
2 Cette express ion est  aussi eu relation 6vidente avec la valeur principale de CAtchY. 



344 Jacques Hadamard. 

Soit maintenant l'int~grale 

(x8) / f ' " / A ( x " x ~ ' x " ) d ~ , , F p + a  . . . .  

que nous pourrons ~crire sous la forme 

Etendue ~ la portion d'espace h n dimensions d~limit~e par ]a fronti~re (I5), 

elle cease d'avoir un sens. 

La l~zrtie /inie 

/* A ' 

de eette int~grMe sera, par d6finition, 

I C 
(~9) - . . .  . / r ~ , + a  

n--1 

Les eoordonn~es eurvilignes ~ ,  42 . . . . .  F et, par consequent, la trans- 

formation (i8 r) ne pourront, en g~n~ral, ~tre employees que dans le voisinage de 
la frontigre. I1 y aura done lieu, en ggn~ral, de diviser le domaine T en deux par- 

tics, l 'une eentrale T1 oh l'intggrale s'~valuera ~ la mani~re ordinaire, l 'autre T~, 
eomprenant le voisinage de ~ off l'on adoptera l'expression (i8r). 

Nous obtenons la partie finie de l'intggrale simple suivant 1 en la prenant  
non plus depuis le point de d~part F = o de eette ligne, mais depuis un point. 

infiniment voisin F ~ h, et. ajoutant, un terme compl6mentaire 

B 
(I9') hp+a-1  

oh B es t  une fopetion r~guli~re de )~, )~ . . . . .  ~_~, h et, par consequent, de 

~ 1 ,  ~ 2 ~  �9 �9 "~ X n "  

h variera d'aillmtrs suivant une loi quelconque en fonction des eoordonndes 

~, sous la seule condition d 'etre partout  tr~s petit. Appelons a r la multiplieitd 

dderite par  le point F ~ h et qui devra tendre v e r s a  de mani~re que h tende 

uniformdment vers z6ro. 

La quantitd prdeddente (~9~), intdgrde par rapport  s its, ~, . . . .  , ~_~, donnera 

dvidemment une intdgrale n - - z  ~m .dtendue h la multiplicitd a ~, soit 



Thdorie du probl~me de Cauchy. 345 

( 2 0 )  ~ f " " ; i v ,  pBa_ l  dgl dg2 . . . dg,-1 
J J J 

G f 

et la va]eur de l 'expression (19) sera la limite vers laquelle tendra la somme de 
l'int6grale n~P le (18) et de l'int6grale n - - i u p  le (2o), limite qui sera ind6pendante 

de la loi suivant laquelle la surface a r tendra vers a. 

E]le sera dgalement ind6pendante du choix des eoordonn6es curvilignes 

A1, g2, . - - ,  et de celui des lignes l. 

Ce dernier point n'est pas une consdquence 6vidente de la mani~re dont 
nous avons obtenu le tcrme compldmentaire (20); mais il r6sulte immddiatement 

de la forme de ce terme. 

Choisissons, en effet, pour fixer les iddes, la multiplicit6 a r de mani~re que 

les rapports mutuels des valeurs de h tendent  vers des limites finies. Soit, par 

exemple, ~ la distance interceptde entre a e t a  r sur une ligne ddtermin6e quelconque 

(s6cante ~ a). Nous pouvons supposer que la position de a res t  exprim6e en 

fonction de ~ et cela de mani~re que h soit une fonction continue et ddrivable 

(jusqu's l 'ordre p) de )~1, g2 . . . . .  Xn-1, ~. 
Dans ces conditions, le terme (2o) est in / in i  d'ordre ]ractionnaire en ~, avec 

num6rateur r6gulier. D'apr~s les considdrations ddvelopp6es prdcddemment, cctto 

condition et celle de transformer l'int~grale (18) en une quantit6 finie ddterminent 

compl~tement ce terme, ou du moins le r6sultat obtenu en fin de compte: c'est ce 

que nous voulions dtablir. 

9. Dans le cas de p = i ,  on peut  aisdment dcrire le terme compl6mentaire 

sous une forme manifestement inddpendante des dldments arbitraires. En effet, 

pour F-----o, le nombre K est inddpendant du choix des lignes l: il est dgal h ]a 

valeur commune du rapport  

D(xl, z2 . . . . .  xn-1). ~)r 
D(~I, ~ . . . . .  ~_~) " ~Jx, 

et des rapports analogues. On peut, d~s lors, introduire l'dldment 

da~_l - Kds d ~  . . . d~_~ 

de la multiplicitd (16), et remarquer que cet 61dment, inddpendant, ~ son tour, 

du choix des param~tres ~ ,  s . . . ,  est enti~rement ddfini par  l'dgalit~ 

d an-~ d F ~ d v~ 

puis dcrire la partie finie cherchde sous la forme 
A c t a  m a t h d m a t i c a .  31. Imprim~i le 9 fdvrier 1908. 44 
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T 

oh il est entendu que l'on doit tout  d 'abord remplacer a par a' (en limitant Fin- 

t6grale nup TM s a') puis faire tendre a' v e r s a .  
On remarquera que, pour calculer la partie utile du second terme, il suffit 

de eonnaitre les valeurs de A sur la fronti~re a, comme s'il s'agissait d 'une 

int6grale ordinaire. Ceci n'a plus lieu pour p > ~. 

10. Enfin, il est essentiel de nous rappeler que tout  ee qui pr6c~de suppose 

v6rifi.6es les conditions suivantes: 

s ~ A admet des d6riv6es jusqu's l 'ordre p (ou jusqu'h l 'ordre p - - I ,  avec 

la condition de IJPSCmTZ); 

2 ~ a n 'admet pas de points singuliers aux environs desquels F soit d 'ordre 

sup6rieur au premier par rapport  ~ la distance du point (x~, x~, . . .  x,) ~ a. 

Les consid6rations prec6dentes s'6tendent cependant encore au cas off F est 

le produit  de deux facteurs F (~, I'(2), de mani6re que a se compose de deux 

parties a (~), d 2) s6cantes entre elles: c'est ce qui arriverait, par exemple, si T 

6tait un rectangle, F d6signant le produit  des quatre cStSs. 

Cela r6sulte de ce qu'on peut  encore ramener l'int6grale ~ 8tre finie en 

retranchant des termes compl6mentaires en 

M M M 
F(I) (p-{- a -  1) ' F(2) (p-}-a~ I) ' ~(1)(p-.[-a-1).~(2)(p-l.-a-1) 

(M d~signant des quantit6s r4guli~res) et la troisi~me cat~gorie de termes pos- 

s~de, comme les deux premieres, la propri~t~ de ne pouvoir rester finis pour 
toutes les valeurs infiniment petites de F (l~, F (21 sans 6tre nuls. 

La m6thode est, bien entendu, applicable si, l'aire d'int6gration 6rant un 

rectangle, /" repr6sente le produit  des premiers membres des ~quations de deux 
c6t~s opposes; et d'une mani~re g~n6rale, si la fronti~re se compose d'une partie 

a off F est nul et d 'une autre s o~ il est different de z~ro. 

I1 n'en est plus de m6me pour d'autres singularit6s de a. Nous serons oblig6s 
de traiter de telles singularit~s comme on traite les infinis de la quantit~ sous 

le s i g n e f  dans la th6orie classique, e'est ~ dire de les isoler tout  d 'abord par 

une fronti~re auxiliaire ~ et de rapprocher ind~finiment celle-ci de la singularitY. 

Les r6sultats mSmes auxquels nous parviendrons ainsi montreront qu'il 

n 'aurait  pas 6t6 l~gitime d'op6rer direetement. 
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11. I1 importe de pouvoir assigner une limite sup6rieure aux expressions 

que nous venons d'dtudier, eomme on le fair pour les int6grales ordinaires. S'il 

s'agit, d'abord, de l'integrale simple 

'J(b-- x)p+a 
a 

on obtiendra cette limite sup6rieure en retranchant de A les premiers termes de 

son d6veloppement de TAYLOR, eomme nous l 'avons expliqu6 plus haut. Si (A,) 

est une limite sup6rieure du module de la n - - i  ~m d6riv6e de A dans l'inter- 

valle (a, b), on a 

b 
j "  dz ]a (a) l IAr(a)] I A ( ~  1) I 

(22) KIll<(Ae) (b=x)a+(b--a)p+a-l + (b__a)p+a-2 + "'" + ( b - a )  a 
a 

K 6tant un coefficient num6rique qui d6pend exclusivement du nombre p. 

I1 pourra, 6videmment, y avoir lieu de n'appliquer la transformation que 

dans une partie de l'intervalle d'int6gration. 
' ' 1 mtegrale multiple C'est ce que l'on fera, en general, dans le cas de '" ' 

.8, 7 
On 6valuera g la mani~re ordinaire l'int6grale relative g la partie du do- 

maine que nous avons appel6e T~. Dans T2, on partira de l 'exprcssion (22). 

D'apr~s ce que nous venons de trouver, le r6sultat ainsi obtenu sera de la forme 

(23) L[(Ao)+. . .  + ( A j , ) ] f . - ; ~ a a  d r , , +  L' (Ao! + : " +  (Ap+l) 0, 
�9 ( ~ , ) p + a - -  1 

T2 Tt 

oh (A~) est le maximum du module des d6riv~es partielles d'or~e n de la fonc- 

tion A dans T2, (F), le minimum du module de F sur ~t; L, L r des quantit6~ 

d~pendant de F et du ehoix des lignes I. 

I1 serait 6videmment d6sirable de pr6ciser eette formule en donnant  des 

expressions de L,  L'. Telle qu'elle est, elle suffira pour les applications que nous 

nous proposons d'en faire. 

12. Non seulement la d6finition de notre symbole suppose l'existence des 

d6riv6es de A, mais, comme on le voit, sa valeur n'est limit6e qu'en fonction de 

0es d6riv6es, De fait, fl est facile d'indiquer des expressions de cette nature qui 
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348 Jacques Hadamard. 

prennent  des valeurs aussi grandes qu'on le veut quoique A reste toujours fini. 

borner au eas des int6grales simples - -  de prendre la 

(24) I = 'JXP+a dz 
o 

,u 6tant un hombre positif tr~s grand et ] une fonction finie quelque grand 

que soit x. En faisant le ehangement de variable ttx =-z, on voit imm6diate- 

meat  qu'on aura l'6galit6 asymptotique 

(25) I=gP+a- l  I1 

[ 
I, = , !  ZV+a 

0 

Si done 11 est diffdrent de z6ro, I augmentera ind6finiment eomme itp+~-l. 
C'est ee qui arrivera en particulier si les p premieres d6riv6es de ] eonservent 

ehaeune un signe constant depuis z =  o jusqu'k z =  o0 et sont nulles ~ l'infini; 
on aura alors: 

(-- i )p  ;" /Cp~z . I, = ( ~ + ~ ) : - - ( g - + V - - ~ ) J  Z~ az .  
0 

18. Nous aurons ~ envisager, au point de rue  qui pr6e~de, l'int~grale 

iz' dz - -  a)" +�89 

Prenons-la d'abord entre +l/-a et le nombre fixe z~ > Va. Pour n = o ,  on a 

K~t 

f dz +V~--a �9 ~ a  ]~ I/a - = ~ � 8 9  + P ( a ) ,  

V~ 

oi~ 

(26) I r 

07) -d--z_ (-- ~)" ~ + v(�89 d" 
zg--a) n+�89 2nGn a n F(n + �89 da ---nP(a)' 

Va 

est une s6rie enti~re par rapport k a. 

On en d6duit, par diff6rentiation, 
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C~ d6signant le coefficient num6rique 

�89 ( n - -  �89 r ( n  + �89 
( 2 s )  C, ,  = " '"  = �9 

~.2 . . .  n r(�89 + ~) 
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Pour z~ ~ co, le dernier terme disparalt  (en vertu de l'6galit6 (26))dans 
le second membre de la formule (27). On a done 

(29) 

(27') 

Z - - a )  n+�89 2 n C n  a n 
Va 

Nous devrons 6galement noter la valeur de l'int6grale pour n < o, soit 

f dz(z ~ -  a)"'-�89 = ( -  i).'-1 z Cn, a'*'loga + P(a) ,  

C~ d6signant le mSme coefficient num6rique que pr6c~demment. 

Mais les formules relatives au eas off les limites s e n t -  V~a, + Va sent sp6- 
cialement importantes pour la suite. 

L ' intggrale 

+ ~  
(3o) / dz 

- ga 
est nulle. 

L ' int~grale 
+ ~  

f dz(z * - a P  '-1 z, 
- V a  

est dgale d z A ,  A dgsignant le coe//icient de log a dana l'expression (27 r) soit 

+ ~  
f *  

(3o') ~ dz(z~--a) "-1 ~ z  ~ (-- i).'-1 ~O,,,a'. 
, /  2 

- g ;  

Ces r6sultats se vSrifient directement sans difficultY, mais on les obtient 

imm6diatement en observant que les int6grales que nous venons d'6crire peuvent, 

au faeteur 2i  pr6s, ~tre eonsid6r6es oomme les p6riodes des pr6c6dentes, dues 
au p61e z-~ ~ .  
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13 bis. Consid6rons la quadrique ~ n dimensions 

(3I) X, + X ,  + + = I  �9 "" X;t--1 ~ X ~  

analogue h l'hyperboloMe h une nappe, et le volume (s n dimensions) compris 

entre eette quadrique et le c6ne asymptote 

2 $ 2 (3z) x, + x ,  + x~ o. �9 " " X n - - 1  - -  

Posons 

r = V~T] "4- X~ " ' '  -~  X~t--1 = X n  o 
z 

Cette 6quation, pour chaque valeur de z repr6sente un c6ne. 

volume compris 

(3I) est 

L'616ment de 

entre ce c6ne, le c6ne analogue infiniment voisin et la surface 

12n_~ d6signant Ia surface 

dimensions. 

z ~ - 2  dz 
n-2nrndz n V ( i _ z l ) n  

de l 'hypersph~re de rayon i dans l'espace s n - - I  

Cette quantit~ est ~gale h z (F(~)" - I ,  c'est h dire (pour n impair) 
ri 2) 

n--1 
2 

2 - - "  

L'intSgrale de la diff6rentielle pr~c~dente, prise entre - - i  et -~-I, est in- 

finie; mais, pour n impair (seul cas qui nous int~resse) 8a pattie linie est nulle, 
ainsi que nous venons de le constater. 

Prenons, au contraire, la quadrique 

x 1 + x, + ..- + x'~-i - -x~ ---- - -  x 

qui, pour n = 3 ,  donne l 'hyperboloide ~ deux nappes. Consid6rons encore le 

volume eompris entre la nappe qui correspond h xn > o e t  le cone asymptote (3z). 

Ce volume sera repr6sent~ par l'int~grale 

t~,,_2 [" dz 

que nous devrons prendre entre I et + oo. S i n  est impair et 6gal k 2n I + I ,  

l'expression ainsi obtenue a une partie finie, qui est ~gale 

2 ~'b I + I 2 n I O n  I " 
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Par  exemple, pour l 'hyperboloide ~ deux nappes ordinaire, il vient 

3 ~ - -  i ) ~  3 
1 

Si l 'hyperboloide ~ deux nappes est donn6 sous la forme 

g (x~,  x~ . . . . .  x , , )  = -  I 

(H 6tant une forme quadratique h u n  earr6 positif et n - -  i = 2 nl earr6s n6gatifs) 

notre r6sultat devra 6videmment ~tre divis6 par + VD, D 6tant le diseriminant 
de H .  

Le signe de la partie finie ehereh6e d6pend, on le voit, de la parit6 de n - - I .  
2 

14. Notons enfin que ce qui a 6t6 dit au n ~ 6 bis, sur la diff6rentiation 

sous le signe f ,  s'6tend 6videmment aux intdgrales multiples, en ver tu de la 

formule (19) qui sert de d6finition aux parties finies de ees int6grales. 

Si la fonction ~ int6grer est infinie (d'ordre fractionnaire)sur route la limite 

d'int6gration, aucun terme eorrespondant ~ la variabilit6 de cette ]imite ne devra 
6tre inscrit. Dans le cas contraire, on devra tenir eompte (s'il y a lieu) de la 

variation d 'une portion de la fronti~re, celle off la quantit6 sous le s i g n e f  reste 
finie. 

III.  Equations ~ un nombre impair de variables. 

15. Ces principes 6rant rappel6s, nous pouvons aborder l '6tude du pro- 

bl6me de CAUCHY relatif ~ l '6quation 

(E) F ( u )  = l ( x , ,  x2 . . . .  , x , , ) .  

D'apr6s ce qui pr6e6de, i l  est h pr6voir que nous aurons ~ distinguer le 

eas de n pa i r  de celui de n impair. Nous eommencerons par ce dernier. 

La solution fondamentale est alors unique. 

Elle ne contient pas de terme logarithmique, mais un d6nominateur irra- 

tionnel. 

Nous a u r o n s  d'ailleurs surtout  ~ eonsid6rer, non la solution fondamentale 

de l '6quation propos6e, mais celle de l '4quation adjointe 

(E,)  G (v) = o: 
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cette solution sera de forme enti6rement semblable h la pr$c~dente, savoir 

v 
( 3 3 )  v = v ( x / a )  = r"---~,-~ ' 

pour n-----2n 1~- I .  

F est toujours le carr6 de la distance g~od~sique des deux points (x~, x2,..., x,), 

(a~, a2 . . . .  , a,) et V, une fonction holomorphe des 2 n coordonn~es de ces deux 

points, prenant, lorsque ceux-ci coincident, la valeur /-~--. 
V9 

Nous supposons que l'~quation considtr~e appart ient  au type  hyperbolique 

et, plus sp~cialement~ h ce que nous apellerons le type  hyperbolique normal, 

celui off la forme quadratique 

A ~ 2 a i k ~ i ~ k  

a tous ses carr~s de m~me signe ~ l'exception d'un seul. Le conoide carac- 

t~ristique se compose alors de deux nappes distinctes ~ et divise l'espace en trois 

r~gions, deux int~ricures ~ chacune des nappes, la troisi~me ext~rieure. On peut  

toujours admettre (en changeant au besoin tous les  signes dans l'~quation donn~e) 

que F est positif lorsque chacun des points dont il d~pend est int~rieur au 

conoide caract~ristique issu de l 'autre:  ceci revient ~ dire que A comprend un 

carr~ positif et n - - i  carr~s n~gatifs. 

Le probl~me de CAUCHY consiste s d~terminer une intSgrale u de l'~quation 

(E), connaissant les valeurs de u et celles de ses d~riv~es premieres - -  il suffit 
de se donner la d~riv~e conormale - -  le long d'une certaine multiplicit~ n - - I  upxe S. 

Nous supposerons essentiellement, en ce moment, qu'il s'agit du probl~me 

intgrieur, c'est ~ dire que la multiplicit~ S ne coupe qu'une nappe du conoide 

caract6ristique F ayant  pour sommet un point quelconque 0 (at, a 2 , . . . ,  an) 

et que cette nappe d~limi~e sur elle une portion ferrule en tous sens inttr ieure h 
la nappe en question. C'est ce qui arrivera (du moins rant que le point 0 reste 

dans une certaine r~gion voisine de S,  h laquelle nous nous limiterons), si le 

plan tangent h S e n  chacun de ses points est ext~rieur au e6ne caraet~ristique 

ayant  pour sommet ce point, et clans ce cas seulemen~. 
Cette circonstanee ne peut  pas se presenter pour des cas hyperboliques 

autres que le cas hyperbolique normal: alors tout  plan passant par le sommet 

d 'un e6ne caract4ristique coupe ce c6ne suivant une infinit$ de g~n~ratriccs 

x Covx.os, Th~se, Paris, Herrman, x9o2, p. 30. 
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Les ~quations appartenant  aux types hyperboliques non normaux n 'admet tent  
donc point de probl~mes int~rieurs. 

Nous constaterons q u e c e  probl~me int~rieur est toujours possible (e t d6- 
terrain6) sans autres conditions impos6es aux donn6es que certaines conditions 

simples de d6rivabilit6 (on particulier sans qu'il soit ndcessaire de supposer ces 
donn~es analytiques). Au contraire, lorsqu'il est ext6rieur - - e t ,  par cons6quent, 

dans t ous l e s  cas lorsque l'dquation appartient au type elliptique ou s un type 
hyperbolique non proprement dit ~ le problbme de CAUCHY cesse d 'etre  pos- 
sible en g6n6ral. 

16. Soit done donn6e la multiplicit6 S, en chaque point de laqueUe on 
donne la valour de u, int6grale de l'6quation (E) et cel leet  sa d6rivde conorma]e; 

et soit O(a~, a2 . . . . .  a~) un point de l'espace b~ n dimensions oh nous voulons 
calculer la valeur de u. Le cono~de caraet6ristique F de sommet O est suppos6 
eouper S suivant une multiplicit6 n ~  2uv le fermde qui ddlimite une portion So de 
S int6rieur s F.  I1 d61imite, d 'autre part, avee 8 une portion d6termin6e T de 

l'espace ~ n dimensions, cello qui est ~ la fois intdrieure ~ F et situ6e du m6me 
c8t6 de S que le point O. 

Nous appliquerons la formule fondamentale {I) 
dans le domaine T s l ' ineonnue u et ~t la solution 

fondamentale v(M, 0) de l'6quation adjointe qui 
est singulibre en 0.  

quantit6 v]=-~zV-2-~ est infinie sur une La 

partie de la frontibre, s savoir le eono~de F .  Elle 
est infinie d'ordre fraetionnaire n , -  �89 L'int6grale 
n ~r~e qui porte sur cette quantit6 relive done (sauf 

pour nl = i ,  e. s d. n = 3 )  des consid6rations d6- 
velopp6es darts ee qui pr6c~de. 

Mais il y a exception pour le voisinage du 
point O, oh F est infiuiment petit d'ordre z et 

S 

Fig. 4. 

non d'ordre I .  ~Tous devrons donc op6rer comme on le fait dans le cas des 
int6grales multiples ordinaires et retrancher  du domaine d'int6gration tout  le 
voisinage du point O, par une pe t i t e  surface ~ (fig. 4)'  entourant  ce point, telle 
qu'une petite sphere de centre O. 

1 La figure 4 est  suppos6o obtenue en coupant  cello que l 'on a h consid6rer (laquelle est 
n dimensions)  par  un plan ~ deux d imens ions  mend par le po in t  0 .  

Acta mathematlca. 81. Imprim~ le 10 mars 1908. 45 
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Soit T ~ ce qui reste de T apr~s qu'on a enlev6 tout  ce qui est intSrieur h ~. 

La formule f o n d a m e n t a l e  

f / . . f  ) j : . f (  . ) (34) �9 v /  d x l  dx2 . . .  dx,~ + �9 v - ~  - -  u ~-~ + L u v  d S  = o 

va 6tre appliqu6e dans le domaine T t, avec la convention de prendre la partie 

finie du premier membre, par suppression des infinis fractionnaires en F .  On 

devra donc 
i ~ Prendre la pattie finie de la premiere int6grale (34) (int6grale n uple 

relative h T~); 
2 ~ Prendre de m~me la partie finie de l'int6grale n - - I  uple relative h la 

multiplicit6 donn6e S. Le terme eompl6mentaire sera une int6grale n -  2up1% prise 

(~ la limite) suivant ~,, intersection de S avec .F; 
3 ~ S u p p r i m e r  l ' intggrale relat ive d la /ront i~re F ,  cette int6grale 6tant infinie 

d'ordre fractionnaire. Cette m6me int6grale s'61imine dans la m6thode de KmCH- 

HOFF, paree quelle s'int~gre exactement, et dans celle de M. VOLT~aRA, paree 

qu'elle est identiquement nulle. Le m6me fair se produit  ici, comme on le voit, 

par un m6eanisme diff6rent. 
4 ~ Restera enfin l ' in~grale relative ~ ~,  dont  nous devrons (comme sur S) 

prendre la partie finie. Nous avons ~ voir ce que devient cette quantit6 lorsque 

2 tend vers Ie point O. 
Menons, par ce point, des g6od6siques (d~finies par les 6quations diff~ren- 

tieUes (2)) int6rieures ~ F ,  et qui d6pendent de n - - I  param~tres ~ ,  ~.2, . . . ,  ~,-1, 
pendant  que, sur chacune d'elles, un point quelconque sera d6fini par la variable 

s d u n  ~ 2. s aura, en chaque point de ~,  une valeur d6termin6e (infiniment 

petite), fonction de ~ ,  X2 . . . .  , ~,-1. L'int6grale 

Iff f( ) ) d u  ~ +  L u V  
(35) .... v ~-~ + L u v  d S  . . . .  , ,-2 d 8  

2 2 F T  

tendra vers z6ro. I~s  quantit~s 

~ i  d S  = + D (x, ,  x~ . . . . .  xv-~, xi+~ . . . . .  x . )  dZ~ dZ~ d ~ _ x  
D(Zt, Z~, . . . ,  k~-~) " '"  

qui figurent au num~rateur sous le signe f . . . f ,  sont en effet, de l 'ordre de s ~-~, 

au lieu que le d6nominateur 

~--2 ~--2 

F -~-  ~ , ' ~  H - i -  (x'~, x,.; . . . ,  x~,,) 

oh x~i ds ] ne contient que s'~-~ en faeteur. Le coefficient de 
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i 

X t H 2 ( 1, ;~t2, ' ' ' ~  Xrn) 

est donc de l'ordre de s e t  il en est de m6me de ses d~riv6es des divers ordres 

par rappart  s g~, ~2 . . . .  , g~-l. Dans ces conditions, l'6valuation obtenue au n ~ H 

montre ~ que l'int~grale (35) est 6galement de l 'ordre de 8. 

Ceci s'applique encore, dans le terme 

-ff 
la partie 

f f -udv n - - 2  
tl F 

non diff6renti6e par rapport ~ F.  

17. Prenons enfin la partie restante 

I f f f ver + n--2 ... _ _ d r d s = + n ~ 2  
n 

2 F~ 2 

f f f � 8 9  OA Oxi o:wl 

F* 

- -  - -  . d S  

On a (toujours avec los notations du n o ~) 

OF 
O zl -~ 2 8pl 

et, par cons6quent, 

~ OF OA 2s~  OA OA dx~ 
�9 . . . .  Ox, , op,  

Mais, si nous nous reportons ~ l'expression de zid8 6crite plus haut, nous 

voyons que le coefficient de 4 s (multipli6 par dS) n'est autre qu'un d6veloppe- 
ment du d6terminant 

dxl  dx2 d x .  

ds d~ d, 
Oxt Ox2 O x .  

O ~ 1 O ~t I 8 ~ l 
. . . .  ~ . . . .  

Oxl  Ox2 Oxn 

1 Not re  r a i s o n n e m e n t  suppose  n 6 a n m o i n s  que  la su r face  2 es t  r6gul i~re  e t  que  les  d6ri- 
v6es  ( jusqu'~ un  o rd re  s u f f i s a m e n t  ~lev~) de  s pa r  r a p p o r t  a u x  ,t son t  du  m ~ m e  o rd re  que  s. 
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les g 6rant pris dans un ordre tel que le d6terminant soit positif, puisque la 

direction des s croissants s'61oigne de O et p6n~tre dans le domaine T'. 

Toutes les lignes du ddterminant prdc6dent, ~ l 'exception de la premibre, 

contiennent , en facteur, 1 de sorte que la quantit6 sous le signe f . . . f  (pour 

des valeurs d6termin6es des ~.) reste finie quand s tend vers z6ro. 

On a d 'autre part, sensiblement 

I I 
It V =  ~ u ( ~ t l ,  a~ , . . . , a n )  = ~ - ~  ~t 0 

le mot sensiblement ayant  un sens un peu diffdrent de celui qu'fl a ordinaire- 

ment en pareil cas, et voulant dire que les quantit6s n6glig6es ainsi que leurs 
ddriv&s par ravp(rrt aux ~ (jusqu'~ l'ordre nl) sont tr~s petites. 

d x i  
Toujours au meme point de rue,  nous pouvons remplacer les ~ par les 

valeurs x'~ qu'ils ont  ~ l'origine, et  les d6riv~es ~ par  s ~ : nous avons donc 

finalement l'expression 

X t l  ~[~t I ~ Z ~ t n  

0Xtl axe2..0xret 
. ,  

2 d~l . . .  d ~ - I  
. . . .  ~ o . . 

f ..,, . 
2 O)n--1 Oa,v--1 

(36) V J  " "" 

H - ~ & , , . . . ,  s  

L'int6grale qui est multipli6e par 

volume de l 'hyperboloide k deux nappes 

( - - ~ ) u  o est en rapport  direct avec le 

(37) H ( x l - - a L ,  x , - - 3 3  . . . . .  x , , - - a , )  ~ ~ z,  

de l'espace ~ n dimensions. 

Comme on le voit ais6ment, elle est 6gale ~ n lois la pattie finie du volume 

compris entre une nappe de l'hyperbolo~de (37) et  son c6ne asymptote. Cette 

partie finie a 6t6 calcul6e plus haut  (n o z3 bis), nous l 'avons trouv6e 6gale (pour 
n----2n~ + I) 

Chaque 616ment contient, il est vrai, outre une partie proportionnelle k s, une partie 
qui contient les d6riv6es de cette quantit6 par rapport aux 2. 
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S~2.,-1(-- I)"~ I 
2 n, (2 n, + ~) C.," V ~ '  

3 5 7  

D 6rant le discriminant de H.  L'int6grale suivant 2[ a done (en vertu de 
l'6galite D d  = i) la valeur ]imite 

( - -  I)"a~-~2"2--1 . ( 2 n l - -  I)U O ",, ~r~2"1-1 
Z n, O,~ = ( -  x} -O-s Uo = ( - -  I)"~. 2 ~ , , , - ~ .  uo 

et /a valeur chemhde de Uo est donnde par la /ormule 

(38) (--  I ) "  . ~:~2, , , -2  . Uo = ( - -  x ) " , ' e 2 " - a  Uo =--[ff...Tvldxt dx2...dx.+ 

I 
Pour n ~ 3 ( n , =  x), le coefficient de u o e s t - - ~ - C ~ = - - 2 : ~ .  

18. D'apr6s ce qui pr6c6de, la premi6re int6grale (int6grale nUp ~) doit avoir 
un sens du moins si en faisant tendre ff vers ]e point 0 ,  on s'impose la restric- 
tion mentionn6e dans la note de la page 355. On peut metgre ce fair en 6vidence, 
et m6me montrer  que ]a restriction impos6e h ~ est inutile, en adoptant  le 
syst6me des coordonn6es curvilignes ;~1, )~2 . . . . .  )L~-I, 8: on aura 

�9 - vldx, dx.= tff./ 
. . . .  " - ~  f f ( ~ , ,  L . - -  . .  d;~, . . .  d~_,da. 

8n--2 f~f 2 

D(x~, x2 . . . .  , xn) eontient s n'-I en facteur e t  Or le d6terminant fonetionnel D(~t, ~2, -, ~) 

par consequent la quantit6 sous It signe f f . . . f  ne eontient plus que Fin- 
fini fractionnaire 

I 

H- T- x l ~ a i ,  x 2 ~ a 2 ,  . . . ,  Xn--an 
8 8 S" 

19. Le signe qui figure au premier membre de la formule (38) appelle queb 
ques remarques. 

Bornons nous, pour simplifier, au cas de l'6quation sans second membre, 
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soit ] ~  o. Supposons le point O situ~ au voisinage de S: alors c'est mani- 

dv festement le terme u ~ ,  ou, plus sp~cialement, ]a partie 

Vdr dx, 
u ~ z i  ds  T t - - 2  d o  

2 " ( n - - 2 ) u V 8  

F ~ F* 

de ce terme, qui donne son signe ~ la quantit~ ClUe l'on doit int~grer le long 

de S. Ce signe est celui de u, ear les zi  d~signant les param~tres directeurs de 

la normale ~ S int~rieure ~ T ,  c'est ~ dire de celle qui est dirig~e du cSt~ ot~ est 

dx i  
O, la somme Z~ Z~-d-8 est negative. 

Si donc nous avions affaire ~ une int~grale ordinaire, elle aurait le signe de 

u sur S (en supposant ec signe constant). Mais ici l'int~grale n ~  x*p ~e est me- 

difi~e par une int~grale compl~mentaire n--2*p ~, n~eessairement de signe con- 
traire. 

Or le premier membre doit avoir forc~ment le m~me signe que les valeurs 

de u sur S, si nous continuons ~ supposer le point 0 voisin de S. 

Donc pour les valeurs paires de n,, c'est A dire pour n ~ 5, 9, I3 . . . . .  c'est 

l'intdgrale n - - IuP  le qui donne son signe; mais pour n, impair, c'est ~ dire ~our 

n ~ 3, 7, . . . ,  c'est, au contraire le terme compl~mentaire qui l'emporte. 

du  
Prenons le cas particulier o5 les valeurs donn~es de u ct de ~-~, nulles en 

g~n~ral sur S, sent  seulement diff~rentes de z~ro dans une certaine r~gion R de 
S, et off le point .O est tel que le concede issu de ce point comprenne la r~gion 

R enti~rement A son int~rieur (sans la toucher). Nous avons alors ce que, dans 

un travail precedent, ~ j 'ai appel~ l'intdgrale rdsiduelle. 

Dans ce eas, le terme compl4mentaire est nul. Donc si u est positi], l'intd- 

grale r~siduelle est positive pour les dquations d 4 P + ~ variables, mais ndgative pour 

les dquations ~ 4P + ~ var/ab/es, relic que l'dquation des ondes cyiindriques. I1 en 

est du moins ainsi rant que le point consid~rd est assez voisin de S et que les 

du  
valeurs donn~es de ~ ne sent pas trop grandes par rapport  k ceUes de u. 

20. Les formules pr~c~,dentes s'~tendent, comme fl est bien connu, '  au cas 
oh la fronti~re S est form~e de portions de caract~ristiques, pourvu que, comme 

1 B u l l e t i n  de  la Soc. Math. de Fr. xgoo. 
Voir d'kD~uAa, C. R. Ac, Sc. H f~vrier Igol; CovLos Th~se p.  53 et suiv. 
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pr~.c~demment elle d61imite compl~tement, avec une nappe de F ,  une portion 

d'espace T int6rieure ~ cette nappe. 
De plus, la conormale ~ 6/ est, dans ce cas, t angen~  h ~q, de sorte que les 

d6riv6es conormales sent des d6riv~es prises sur S elle m~me. 1 La formule ne 

fait donc inter venir que les valeurs de u (et non plus de ses d&iv6es) sur la 

mu]tiplicit6 en ~question. Un solution de l '6quation est ainsi d&ermin6e par les 

valeurs qu'elle prend sur une fronti~,re form6e de caract~ristiques. 

21. Prenons, pour S, une nappe de conoide caract6ristique F1 de sommet 

O1 et dispos6e de mani~re s d61imiter avec F u n  domaine T; pour u, la solution 

de l'6quation propos6e priv~e de second membre 

F ( u )  = o 

anMogue h v, c'est h dire celle qui est singuli~re en 0~ et qui est, autour  de ce 

point, de l 'ordre de 

I I 
n - - 2  

VJo,  F1 ~ -  

Si nous int6grons dans T,  les termes relatffs aux fronti~res F ,  F~ dispa- 

ra l t ront  encore. Aucune modification ne sera apport6e h cette conclusion par  

la prdsenee de l 'intersection de F et de F1, grs s ce qui a 6t6 &abli au n ~ Io. 
Nous aurons done uniquement, comme dans ce qui pr6c~de, h isoler les points 

O et O~ "et il viendra 

(39) uo = vo,. 

C!est la relation d'dchange, tout  analogue g cefle qui ~ lieu pour la fonction 

de RIEMAI~II~ dans l '6quation hyperbolique g deux variables, ~ ou g la sym6trie 

de la fonction de GREEN dans la th6orie du potentiel. EIIo a lieu, comme on 

voit, moyennant  la pr6caution que nous avons prise de diviser par  VYoo la 

solution singuli~re en O. 

Grgce h la relation (39) nous voyons que la fonction v, considdrde comme 

]onction du point 0 et xt, x ~ , . . . ,  x~ &ant  fixes, est une solution de l '6quation 

propos6e suppos6e priv6e de second membre. 

i D'A])n~XR, C. R. Ac. Sc. loc. cit. 
Voir D•RBOUX, Leqons sur la th~orie des surfaces, tome II. 
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IV. Synth~se de la solution pr~e~dente. Probl~me ext~rieur. .  

22. Nous montrerons bri~vement que la solution obtenue dans ce qui pre- 
cede v6rifie bien Ies conditions du probI~me (du moins moyenn~nt la rSgularit~ 
des donn~es). 

Pour r~quation des ondes eylindriques (solution de M. VOLTERRA)~ eette 
d~monstration a ~t~ faite par M. d'ADH*.MAR. 1 Toute fois, M. d 'ADH~AR n'a 
~lueid~ ]a question qu'en ce qui coneerne les conditions aux limites, e t a  laiss~ 
de c6t$ l'~quation el]e-m~me, le ealcul des dSrivSes seeondes paraissant presenter 

de grandes difficult~s. 
La v~rification de l'~quation aux d~riv~es partielles est au contraire, par- 

tieuli~remeut simple dans notre mani~re de proe~der. 
Elle est immediate pour l'~quation sans second membre, c'est ~ dire quand 

l'expression (38) de (--i)n,z.o.2,~,_eUo se r~duit s son second terme. Nous savons, 
en effet {n o I4) que, pour diff~rentier celui-ei par rapport aux a, fl suffit de dif- 

f~rentier sous le signe ~ . . . f .  Or la quantit~ ~ int~grer ne eontient les a que 

par le facteur v, lequel est (n o pr~e6dent) solution de l'~quation sans second 

membre. 
Soit maintenant  ] ~ o. Nous n'avons plus ~ nous oecuper que de l'int~- 

grale nUp ~e 

(40) --~fl;'" fvldx, dx~...dx~. 
r 

Nous lui appliquerons des m~thodes routes semblables ~ celles de la th~orie 

classique du potentiel. 
Pour diff~rentier une premiere fois cette in~grale  par rapport  ~ l 'une des 

coordonnSes a, il suffit de diff~rentier sous le s i g n e f . . ,  f .  En effet, l'intSgrale 
ainsi obtenue 

(4 I) --If ...!'.~]dx, ...dx,, 

a un sens, c'est s dire qu'en isolant le point. 0 par une surface voisine ~ (corn- 
parer la fig. sch~matique 4) on a une int~grale qui tend vers une limite d~termin~ 

1 Bull. Soc. Math. Fr. I9O~, p. I9O et Th~se, Paris, I9O4. 
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quand Z tend vers le point 0 suivant une loi queleonque. C'est ce qu'on volt 

en suivant la m6me marche qu'au n ~ I8. Mais de plus, l'int6grale pr6e6dente est 

uniform6ment convergente, c'est ~ dire que l 'erreur commise en substi tuant lo 

domaine d'int6gration T' (fig. 4) h T a une limite sup6rieure qu'on peut  assigner 

sans connaitre le point O, pourvu qu'on le saehe suffisamment voisin de Z .  

Done, d'apr~s un raisonnement biea eonnu, rint6grale (4I) est la d6riv6e 
de (4o), m6me dans le domaine T.  

Pour diff6rentier une seeonde lois, on eonsid6rera ~ nouveau la surface 2 ,  

qui d6compose le domaine d'int6gration en deux parties, l'une T' comprise entre 
S e t  :~, l 'autre T rt comprise entre ~ et O. 

Dans T r, on diff6rentiera direetement sous le signe ~ f . . . f .  

Dans T ' ,  on 6crira 

~]v ( O~ Ov ) Ov 

La quantit6 ~ + ~-~ donne lieu ~ une int~grale qu'on pent diff~rentier 

sous le signe f . . . f  en appliqu~nt les raisonnements du no ~8. Cela t ient  k ce 

que les termes du moindre degr6 de F ne eontiennent que les combinaisons 

Quant h l'int6gr.ale 

xl--al~ x2--a~, ..., x,--an. 

on la transformers par  la formule de GREEN 1 en 

T', 2' 

z~ grant, comme pr6c6demment, un cosinus directeur de la normale s ~ dirigge 

.vers l'intgrieur de T r (donc vers l 'extgrieur de T').  

1 Cette  formute,  d e n t  la  d~mons t r a t i on  repose sur  la ddcomposi t ion  de l ' in t~gra t ion  mul- 
t iple  en  in tdgra t ions  simples,  n ' e s t  d i r e c t e m e n t  applicable qu'~ des domaines  tels  que T t, e t  en  
supposant  la d i rec t ion  de l 'axe des x i in t~r ieure  au cone caract~ris t ique (comparer  plus loin, 
n~s 3o, 3I). Mais on peu t  chois i r  les axes  coordonn~es  de mani~re  ~ v~rif ier  cet te  dern i~re  condi- 
t ion  et, d 'au t re  part ,  l ' in t~grale  n - I  uple pr ise  sur  2" t e n d a n t  ici vers  z~ro, la fo rmule  s '~ tend 
h des domaines  tels  que que T, donc ~ T ' .  

A d s  mathemaliva. 81. Imprimd le 10 mars 1908. 46 
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La diff4rentiation sous les signes f : . . f  n'offre plus maintenant  de diffi- 

cultY, et l'on a 

 ja, Oa lj'. I f ... ;l., ,dOa:dS R 
T T I 

(R 4tant une int~grale nup le prise dans T"); ou, encore, en faisant tendre ~ vers 

le point O ,  

~" ~J~v �9 t]' If...i�9 dx,, lim I - - I ) " - , ~ [ d x ,  dxn+lJ'...i'/Jri~dS } 
O a i O a k  " " " - -  " ""  " " " t a k  

T T' 

Le r6sultat de substitution de l'expression (4 o) dans le polyn6me diff4ren- 

tiel F est d~s lors 

lim . . .  / a i k  ~ ' l : i ~ -  a ~  
tl a k  

i, k 
2 

limite tout analogue ~ h eelle de la quantit6 (36) d u n  ~ x7, ~ laquelle on la ram~ne 

sans difficult6. 

23. Venons enfin aux conditions h la fronti~re. 

Celle qui est relative ~ la valeur de u sur S do i t  fitre consid6r6e eomme 

v6rifi4e par les ealeuls des n ~ I6 et 17 (off la surface d~sign4e par 2 n'est autre 

que S). Rien en effet, dans ee qui a 6t4 expos6 en eet endroit ne suppose le 
point O fixe. 

La condition relative ~ la d4riv6e eonormale serait sans doute un peu plus 

malais6e & vdrifier direetement. Mais e]le est eertainement remplie lorsque S e t  

la distribution des donn6es sur cette surface sont analytiques et r6guli~res (puis- 

que les th6or~mes g6n4raux nous enseignent 5 p r i o r i  l'existence d'une solution). 

Or on peut 6videmment remplaeer S par une autre surface S ~ ayant  avec 

la premiere un contact d 'un certain ordre au point consid6r6 A, et les donn6es 

par d'autres 4galement tangentes aux premieres en ce m6me point. I1 suffit, 

pour cela, que ees donn4es et les eoordonn4es de S soient d4rivables jusqu's 

l 'ordre qui suit celui que l'on doit obtenir. Or on verra ais6ment que, si ee der- 

Ov ~v 
1 Les deux express ions  ne  d i f ferent  que par  le c h a n g e m e n t  de ~ en ~ et  par  ce fa i t  

que les va leurs  des a2k sont  prises,  dans  un  cas, au po in t  (x,,  x 2 , . . . ,  x , ) ,  dan~ l 'aut re  au po in t  

(a l ,  a a , . . . , a n ) .  
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nier  eat suff isamment  61ev6, on n 'a l t~re  pas ainsi la va leur  de la d6riv6e conor-  

male en A. 1 

24. Dans le cam off la f ront ibre  S est caract6ris t ique,  nos formules  font  

conna l t r e  la fonct ion cherch6e u ~ l 'aide des valeurs  de u seul sur ce t te  f ront i~re  

(jointes, bien en tendu ,  aux  valeurs  de / si I '6quat ion est s second membre) .  

I1 reste  s mon t r e r  que les valeurs  ainsi obtenues  sat isfont  bien ~ la condi- 

t ion aux  limites (l'6,quation aux  d6riv6es partielles s '6tablissant  comme dans ]e 

cas de la f ront i6re  non caract6rist ique).  

Cette d6monst ra t ion  pr6sentera i t  des difficult6s particuli6res,  si 1'on ne 

voulai t  adop te r  aucune  hypoth~se  res t r ic t ive  sur  ]a forme de S. Cette fronti~re,  

qui  ne pcu t  pas, ici, fitre form6e d 'une  seule surface r6guli~re, peu t  en effet, 

soit  comprendre  plusieurs por t ions  de caract6ris t iques s6cantes en t re  elles, soit 

pr6senter  des singulari t6s,  lesquelles p eu v en t  6tre de na tures  trbs diverses. 

Le cas off S est elle-m~me un c6ne caract6ris t ique,  a 6t6 t ra i t6  dans  ces 

derniers  t emps  pa r  M. d'ADH~MAR ~ pour  l '6quat ion des ondes cylindriques.  

Nous eonsid6rons l ' 6qua t ion  gdn6ra]e co r re spondan t  au cas de n = 3  en 

supposant ,  pour  f ixer  les id6es, que S ,=est compos6e de deux  caract6rist iques 

r6guli6res s6cantes  ent re  elles. P a r  un changement  de variables,  nous pour rons  

faire que ces deux caract6r is t iques  aient  pour  6quations respect ives  x = o, z - - o ,  

les bicaract6ris t iques trac6es sur chacune  d'elles co r re spondan t  K y = const. La  

va leur  de 2 ~ u  o, savoir  

(38') - -  l j f v / d x d y d z  
J J J  

] f au--Lu,,)d S + J J  1 d ~ - - v ~  
s 

pourra ,  en ce qui  concerne l ' int6grale de surface, se t r ans former  p a r  parties.  

Pou r  cela, on choisira d S  de mani~re ~ pouvoi r  p rendre  sur z =  o, v----x et  

sur x = o, v = z. Soient  dans le p remier  cas, 

dans  le second 

les expressions de d S  sur  z = o. 

d S  = K dx dy  

d S  -=- K'  dy  dz 

Le  t e rme  

1 Le mdme mode de raisonnement se transporterait quoique, avec un peu plus decomplica- 
tion, au cas oh l'dquation elle m~me n'est pas analytique (en supposant d6montr~e, du moins, 
l'existence de la solution fondamentale dans ce cas). 

2 Circolo Mat. di Palermo, tome XX, 27 mai 19o 5. 
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pourra s'int~grer par parties par  rapport  h x. Les deux limites d'int~gration, 

pour une valeur d~termin~e quelconque de y, sont fournies, l 'une par l'axe des y, 

ar6te du di~dre (fig. 5), l 'autre par le conoide caract~ristique. Mais le terme 

correspondant ~ cette derni~re |imite disparait  eomme infini fractionnaire. I1 

reste donc, pour la portion d'intdgrale prise sur z ~ o, 

(42) u ~ - - v 3 v  

Y2 

Yl 

(l'int6grale simple 6rant prise suivant un segment P~ P2 (fig. 5) de I'axe des y). 

Le signe I - - n ' e s t  plus n6cessaire au second membre, la quantit~ v n 'ayant  

qu'un infini d'ordre �89 

Fig. 5- 

Nous supposons le point O tr~s voisin d 'un 

point A (fig. 5) du plan z -- o, point par lequel nous 

ferons passer l 'axe des x. Dans ces conditions 

tout  parall~le h l'axe des y men6e dans le plan 

z ~ o ou voisine de ce plan coupera le conoide I" 
de sommet A en deux points dont  les abscisses 

Yl, Y2 auront  la forme 

y I ~ - - V ~ ,  y 2 ~ + V ~  

Z et tt 6rant des fonctions r6guli~res dans les con- 

ditions oh nous nous plaqons: on pourra 6crire 

r = G(~, - -  ( y - -  z).). 

(7, Z, ~t seront des fonctions de a, b, c, x, y, z, dont  les deux demi~res (mais 

non la premiere) tendent  veto z6ro avec b, c, y, z, quels que soient x e t a .  

Or l'int6grale 

a + ~  

�9 V ~ e - -  ( y - - Z )  l 

est, comme on sait, 6gale g ~ .  

Donc le second membre de la formule (42) est 6gal (au signe pros) 
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(43) \ - - ~ o  + 3  - Y O  , 

365 

a d6signant iei l'abseisse du point A; Uo, Ko, Go, les valeurs de u, K,  G ~ l'ori- 
gine des coordonn6es. 

L'int6grale prise sur x = o se traite de mani~re route semb]ab]e (avec cette 
simplification que l'int6grale double correspondant ~ celle du second membre de 

(42) y disparait,  l 'aire d'int6gration 6rant infiniment petite) elle se r6duit done, 
la ]imite, 

K o u o  
(43' )  + 

Quant h l'int~grale triple de la formule (38'), elle tend 6videmment vers z~ro. 

La somme des quantit6s (43), (43') se r6duit s 2.zu o routes les lois que la 
distribution des valeurs de u est analytique, ~ puisque, dans ce eas, le probl~me 

est assur6ment possible, d'apr~s les recherehes de BEUDON. ~ Ceci d'apr~s des 

th6or~mes bien eonnus de calcul des variations, ne peut  avoir lieu sans qu'il en 

soit de m6me pour route distribution des valeurs de u. C'est ce que nous you- 
lions 6tablir. 

Le raisonnement peut  s'6tendre aux cas de n =  5, 7 , . . .  sans difficult6 

essentielle; car les formules d u n  o 13 permettent  de calculer l'int6grale 

~(y) 4y  . 

~ - ~  

Nous n'insisterons pas plus longuement sur ce point  et  nous donnerons quelques 

indications sur rextension des r6sultats pr6c6dents au probl~me extdrieur relatif 
k l '6quation (E). 

25. O n  sait que ce probl~me ext6rieur s est celui oh la surface S n'a plus 

par rapport  aux c6nes caract4ristiques, la situation suppos6e dans ce qui pr6- 

x Ce ra isonnement  paral t  supposer que la surface caract6ristique S est elle-mSme ana- 
lytique. I1 n ' e n  est rien. On peut, en effet, substituer ~ 8 une caract~ristique analyt ique S '  
ayant  avec elle un contact d 'ordre aussi 61ev6 qu'on voudra en un point  de l 'axe des x, par exemple  

l 'origine des coordonn6es. En vertu des propri6t~s fondamentales  des caract6ristiques, ce 
contact subsistera sur t0ute la biearact~ristique (ici l 'axe des x) et, par cons6quent,  les coeffi- 
cients  de u e t  de sa d6riv6e dans los quantit~s (43), (43') seront  los m~mes sur S e t  sur SL 

Bull. Soc. Math. Fr., I897. 
VOLTERRA, Acta Math. t. x8; d'ADH~MA,, Th~se (Paris, ~9o4}. 
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c6de, c'est ~t dire off son plan tangent en chaque point coupe le cSne caract$- 

ristique correspondant. S coupe alors les deux nappes du cono[de caract6ristique 

issu d'un point (suffisamment voisin) O: elle est d'ailleurs supposde avoir une 

forme telIe qu'elle d61imite, avec ces deux nappes, un espace compl6tement fermd, 

et e'est s cet espace, extdrieur au conoide, qu'on applique la formule fonda- 
mentale. 

Le probl~me ext6rieur n'est pas un probl~me bien posd, en ce sens que les 

donn6es y sont surabondantes et, par cons6quent, la solution n'existe que 

moyennant  une infinit6 de conditions de possibilit6. I1 ne faut pas, d~s lors, 

s 'attendre ~ la voir aussi 6troitement li6e ~ notre solution fondamentale que 

celle du probl~me int6rieur (puisqu'elle est susceptible d'une infinit6 d'expres- 

sions en fonction des donn6es). N6anmoins, mfime dans ce cas, nos r6sultats 

permettront d'obtenir ceux de M. VOLTERRA ~ et de les 6tendre ~ l'6quation 

g6n6rale (E). 

Consid6rons encore notre solution fondamentale v et appliquons-lui (ainsi 

qu'h la fonetion ineonnue u) ]a formule fondamcntale non plus dans notre 

domaine T, mais dans celui que M. VOT.rERRA ~ appelle S~. 

L'intdgrale obtenue sera nulle; el]e ne fera plus connaitre, par consdquent, 

la valeur de Uo, mais donnera une relation entre les donn6es, qui sera une con- 
dition de possibilitd du problbme. Cela tient Ace que (n ~ I3. bis) la partie finie 

du volume de l 'hyperboloide ~ une nappe est nulle 

26. Pour obtenir la v6ritable solution, nous partirons non de la forme que 

nous avons donn6e ici mfime h ]a m6thode, mais de celle que nous avions adopt6e 

dans notre Mdmoire prde6dent, et nous prierons le lecteur de se reporter ~ ee 
316moire. s 

Nous substituerons seulement k l'intdgrale eonsid6r6e en eet endroit, savoir 

V, = j f m ( t ) v  dt 

oh re(t) est finie, l'int~grale analogue dans laquelle nous prendrons m ( t )~  10g (t--to) 

(t o ~tant la limite inf~rieure de l'inb6grale). 
Pour 

I I 
v ~  

V(x , - -a l )  ~ + (x2--a2)Z--(xa--a3) ~ V r ~ ( x 3 - - a a )  ~ 

(avec t = a3), on a ais~ment 

1 M~moire  cit~ des  Acta Math .  t. X V I I I .  
VOLTERRA, loc. cit. no 6. 
Ann~ Ec. Norm. sup., loc. cit., deuxihme M~moire ~9o5; p. Io4 ct suiv. 
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0 

(44) V~ = c + / l o g ~  (i - -  O ~) ~ii dO__ O ~ + l o g r  are sin xa --tOr 

0 

avee O = e 'est  ~ dire l 'int~grale w~ de M. VOT.T~.RRA. ~ Comma dans le 

probl~me int~rieur, apr~s avoir port6 carte fonction V~ dans la formula fonda- 

mentale,  il restera s diff4rentier par  rappor t  ~ to. I1 revient  d'ailleurs au m6me 

de faire d ' abord  cette differentiat ion dans l 'expression V~ ella mSme. On t rouve  

ainsi, si l 'on opera sur l 'expression (44), ]a quant i t~  

i �9 lr g - ( x s - t 0 )  ~) 
Y r  ~ : -  (xs - - t 2  log ~ r 

c 'est  ~ dire eelle qui figure dans  la formule (F z) de M. VOI,T~.~A. * 

I1 est ais4 de donner  k ~ une expression tou t  analogue dans le cas g4n~ral. 

On peut ,  en effet, me t t re  r sous la forme s 

F =  n ( x , ,  x , ,  x , )  [ B - -  ( t - - A ) ' ]  

off A et  B sont des fonctions holomorphes de x~, x~, x 3. En  repor tan t  eeci dans 

V 
v e t  d~veloppant  1~ fonet ion rnn suivant  les puissances de [ B - - ( t ~ A ) ~ ] , ~  on 

voit  immgdia tement  que la partie principale du r~sultat  aura  la m6me forme que 

dans le cas de l '~quation des ondes cylindriques savoir 

. . . .  / ~  log F x logB - -  ( t - -  A) ~ 
V B - -  (t ~ A)  ~ VB  Vn n V B  

(puisque V a la valeur ~ au  point  O). B e s t  d'ailleurs, ~ un facteur  rggulier et 

different  de z6ro pros, la carr~ de la distance g6od~sique du point  (xl, x~, x~) 

la ligne d ' int6grat ion L .  

En  operant  sur cet te quanti t~ comme nous avons opgr~ pr~c6demment sur v, 

on aura  6videmment,  comme coefficient de u o,  aux fac teurs  num6riques prgs d6jh 

6crits pr~c~demment, l 'int6grMe 

dz  log (~ - -  z') = 2 [ d  B [~ 
r (~ ~ z~)~ I_d,u \2 '  ~ - ' u  z=~ 
--1 

(B ~tant  l ' int~grMe eul~,rienne de premigre espgee; eomparer  n o 3~). 

loc. cit. p. 17o. ~ loc. cir. p. I93. 
8 Les notations sont celles de mon travail cit~ des Annales de l'Ecole Norm. sup. 19o5 no I9. 

J'ajoute que le calcul ainsi pr6sentg n'est pas essentiellement distinct de celui que M. Poi~caa~ 
a dgveloppd dans son mgmoire Sur les prop~idt~s du potentiel et surles  fonctions abdliennes (Acta 
Math., t. 22; I899, p. II4 et suiv.). 

4 Ann. Ec. Norm. loc. cit. p. Io9. 
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27. Si, au lieu de prendre le point O intdrieur ~ S, on l 'avait  suppos6 ex- 
tdrieur, la solution fondamentale v eorrespondante aurait  6t6 rdguli~re dans toute 

la portion d'espace comprise s l'intdrieur de S e t  s l 'extdrieur du conoide caractd- 
ristique de sommet O (cette derni6re frontibre exclue): d~s lors, en appliquant 

la formula fondamentale s cet espaee (v dtant la solution fondamentale en ques- 

tion et u la fonetion cherchde), on aura une nouvelle condition de possibilit6 du 
probl~me. 

Le systbme de ces conditions de possibilit6 est 6quivalent/~ callas qu'indique 

M. d'ADH~MAR 1 et qui consistent ~ exprimer qua la solution ealculde comma il 

est expliqu6 au n o prde6dent, vdrifie les conditions aux limites sur S. Cette 

6quivalence tient ~ ce que les int~grales prises sur S prdsentent (comma l'a re- 

marqud M. VOLTERRA ~ pour l '6quation des ondes cylindriques) les mfimes dis- 

eontinuitds qua les potentials de surface, ainsi qu'on l'6tablit par les mdthodes 

employdes au n ~ z3. 

I1 est clair qua ees conditions sent  suffisantes pour la possibilit6 du pro- 

blbme, de sorte qu'elles contiennent callas qua nous avons obtenues au n o 25. 

28. Tout eeci s'dtendrait sans difficult6 aux autres valeurs impaires de n. 

On traiterait par  des mdthodes semblables, les 6quations non normales 

dent  s'est oceup6 spdcialement M.  COULON, 3 callas dans lesquelles la forme A 

eontient plus d 'un carrd de chaque signe. Dans ce cas (le nombre total des 

variables 6tant toujours suppos6 impair) entre le c6ne 

H (x:, x2 . . . . .  x,~) = o 

e t l e s  deux surfaces du second degr6 

(45) H ( x , ,  x2 . . . . .  x , , )  = -t- I 

sent compris deux volumes dent  on peut  calculer les parties finies: il est ais6 

de voir que l 'une d'elles (eelle que l'on obtient en donnant  au second membre 

de (45) le signe qui appart ient  s un nombre pair de earr6s du premier membre) 
est nulle, l 'autre diff6rente de z6ro. Cette derni6re n'est  autre (comparer plus 

loin n ~ 3 I) qu'une int6grale eul6rienne de premibre esp~ce. 

I1 en r6sulte qua les probl~mes de CAuc~r  (impossibles d'ailleurs en g6nSral) 
que l'on peut  se poser relativement s une 6quation du type de M. COULO~, se 

r6solvent les uns direetement ~ l'aide de la solution fondamentale, les autres par  
le proc6d6 indiqu6 au n o 26. 

1 Thhse p. 58 et  suiv. 
t Congr~s In terna t ional  des  Math6maticiens,  Par is  19oo. 
8 COULOS, Th~so, Ch. I I I ,  IV. 
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V. Les 6quations ~ un nombre  pai r  de variables.  

29. Les premiers exemples qu'on ait pu donner d e  la r6solution du pro- 

bl6me de CAUCHY pour le type hyperbolique ne se rapportent  pas s des ~quations 

qui rentrent dans la cat6gorie pr6e6dente. Ce sont ]a m6thode de RIE~ANN et 

celle de KmC•HOFF. L'une est relative au cas de n ~ 2, l 'autre ~ celui de n = 4. 

Une singularit6 disparait  alors comme nous le verrons: c'est l ' intervention 
des int6grales infinies. Ainsi s'explique que les solutions qui viennent d'6tre 

rappel6es aient 6t6 trouv6es les premi6res. 

Dans le cas g~n~ral, au contraire, les valeurs paires de n doivent 6tre con- 

sid6r~es comme offrant des difficult6s nouvelles. 

Les m6thodes prSe6dentes cessent de s'appliquer, et eela pour deux raisons: 

D'abord la solution ]ondamentale n'est plus bien d6termin6e (n ~ 2). 

En second lieu, il ne sera plus l~gitime de parler de la pattie /inie des in- 

t6grales que nous serions conduits "~ employer, puisque l 'exposant d'infinitude, 

n 
e'est s dire l 'exposant n--~2 ou - ,  avec lequel figure F au d~nominateur dans 

2 2 

la solution fondamentale ou dans ses d6riv6es, est un entier. 

En fait, il ressortira de la nature m6me des expressions auxquelles nous 

aboutirons, qu'elles ne pourraient pas ~tre obtenues par  une imitation pure et 

simple des m6thodes employSes jusqu'ici. 

La marehe q u e  nous suivrons consistera ~ d6duire la solution d'une 6quation 
s n variables 

(E) F(u) ~ O~u ~;ai~)u 

de celle d 'une 6quation analogue ~. n + t variables 

(E') F'(u) = F(u) 8~u O~ ~ /(x~, x~ . . . . .  x,,) 

(oi~ z d4signe la n + xi~m~ variable). Si, comme nous le supposons, la forme 

A ~ 2 C l i k ~ g l g g k  
i3k--1 

relative ~ l '~quation (E) comprend un carr~ positif et n - - i  earr~s n~gatifs, la 
forme analogue A r relative ~ l'(~quation (E r) comprendra un carr5 positif et n 

earr6s n~gatifs. La quantit~ 1 "~ analogue h F pour l'~quation (E r) sera 
Acta mathematlva. 31, Imprim~ le 11 mars 1908. 47 
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r ' =  F - - ( z  - -  c) -~, 

oh (xt, x.~ . . . . .  Xn, z) et  (at, a2 . . . . .  a , , c )  sont  deux  points  de l 'espace it n + x 

dimensions.  

Nous  allons tou t  d ' abo rd  t rouve r  les relat ions qui ex is ten t  en t re  les solutions 

fondamenta les  des deux  6quat ions ou plutSt  en t re  celles de leurs adjointes  

( E , )  a ( v )  = o ,  

O ~ v  
(E',) G'(v )  = G(v )  Oz 2 o.  

C'est ee qui a 6t6 fait  dans le t ravai l  eit6, ~ pour  le eas de n = 2. Le ealcul 

est t ou t  semblable pour  les valeurs sup6rieures de n, ~ ceei pros que nous aurons  

encore affaire h des int6grales infinies don t  il faudra  p rendre  les part ies finies: 

la solution fondamenta le  de l '6quat ion (E'1) sera 

V' V ~ 
(4 6) v : : w +  - - , , : ~ d c = w +  . . . .  n ~ d c  

, y ( -  r ' )  o. i J [ ( c - - z ) ' - ' - -  r]  2 
z + "V-I; z +  II1 ' 

en d6signant  par  ct un nombre  fixe (tr~s grand),  pa r  

V ! 
V I - -  

la solut ion fondamenta le  de l%quation (E'~); p a r  u', une fonet ion r6guli~re. 

V ~ est, eomme on le consta te  ais6ment, une fonet ion paire de z - - c .  

l ' o rdonnan t  su ivan t  les puissances de (z--c)2. - - F :  

En  

V' = ~ ( -  ~)~ W~[(z- -  c)" - r y ,  
0 

nous aurons  la par t ie  singuli6re de l 'express ion (46) sous la forme 

(47) 

d 'une  quant i t6  holomorphe  en x,,  x~, . . . ,  x,,, a~, a.,, . . . ,  a~. 

(27') donnent ,  dgs lors, pour  n : 2nt ,  

CI - - ~  
e~ . n - - i  ~- i '  . _ n ~ l  

'[(.- ~- d~:=]~ >' J (~2__r) '  '-, ~l~. 

En  r e m p l a o n t  la limite sup6rieure c l - - z  par  cl, on n 'a l tbre  le r6sul tat  que 

Les formules (o.7), 

l Ann .  Ec. Norm. ,  ier  M~',moire, 1~o i9, p. i o S - - i i o ;  ~9o4. 
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n--2 
I %' I l o g F  ~ Ci_nl+lWiFi_m+l+w, ,#J (48) (--  :E)n'--~ V-- Fn~_ ~ ~ 2 (n~ - -  i - -  I) On,-i-~ WiU~ . . . .  

2 i=nv-1 

w 6rant  encore une  fonct ion r6guli~re. 

La  quant i t6  v coincide forc6ment  avec celle que nous avions 5crite pr6cd- 

demment :  on a 

I 
(49) V = Cn,-1 i~O (hi - -  i - -  I) Cni-i-1 

Vo ~ Cnl-1 Ci--nl+l Wi Fi-nl+l 
i=n~,-1 

WiI  "i + W~ '~na-1, 

w p o u v a n t  6tre ~ugment6 d 'une  fonc- 

t ion r6guli~re, solution de l '6quation.  

Les Wi sont  des fonct ions de x ~ , x ~ ,  

�9 � 9  xn ,  a l ,  a s ,  � 9  , , a n .  

#0. Cela poo6, pour obC.nir une 

solut ion de l'd~tuation (E) r6pondant ,  

sur la mulplicit6 S,  aux condit ions don-  

rides, nous considdrerons, darts l 'espace 

s n + I dimensions ddfini pa r  les coor- 

donndes (x~, x 2 . . . . .  Xn, Z), la mult ipli-  

citd S r (hypercyl indre)  qui a pour  pro- 

jec t ion S (fig. 6), ~ c 'est  ~ dire celle 

qu 'on  obt ien t  en p renan t  successive- 

men t  pour  x~, Z 2 , . - . ,  xn les coordon- 

n6es d 'un  point  quelconque de S e t  pour  

z toutes  les valeurs  rdelles possibles. 

Si S est  si tu6 p a r  r appor t  au conoide 

,S 

Fig. 6 

l ~, comme nous ] 'avons suppos6 jusqu'iei ,  il en sera de m~me de S' par  r appor t  

1 "r. Une solut ion u de F6quat ion (E) 6 tant  ddfinie par  la double  condi t ion:  

de prendre  en chaque point  (x~, xs . . . . .  xn, z) de S r la va leur  que doi t  avoir  

u au poin t  cor rcspondan t  (x~, x~ . . . .  , xn) de S ;  

d 'avo i r  pour  ddriv~e conormale,  au point  (x~, x2, �9 �9  xn, z) la va leur  donnde 

d u  
de ~ en (x j, x2, . . . ,  xn), 

La figure 5, r e l a t i ve  au cas de n=2, peut  servir  comme figure schdmat ique pour le cas 
gdndral. 
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cette solution sera unique, d'apr~s ce qui precede (pour n pair), ind~pen- 

dante de z et satisfera s l'~quation (E). On aura donc ainsi une solution du 

probl~me propose, et r~ciproquement. 

La fonction u sera donn6e par la formule (38), soit 

(50) ( - -  I ) ' ~ S ~ , , _ ~ U o  . . . . .  . . .  
T f 

+ d~,  
Sto 

oh T ~ d6signe la portion d'espace ~ n + x dimensions comprise entre S ~ et U. 

S'0 (fig. 6) la portion eorrespondante de S r et n = z n , .  

T r est projet6 sur l'espace ~ n dimensions E ,  suivant la r~gion T c o m p r i s e  

entre S et F, c'est h dire que si le point (x~, x~ . . . .  , .~, z) appartient ~ T ~, le 

point (x~, x2 . . . . .  x,) appartient h T et qu'inversement, tout  point de T est 

la projection commune de points de T r, h savoir, tons ceux dont les z sont 

eompris entre + VF et - -  VF (en supposant nulle ]a n + I i~me coordonn6e de O). 

De m6me S~0 est projet~ sur E .  suivant So, chaque point de S O 6rant la pro- 
jection d'une infinitd de points de S~o, ayant  Ieurs z compris entre + V/" et - -  VF. 

D'apr~s cela, le premier terme du second membre de (5o) s%crira 

- f . . . f / d x ,  dx~ . . . d ~ , j  v ' d z =  

�9 d x ,  d x , ,  o . . . .  . , , 

(/" _ _  z ~ ) " ~ -  2 
- g T  

d z .  

Nous diviserons le domaine d'int~gration T e n  deux parties T, et T~, dont 

la seconde comprend les points voisins du conoide caract6ristique, par une 

fronti~re a 1 que nous ferons tendre ensuite vers F. 

A la partie T 1 correspondra, dans T', une portion Tt~ limit6e par F '  d 'une 

part ,  par un cylindre de base a~ de l 'autre. L'int6grale relative/~ T'I s'obtiendra 

en int6grant n fois, duns TI, l'int6grale simple relative h z 

w , (  r - z ' ) '  
0 d z .  

1 
( r  - -  z~) " - ~  

- V F  



Th~orie du probl~me de Caucby. 373 

Or il r6sulte des formules obtenues au n o IB que cette int4grale (off tous 

les termes d'indice i inf6rieur ~ n ~ -  z disparaissent) est 4gale ~ z ,  multipli~ 

par  ]e coefficient du logarithme dans ]'int4gra]e (47), c'est /~ dire s z Vo. 

D4js par  cons4quent, dans ce premier terme, la quantit4 infinie sar le 

conoide, qui figurait sous le signe ~ f . . . f  dans les formules relatives au cas de n 

impair, est remplac4e par  ]a quantit~ parfaitement r4guli~re z Vo/. 

3L Dans T2, nous consid~rerons un syst~me de lignes l, joignant chaeune 

un point de F (d4fini par des coordonn~es ;t~, ~2 . . . . .  )~-1) ~ un point de a~. 

Un point de T2 sera done d4fini par  les valeurs de )~, ~2 , . . . ,  ~,~-1 et de F ,  

cette derni~re quantit4 variant de z4ro ~ une quantit~ 7 tr~s petite si ~1 est 

trits voisin de F .  

Soit 

KdZI . . .  d~_ ,dF  
l'~14ment de T2. 

Si T'~ est la partie de T r projet~e suivant T2, un point  d e  Tr2 sera d4fini 

par les coordonn4es its, )~2 . . . . .  ;t,-1, F ,  z. 

Int4grons d 'abord suiv~nt ]es lignes l, c'est ~ dire en laissant )~, )~2 . . . . .  Z,_~, z 

constants. Puis nous ferons varier z et enfin 2.,, ~ . . . .  , ~ - l .  En operant ainsi, 

nous aurons deux sortes de termes compl4mentaires, une int~grale n ~r~e et une 

int~grale n--x~p~, celle-ci r4sultant de ce que la pattie finie de l'int4grale prise 

suivant l est tr~s grande quand 1 est tr~s courte. Nous pouvons d'aiUeurs re- 

marquer imm4diatement que les termes correspondant h i > n ~ -  i ,  dans le d4- 

veloppement de d, ne donnent qu'une int4grale finie au sens ordinaire, et infini- 

ment petite quand a'~ tendra vers / ' .  Nous en ferons ilonc abstraction. 

Pour i < n~ - -  ~, soit 

(Sz) K/W~ = Mo~ + M~(7-- r) + ... + M~dr--r) ~ +... 

le d4veloppement de K/W~ suivant les puissances de y - - F , / W ~  4rant suppos~ 

exprim6, en fonction de ~ ,  ~ . . . . .  ~ -~ ,  F ,  de sorte que les Mk~, qui sont fonc- 

tions de ill, ~ ,  . . . ,  ~n-~ seulement, repr4sentent ~ des coefficients m, m6rique s et 

aux signes pros, les d6rlv6es suceessives du premier membre par  rapport  h F ,  

pour F ~ 7. 
Un terme quelconque du d4veloppement (5i) nous donnera, suivant l, l'int4- 

grale simple 

I/ ] 1 r .,~+~-~+~ ~(~-~)~ 
(5 2 ) M~ (7--F)k d F ~ M ~ ( y - - z  =) -,~----:-i. ~dt 

�9 . 1 " 

~, ( r -  ~ ) ' - ' -  ~ ~ t " - ' - ~  
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L' int6grale qui figure au second membre ne serait  autre,  s i n  1 - - i - - � 8 9  6tait  

inf6rieur /~ I ,  qu 'une  int6grale eul6rienne de premiere esp~ce 

(53) B(k  + I i - - n l  + ~)_ I ' ( i - - n ,  + ~)F(k  + i ) .  
' x ' ( i  - -  n ,  + k + ~) 

On v6rifiera sans peine que cet te  expression reste vraie ici pour  notre  (,partie 

finie)): il suffira d 'exprimer  cel]e-ei par  une int6gra]e suivant  un lacet, comme 

nous t 'avons indiqu6 au n ~ 6. 

Nous devrons, ensuite, int6grer l 'expression (52) par  rappor t  ~ z, de - - V ~  

+ VT, en p renan t  la partie finie du r6sultat.  Or la quanti t6 

/ +V~ 
k 3 

(54) ] (7--  z~) i+ - ' + i  dz 

est nulle, nous l 'avons vu, pour  i + k - -  nt + ~ < - -  -~. Pour  i + k ~ n~ + ~ > - -  {, 

elle est infiniment pet i te  avec 7 et, par  cons6quent, d ispara i t  g la linfite. Nous 

n 'avons  done g re tenir  que les valeurs de i et de k te]les que 

(55) i + k ~  n l - - 2 .  

L' int6grale (54) est alors 6gale h ~ .  Le coefficient (53) devient  

F ( i - - n ,  + ~) I'(n, " i - - I )  F ( n , - - i - - l )  ( - - I )  m-i-1 . 
F ( i  ) = (--I)"~-1 ~r F ( ~ - ) F ( n ~ - - i ~ � 8 9  ( n ~ - - i - - I ) C ~ - i - ~  

Nous avons done, au total,  en r6unissant t o u s ] e s  termes ainsi obtenus par  

int6gration relative ~ F et ~ z et faisant  7 = o, 

( - -  I )  T M  'qp Ml., 

off i varie de o h n ~ - - 2 ,  k ~tant  dean5 par  ]'~ga|itd (55) et les Mki a y a n t  le8 

valeurs qui correspondent  ~t 7 ~-o,  de sorte que (--I)kMk~ est ]e coefficient 

de F k dans le d6ve]oppement de K I W i  suivant  les puissances de I" (les).  6 tant  

toujours  consid~r~s eomme constants).  

D~s lots, la somme pr6c6dente est le coefficient de l 'm-~ dans le d6veloppe- 

ment ,  suivant  ces m6mes puissances, de 

W~I u 
- -  ~ K ]  ~ (n ,  - -  i - -  I )  C , , _ , _ ~  ' 

V 
o'est ~ dire de ~K/c,, ,_~. 
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Int6grons enfin par rapport ~ Z~, )~a . . . .  , )t,_l. Sur la multiplieit6 a~ d6finie 

par l '6quation F =  7, off 7 est une constante quelconque, le produit KdZ, d;~2. 
. . . .  d2n-1 donne un 616ment da~ qui peut 8tre consid6r6 comme d6fini par 

l'6galit6 

(56) 
L'int6grale 

da~ dF = dxl.  d% . . . . .  dx,,. 

Done la quantit6 

2;r~(--I) ~, le coefficient 

elle est 6gale g 

Ir 
G 1 

sera une fonction de 7, que l'on pourra d6velopper suivant les puissances de 7 

cn d6veloppant de eette manigre le produit K[ et int6grant par rapport aux $. 

que nous cherchons s'obticndra en multipliant par 

de ),~,-1 dans Ie d6veloppement de I t ,  ou, si on veut, 

2~ [d"-el  t 
(57) (-- I )"  (n, - -  2) ! Id-~7~-~]r= o " 

Elle contiendra, comme on volt, les d6riv6es jusqu'g i 'ordre n I - 2  do ] 

et eelles de V. Cette derni6re fonction n'est d6telmin6e qu'g des termes pr6s 

contenant en facteur Fn,-1; mais on voit que ees termes n' influent pas sur l'ex- 

pression pr6e6dente. 

La partie de la valeur u o qui correspond au terme 

, ; J~ . . . j~v ' /dx l  d x 2 . . . d x n d z  

se compose done de l'int6grale nuP 1~ 

6tendue g l'int6rieur de F ,  ct de l'expression (57), i n t6g ra l e .n~  I'P ~ 6tendue h 

]a surface de F. Ces deux quantit6s ne contiennent, cette fois, aueune fonction 

infinie, mais seulemcnt ]es deux fonctions r6guli6res V0 pour l'une, V pour l 'autre. 

,~o Nous avons, il est vrai, pris l'int~grale I ;  sur route la partie de la 

multiplicit6 F - - 7  comprise g l'int6rieur du domaine T, alors que nous aurions 

dfi exclure d'abord le voisinage imm6diat du point O par une surface auxiliaire 

2,  puis tous calculs fairs (c'est g dire apr6s la d6rivation indiqu6e par la for- 

mule (57)) faire tendre la partie ainsi excluc vers z6ro. 

Mais on s'assure ais6ment que la partie de I r intercept6e par 2 a une 

d6riv6e n~--2i~mo, d6terminge pour 7 ~ o, laquelle tend vers z6ro lorsque .$ tend 

vers ce point O. 
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Une 6valuation toute semblable s 'applique 6videmment ~t l'int6grale 

On aura, pour cette quantit6, la valeur 

" , / J ' " J  ~ ~  + 2 ( ~ , - 2 ) !  ~ ' - ~  ' dy(r=o) J ,] 1 d r  
So =r 

+ L u  V) dsr 

off s r est l 'intersection de S par la multiplicit6 I ' =  7, et dsr,  l'616ment de sr 

d6fini par ]a relation 

(58) d s r d F  ~ d S .  
Passons, enfin, au terme 

�9 J av / J ~'r 

Une m6thodo semblable lui sera encore applicable. Le hombre n~ devra ~tre 
d v  f 1 

chang6 en n~ + i ,  puisque ~ eontient en d~nominateur (F--z*)  '*'+~ et  non n~--~. 

Dbs lors, soit eonsiddr~e l'intdgrale 

(60) d z =  U ,] d v F"--~' + UologI" + "-', 

VF 

(les termes remplac6s par des points 6tant r6guliers pour r ~-o): on aura 

(6~) 2 (--I)n'+l dn'-I ~ . f U u d 8  
I j ~ " i n ~ d S ' - - " j ~ " ~ i u U o d S +  ~ ' ( n 1 - - 1 ) d - ~ ' ' "  

! 7(r=o)j 
8 s T 

Or l'int~grale (58) n'est  autre que 

(m_l + ,.,o=- +..-I. 
I/p 

On a d o n c  

d Vo d V - -  x) V~_ + Vo F "`-1 d F  Uo ~ --d-~ , U ~ F ~ - ~ - -  (n~ d ~, " 

Ce sont ces valeurs qu'il faudra reporter dans (5I). 
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34. Au premier abord, les expressions ainsi 6crites pr6sentent un inconv6- 

nient que ne manifestaient pas les pr6c6dentes. Elles paraissent d6pendre des 
termes en r "~-1 de V, termes qui ne sont pas ddtermin6s. 

I1 est ais6 de v~rifier que cette d6pendance n'est qu'apparente.  

Imaginons, en effet, qu'h partir  de chaqu6 point de S', on porte, sur la 
conormale, une longueur eonstante trbs petite v. D6signons par St, le lieu des 

points ainsi obtenus et, en chaeun d'eux, donnons s u la m6me valeur qu'au 
point correspondant de SL 

terme (6I) sera, darts ces conditions, la ddriv~e, par rapport  h v, de la L e  

quantit6 

et, par eons6quent, sera 6gal k 

/ . . . / u v ' d S '  

8r v 

z d .: VoudS+2~r(n ,__2)!  d~, dT~-'=o) - -  �9 Vu dsr 

e~ sty 

off Sv est la trace de S~v sur l'espace E~; sr,, l 'intersection de S~ par F----- 7. 
(l'616ment ds r comme, plus haut  dS, 6tant tonjours celui qui correspond s r = o). 

Cette expression est 6quivalente ~ la pr6e6dente; mais il est visible, cette 
fois, que les termes en F ~,-~ de l'expression de V n 'y  figurent pas. 

35. Le calcul du terme 

J .J dv dS' 

eompl6te la solution du probl6me. Nous avons l'6none6 suivant: 

Soient pour n ~ 2 nl : 
V, Vo les deux /onctions rdquli~res qui fiqurent dans la solution /ondamentale 

V 
v = Vo log F + Fnl_ 1 

de lYquation ad]ointe ~ la proposge; 
F, T, So, les domaines analogues ~ ceux qui ont dtd dg]inis pour n impair; al, 

la pattie de la multiplicitd F ~ 7 (7 dtant une constante positive tr$s petite)comprise 
b l'intdrieur ee T ;  st, l'intersection de cette mdme multiplicitd avec So, les dldments 

des multiplicitds a 1 et s r dtant d~/inis par les dgalitds (56), (58). 
Acta mathemr~iva. ~1. Imprim6 le 19 mars 190~. 48 
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La solution du Frobl$me de Cauchy sera donn~e par la ]armule, 

(62) 

GI 8 T 

s r 

I1 est inutile d 'ajouter que les d~rivations sous les signes f . . . f i n d i q u ~ e s  

dans cette formule se font par les r~gles elassiques et ne donnent lieu k aueune 

des difficult~s rencontr6es par M. d'ADH~MAR g propos de la formule de M. 

VOLTERRA. 
36. Pour n ~ 2, n I = I ,  V 0 est la fonction de RIEMANN. Tous les  termes 

en V disparaissent de la formule pr6c6dente, dont le dernier terme se r6duit 

Vou. On retrouve alors la formule classique d~duite de la m6thode de RIE~ANI~. 

Pour n = 4, nl = 2, un seul terme exigera une d6rivation par rapport k 7: 

ce sera le terme ~ ... (n ~ i ) u -  d s r. Tous les autres seront direetement 

du  
exprim6s (salis diff6rentiation) en fonction de valeurs de u et de ~-$ sur So ou 

80, et des valeurs de f dans T ou sur F.  

I (z ayant  Pour l'6quation du son, la solution fondamentale est v Va ~ t ~ z~ 

la signification classique). On a donc V =  i, V 0 = o. I1 suffit de substituer les 

expressions dans la formule (62) pour retrouver celle de KIRCHHOFF. 

Pour l'6quation des ondes amortiea, 

a ~ t u  - ~ k u = o  
a t  s 

la solution fondamentale se d6duit de celle de !'6quation du son en multipliant 

par une fonction de BESSEL. On retombe ainsi directement sur les r6sultats de 

MM. BIRKELAND, CARVALLO, BRILLOUIN. 

37. L'expression de l'inconnue cherch6e est, on le voit, notablement dif- 

f6rente de celle qui eonvenait au cas de n impair. Dans cette derni~re, c'~tait 

la solution fondamentale qui s'introduisait directement. Ici, la solution fonda- 

mentale est encore g la base du calcul, mais parce qu'on lui emprunte les deux 

fonctions V0 et V qui, seules, interviennent dans les op6rations. 
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D'autre  part,  |a  valeur de rinconnue, pour n pair se pr6sente sous '|a ~orme 

d'une somme de deux int6grales, l 'une 6tendue ~ ]'int~rieur du eonoide c~rae- 

t6ristique, et dont  l'616m~nt contient en faoteur les donn6es elles-m~mes multi- 

pti6es par des fonc~ions eonnues: la seeonde 6.tendue au conoide caxact~ristique 

lui-m6me, portant  dans les m~mes conditions sur les donndes et leurs dgriv&$ 
fiesqu'& l'ordre n l - -2  (ou m6me n l - - i ) .  Les int6grales ainsi 6crites ne portent  
d'ailleurs que sur des quantit6s finies, si les donn6es sont r6guli6res. 

Dans le cas de n impair, nous avions une int~grale unique, portant  sur les 

donn6es (sans d6rivation) mais pr6sentant le caract~re paradoxal 6tudi6 pr6c6- 

demment et qui, par 1~ mSme, contient on quelque sorte, virtuellement une int6- 
s tale de fronti~re. 

Une telle expression doit, par cons~luent, 6tre consid6r6e comme inter- 

m6diaire entre  deux expressions de la cat&gorie prdc6dente (les int6grales ordi- 

naires rencontr~es pour le cas de n pair) correspondant ~ deux valeurs cons6- 
cutives de n~. 

On lui re0onnaitra 6galement ce caract~re si l 'on se place h u n  point de 

vue que j'ai indiqu6 pr6c6demment dans une Note pr6sent6e s l'Acad6mie des 

Sciences de Paris, ~ et qui est celui du calcul fonctionnel lin6aire. 
Consid6rons l'expression 

f ~  

(63) ~ p ( n ) g ( n ) d n  + A0~P(o) + A ~ ' ( o )  + ... + A~Jpt~,)(o) 

off g est une fonction donn~e (finie), ~0 une fonction arbitraire; ~p~ . . . . .  ~(~) les 

d6riv6es successives de ~p; A0 . . . .  des nombres donn6s. 
Si nous prenons 

(64) ~0 ----- ~ul[/~ (x - -  Xo)] 

/ ayant  les propri6t6s indiqu6es dans la Note cit6e, et ~ croissant ind6finiment, 

l 'expression (63) tendra vers une limite d6termin6e ~ pour o < Xo < a. I1 en sera 

de m6me pour Xo ~ o si la formule (63) se r6duit ~ son premier terme. Dans le 

cas contraire, cette expression augmentera en g6n6ral, ind6finiment e o m m e  tA n,+l .  

Traitons de m6me l'int6grale 

o 

1 t o m e  x36, 1o, 35I;  9 f 6 v r i e r  I9o3. 
2 V o i r  la  No t e  cit6e.  
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Par  la substitution (54) , pour xo ~ o, on obtient (comparer n o i2) une quan- 
tit~ sensiblement proportionnelle ~ ~nl+a. 

I1 est clair que le cas de nos int~grales multiples est tout  semblable. 

38. Eafin les formules pr$c~dentes nous fournissent une r~ponse ~ la 

question suivante: 

Pour quelles ~quations lindaires le principe de Huyghen8 est-il vrai? 
ce principe de HVYGHE•S 6tant pris au point de vue off je m'6tais plac6 

pr6c6demment, je veux dire signifiant que l'inldgrale rgsiduelle est nuUe; autrement 

dit, que la solution s'exprime par une int6grale ~tendue au cSne caract6ristique 

lui m6me, et nOB ~ l ' int6deur de ce cSne. 

D'apr~s ce qui precede, /a condition ngcessaire a su//i~ante pour vela est 
gvidemment Vo ~-o. Les ~quations qui admettent  le principe de HUY~H~.NS sont 

donc eelles dont ]a solution fondamentale manque de terme logarithmique. 

L'absence de ce terme exprime la condition n~cessaire et suffisante pour que les 

ondes r~gies par ces ~quations Be di//usent pas. 


