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0BER DIE AUS DEN SINGULAREN STELLEN EINER 
ANALYTISCHEN FUNKTION MEHRERER VER) NDERLICHEN 

BESTEHENDEN GEBILDE. 
VON 

F. HARTOGS 

IN MUNCHEN. 

Uber die allgemeinen Eigenschaften derjenigen Gebilde, welche aus den 
singul~iren Stellen einer ana]ytischen Funktion mehrerer Ver~nderlichen bestehen, 
ist zur Zeit noch sehr wenig bekannt. ~ Die nachstehenden Untersuchungen ver- 
folgen den Zweck, die Besehr~nkungen festzustellen, denen diese Gebilde in den 

einfachsten und n~chstliegenden (als Analoga zum Falle der i sol ier ten singul~iren 
Stelle bei den Funktionen e iner  Ver~nder]ichen aufzufassenden) F~llen unter- 
worfen sind. Das Ergebnis l~isst sich kurz dahin zusammenfassen, dass in diesen 

F~llen die Gebilde stets a n a l y t i s c h e  sein miissen. ~ Ausfiihrlicher sei heiriiber, 
sowie insbesondere fiber die Gesiehtspunkte, welche bei der genaueren Charakteri- 
sierung der zu untersuehenden Fhlle massgebend waren, folgendes vorausgeschickt. 

Fiir die Funktion / ( x ,  x r x"  . . . .  , y )  der unabh~ngigen Ver~nderliehen x, x ~, 
x" . . . .  und y sei die Stelle x = x r-~ x" . . . . .  y ~ 0 eine singul~re. Ist dieselbe 
zun~ehst eine a u s s e r w e s e n t l i c h  singul~ire, - -  d. h. existieren zwei fiir die Umgebung 
dieser Stelle regulate Funktionen P (x, x~, . . ,  y) und Q (x, x', . . . .  y), welehe so 
besehaffen sind, dass in allen Punkten der Umgebung, in denen Q ( x ,  x ' , . . . ,  y )  

nicht versehwindet, die Relation 

Vgl. hiertiber meinen Vortrag *~ber neuere Untersuchungen auf dem Gebiete der 
an~lytischen Funktionen mehrerer VariabIen, (Jahresber. d. Deutschen Mathem.-Vereinigung 16 
(1907), p. '223), in welchem ich eines der Resultate der vorliegenden Arbeit bereits kurz ange- 
deutet habe. 

Genauer: *aus monogonen analytischen Gebilden ( n -  1)ter Stufe (~VEI~:RSTRASS, ~Verke III ,  
p. 101) zusammengesetzt sein rotisserie, wobei n die Anzahl der unabhangigen komplexen 
Veri~nderlichen bedeutet. 

Acta rnathernatica. 32. Imprtm~ le 21 d~cembre 1908. 8 
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P (x, x' . . . .  , y) 
/ ( x , x ' , ' " , Y ) = Q ( x , x , ,  : ~  

besteht, - -  so ist man fiber die Gesetze, nach welehen die in der Umgebung 

dieser Stel]e gelegenen weiteren singul~iren Stellen verteilt sind, genau 

orientiert. Nimmt man n~mlich in diesem Falle noch weiterhin an, dass die 

Funktionen P (x, x t, . . . ,  y) und Q (x, x r, . . . ,  y) - -  was sich durch geeignete Wahl 

derselben stets ermSglichen l~isst - -  nicht beide durch eine und dieselbe, in der 

Umgebung des Punktes (o, o, . . . ,  o) regul~re und in diesem Punkte  selbst ver- 

schwindende Funktion teilbar seien, so werden die sdmtl ichen in  einer gewissen 

Umgebung  ]enes P u n k t e s  gelegenen s inguldren Stel len yon / ( x ,  x r . . . . .  y) du tch  das 

Verschwinden  der .Funkt ion Q (x, x r . . . . .  y) gekennzeichnet .  Hieraus ergibt sich dann 

(wenn man von einem speziellen, durch lineare Transformation der Ver~nderlichen 

zu beseitigenden Ausnahmefalle absieht) durch Anwendung des Wmv.RSTRASS- 

schen ))Vorbereitungssatzes~)1 des weiteren die Existenz einer positiven ganzen 

Zahl r von derBeschaffenheit ,  dass in einer gewissen Umgebung der betrachteten 

Stelle zu  j edem Wer t sy s t em x = ~, x ~-~ ~t, . . . genau r i m  al lgemeinen yon e inander  ver- 

schiedene 8inquldre Stel len (~, ~', . . . ,  ~,), . . . ,  (~, ~ ' , . . . ,  ~) iener F u n k t i o n  gehSren. 

Hiernach liegt es nun nahe, auch bei Singularit~ten beliebiger Art als ein- 

fachsten Fall denjenigen anzusehen, in welchem in einer gewissen Umgebung 

der betrachteten singul~iren Stelle zu jedem Wertsysteme x ~ ~, x f ~  ~r . . . .  genau 
i n e  (ev. hSchstens eine) singul~ire Stelle (~, ~' . . . . .  ~) vorhanden ist. Dieser Fall 

ist im folgenden als erster behandelt u n d e s  ergibt sich dabei das (bei ausser- 

wesentlich singul~ren Stellen unmittelbar aus dem Obigen hervorgehende) Resul- 

tat, dass ~ stets eine /i~r ~ ~ o, ~r ~ o . . . .  reguldre analy t ische  F u n k t i o n  yon ~, ~f. . . . 

se in  mi~sse. 

Geht man yon diesem Falle, welcher dem Werte r ~ - i  entspricht, zu 

dem allgemeineren fiber, in welchem r einer beliebigen positiven ganzen Zahl 

gleich ist, so zeigt sich auch hier noch eine vollst~indige Analogie mit den Ver- 

h~ltnissen bei den ausserwesentlichen singul~ren Stellen: Die Gesamtheit der in 

der Umgebung gelegenen singui~iren Stellen wird n~imlieh stets durch das Ver- 

sehwinden einer im Nullpunkte regul~ren Funktion gekennzeichnet. Das Ergebnis 

l~sst sich hier etwas ausfiihrlieher in der folgenden Weise darstellen: 

Wenn iiberhaupt die Gesamtheit der in der Umgebung des Nullpunktes 

gelegenen singul~ren Stellen dureh das Verschwinden einer im Nullpunkte 

I Ygl. fiber diesen sowie tiber die im Vorstehenden berfihrten Dinge des N~theren 
WEIERSTRASS, ~Einige auf die Theorie der analytischen Funktionen mehrerer Veranderlichen 
sich beziehende Si~tze* (Abhandl. a. d. Funktionenlehre p. 107 ---- Werke II, p. 135) ~ 1--3. (Doch 
wird yon diesen Untersuchungen im folgenden nirgends Gebrauch gemacht). 
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regulgren Funktion charakterisiert  wird (wie es bei den ausserwesentlichen singu- 
lgren Stellen naeh Obigem stets der Fall ist), so folgt - -  nStigenfalls nach Vor- 
nahme einer linearen Transformation der Ver~nderlichen - -  aus dem W•IERSTRASS- 
sehen Vorbereitungssatze die Existenz einer positiven Zahl r yon der folgenden 
Beschaffenheit: In einer gewissen Umgebung der betrachteten Stelle gehSren 

zu jedem Wertsystem x ~ ~, x ' ~  ~r, . . .  h6chstens r singul~ire Stellen (~, ~t . . . . .  ~l), 
. . . .  (~, ~ ' , . .  ~,) der betrachteten Funktion;  unter  den Wertsystemen ~, ~', ~" . . . .  
gibt es jedoeh, sobald ~', ~" . . . .  festgehalten werden, nur eine endliche Anzahl, fiir 

welehe die Anzahl der zugehSrigen singul~ren Stellen kleiner als r ausfgllt; analog 
bei Festhalten yon ~, ~", ~1,, . . . .  usf. ])as Resul tat  der naehfolgenden Untersu- 

chungen ist nun, dass aueh das Umqekehrte richtig ist; d. h. wenn man nur weiss, 
dass in einer gewissen Umgebung der betraehteten Stelle zu jedem Wertsystem 
~, ~' . . . .  hSehstens r singul~re Stellen der betrachteten Funktion gehSren, und dass 

die Wertsysteme, fiir welehe diese Anzahl kleiner als r ausf~llt, in der angegebenen 
Weise besehr~nkt sind, so wird diese Gesam~heit yon singulgren SteUen notwendig 

durch dab Verschwinden einer im Nullpunkt  reguldren Funktion charakterisiert. 1 

Uber das Verhalten der Funktion fiir die Umgebung der betraehteten 

singul~ren Stellen wird bei diesen Untersuchungen keinerlei Annahme irgendwelcher 
Art  gemaeht; insbesondere darf aueh eine Verzweigung der Funktion an jenen 
Stellen stattfinden. 

Von den erw~hnten S~tzen braueht nur derjenige direkt bewiesen zu werden, 
weleher sieh auf den Fall r -~  z bei den Funktionen zweier Ver~nderlichen x und 
y bezieht, w~hrend alle iibrigen sich dann ohne grSssere Sehwierigkeit als 

Folgerungen ergeben. Der Beweis jenes ersten Satzes stiitzt sich auf eine 

aUgemeine Eigensehaft der Reihen yon der Form 

4 y) - l , ( z ) y  

welche ieh im 6z. Bande der Math. Ann. hergeleitet habe; es war wiinsehenswert, 
fiber diesen Gegenstand in w I einige Bemerkungen vorauszusehieken. In  w z 
wird sodann auf Grand dieses Hilfsmittels jener erste Satz zun~chst unter  etwas 
engeren Voraussetztmgen bewiesen. Es folgt in w 3 der Beweis eines Hilfssatzes, 

dutch  welehen es ermSglieht wird (w 4), den Ausgangssatz yon jeglieher ein- 
schr~nkenden Voraussetzung zu befreien. w 5 enth~ilt sodann die Erweiterung 

auf den Fall beliebig vieler Ver~nderlichen and w 5 endlich auf den Fall, in 

welehem die Zahl r einen beliebigen Weft  besitzt. 

1 Selbstredend bleibt letzteres auch dann noch richtig, wenn die Voraussetzungen nicht 
f(ir die Variabl~n x, zr,.., y selbst, sondern fiir irgend welche, dutch eine homogene linoare 
Transformation aus ihnen hervorgehende Variable zutreffen. 
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Es liege eine Reihe  

w 

s (x, y)  - /~ (x) y,' 

vor, wobei x und  y zwei unabh~ngige komplexe  Ver~inderliehe und  /~(x) 

(v ~ o, i ,  2 , . . . )  ana ly t i sehe  F u n k t i o n en  von x bedeuten,  die fiir das in Be t r aeh t  

kommende  Gebiet  T d e r  x - E b e n e  s~mtlich eindeut ig  def inier t  und  regul~ir seien. 

Es sei nun  x =Xo ein beliebiger innerer  P u n k t  des Gebietes T und  die 

Kreisfl~iche ] x -  Xol< eo gehSre dem Gebiete T noch vollst~tndig an. Gib t  es 

alsdann einen yon  null verschiedenen Wer t  y = Y0 y o n  der  Beschaffenheit ,  dass 

die Reihe S (x, Y0) im Kreise I x - -  Xo I < e0 gleichm~issig konvergier t ,  so konverg ie r t  

S(x,  y) auch fiir jeden beliebigen, der  Bedingung ]y~ < l Y01 geni igenden W e r t  yon  

y im genann ten  Kreise gleichm~issig. 1 

Daraus  folgt aber  unmi t t e lba r :  Fass t  man  die Gesamthe i t  aller der jenigen 

Wer te  Y = Y o  ins Auge, zu welchen sich je eine (wenn aueh  noeh so kleine) 

posi t ive GrSsse Q yon  der  Eigenschaf t  nachweisen lii~st, dass die Reihe  S(x,  Yo) 
im Gebiete  ~ x - -  x o ] < Q gleichm~ssig konvergier t ,  t und  bezeiehnet  s die obore 

Grenze der  absoluten Betr~ge aller dieser Wer te  von  y mi t  R'=o, so gehSrt sicher 
jeder der Bedingung I Y ] < R' geni2gende (hingegen kein der Bedingunq ] y ] > Rr,. 
geniigender) Weft yon y jener Gesamtheit an. 

Auf diese Weise wird also jedem inneren P u n k t  x ~ x0 des Gebietes T eine 

wohlbes t immte  reelle G15sse R'=o zugeordnet ,  welehe null, posi t iv oder  unendl ieh 

gross sein kann.  Uber  diese von  x abh~ngige GrSsse R'= gilt  nun  der  folgende 

al lgemeine Satz, dessen vollst~ndiger Beweis sieh auf  Seite 46--47 meiner  oben 

z i t ier ten  Abhandlung  bef indet :  

(I). Es bedeute B einen beliebigen, im Innern des obigen Gebietes T gelegenen 
Bereich der x-Ebene mit Einschluss 8einer Begrenzungspun~e. Es sei /erner Px eine 
/i~r ]edes x des Bereiches B eindeutig de/inierte positive GrSsse, deren (reeller) Loga- 

1 Denn nach Vorgabe einer beliebigen positiven Gr0sse E gibt es eine Zahl N derart, dass 

fiir alle n > N : [ ~ f v ( x ) y ~ [ < I t  und somit ]fn(x) y~[<e, welchen Weft x innerhalb jener 
2 

Kreisflache auch haben mOge. Daraus folgt aber, sobald [ y ] < [ Yo [ : 

I f -  (~) y " l  < ' ~ (n > ~u 

und somit auch das Behauptete. 
g Offenbar geh(irt y----o dieser Gesamtheit stets an. 
s Vgl. Math. Ann. 52 (x9o5), insb. p. 3, p. 24 and p. 25 (ersto Fussnoto). 
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rithmus im Bereiche B stetig ist und /i~r ~eden inneren Punkt  yon B stetiqe, der 
Bedingung 

02 l o g  p ~  0~ log p~ (x + iv) 
8 u  s + ~ v  s ~ o ---- u 

genitgende partielle Ableitungen erster und zweiter Ordnung nach u und v besitzt. 
Gilt alsdann Rfx> p~ /i~r ]eden B e g r e n z u n g s p u n k t  x des Bereiches B, so gilt das 
ndmliche auch /fir j eden  bel iebigen Punkt  x des Bereiches B. (Ist also spezieU 
Rrx ~-Px ldnqs der Begrenzunq, so gilt ira ganzen Innern Rr~ > p,.) 

Eine unmi t te lbare  Folgerung  aus der  Defini t ion der  GrSsse Rr, ist, dass falls 

x ~ xo einen beliebigen inneren P u n k t  von T bedeute t ,  nach Annahme einer 

beliebigen posi t iven GrSsse e stets  eine zweite, 8, yon  der  Beschaffenhei t  vorhanden  

sein muss, dass Rr, > R ' , . - -  ~ verbleibt ,  solange nur  ] x - -  xo I < ~ ist. U n t e r  

Anwendung dieser Eigensehaf t  der Griisse Rr, ,  welche in der erwiihnten Abhandlung  

zur  Abkiirzung als ~)einseitige Stetigkeit)> bezeiehnet  ist, ergibt  sich aus vorste-  

hendem Satze du rch  eine einfache Uberlegung folgendes Korol la r :  ~ 

(I a). Sind die Voraussetzungen des Satzes (I) sdmtlich er/iillt, und gilt auch 
n u t / f i r  einen einzigen i nneren  P u n ~  x = xo des Bereiches B:  i 

R~, .~ p~, 

ao besteht diese Gleichung auch liar jeden beliebigen Punlct x des Bereiches B. 
Endl ich  ist hier noch der  folgende Satz  anzufi ihren,  weleher die singuliiren 

Stellen des du t ch  8(x,  y) dargeste l l ten Funkt ionszweiges  bet r i f f t :  s 

(II). Es bedeute x = xo wiederum irgend einen inneren Punkt  des Gebietes T 
und es 8el R'xo > o. A18dann Bind die Stellen (xo, y) (] y ] < R'z~ /i~r S (x, y) sdmt- 
lich reguldre; hinyegen gibt es [iir den dutch S(x ,  y) dargestellten Funktionszweig 
mindestens eine sinquldre Stelle (xo, Y0), /i~r welche ly0~=-Rr~o ist. 

Beweis. I s t  y ~ b i rgend ein der  Bedingung I b [ < R'~o geniigender W e r t  und  

wiihlt man  e' der  Bedingung [ b ] <  e ' <  R'~~ entspreehend,  so gibt  es ein noch im 

Inne rn  von  T liegendes Gebiet  I X ~ X o l < Q ,  in welchem S(x,  e') gleichmassig 

konvergier t .  En twieke l t  man  daher  die s~mtlichen Funk t ionen  [,,(x) naeh Potenzen  

von  x -  Xo, so geht  aus S (x, y) eine nach  Po tenzen  y o n  x -  xo und  y fortsehrei-  

tende  Doppelre ihe ~ (x - -  Xo, y) hervor,  welehe im Gebiete [ x - -  x0 [ < e, ] Y [ < e' 

1 Vgl. a. a. O. p. 47--48. (Die Anwendung dieses Korollars kann bei den nachfolgenden 
Untersuchungen auch umgangen werden, vergl, p. 65, Fussnote 1). 

2 Wi~hrend beim Satze (I) fiber den Bereich B nichts weiter vorausgesetzt zu werden 
braucht, als dass er eine abgeschlossene Punktmenge darstelle, so muss beiln Satze (I a) der Bereich 

auch ein zusammenh~ngender sein. (Genaueres siehe a. a. O. p. 8, Fussnote.) In der vorliegenden 
Abhandlung finden beide Si~tze nut ftlr den Fall einer Kreisfli~che Anwendung. 

* Vgl .  a. a. 0 . ,  p. 28. 
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absolut konvergier t ,  und dem Werte nach mit S(x ,  y) iibereinstimmt; S(x ,  y) 

stellt somit eine im Gebiete I X--Xo ]< Q, ]y I< Q', speziell also in der Umgebung 
des Punktes (x0, b) regul/ire analytische Funktion /(x, y) yon x und y dar. 

Verhielte sieh nun andererseits die soeben definierte (u. a. im Gebiete 

I x --x0 ] < ~, [ y ] < ~' regul/ire) Funktion / (x, y) auch noch im Gebiete ] x ~ Xo I < s, 
] y ] < R'~o + e durchweg regul/ir, wobei s eine gewisse positive Zahl bezeiehnet, so 

miisste ~ ( x - - x  o, y) auch in diesem Gebiete noch absolut und S (x, y) infolgedessen 
fiir jeden der Bedingung ] y ] < R',o + s geniigenden Wert  y im Bereiche ]X--Xo ]<__% 
(% < s) gleichmdssig konvergieren, welch letzteres aber der Definition von R'~. 
direkt widerspr/iehe. Mithin besitzt /(x, y) notwendig mindestens eine singul/ire 
Stelle (x~, y~), welehe der Bedingung ] x~ - -  xo ] < e, ] y, ] < R'~o + s geniigt. Mit 
Riicksicht darauf, dass e beliebig klein gew/ihlt werden konnte, dass ferner jede 
H/iufungsstelle von singul/iren Stellen wieder eine ebensolehe ist, endlich, dass 

eine singul/ire Stelle (Xo, Yo), fiir welche geradezu ] y o [ < R ' .  w/ire, nach Obigem 

ausgesehlossen ist, folgt daraus ohne weiteres die Behauptung. 

w  

Der erste der herzuleitenden S/itze mSge zun/iehst in der folgenden engeren 

Fassung ausgesprochen und bewiesen werden: 
E s  sei x =  o, y ~ o eine singuldre Stelle /iir einen gewissen, im Gebiete 

I x ] < Q, [ y I < Q' eindeutigen Zweig / (x, y) einer analytischen Funkt ion  yon x und y. 

Z u  jedem der Bedingung [~1< Q geniigenden Werte ~ mdye /iir ] (x, y) eine und nur 

eine singuldre Stelle (~, ~) -~ (~, q~(~)) existieren, deren y -Koordinate  ~ = q~(~) dem 

absoluten Betraqe nach unterhalb Q' liegt, und es mdge /erner ~ = ~ ( ~ )  /iir ] ~ [ < 0  
einen mit  ~ stetig sich dndernden Weft  besitzen. Alsdann stellt ~-~ q~(~) notwendig 

eine ]iir ~ = o requldre analytische F u n ~ i o n  van ~ dar. 
Beweis. Infolge der Stetigkeit der (fiir ~ =  o verschwindenden) Funktion 

v, = r I/isst sich eine positive, unterhalb r gelegene Zahl 2 h angeben, derart, 

I Q, bleibt, solange nur I ~ l <  ~ h ist. Im Gebiete Ix  I < 2 h, dass I r I < 

* Gemass folgendem Satze: Konvergiert die Reihe ~$~(x-xo)p '~, wo $v(x-xo)=~a~(X-Xo)~', 

im Bereiche I X-  Xo [ < p gleichmdissig, so konvergiert die Dopl)elreihe ~ (x-  xo , y) = ~ a~ ~ ( x -  x. )~ y v 

fi~r [Z-Xo[ < p, lYl < P~ absolut. Denn setzt man Maxl~v(x-xo)l =-gv, so ist nach Annahme 
I z - ~ l ~ o  

einer beliebigen positiven Gr6sse h ffir hinreichend grosse Werte von v: g~p'~ < h uud somit 
] a~,~lp~,f~ < h {p ==o, x, 2 , . . .  ), woraus sich unmittelbar die Behauptung ergibt. 
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X 
~ r  r befindet sich alsdann fiberhaupt keine singuli~re Stelle der Funkt ion  

/ (x, y). 

Es werde nun  eine positive Zahl k der Bedingung ~ O < k < O' entsprechend 

beliebig gew/~hlt und es sei y ---- Yo ein beliebiger Wert  mit  dem absoluten Betrage k. 

I ~, ist [ (x, y) alsdann eindeutig und regular Im Gebiete Ixl<2h, ly--Yol<k---~ 

und somit dutch  eine absolut konvergierende, naeh ganzzahligen positiven Potenzen 
yon x und y- -Yo fortschreitende Doppelreihe darstellbar. Indem man sieh diese 
letztere nach Potenzen yon y -  Y0 geordnet  denkt,  erhiilt man fiir /(x, y)  eine 
im genannten Gebiete giiltige Darstellung der folgenden Art :  

--,2 /(x, y) l,(x)(y--yo)'=s(~, y--yo), 
~'~0 

wobei die ] , ( x )  (~, -~ o,  I ,  2 ,  . . .) fiir I x ] < 2 h eindeutige und reguHire Funkt ionen 
van x bedeuten. 

Legt  man x irgend einen speziellen, der Bedingung Ix I< 2 h geniigenden 
Wert  bei, so ist die Stelle (x,  ~ (x))  fiir die Funkt ion [ (x,  y )  eine singutiire, w~ihrend 
alle Stellen (x, y),  ffir welche ] y - -  Y0 [ < [ ~f (x) - -  y~ 1, sicher reguli~re sind. Daraus 
folgt aber sofort gem/iss Satz (II), dass die dutch  die Reihe S (x, y -  Y0) definierte 
GrSsse R'~ fiir jeden der erw~hnten Werte yon x gleieh ] ~ (x) - -  Y01 ausfallen muss: 

R'~=lw(x)--yol (Ixl<2h). 

Da ~ (x) und somit aueh R'~ fiir I x [ <  2 h stetig ist, R'~ in diesem Gebiete 

I t iiberdies best~ndig oberhalb der positiven Zahl k - -  ~ Q verbleibt, so ist auch der 

(reelle) Logari thmus yon Rr~ ffir I x [ < 2  h, spezie]l also fiir I x l ~ h  stetig und es 
existiert somit eine von x abh~ngige positive GrSsse p~, welche fiir I x l ~  h mit  
R ' x  iibereinstimmt, und deren reeller Logari thmus im Bereiche I x [ <  h stetig ist 
sowie fiir [ x I < h stetige, der Bedingung 

8s log p~ 8s log p~ 
d log p ,  = 0 u ~ - Y -  + i~ v ~ '= o (x  -= u + i v )  

geniigende partielle Ableitungen erster und zweiter Ordnung nach u und v besitzt. 
Nach dem Satze (I) gilt a]sdann fiir alle Ix I<  h die Beziehung 

R ' c  > p,, , 

welehe speziell fiir x = o (naeh Logarithmierung) 
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2 ~  

I ]"loglqo(heiO)__YoldO (x) log k > ~-~ 

o 

liefert. 
In dieser letzteren Ungleichung daft  der GrSsse Yo jeder Wert  beigelegt 

werden, dessen absoluter Betrag gleich k ist; setzt man also Y0 = k .  e i~ so gilt 
die Beziehung (x) fiir jeden beliebigen reellen Wert  yon 0~, und somit auch noeh 

dann, wenn man auf der rechten Seite in Bezug auf die zwisehen o und 2 ~r gele- 

genen Werte yon ff zum arithmetischen Mittel iibergeht. So ergibt sieh 

(2) 
2 ~  2~r 

log k > (" k 'o't 
= 4 ~  d j  

0 0 

Da nRmlich der unter  dem doppelten Integralzeichen stehende Ausdruck eine 

stetige Funktion der beiden Integrationsveriinderlichen 0 und O f ist, so existiert 

das Doppelintegral und kann nach Belieben durch irgend eines der beiden zuge- 

hSrigen iterierten Integrale ersetzt werden. 
Beachtet  man nun, dass (aus dem n~imlichen Grunde) die rechte Seite der 

Beziehung (I) eine stetige Funktion von O' ist, 1 so ist ersichtlich, dass, wenn 

in (I) auch nur fiir einen einzigen Wert  von O' das Ungleichheitszeichen gelten 

sollte, auch in (2) notwendig das Ungleichheitszeichen in Kraft  treten miisste. 

Tats~chlich gilt aber in (2) das Gleichheitszeichen; denn da fiir einen beliebigen 

reellen Wert  von 0: 

I r 

ist, also y~ef(he i~ einen inneren Punkt  des Kreises Jyl~-k darstellt, so gilt 

bekanntlich: 2 

2 ~   flogl 
o 

~(he i~ - -  k e i ' ~ ' J d 3  ' ~  log k (o<O_< 2~) 

und somit auch das Behauptete.  
Demnach steht in (i) notwendig das Gleichheitszeichen, m. a. W. es ist in 

Bezug auf die oben betrachtete Reihe S(x, Y--Yo): 

Vgl. z. B. JORDAN, Cours d 'ana lyse  I (1893), p. 72. 
2 I n  der  Sprache  de r  Po ten t i a l t heo r i e :  ~Das Iogar i thmische  Poten t ia l  der  (homogen  mi t  

Masse be legt  gedachten)  Kre i spe r iphe r i e  ] y l  ~ k ist  im I n n e r n  dieses Kreises  kons tan t . ,  
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R'= ~ p~ 

fiir x ~ o u n d  somi t  n a c h  d e m  Sa tze  ( I a )  a u c h  fiir alle x, we lche  der  B e d i n g u n g  

Ixl < h geniigen.  1 

Es besitzt mithin log Rr. (da mit log p. identisch) fiir ] x ] < h stetige partielle 
A b l e i t u n g e n  ers te r  u n d  z w e i t e r  0 r d n u n g  n a c h  u und  v, u n d  fe rner  geni ig t  log Rr~ 

( u n d  d a h e r  a u c h  log R~),  fiir w e ingesetz t ,  der  Di f fe ren t i a lg le i chung  

. d W ~  O, 

Rr~ selbst  also der  Di f f e ren t i a lg l e i chung  

so lange  n u r  x = u + i v  d e m  A b s o l u t e n  B e t r a g e  n a c h  u n t c r h a l b  h bleibt .  

Se t z t  m a n  also 

~ f ( x ) ~ U + i V ,  y o = a + i f l  

sodass 

R'i = Itp(x)--Yol ~= ( U - -  ay- + ( V - - t i p ,  

und beaehtet, dass y o = a  + i~ ledigtieh der Besehr~nkung ~o' <[yo]< 2 , 5" 5 Q u n t e r -  

wor fen  war ,  sodass  a u n d  fl i nne rha lb  gewisser  Grenzen  unabh~ingig v o n  e i n a n d e r  

wil lkfir l ich gewiihl t  w e r d e n  k o n n t e n ,  so ist  zun~ichst ers icht l ich,  dass  a u c h  U und  

V fiir I x l < h  s te t ige  par t ie l le  A b l e i t u n g e n  e rs te r  u n d  zwei te r  O r d n u n g  n a c h  u 

u n d  v bes i tzen  miissen,  ~ u n d  es e rg ib t  s ich s o d a n n  aus  (3) die fiir Ix l  < h  giiltige 

B e z i e h u n g :  

[ t~ ' [ou I' lovy [ ( v - -  a), + (v--f l)~] .  ~ ( u - -  . ) d  u + ( v - - f l ) ~  v + l ~ !  + ~avt + lau!  + 

. FOUOV OUOV l 
+ 4(U--a)(V--#)[O-uu/~-u + ) v  OvJ 

Die Anwendung des Satzes (Ia) kann vermieden werden, indem man die im Texte nur 
ffir den Mittelpunkt x = o des Kreises I x l f ~ h  angestellte Betrachtung mit Hilfe des PolSSOX- 
schen Integrals in ~thnlicher Weise fiir einen beliebigen inneren Punkt dieses Kreises durchffihrt. 

Da nihnlich log Rrx ~ stetige Ableitungen der genannten Art besitzt, so gilt das Gleiche 
auch fiir R~ = (U- -  a) ~ + (V--  fl)~, ebenso aber, indem man a und fl durch ein anderes zul~ssiges 
Wertsystem a 1, fl' ersetzt, auch ffir ( U - - E ) ~ +  (V- - iT )  ~ un,1 mithin (wie durch Bihlung der 
Differenz beider Ausdrficke ersichtlich) auch ffir (a--  a') U + (fl-- fl') 15 Durch zwei passend 
gew~thlte Ausdriicke dieser letzteren Art lassen sich abet U und V selbst homogen und linear 
darstellen. 

Acta mathematica. 32. Imprim6 le 22 d4cembre 1908. 9 
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oder, zusammengezogen 

[(U-- a)' + (V--fl)q. [(U--a)~tU+ (V--#)JV] = 

[foul,+ lout, tovl~ lovl,] [ou ov 
-- [ (U--")~--  (V--fl)']LiOu! i~v] --~Oul I~vl j+4(U--cd(V-- f l )  -ou Ou 

ou oV] 
+ o~ b ~ j  

Beide Seiten sind in Bezug auf a und fl ganze rationale Funktionen;  nach 

dem soeben fiber a und fl bemerkten kann also die Gleichung nur dann fiir alle 

zul~ssigen Wertsysteme a, fl erffillt sein, wenn die Koeffizienten der n~imlichen 

Potenzprodukte yon a und fl auf beiden Seiten der Gleichung einzeln iiberein- 

stimmen. 

Der Vergleich der Koeffizienten yon a a und yon /~3 lehrt zun~chst, dass 

~ U = o  und d V = o  

sein muss, sodass beide Seiten der obigen Gleichung einzeln verschwinden. Die 

Nullsetzung der Koeffizienten yon a ~ und yon aft auf der rechten Seite liefert 

sodann die Gleichungen: 

und 

(ov~, to u I, ? v  I,_ tovl'= 
o~I + ~-Ogv!--~Out ~ov! o 

OU OV oU OV 
o-~ o ~  + oW o~  

~ O ~  

welche durch Kombination 

(o u o v I,+ (o u o vl . 
~u + iOul ~v +i Ov! =o 

ergeben. Hieraus folgt 

ou ov [ou + .oVl 
Ou + i V ~  = :r- i i T ;  ~ ~ ] ' 

sodass: fiir einen beliebigen, der Bedingung [x I< h geniigenden Wert yon x das 

Gleichungspaar 

OU OV OV OU 
(4) o u  = + O v  ' O u  = :  m o~ 

entweder mit den beiden oberen oder mit den beiden unteren Vorzeichen erffillt 

sein muss. I 

* In beiden Fi~lIen zeigen sich in der Tat die f~ir R'x geltenden Bedingungen befriedigt; 
die hier noch verbleibende Unbestimmtheit ist also keineswegs auf eine unvollstandige Aus- 
nutzung jener Bedingnngen zurtickzuftihren. 
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Es soll nun  der Naehweis gefiihrt werden, dass fiir jeden der betraehteten 

Werte yon  x oder, worauf es bier nur  ankommt,  wenigstens fiir alte Werte  x yon 

hinl-~nglieh kleinem absoluten Betrage die oberen Vorzeichen gelten miissen. Zu 

diesem Zweeke werde /(x,  y) fiir einen Augenbliek als Funk t ion  der  beiden unab- 

h~ngigen Variabeln x und z = x + y angesehen, und als solche mit  ](x, z) bezeich- 

net.  Wird alsdann eine positive Zahl a ldeiner als jede der  beiden Zahlen Q und 

d gew~hlt und  setzt  man  ferner o r ----- ( - -  a, so ist, da  die Ungleichungen ] x I < a, 

[ z I < ar das Bestehen der  Ungleiehungen [ x [ < q, I Y [ < Q' zur Folge haben, ](x, z) 

im Gebiete I x I < a, I z I < ar eindeutig und  es sind nur  diejenigen SteUen dieses 

Gebietes fiir [(x, z) singul~ire, zwisehen deren Koordina ten  x und z die Relat ion 

z = x + ~ (x) besteht .  Da die Funk t ion  x + ~ (x) fiir ] x I < a stetig ist und  sieh 

fiir x = o auf null reduziert ,  so kann  man  iiberdies eine positive Zahl ao unterha lb  

a derar t  angeben, dass [ x + q0 (x) I < a', solange ! x [ < a0. 

Fiir die Funk t ion  ](x, z) sind alsdann im Gebiete I x I < ao, [ z I < a' die Voraus- 

setzungen des zu beweisenden Satzes s~mtlieh erfiillt, und zwar werden die in 

diesem Gebiete gelegenen singul~ren Stellen dargestel l t  durch die Beziehung 

z = x  + q ~ ( x ) = u  + U + i ( v +  V). 

Naeh dem bisher Bewiesenen muss daher  fiir einen beliebigen Wer t  yon  x, dessen 

absoluter  Betrag unterha lb  einer gewissen GrSsse h 0 liegt (die wir sogleieh kleiner 

als h annehmen wo|len), das Gleiehungspaar 

O(u + U) O(v + V) O(v + V) :~ O(u + U) 
(5) ou = + Ov ' Ou = Ov 

entweder  mit  den oberen oder mR den unteren  Vorzeiehen erfiillt sein. 

Im ersteren Falle ha t  man fiir den be t rachte ten  Wer t  yon  x 

OU OV ~V OU 
0u ---- ~ '  0u 0v ' 

wie es behaupte t  wurde. 

Im zweiten Falle zeigt die sieh ergebende Gleiehung 

OU OV 
2 + ~u ---- Ov 

OU OV 
unmit te lbar  die UnmSgliehkeit  der Beziehung 0-~ = - - ~ - v '  sodass auch in die- 

sere Falle die Gleiehungen (4) notwendig mi t  den oberen Vorzeiehen gelten miissen. 1 

1 Dieser zweite Fall kann, wie sich dann unmittelbar ergibr (iberhaupt nur fiir solche x 
eintreten, filr welche die in den Gleichungen (5) auftretenden partiellen Ableitungen samtlich 
null sind. 
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Demuach  gelten fiir alte der  Bedingung ] ~ i <  h 0 geniigenden Wer t e  yon  x 

die Gleichungen (4) mi t  den oberen Vorzeichen;  da iiberdies die in diesen 

Gleichungen vo rkommenden  part ie l len Ablei tungen fiir Ix[ < h sKmtlieh st;etig sind, 

so ist ef ( x ) =  U + i V eine fiir I x ] <  h0 regul/ire analyt isehe F u n k t i o n  yon  x. 

w 

Fiir  den Fo r tgang  der  Unte rsuchungen  erweist sich der folgende Hilfssatz 

yon  Bedeutung .  

Fiir einen gewissen Zweig ~ ] (x, y) einer anal~ischen Funkt ion  yon x und y 

sei die Stelle x ~-o ,  y ~ o eine singul~ire; hingegen seien in einer gewissen Nachbar- 

scha/t derselben atle iibrigen Stellen, deren x-Koordinaten null sind, ]iir jede 

Best immung yon / (x ,  y) reguldire. Bedeutet alsdann ]Q(x, y) irgend eine dieser 

Ber so l(isst sich nach Vorgabe einer beliebig kleinen positiven Zahl  

stets eine zweite, ~, angeben , so bescha]/en, dass zu j e d e m  Punkte  x ---- xQ des Kreises 

Ix[ < $ mindestens eine singuliire Stelle (x 0, Yo) yon ]o(x, y) 9ehSrt, writhe der 

Bedinqung I Yo [ < t geniigt. 

Beweis. Naeh Voraussetzung verhMt sieh /0 (x, y) sieher in der  Umgebung  

jeder  Stelle (o, y) regulKr, fiir welche y einem gewissen Gebiete  o < ]y [  < ~ ange- 

hSrt .  Eine  posi t ive GrSsse 2 k mSge nun  kleiner als /r wie auch  kleiner  als die 

vorgeschr iebene Zahl e gew~hlt werden.  Wi t  lassen alsdann, w~ihrend der  reelle 

Pa r ame te r  O sieh stet ig yon  o bis 2~r bewegt,  das Argumen tenpaa r  (x, y) die 

Wer t sys t eme  (o, ke ~a) durchlaufen  und  untersche iden  zwei F~lle, je naehdem ]0 (x, y) 

bei einer analy t i sehen Fortse~zung liings dieses Weges in das urspri ingliche 

Funk t ionene lemen t  zur i ickkehr t  oder  nieht .  

Im ersten Falle ist /0(x, y) im ganzen Gebiete  eindeutig und  regular,  welches 

aus den Umgebungen  aller Stel len (o, y) (I Y I = k) besteht ,  und  es exis t ier t  mi th in  8 

Denselben habe ich fiir den Fall eindeutiger Funktionszweige in etwas allgemeinerer 
Form bereits in der Abhandlung ~Einige Folgerungen aus der C,ucHY'schen Integralformel bei 
Funktionen mehrerer Veriinderlichen~ (Miinch. Sitz.-Ber. 35 (I9o6) p. 223) ver(iffentlicht~ 

Diese Ausdrucksweise soll (wie iibrigens auch aus dem weiteren Wortlaute hervorgeht) 
keineswegs besagen, dass der betrachtete Funktionszweig sich in der Umgebung der Stelle z-~o, 
y-----o eindeutig verhalten mtisse. Ist der Funktionszweig in der Umgebung yon x=o, y = o  
nicht eindeutig (wobei auch Verzweigungen unendlich hoher Ordnung zugelassen werden sollen), 
so werden als demselben angehSrig alle diejenigen (eindeutigen und regul~iren) Bestimmungen 
der Funktion angesehen, deren Gtiltigkeitsgebiet in jede beliebige Niihe des Punktes x.-=o, y =o  
vordringt, und zu welchen man yon einer derselben aus durch analytische Fortsetzung li~ngs 
eines dem Gebiete [ x [ < r, ~ y [ < r angehsrigen Weges gelangen kann, wie klein auch r gew~hlt 
werde. 

' Die gegenteilige Annahme ftihrt, wie leicht zu sehen, auf einen Widersprueh. (Ein di- 
rekter Nachweis daftir ergibt sich ganz unmittelbar durch Anwendung des sog. HsxNE-Bo~'schen 
Theorems, Jahresber. d D, Mathem.-Ver. II Erg. ~ Bd. 19o8, p. 77)- 
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eine (unterhalb k gelegene) positive GrSsse ($ v o n d e r  Art, dass /0 (x, y) im Gebiete 

x I < 6, /c - -  $ < I Y I < k + ~ ebenfalls noch durchweg eindeutig und regul~ir ist. 
]0 (x, y) gestattet  infolgedessen eine im letztgenannten Gebiete giiltige Darstellung 
durch eine absolu~ konvergierende, nach positiven Potenzen yon x und nach 
positiven und negativen Potenzen yon y fortsehreitende Doppelreihe, welche wir 
uns naeh Potenzen yon y geordnet denken wollen: 

+ ~  
(~) / o ( X , y ) = ~ Z ~ ( x ) y  ~ ( I x l < ~ ,  k - - ~ < l y ] <  k + c~), 

wobei die ~ ( x ) ( ~ 0 ,  • i ,  :i: 2 . . . .  ) Reihen bedeuten, welehe nach positiven 
Potenzen von x fortschreiten. Diejenigen unter  diesen Potenzreihen, deren Index 

negativist ,  k6nnen nieht alle identisch verschwinden, da unter  dieser Annahme 

/o (x, y) im vollen Gebiete I x [ < 6, I Y ] </c -~ 3 eindeutig und regular w~re, also 
dem betrachteten Funktionszweig /(x, y) iiberhaupt nicht angehSren kSnnte. 

Von der soeben bestimmten GrSsse $ l~isst sich nun leicht einsehen, dass sie 
zugleich die in der Behauptung ausgesprochene Eigenschaft besitzt. Geniigt 
n~mlich xo der Bedingung Ix o I<  $ und w~re entgegen der Behauptung ]o (x, y) 
auch noeh in der Umgebung jedes Punktes (x0, y) ([y] < e), speziell also jedes 
Punktes (x 0, y) (I Y I <~ 2 ]r regul~r, so mfisste 1 ](} (X, y)  auch in einem gewissen Ge- 
biete ~ x -  x o ]< ~o, ]Yl < 2/c eindeutig und regul~ir und daher dutch eine absolut 
konvergierende, naeh positiven Potenzen yon x - -  x o und y fortschreitende Doppel- 

reihe darstellbar sein. Wird diese letztere ebenfalls nach Potenzen yon y geordnet : 

(z) / o ( x , y ) - - ~ , ( x - - x o ) y "  ( J x - - x o ] <  r l y l < z k )  
v~0 

so ergibt der Vergleich der beiden Darstellungen (i) und (z), dass alsdann fiir 

alle x, welche den beiden Kreisfl~chen I x I < 6, I x - -  x o I < Q0 gemein sind, 

~ ,  ( x )  --- ~ ,  (x  - -  x , )  ( ~  = o ,  i ,  2 , . . . )  

sowie 

~ ( x )  - -  o (~-- - -  i ,  - 2 . . . .  ) 

gelten miisste, welch letzteres jedoch mit dem oben Festgestellten im Widerspruch 
steht. 

Im zweiten Falle existiert, ~ da ]o (x, y) bei der Fortsetzung l&ngs des oben 
betrachteten Weges fiir eine gewisse Umgebung ~ x I < Qo, ~ Y - -  ke i~ I < Q~# jedes 
einzelnen Punktes (o, ke ~)  (o < 0 < ~ zr) clesselben regul~ir ist (wenn auch die beiden 
fiir 0----o und fiir 0 = z z  giiltigen Funktionenelemente hier yon einander verschie- 

Wie p. 58 Fussnote 3. 
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den sind), ebenfalls eine positive GrSsse ~ yon  der Eigenschaft, d~ss die s~imtli- 
ehen Zahlen Qo (o_<_ O < z z)  grSsser als (I angenommen werden kSnnen. Die so 

bestimmte GrSsse J besitzt dann wiederum die in der Behauptung ausgesprochene 
Eigenschaft. Es bezeichne n~mlieh ~ (x, y - -  k) das zu 0 = o, ~ (x, y - -  k) das zu 

~ 2 z  gehSrige Funktionenelement, und Xo wieder einen der Bedingung I xo ]< 
g.eniigenden Weft. W~ire nun entgegen der Behauptung /o (x, y) in einem gewissen 
Gebiete [ x - -  xo ] < ~o, I Y [ < z k regular (vgl. oben), also in diesem Gebiete durch 
eine naeh positiven Potenzen yon x - - x 0  und y fortschreitende Doppelreihe 
~o(x ~ xo, y) darstellbar, so miisste das zu einem beliebigen (der Bedingung 0<__3<2 z 

geniigenden) Werte yon 0 gehSrige Funktionenelement mit ~)o (x - -  x~, y) im gemein- 
samen Giiltigkeitsgebiete ~ dem Werte naeh iibereinstimmen. Speziell miisste dies 
also sowohl yon ~ (x, y -  b) als auch yon ~ (x, y -  b) gelten, welche demnach 

entgegen der gemaehten Annahme mit einander identiseh sein miissten. 

Der vorstehende Satz beh~ilt seine Giiltigkeit unver~indert bei, wenn an Stelle 
der Verii.nderliehen x beliebig viele Ver'~mderliche x, x' . . . .  treten. Von dieser 

Verallgemeinerung des Satzes wird im w 6 Gebraueh gemaeht werden. 

}4.  

Der soeben bewiesene Hilfssatz kann dazu dienen, dem Satze des w 2 eine 
betr~chtlieh allgemeinere Fassung zu geben; er gestattet  es n~mlich, die Voraus- 
setzungen desselben nach drei versehiedenen Riehtungen zu erweitern: Erstens 
erweist sich die beziiglieh der Eindeutigkeit des betraehteten Funktionszweiges 
I (x, y) gemaehte Voraussetzung als iiberfliissig; zweitens reieht es bereits hin, wenn 
zu jedem dem Gebiete I~1< ~ angehSrigen Werte ~ die Existenz h6chstens einer 

(start genau einer) singuli~ren Stelle (~, 7) (I r~ I < r vorausgesetzt wird und drittens 
endlich kann auf die Voraussetzung betreffend die Stetigbeit der Funkt ion  (p (~} 

verziehtet werden. Infolgedessen l~isst sieh jener Satz nunmehr in der folgenden 

Weise formulieren. 
Es  8ei x ~ o, y ~ o eine siuguldre Stelle /iir einen gewissen (ein- oder mehr- 

deutigen ~) Zweig / (x ,  y) einer analytischen Funkt ion  yon x und y, und die Gesamt- 

heir aUer in einer gewissen Umgebung Ix[ < Q, ]y] < r derselben gelegenen singuldren 

Stellen (~, ,2) yon / (x ,  y) 8ei so beschaHen, dass zu ]edem Werte ~ hSchstens eine 
dieser Gesamtheit angeh6rende sinejuldre ,qtelle (~, 7) existiere. Alsdann gibt es zu 

j edem in der Umgebung ~on x ~ o gelegenen Werte x = ~ eine Stelle (~, 7) = (~, ~ (~)) 

Dasselbe enthalt jedesma! zum mindesten eine gewisse Umgebung des Punktes (xo, kd~). 
Vgl. p. 68 Fussnote s 
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]ener Gesamtheit, und es stellt ~ ~ ~o(~) eine /i~r ~_ ~ o reguldre analytische Funkt ion 
yon ~ dar. 

Beweis. Es bedeute (iihn]ieh wie im vorigen Paragraphen)  /0(x, y) eine 

beliebige Bes t immung des in der Umgebung der  Stelle x = o, y ~ o be t rachte ten  

Funktionszweiges / (x,  y). Da fiir diesen letzteren die Voraussetzungen des Hilfs- 

satzes erfiillt sind, so I~isst sieh alsdann zun~ichst eine positive GrSsse r angeben, 

so besehaffen, dass zu jedem Punk te  x = ~ des Kreises Ix I<  Q0 mindestens eine 
singul~ire Stelle (~,~) yon  /o(x, y) gehSrt, welehe der  Bedingung I~1 < r geniigt. 

Wird dabei, wie wir annehmen wollen, ~0 zugleich kleiner als Q gew~ihlt, so gibt 

es andererseits naeh Voraussetzung zu jedem derar t igen Werte  yon  ~ hdchstens 
eine singul~ire Stel]e (~, ~) der eben bezeiehneten Art.  Daraus geht  hervor, dass 

f i i r /o  (x, y) zu jedem der Bedingung ~ J <  r geniigenden Werte  yon  ~ eine und 
nut  eine singul~ire Stelle (~, ~ ) =  (~, qg(~)) jener Ar t  existiert.  1 

Wird nun  ferner eine beliebig kleine positive Zahl ~ vorgesehrieben ~ die 

wir uns jedoch yon vornherein kleiner als Q' gewiihlt denken - - ,  so gibt  es naeh 

dem Hilfssatze eine zweite, ~, so beschaffen, dass zu jedem Pu n k t e  x ~ x 0 des 

Kreises ] x ] < $ mindestens eine singuliire Stelle (Xo, yo) yon /o (x, y) gehSrt, we]che 

der  Bedingung [Yo [<  �9 genfigt;  denk t  man  sich dabei ()" zugleich kleiner als ~0 

fixiert,  so besagt dies, dass [ ef (~) ~ < e ist, solange nur  15 1 < ~ bleibt, und  es ist  

demnach  die Funk t ion  cf (g) fiir ~-----o stetig. 

Bedeute t  ferner ~ = ~o einen be]iebigen, der  Bedingung I -~o I < 0o genii- 

genden Wert ,  und  setzt man ef (-~0)~ r,0, so sind ffir die singuliire Stelle (~o, r,o) 

des Funktionszweiges ](x, y) ganz analoge Voraussetzungen erfiillt, wie sie unser 

Satz bezfiglich der Ste]le (o, o) ausspricht.  Nach dem soeben bewiesenen muss 

demnach die Funk t ion  q~ (~) auch fiir ~ = ~o, allgemein also im Gebiete I~1< 0o 
stet ig sein. 

Hieran kni ipft  sieh nun  schliesslich der  Naehweis, dass ~ = ef(~) eine fiir 

= o regul~ire analyt isehe Funk t ion  von ~ sein miisse. Dieser Nachweis ist mi t  

dem in w 2 gefiihrten Beweise vSllig i ibereinst immend; man  ha t  in diesem letzteren 

lediglich q durchweg durch Qo, sowie ](x, y) dureh  /o(x, y) zu ersetzen und am 

Schlusse eine sehr geringfiigige Ab~inderung des Wor t lau tes  vorzunehmen.  ~ 

Da es nach Voraussetzung fiir den Funktionszweig f(x, y) im Gebiete i x I < Po, ~ Y I < pt 
fiberhaupt keine weiteren singul~ren Stellen geben kann, die soeben f~ir die Bestimmung fo(x, y) 
angestellte Betrachtung jedoch in gleicher Weise auch auf jede der fibrigen Bestimmungen 
yon f (x,  y) anwendbar ist, so ist zugleich ersichtlich, dass die s~tmtlichen Bestimmungea yon 
f(x, y) in der Umgebung des Punktes x = o, y = o genau die n~mlichen singul~tren ~tellen 
(r ~ ($)) besitzen miissen. 

2 Um n~tmlich die Entscheidung iiber die Vorzeichen zu treffen, wird der ganze Funktions- 
zweig f(x, y) als Funktion yon x und z ~ x + y aufgefasst und als solcher mit f(x, z) bezeichnet. 
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w 

F i i r  d e n  F a l l  b e l i e b i g  v i e l e r  V e r ~ n d e r l i c h e n  x, x ' ,  x " , . . . ,  y g i l t  e in  d e m  

v o r i g e n  d u r c h a u s  a n a l o g e r  Sa tz ,  n~imlich:  

E s  sei x = o, x ' ~  o . . . .  , y ~ o eine s inguldre  Stel le  ]iir e inen  gewissen  (e in-  

oder mehrdeu t igen )  Z w e i g  / ( x ,  x',  . . , y)  e iner  analyliscI~en F u n k t i o n  yon  x, x', . . ,  y u n d  

die  Gesamthe i t  al ler in  e iner  gewis sen  Umffebunf f  [ x ~ < o, [ x '  I < Q, . . . , [ y [ < a derselben 

gelegenen 8 inguldren  S te l len  (~, ~ r , . . ,  ~i) yon  ](x ,  ~ ' , . . . ,  y)  sei  so bescha/ /en ,  dass  

zu  ]edem W e r t s y s t e m e  ~, ~ , . . h6chstens  e i n e  dieser  Gesamthe i t  angehSrende  s inguMre  

Ste l le  (~, ~', . . , ~) exist iere.  A l s d a n n  gibt es zu  j e d e m  in  der U m g e b ~ n g  yon x ~ x' 

. . . . .  o gelegenen W e r t s y s t e m e  x = ~, x ' =  ~', . . . e ine  Stel le  

( L  ~' . . . . .  ~) = (~, ~' . . . . .  ~f (~, ~' . . . .  )) 

j ener  Gesamthe i t  ~tnd es stelli 

= ~ ( ~ ,  ~ ' , . . . )  

e ine  ]iir ~ = ~' . . . . .  o reguldre analy t i sche  F u n k t i o n  yon  ~, ~' . . . .  dar.  

B e w e i s .  ~ Es  b e d e u t e  /o(x,  x '  . . . .  , y) e ine  b e l i e b i g e  B e s t i m m u n g  des  in  d e r  

U m g e b u n g  d e s  P u n k t e s  �9 = x' . . . . .  y = o b e t r a e h t e t e n  F u n k t i o n s z w e i g e s  

] ( x ,  x ~ , . . ,  y). N a c h  V o r a u s s e t z u n g  verh~il t  s i ch  a l s d a n n  ]0 (x, x ~ . . . .  , y) s i c h e r  in  

d e r  U m g e b u n g  j e d e r  S te l l e  (o, o . . . .  , o, y) regul / i r ,  f i i r  w e l e h e  o < ] y ] < a is t .  W i r d  

n u n  d i e  p o s i t i v e  GrSsse  k d e r  B e d i n g u n g  o < k < a e n t s p r e c h e n d  b e l i e b i g  g e w ~ h l t ,  

u n d  1/~sst m a n  d i e  V a r i a b l e n  x, x'  . . . .  , y ,  w/~hrend d e r  r ee l l e  P a r a m e t e r  ~ s ich  

s t e t i g  y o n  o b is  2 z  b e w e g t ,  d i e  W e r t s y s t e m e  (o, o . . . .  , o, k e  ~'~) d u r e h l a u f e n ,  so 

m S g e n  (~hr~lieh wie  in  w 3) zwei  F M l e  u n t e r s e h i e d e n  w e r d e n ,  i e n a c h d e m  

Werden alsdann a und a' wiederum so bestimmt, dass die Ungleichungen Ix ] < a, ]z ~ < a' das 
Bestehen der Ungleichungen ] x ~ < Po, ~ Y ~ < pr zur Folge haben (w:,ihrend die Bestimmung yon 
ao hier unnStig ist), so sind ftir f (x ,  z) im Gebiete [ x ] <  a, [z I<  a t die Voraussetzungen des zu 
beweisenden Satzes samtlieh erfiillt usw. 

* Der Gedankengang desselben ist - -  wenu man yon der durch Hinzufiigung des Wortes 
~,hSchstens~ bedingten geringf(~gigen Komplizierung ~ b s i e h t -  im ~vesentlichen folgender: 
Bedeutet ($, $ ' , , . ,  r irgend eine jener singulliren Stellen, so betrachte man die Funktion 
f (x ,  ~', $" , . . . y )  der beiden Veriinderlichen x und y. Ftir diese braucht die Stelle x = $ ,  y = ~  
nicht unter allen Umsti~nden eine singuliire zu sein. Nehmen wir abet zuniichst an, dass (lies 
im vorliegenden Falle allgemein zutreffe, so muss nach w 4 ~ ffir jenes Wertsystem ~', 
$" . . . .  eine regulate analytische Funktion yon ~ sein, ebenso ftir ein beliebiges Wertsystem 
$, $'~, ~" ' , . . .  eine reguli~re analytische Fankti~n yon ~' usf., infolgedessen abet auch eine regul~,tre 
analytische Funktion der s~tmtlichen unabhttngigen Ver~,inderlichen ~, ,~',... Ist  aber die oben 
gemachte Annahme nicht zutreffend, so litsst sich ihre G(iltigkeit doch stets erzwingen, indem 
nmn anstelle yon x, x~,.., durch eine geeignete homogene lineare Substitution neue Ver~inder- 
licho einffihrt. 
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/o (x ,  x ' , . . . ,  y)  bei einer analy t i schen For t se t zung  l~ngs dieses Weges in das 

ursprfingliche Funk t ionene lemen t  zurf ickkehr t  oder  nicht .  

Im ersten FaUe  ist /o (x, x ' . . ,  y) in dem ganzen Gebiete  e indeut ig  und regular,  

welches aus den Umgebungen  aller Stellen (o, o . . . .  o, y) ( i Y l ~  k) bes teh t  und 

somit  ~ auch im Gebiete 

( i )  I x l < ~ ,  ] x ' ] < 6 ,  . . . , k - - ~ < l y i < k + ~  

wo 6 eine gewisse posi t ive Zahl bedeute t ,  die wir uns jedoch yon vornhere in  

k]einer als (~ gew~hlt denken. /o(X, x'  . . . .  , y)  ges ta t t e t  a lsdann eine im letzt-  

genannten  Gebiete  giiltige Dars te l lung durch eine absolut  konvergierende,  nach 

posi t iven Po tonzen  yon  x, x r . . . .  und nach  posi t iven und negat iven  Po tenzen  von 

y for tschre i tende  Reihe,  welche wit  uns nach  Po tenzen  yon  y geordnet  denken  

woUen: 

(2) /0(x, x ' , . . . ,  y) = z ~ , ( x ,  x ' , . . . ) y ~ .  

Diejenigen un te r  den Po tenzre ihen  ~ ,  (x, x r . . . .  ), deren Index  r nega t iv i s t ,  k5nnen  

dabei  n icht  s~imtlich identisch verschwinden,  da un te r  dieser Annahme/0  (x, x ' , . . . ,  y) 

im vollen Gebiete  I x ] < ~, I xr] < ~, �9 �9 �9 ] Y ] < k + ~ eindeut ig  und regul~ir whre, 

also dem be t r aeh t e t en  Funkt ionszweige  / (x ,  x r . . . . .  y) f iberhaupt  n ieht  angehSren 

k6nnte .  Es m5ge also e twa ~3(x, x ' , . . . )  i rgend eine un te r  jenen Po tenz re ihen  

bezeiehnen, welche nicht  ident isch versehwindet .  

Es ist a lsdann ein Leichtes,  anstelle yon  x, x ' . . .  ebensoviele neue Ver~nder-  

liehe X, X ~ . . . .  einzufiihren,  welehe mi t  jenen dureh  ein Sys tem homogener  

l inearer  Beziehungen 

x ~ Coo X +  c01 X r §  

x' ~ C:o X d- cll X '  -[- . . .  

. . . . .  �9 ~ . �9 , �9 . �9 

yon  n ich tverschwindender  De te rminan te  ]c~.[ verkni ipf t  sind, de ra r t  dass, wenn 

man  die aus ~ (x ,  x ' , . . . )  vermSge dieser Subs t i tu t ion  hervorgehende  Reihe mi t  

(X, X'  . . . .  ) bezeiehnet ,  von  den Funk t ionen  

~ ( X ,  o, o . . . .  ) ,  ~ ( o ,  X', o . . . .  ) . . . .  

ebenfalls keine ident isch verschwindet .  ~ Die aus / (x, x ' , . . ,  y) bzw. /0 (x, x' . . . .  , y) 

1 Vgl. p. 68, Fussn. s 
Vgl. WEIERSTRASS, Abhandl. a. d. Funktionenlehre, p. 113 =. Werke II, p. 140. (Es wird 

dort allerdings nur ftir die Erftillung der ersten jener Bedingungen gesorgt.) Sollte bereits die 
ursprfingliche Potenzreihe ~(x, xr...) die hier geforderte Eigenschaft besitzen, was z. B. stets 
der Fail ist, wenn ~ (% o, .., o) ~ o ist, so eriibrigt sich selbstredend (lie Vornahme einer linearen 
Substitution. 

Acta math~natica. 32. I m p r i m $  l e  2 3  d ~ c e m b r e  1 9 0 8 .  10 
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vermSge dieser Subst i tu t ion  hervorgehenden  Ausdriicke mSgen mi t  F (X, X ~ . . . . .  y) 

bzw. F0 (X, X ' , . . . ,  y) bezeichnet  werden. 

Es werde nun,  was stets  m6glich ist, eine posi t ive Gr6sse ~ den beiden 

folgenden Bedingungen en t sprechend  gew~hlt :  Ers tens  soll ~ ( X ,  X ~ . . . .  ) niemals 

ident isch verschwinden,  wenn irgend eine der Verhnder l ichen X, X t . . . .  variabel  

gelassen und  den iibrigen irgend welche feste, dem absoluten  Be t rage  naeh 

unterha lb  (}: gelegene Wer te  beigelegt werden;  und zweitens sollen, solange die 

absoluten  Betr~ge yon  X, X ~ . . . .  kleiner als $ bleiben, die absoluten  Betr~ge 

der  zugehSrigen Wer te  yon  x, x' . . . .  s te ts  un terha lb  $ gelegen sein. 

Allgemein geht  a lsdann aus jeder  der  Reihen ~ ( x ,  x ' , . . . )  dureh  die obige 

Subs t i tu t ion  eine mindestens  fiir [ X [ < 5, [ X ' [  < $, �9 �9 �9 eindeutige mad regul~re 

Funk t i on  ~ (X, X'  . . . .  ) hervor ,  ~ und aus der  im Gebiete  (i)  giiltigen Dars te l lung (2) 

ergibt  sieh daher  unmi t t e lba r  die fo lgende:  

(3) F o ( X ,  X '  . . . . .  y) --~ Z ?~(X ,  X '  . . . .  )y~ 

(IXl<& IX'l<d,..., 
U n t e r  den F u n k t i o n e n  ~ ( X ,  X r . . . .  ) mi t  negat ivem Index  v bef indet  sieh dabei  

eine, welche mi t  ~ (X, X'  . . . .  ) ident iseh ist. 

Es werde nun den Variablen X ~, X"  . . . .  ein Sys tem yon  Wer t en  ~,,  ~ ,  . . . .  

beigelegt, welehe dem absoluten  Bet rage  naeh s~imtlich kleiner  als ~ sind. Da 

alsdann ~ ( X ,  " ~" , ~ , . . . )  n ieht  identisch versehwindet ,  so folgt aus der  Darstel]ung 

(3) unmi t te lbar ,  ~ dass die F u n k t i o n  Fo (X, ~' ,  ~ "  . . . .  , y) der  beiden Ver~nder- 

lichen X und  y zu jedem Wer te  X =  ~ des Gebietes  [ X [ < ~  mindestens  eine 

der  Bedingung I ~ [ < k - -  ~ (also aueh der  Bedingung [ ~ [ < a) genfigende singulare 

Stelle X ~ ~ ,  y ~ ~; besitzen muss. Dann  ist aber  gleiehzeitig die Stelle (~, ~ '  . . . .  , ~) 

fiir die Funk t i on  F ( X ,  X ' , . . . ,  y) eine singul~re, a 

1 Dieselbe kann demnach auch wieder als eine fiir 0 X[ < ~, [ Xr[ < 5 , . . .  absolut konver- 
gierende, nach Potenzen von X, X ' , . . .  fortschreitende Reihe aufgefasst werden, worauf e8 
jedoch im folgenden nicht ankommt. 

Die betreffende Schlussweise findet man fiberdies auf p. 69 (Zeile 14 ft.) in extenso 
dargestellt. 

Nach Voraussetzung gibt es mimlich ffir F(X, X ' . . . ,  y) h6chstens eine der Bedingung 
]~]<a  geniigende singuli~re Stelle (E, E',.. ,~). Man verbinde also irgend einen Punkt des 
G6bietes k- -  3 < [y[ < k + 3 mit dem Punkte 7j (des Textes) durch ein beliebiges Kurvenstiick, 
welches ganz im Gebiete J y ] < k + 3 verl~uft und den Punkt V, falls ein solcher existiert, keines- 
falls als Zwischenpunkt enthi~lt. F0(X, X:,.., y) liisst sich dann li~ngs dee Weges, der sich 
ergibt, wenn X, X r . . . .  best~tndig gleich ~, E', . . .  bleiben, und y jenes Kurvenstiick zuriicklegt, 
sicherlich regultir fortsetzen, solange der Endpunkt (~, ~,, . . ,  ~) dieses Weges noch nicht erreicht 
ist, besitzt jedoch in diesem Endpunkte sell)st eine singulare Stelle, da liings des ganzen Weges 
Fo(X, Xr, . . ,y) bei der Spezialisierung X ~--- ~J, X " =  =,",... in den im Text betrachteten 
Funktionszweig Fo(X , ~r, ~ , , . . ,  y) fibergeht. Die Ste]le (~,E:, . . . ,  ~) ist also fiir Fo(X, Xt , . . ,y )  
eine singulare (und somit ~----~L 



{)ber die a. d. singul. Stellen einer analyt. Funktion mehrerer Vcritnderlichen bestehend. Gebilde. 75 

Es exist ier t  demnach tats~tchlich zu jedem System yon  Wer ten  ~ ,  _~' . . . . .  

deren absolute Betriige unterhalb  ~ gelegen sind, eine (und zugleich nach Voraus- 

setzung nur eine) der  Bedingung 171< a geniigende singuliire Stelle (~, _=' . . . . .  7) 

der  Funk t ion  F ( X ,  X'  . . . .  y). Die so definierte  eindeutige Funk t ion  ~i von ~ ,  =r . . . .  

werde mi t  ~ ] ~ q ) ( ~ ,  = r , . . . )  bezeiehnet.  Da aber,  wie die vorige Be t r ach tung  

ergab, die Stelle X ~ _~, y ~ q) (~, ~ '  . . . .  ) zugleieh eine singuli~re fiir die F u n k t i o n  

F (X, ~ ' ,  ~,r . . . .  , y) der beiden Veriinderlichen X und  y ist, und  zwar die einzige, 

welche den Bedingungen X --  _= und  I Y ] < a geniigt,  ~ so stellt, jedesmal wenn den 

GrSssen ~r, ~ ,  . . . .  i rgend welche bes t immte,  dem absolu ten  Bet rage  nach  unter-  

halb g befindliehe Wer te  beigelegt werden,  q ) (x ,  ~ ' ,  ,~" . . . .  ) nach w 4 eine fiir 

~ X I <  ~ regulitre analyt ische Funk t ion  yon  X dar. Das Analoge gilt nati ir l ich 

aueh inbezug auf i rgend eine der iibrigen Veri~nderlichen X', X" . . . .  und da 

iiberdies der absolute  Be t r ag  der F u n k t i o n  O ( X ,  X r , . . . )  im be t r aeh t e t en  Ge- 

biete best~ndig un te rha lb  a bleibt, so ist nach einem Satze des H e r rn  Os- 

GOOD-" q ) ( X , X '  . . . .  ) eine fiir [ X I < 6 '  , I X ' I < ~  . . . .  , speziell also im P u n k t e  

X = X '  . . . . .  o regulgre analyt i sehe  F u n k t i o n  der siimtlichen unabhgngigen 

Veriinderl ichen X, X ' , . . .  Ebenso  ist infolgedessen die vermSge der obigen 

l inearen Subs t i tu t ion  aus O(X,  X ' , . . )  he rvorgehende  Funk t ion  el(x, x ' , . . . )  eine 

im en tspreehenden  P u n k t e  x ~ x '  . . . . . . . . .  o regulgre analyt ische Funk t ion  der 

Vergnder l ichen x, x' . . . .  

Im zweiten Falle exist ier t ,  da  to(,c, x ' , . . . ,  y) bei der For t se tzung  ]~ings des 

oben be t r aeh t e t en  Weges fiir sine gewisse Umgebung  ].c] < Q,~, ix  r] < (~o , . . . ,  

] Y ~ kei~ I < a~ jedes einzelnen P u n k t e s  (o, o, �9 . , o, ke i'~) (o__<= O < 2 ~T) desselben 

reguli~r ist, eine posi t ive GrSsse ~ yon der Eigenschaft ,  dass siimtliche Zahlen e,~ 

und  ao (o<O_< 2~c).grSsser als (~ angenommen werden kSnnen. Bezeiehnet  man 

nun mi t  ~,(x,  x' . . . .  , y - - k )  das zu O =  o, mit  ~ ( x ,  x ' , . . . ,  y - -  k) das zu O - -  2~~ 

gehSrige Funk t ionene l emen t  und  mi t  

o0 

?~o(x,x' . . . .  y - - k ) = Z ~ , ( x , x '  . . . .  ) ( y - - k ) "  ([xl<(~,  [ x ' l < ~ , . . . ,  [ y - - k l < ~ )  
'v~O 

die (nach Annahme  nicht  identiseh verschwindende)  Differenz beider, so muss es 

un te r  den Po tenzre ihen  ~,.(x, x ~ . . . .  ) mindestens  eine, ~(x ,  x ' , . . . ) ,  geben, welche 

nicht  identisch verschwindet .  Verf~hr t  man a lsdann mit  dieser le tz teren  ganz 

analog wie im ers ten Falle mi t  der  ebenso bezeichneten Potenzreihe ,  so gelangt  

man  in leicht  zu i ibersehender  Weise 3 zu dem n~imlichen Ergebnisse.  

1 Wttre X~-~, y = ~ eine weitere solche, so bes~tsse F(X, X ' , . . . ,  y) entgegen der Voraus- 
setzung noch die weitere singuli~re Stelle (--, ~=',...,~). 

2 *Note fiber analytische Funktionen mehrerer Veritnderlichen.; Math..-knll. 52 (I899), 
p. 462. 

* Vgl. a. den zweiten Fall im Boweise des w 3. 
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w 

Wir kehren zun~chst wieder zum Falle zweier Veriinderliehen x und y zuriiek, 

nehmen aber nunmehr  an, dass in der  Umgebung der bet rachte ten  Stelle zu jedem 

Werte  yon x nicht  eine, sondern mehrere singuI~re Stellen existieren. Es gilt 

a lsdann der  folgende Satz: 
Es aeien r und a zwei positive Zahlen. Fi~r einen gewissen (ein- oder mehr- 

deutigen) Zweig ](x, y) einer analytisehen Funktion yon x und y mdgen zu ]edem 

der Bed i ,  gung o < I x  I<  • geni~genden Werte x ~ ~ genau r singuldre Stellen (~, ~,1), 

(~_, r;2) . . . .  , (~, ~r) existieren, deren y-Koordinaten der Kreis/ldche ] y ] <  a angehSren. 

Aladann sind die r elementaren symmetrischen Funktionen von ~h, ~i2, . . ,  analytische, 

/i~r ] ~1< Q reguldre Funktionen yon ~. 
Is t  des weiteren die Stelle x -- o, y -- o selbst eine sinffuldre /i~r ]enen Funktions- 

zweig, und zwar die einzige, deren x-Koordinate ffleich null und deren y -  Koordinate 

dem absoluten Betraffe nach kleiner als a ist, so reduzieren sich ]ene symmetrischen 

Funktionen /i~r ~ = o sdmtlich au[ null. 1 

Beweis. Es sei ~o irgend e i n d e r  Bedingung o < ] ~01 < ~) geniigender Wert ,  
~0 ~0 und (~o, *i~) . . . . .  (~0, ~jr) seien die r zugehSrigen singulgren Stellen. Eine positive 

Zahl , mSge kleiner als jede der GrSssen ~ I *~- - -  ~,,~ ] (a, fl = i ,  2, . . , r ; a X fl) und  

zugleieh kleiner als jede der GrSssen a - - ] ~ l  (cc~ i,  2 . . . .  r) gewghlt  werden. 

Naeh w 3 gibt es alsdann eino positive Zahl ~, welche wir uns yon vornherein 

kleiner Ms ]r I und als - - ]~o l  gew~hlt denken, und welche so beschaffen ist, _~0 Q 
dass zu jedem der Bedingung ] ~ - -  ~0 ] < ~ geniigenden Werte  ~ mindestens eine 

singul~re Stelle (~, ~) des Funktionszweiges existiert,  welche der Bedingung 

I-~--~t~ geniigt, des weiteren mindestens eine, welche der Bedingung 

] ~ - - ~ ] < ,  geniigt, usf. Es kann aber auch nicht  mehr  als jedesmal eine solche 

singul~re Stelle vorhanden sein, da andernfalls die Gesamtzahl  der singulhren 

Stellen, deren x - K o o r d i n a t e  gleich k" und deren y - K o o r d i n a t e  dem absoluten 

Betrage naeh kleiner als a ist, entgegen der  Voraussetzung grSsser als r ausfallen 

wiirde. Jede  der r singul~iren Stellen (~o, ~;~), � 9  (~o, r,~ genfigt somit den Voraus- 

setzungen des i m w  4 bewiesenen Satzes und  es sind daher  ~h, ~ . . . .  ~ sgmtlich 

Funkt ionen  yon ~, welche fiir ~ ~ ~0 regulgr sind. Jede  elementare symmetr ische 

Funk t ion  S(~1, ,~2 . . . .  ~i~) yon ~i't, ~;~- . . . .  r~ ist daher  eine Funk t ion  yon ~, welche 

ffir o < ] ~ ] < e eindeutig definiert  und  regular ist ; da fiberdies best~indig ] ~ [ < a 

l Anstello der Kreisfli~che ~ y ] < a kann such ein vOllig beliebiges, im Endlichen gelegenes 
Gebiet der y-Ebene treten (welches jedoch, wenn der Schlusspassus des Satzes in entsprechender 
Weise giiltig bloiben soll~ selbstredend doll Punkt y ~ o onthalten muss). 
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fiir o < J ~ I < ~, so bleibt aueh I S (~, ~ , . . . ,  r~) I fiir o < I ~ I < ~ unterhalb  einer 
endlichen Schranke, sodass S (~, ~ . . . .  ~ )  aueh fiir ~ = o selbst noeh regul~ir 
sein muss. 

Um sieh endlich yon der  Richt igkei t  des Sehlusspassus der  Behaup tung  zu 

iiberzeugen, bezeichne man  die elementaren symmetr isehen Funkt ionen  von 

~h, ~ . . . .  r~ der Reihe naeh mi t  

S, ('h, ~ . . . .  ~,) ----- T,(~) . . . . .  S,(~, ,  r~2,.., ,2,) -~ T,  (~). 

Ffir  jedes der Bedingung o < [ ~ [ <  ~ geniigende ~ liefern a lsdann die r Wurzeln 

r n, ~ . . . .  "q~ der algebraischen Gleiehung 

~ - -  T, (~)V'-' + . . -+  (-- ~)~ T~(~) = o ,  

deren Koeffizienten T~ (~), T, (~) . . . .  s~mtlich fiir [ ~ [ < r regul~ir sind, die r zuge- 

hSrigen singul~ren Stellen (~, 7,) . . . .  , (~, ~r). Da aber H~ufungsstellen yon 

singul~iren Stellen stets selbst wieder singul~re Stellen sind, so muss auch noch 

fiir ~ = o jede Wurzel  7 der  Gleiehung eine singulgre Stelle (o, 7) anzeigen, und  

zwar jedesmal eine so]che, fiir welche [ ~ l < a  ist. Sell also (o, o) die einzige 

singul~re Stelle dieser Art  sein, so muss fiir ~ = o jene algebraische Gleichung 

die r - faehe  Wurzel  ~ = o besitzen, d. h. es muss T~ ( o ) =  T2 (o) . . . . .  o sein. 

Der vorstehende Satz lhsst sich in folgender Weise auf  den Fall  beliebig 
vie]er Ver~nderlichen ausdehnen:  

Es  se i enr  und a zwei positive Zahlen. Fi~r einen gewissen (ein- oder mehr- 

deutigen) Zweig / (x ,  x r . . . . .  y) einer analytischen Funkt ion  yon x, x' . . . .  , y mSgen 

zu jedem der Bedingung I ~ I < Q, I ~' ~ < r . . . .  geniiqenden Wertsysteme ~, ~' . . . .  

h i i chs t e , s  r singuldre Stellen (~, ~' . . . . .  r~) . . . . .  (~, ~' . . . . .  ~ )  existieren, deren 

y-Koordinaten ~ ,  ~2 . . . .  ~ der Kreis/ldvhe ]yJ < a angehSren. Unter den Wert- 

systemen ~, ~' . . . .  , welche der angegebenen Bedingunil geniigen, mSge jedoch, sobald 

~r, ~,, ~,~, . . .  spezielle Werte beigelegt werden, nu t  eine endliche Anzahl  vorhanden 

sein, ]i~r welche die Anzahl  der zugehSrigen singuldren Stellen k le ine r  als r aus/dllt; 

analog /all~ ~, ~', ~'~ spezielle Werte beigelegt werden, us/. A lsdann sind die r ele- 

mentaren symmetrischen Funkt ionen 

s ~  (r~1, ,~ . . . .  v~) = T~ (~, ~' . . . .  ) ( .  = ~, 2 , . . ,  r) 

yon r~l, ~2' " " ' ~ analytische, /fir I ~ I < Q, I ~'1 < # . . . .  reguldre Funkt ionen yon ~, ~' . . . .  

und die s(imtlichen im Gebiete ~ x ~ < r ~ s ~ < e . . . . .  [ y [ < a gelegenen singul~ren 

SteUen yon ](x, x r . . . .  , y) werden genau dargestellt dutch diejenigen Wertsysteme 

(~, ~ . . . . .  ~), welche den Bedingungen: 
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~ r _ T 1  (~, ~ ' , . . . ) , ; r -1  + ... + ( _  i ) rTr (~ ,  8' , .  �9 .) = o 

f feniigen. ~ 

B e w e i s .  Es sei I ~o [ ( Q, { 8'01 ( Q . . . . .  und  zwar werde ~o so gew~hlt, dass 
�9 - ~ o r  

zum Wertsys teme ~o, ~o, . .  �9 genau r singul/~re Stellen (80, ~ v'o,. � 9  o~) . . . . .  (_ko, ~o,-' 

. . . .  ~ )  der be t rachte ten  Ar t  gehSren. Wird alsdann eine positive Zahl e genau 

wie beim vorigen Beweise best immt,  so gibt es n a c h w  3 (Schlussbemerkung) eine 

positive Zahl c~, die wir uns yon  vornherein kleiner als jede der GrSssen Q--  I ~o I, 

- - ~ ' o ~ , - . .  gew~hlt denken,  und welehe so besehaffen ist, dass zu jedem der  

Bedingung I ~ - -  ~o I ( ~, I ~ ' ~  8'0 ] ( c~ . . . .  geniigenden Wer tsys teme ~, ~ r , . . .  min- 
destens eine singul/ire Stelle (8, ~r . . . . .  ~) jenes Funktionszweiges existiert,  welehe 

der Bedingung [ ~ - - ~ o [ <  e geniigt, des weiteren mindestens eine, welehe der 

Bedingung ~ ~ ~ ~o I ( e geniigt, usf. Alsdann ist wieder unmi t te lbar  ersiehtlieh, 

dass auch nicht  mehr  als jedesmal e ine  derart ige singul~re Stelle vorhanden sein 

kann.  Jede der r singul~ren Stellen (~0,'" ~o,~' . . . . . .  , ~ ) ,  , (~o, ~ o , . . .  ~' , ~o) geniigt 

somit den Voraussetzungen des in w 5 bewiesenen Satzes. Infolgedessen sind 

~i,, ~ 2 , . . ,  ~ir s/~mtlich Funk t ionen  yon ~, ~ , . . . ,  welche an der Stelle ~ ~ ~o, 8 r ~  

~ ' o  . . . .  reguli~r sind, und  das gleiehe gilt aueh yon irgend einer elementaren 

symmetr isehen Funk t ion  S ( ~ ,  ,,~,, . . , ~,) --  T(~, ~, . . .) yon ~,  ~ . . . .  ~r. Die 

Funk t ion  T (~, ~'o, v'' o . . . .  ) ist somit  eine im Gebiete I~] < ~ mi t  Ausschluss hSehstens 

einer endliehen Anzahi yon SteUen durehweg eindeutige und regul/ire Funk t ion  

yon ~; da  ihr absoluter  Betrag aber iiberdies unterha lb  einer endlichen Sehranke 

bleibt, so muss sie auch im vollen Gebiete I~1 < e regul/~r sein. Ebenso ist 

T (~0, ~, ~o, ~) (I ~ol < ~, I~o ] < ~, �9 �9 .) eine fiir I ~ [  < ~ regul~ire Fu n k t i o n  yon 

~ usf. Da endlich fiir alle be t raeh te ten  Wer tsys teme ~, ~ . . . .  der absolute Betrag 

yon T (~, ~ , . . . )  unterhalb  einer endliehen Sehranke bleibt, so muss naeh dem 

bereits erw~hnten Satze des Herrn  OSOOOD ~ T(~,  ~' . . . .  ) eine fiir I ~ [ < ~ ,  

~' I < ~ ,  �9 �9 �9 regulate Funk t ion  der  s~mtliehen unabh~ngigen Veriinderliehen ~, 8 ~ . . . .  
sein, w. z. b. w. 

Der die Gesamthei t  der  singul~ren StelIen des Gebietes Ix I < r Ix~[ ( ~, �9 �9 �9 

] y [ < ~  betreffende Sehlusspassus der Behaup tung  ist trivial, solange es sieh 

dabei um Wer t sys teme ~, ~' . . . .  handel t ,  zu welehen genau r singulgre Stellen 

der be t raehte ten  Ar t  gehSren. Fiir  die fibrigen Wer tsys teme ~, ~ , . . .  liefern, da  

H~ufungsstel len von singul~iren Stellen stets  selbst wieder singul~tre Stellen sind, 

1 Anstelle der Kreisfliiche [ y ~ ( -  kann auch hier ein beliebiges, im Endlichen gelegenes 
Gebiet der y-Ebene treten. 

S. p. 75, Fussn. ~ 
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die Wurzeln ~ der Gleichung sicher ebenfalls singul~ire Stellen (~, ~t . . . . .  ,~), und 
zwar stets solehe, fiir welche I*]1< a ist; d a s s e s  aber zu einem derartigen Wert- 
systeme ~, ~ , . . .  nicht noch anderweitige singul~ire Stellen (5, ~ , . . ,  ~) geben 
k~nne, welche der Bedingung I ~ < a  geniigen, folgt, da deren Anzahl nach 
Voraussetzung jedenfaUs eine endliche sein miisste, unmit telbar  aus w 3. 

M/inchen, Oktober 1907. 


