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SUR LA REPRI SENTATION DES FONCTIONS DISCONTINUES. 
PAR 

RENl~ BAIRE 

DIJON. 

DEUXII~ME PARTIE.  

Introduction. 

Pour poursuivre l'~tude des fonctions de elasse sup~rieure ~ I, ~tude qui a 

~t6 commenc4e dans les deux derniers chapitres de la premiere partie de ce 

travail, I j 'ai ~t~ conduit h introduire certaines notions nouvelles, que je me pro- 

pose de d~finir et d'~tudier dans cette deuxi~me partie. Les fonetions consid~r~es 

jusqu'iei sont d6finies sur un ensemble de points de l'espace h n dimensions G,~; 

on peut exprimer co fair en disant que l'argument de la /onctior~ est un point de 

l'espace ~ n dimensions; on a vu que la th~orie des ensembles de points dans G,,, 

sur laquelle nous avons fait reposer la th~orie des fonctions continues et discon- 

tinues, est domin~e par la notion de point limite. Ce sont pr~cis~ment ces deux 

notions: ensemble de points, point limite, qu'il nous sera utile, pour la suite de 

nos recherches, de remplaeer par des notions un peu diff6rentes. 

J 'ai  6t6 conduit ainsi ~ la notion d'ensemble de suites d'entiers, que j'appelle 

anssi espace ~ o dimension, pour des raisons expos~es dans le courant du m~- 

moire, et j 'J tudie les fonctions d~finies sur ces nouveaux ensembles. Le th~o- 

r~me qui termine le travail donne une condition tr~s large sous laqnelle une 

fonction est de classe ~3-  

1 A c t a  M a t h e r a a t i c a ,  t.  30. 

Acta mathematica. 32. Imprim~ le 22 janvier 1909. 13 
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C H A P I T R E  I. 

Not ion  des ensemble s  de su i t es  d ' en t i e r s .  

1. Consid6rons l 'ensemble,  souven t  cit6, des points  du segment  (o, i)  don t  

l 'abscisse est de la forme:  

( I )  c, + c~ c~ 

3 

chaque nombre  c 6 tan t  6gal h 0 ou 2. Soit P cet ensemble,  qui est, comme on 

sait, par fa i t  et  non  dense dans le cont inu.  Je  le divise en deux  ensembles par-  

f~its P~ et  P2, en r angean t  dans P~ les points  de P p o u r  lesquels ct = 0 ,  dans 

P2 ceux pour  lesquels c, = 2 ; ainsi P~ co m p ren d  les points  de P situ6s dans l ' in- 

terval le  o, , P2 eomprend  eeux de l ' in terval le  2, i . J e  divise de  m6me P~ 

en deux  ensembles P~,t et  P ~ , 2 ,  un poin t  de P~ a p p a r t e n a n t  ~ P ~ , ~  ou s P . 2  

su ivan t  qu 'on  a pou r  ee poin t  c2 = o ou c2 = 2. 

D 'une  mani6re  g6n6rale, je d6signe par  P .. . .  ~ .... ~., n 6rant  un ent ier  posit if  

queleonque et chaeun  des nombres  ai 6 tant  egal h r ou 2, l 'ensemble des points  

de P pour  lesquels les n premiers nombres  c du  d6ve loppement  (i)  on t  des valeurs 

fixes d6finies pa r  la loi su ivante :  

(2) c i ~ o  si a i = I ;  c i = 2  si a i ~ 2  ( i = i ,  2 , . . . n ) .  

L 'ensemble  P a , , a  ..... ,,, est  par fa i t  et  a pour  points  ex t r emes  les points  d 'abscisses:  

(~A + I72 _{_ . . .  Cn C 1 C 2 Cn I 
3 et 3 -+  

Consid6rons une  suite infinie d 'ent iers  don t  chaeun  est ~gal s i ou 2, soit:  

(3) a l ,  a2 . . . .  a n , . . .  

Consid6rons les ensembles:  

(4) P a l ,  P a l ,  as, �9 �9 �9 P a l ,  as,. . ,  a n , �9 �9 �9 

D'apr6s  la d6finit ion de ces ensembles,  chacun d 'eux  est con tenu  dans le 

pr6c6dent ;  comme ils sont  ferm6s, il y a au moins un  poin t  qui leur  est com- 

mun ;  d'ailleurs, un poin t  qui ap p a r t i en t  s Pa,, ,  ..... a, a pa r  eela m~me les n pre- 

miers te rmes  de son d6ve loppement  d6termin6s;  donc un  po in t  commun h tous 
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les ensembles (4) a tous ses termes ddterminds, il est donc unique; c'est le point 
d'abscisse: 

C l + C 2 C n  

3 

l e s c  &ant  lids aux a par les relations (2). 

Inversement, tout point de P,  &ant susceptible d'Stre repr6sentd par le d6- 

veloppement (i), o~ les c sont dgaux ~ o ou 2, peut &re considdr6 comme le 

point unique commun aux ensembles: 

P a ~ ,  P a ~ , a 2 ,  �9 �9 �9 P a l ,  a 2 , . . . % , ,  �9 �9 �9 

les a &ant ddfinis par la condition que: 

ai = I si ci = o ; a i = 2  si ci = 2. 

Nous nous trouvons avoir 6tabli ainsi, entre les points de P et ]es suites 

d'entiers (3), une correspondance biunivoque et rdciproque, ce qui nous permet de 

reprdsenter un point quelconque de P par la suite [al, a 2 , . . . a n  . . . .  ] qui lui 

correspond d'apr~s la loi prdc6dente. On voit que deux points qui sont situds 

dans le m~me ensemble ~ n indices sont reprdsent6s par des suites ayant  en 

commun les n premiers nombres, et rdciproquement. 

Cela posd, cherchons h exprimer le fair qu'une suite de points de P : A ~ ,  

A2 . . . .  A, . . . . .  a pour limite un point A 0 (ndcessairement contenu dans P), en 

supposant  tous ces points  d~finis par les suites d 'ent iers  correspondantes. La solution 

de ce probl~me cst immediate. 

Soit A 0 le point [(a~)0, (%)0 . . . .  (a,~)o . . . .  ]. II appartient, quel que soit n, 

l'ensemble P(a~)o,(a~)o .... (an) o que je d&igne, pour abr~ger, par Q,, 

Remarquons que les extrdmit& gauche et droite de Q,, sont respectivement 

extrdmit6s droite et gauche d'intervalles contigus h P, de sorte qu'il est possible 

de trouver un intervalle auquel tous les points de Q,, (m~me les points extremes), 

sont int~rieurs, et qui ne contient pas d'autres points de P que ceux de Q,. Il 

en r~sulte que, A0 appartenant ~ Q~, et dtant limite de la suite: A~, A2, �9 �9 �9 A~, . . . .  , 

les A~ sont, ~ partir  d ' u n  certain indice, contenus dans  Q,,. 

On a la rdciproque suivante. Si, quel que soit n, les A,. sont, s partir d 'un 

certain indice, contenus dans Q~, la suite A ,  A: . . . .  A , . , . . .  a pour limite A0. 

Cela rdsulte de ce que, quand n croit inddfiniment, los points extremes de l'en- 

semble Q~, dont la distance est ~., tendent tous deux vers A 0. 
3" 
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Ce double r6sultat peut, si l'on introduit la repr6sentation des points de P 

par des suites d'entiers, s'6noncer de la mani~re suivante. 

La condition ndcessaire et su//isante pour que le point A~ :[(at)v, (a~) . . . . . .  

(a,~) . . . . .  ] nit pour limite, quand v cro~t indd/iniment, le point Ao :[(a~)0, (a2)0 . . . .  

(an)o . . . .  ] est que, quel que soit n, il y ait un entier h tel qu'on air, pour v > h: 

(ad, ,  = (ai)o ( i  = 1, 2 . . . .  n )  

2. On peut donner imm6diatement quelque extension aux notions qui pr6- 

e6dent. 

Prenons un ensemble parfait lin6aire non dense quelconque P,  ayant  pour 

points extremes deux points A et B. Parmi les intervalles contigus s P, (dent 

aucun, comme on sait, n 'a pour extr6mit6 A ou B), prenons-en h - - x  arbitraires; 

si on enl~ve ces intervalles de l'intervalle total A B ,  il reste h intervalles tels 

que tout  point de P fait partie de l'un d'eux. L'ensemble des points de P con- 

tenus dans Fun quelconque d'entre eux constitue un ensemble parfait Q, dent  

les points extremes sent, comme plus haut, extrdmit6s d'intervalles eontigus h 

P, de sorte que si Ao appartient ~ Q et est limite d 'une suite At ,  A : , . . .  A,,, . . . .  

les A,, sent, ~ partir d 'un certain indice, contenus dans Q. 

D6signons les h ensembles partiels en lesquels P se trouve ainsi d6compos6 

par P~, P2 . . . .  Ph, l'attribution des indices 1, 2 , . . .  h ~tant d'aiUeurs /aite d'une 

rnani~re compl~tement arbitraire. (Cette remarque aura une grande importance 

pour la suite). P~, P2 . . . .  Ph seront dits ensembles partiels du premier ordre, i 

6tant l 'un des entiers 1, 2 . . . .  h, nous pouvons, par le m6me proc6d6, ddcomposer 

Pi en un nombre fini 0i d'ensembles parfaits, (0 /pouvant  varlet avec i). On d6- 

signera les ensembles en lesquels se ddcompose Pi par Pi,~, Pi,~ . . . .  Pi, oi, l 'attri- 

bution du second indice h ces diff6rents ensembles 6tant faite d'une mani~re arbi- 

traire. On a ainsi des ensembles du deuxi~me ordre, on d~eompose chacun d'eux 

en ensembles partiels, qui seront dits du troisi~me ordre, et ainsi de suite. Si 

on se trouve avoir d6fini un ensemble d6sign6 par P~,,~ .... ~n, on le d6compose 

en un nombre fini 0~,,~,...~, d'ensembles parfaits qu'on note P,,,~, .... a,~a,,+l, l'indice 

qn+l recevant les valeurs 1, 2,...Oa~,a2 . . . .  an. 

Nous supposerons qu'en faisant eette suite d'op6rations, on s'astreigne k 

observer la loi suivante. Si on considbre t o u s l e s  ensembles partiels du n ~~ 

ordre, le maximum ~,, de la distance des deux points extr6mes de chacun de 

ces ensembles tend vers o quand n croit inddfiniment. 

Dans ces conditions, si nous nous donnons une suite d'entiers positifs: 

(I) a~, a 2 , . . . a n , . . .  
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telle que, quel que soit n, il existe un  ensemble d~sign~ pa r  Pa . . . . . . . .  n' ces en- 

sembles v~rifient les condi t ions:  

(2) P a , > P a , , a 2 _  >_ . . .  >=P~,,~ ..... ~, ,>=.. .  

Comme la dis tance des deu x  points  ex t remes  d u n  ~~ d ' en t r e  eux t e n d  vers  o, il 

y a un  po in t  unique qui  est con tenu  dans tous, soit A ;  A est un point  de P .  

Inversement ,  si on pa r t  d ' un  poin t  A de P,  ce po in t  fai t  par t ie  d ' un  ensemble 

par t ie l  du premier  ordre  bien d~termin~, d ' un  ensemble par t ie l  du  second ordre  

con tenu  darts |e p recedent  e t  bien d~termin~, etc., de sor te  qu' i l  existe line suite 

(I) telle que les ensembles (2) cor respondants  ont  en commun le seul po in t  A. 

On peu t  done dire qu'i l  y a eor respondance  b iunivoque  et  r ~ i p r o q u e  ent re  Fen- 

semble des points  de P et  un cer ta in  ensemble de suites d 'en t ie rs  positifs, s sa- 

voi r  les suites ( a ,  a2 . . . .  a ~ . . . )  telles que, quel que soit n, l 'ensemble P,,,,~, . . . . . .  ,~ 

existe:  un  poin t  A de P e t  une suite ( a ,  a2 . . . .  a , ~ , . . .  ) se cor responden t  si A 

est contenu,  quel  que  soit  n, dans Pa, ,~ , . .~n.  

Cela 6rant,  il est  facile de v6rifier que le th~or~me du w i sur la condi t ion 

pour  que le point  A~ repr~sent~ par  [(at),,, (a : ) , , , . . .  (a~),,, . . . ]  ai t  pour  limite A0: 

[(a~)0, (a~)0 . . . .  (a~)0 . . . .  ] quand  r c ro i t  ind~finiment,  subsiste dans le cas actuel .  

E n  effet,  pour  que A~. t ende  vers A0, il faut  et  il suffit  que, quel que soit  n, 

les A~ finissent  pa r  ~tre compris  dans  l 'ensemble P(~,)o,(~ ..... r ce qui est  ~qui- 

va len t  s ee fair qu 'on  doi t  avoir ,  quand  v surpasse un cer ta in  ent ier  h: 

(ai)~ : (ai)0 (i : z, 2 . . . .  n) 

3. P o u r  p rendre  un au t re  exemple,  d6signons pa r  P r ensemble  de t o u s l e s  

points  du  segment  lin6aire (o, i). On peu t  dire que la repr6senta t ion  des abscis- 

ses de ces points  par  des f ract ions d6cimales, c 'est-s par  des expressions de 

la forme : 

( i )  al + a2 + . . .  + a ,  ( o < a i < 9 )  
I-O I ~  ~ TO;; + ' ' "  --'" = 

~quivaut  k une  correspondance  entre  les points  de P et  les suites d 'en t ie rs  

(2) (ax, a2 . . . .  a . . . . .  ). (at = o ,  i ,  2 , . . .  9) 

Mais ici nous n ' avons  pas une correspondance  biunivoque,  ear  s'il est vrai  qu 'une  

expression de la forme (i)  d6finit  un point  unique de P ,  il existe des points  de 

P qui sont repr6sentables pa r  deux  expressions dist iuctes de cet te  forme, ce 

sont  ]es points  d 'abscisse ~olo h (a et h enticrs). 1 On a, en effet,  si a= > z: 

1 Exception est faite pour les points d'abscisse o et L 
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at-IO + i o  ~' a~2 + "'" + anio n : atio + a2,iO ~ + . . .  + IO n + i~,-+i + I9,u + . . . +  i o 9 ~  + - - .  

ce que nous 6crivons,  en abr6g6:  

(a, ,  . . . an-a ,  an, o, o, o . . . .  ) -~- (t:t, . . . .  an-- l ,  an  - -  I ,  9, 9, 9 . . . .  )" 

Nous pouvons ,  comme  dans  les exemples  pr6c6dents,  diviser  l ' ensemble  P 

en ensembles  par t ie ls  d ' o rd res  I,  2, �9 �9 �9 n . . . .  en d6s ignant  p a r  P~. ........ .,, l ' ensem-  

a~ a n  y 
ble des po in t s  d 'abscisse:  a~ + ~ + ... + _ _  + io  7~' avec  la condi t ion:  o < y ~ I ,  

IO I O "  I O n  

chaque  h o m b r e  a 6ran t  Fun des nombres  o, i, 2 . . . .  9. Les ensembles  par t ie ls  

son t  iei des interval les .  

Si l 'on  se donne  une  suite d ' en t ie r s  (a~, a2 . . . .  a , . . .  ), on a: 

P~, > P~. ,~, > ...  > P,~, ........ ~,,, > . . .  

et  il y a un point  unique  con tenu  dans  tous  ces e n s e m b l e s  po in t  que nous repr6- 

sentons  pa r  la suite (a~, a2 . . . .  a , , , . . . ) .  Mais si l 'on p a r t  d ' u n  point  A de P,  

deux  cas sont  ~ d is t inguer :  

i ~ A n ' e s t  pas  de la fo rme  a (a entier).  Alors A fai t  pa r t i e  d ' u n  en- 
I O  p 

semble  du  p remie r  ordre  dStermin6 P, , ,  d ' u n  ensemble  du  deux i~me ordre  b ien  

d6termin6 contenu  dans  le pr~cddent ,  P ,  ...... etc. De plus,  A est  int~rieur & 

chacun de ees ensembles.  P a r  cons6quent ,  pou r  qu ' une  suite de points  do P :  

A~, A 2 , . . .  A . . . . .  t ende  vers  A, il f au t  et  il suff i t  que, quel que soit  n, les A,. 

f inissent pa r  ~tre  con tenus  dans  Pc,,,a~ . . . . .  ,,, ou bien, en in t rodu i san t  la repr6sen-  

ra t ion  de Av par  la suite co r respondan te :  [(a,);, (a.,.),, . . . .  (a, ,) , , , . . . ] ,  il ]aut et il 

su]/it  que, quel que soit n, il existe ~,n entier h tel que, pour  r > h, la ~r (ou, 

s ' i l  y a lieu, l 'une quelconque des deu:r suites) correspondant ~) A,. air en c o m m u n  

a v e c l a  suite correspondant dt A l e s  n tn'emiers nombres. 

2 ~ A est  de la fo rme  c~ . A a d m e t  deux  reprdsenta t ions ,  soit :  
I O  p 

( a ,  a2 . . . .  ap_x, a ~ - - I ,  9, 9, 9 . . . .  ) ~ ( a ,  a : , . . . a l o _ l ,  ap, o, o, o . . . .  ). 

Quel que soit  n > p ,  le point  A est  l ' ex t r6mi t6  c o m m u n e  des deux ensembles 

par t ic ls  d ' o rd re  n:  

(3) Pa,,a2 .... %_v%-1,9,9 .... o e t  P.~,a ..... ~.~-1, ~p,~176176 
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Pour qu'une suite: A ,  A~ , . . .  A~., . . .  tende vers A,  il faut et il suffit que, 

quel que soit n > p ,  tout  point A,, dont l'indiee surpasse un certain entier h 

appartienne h l'un ou s l 'autre des deux ensembles (3)- En introduisant la re- 

pr6sentation des points par les suites d'entiers, cette condition s'6nonce ainsi: 

I] [aut et il su// i t  que, quel que soit n, il existe h tel que pour r > h, le syst~me 

des n entiers [(a,)~, (a2) . . . . .  (a.),,] coincide avec le syst~me des n premiers entiers de 

l'une ou l'autre des deux suites qui reprdsentent A .  

4. Etudions maintenant la representation des nombres par des fractions 

continues. Comme nous l'avons rappel6 au w 3I de la premibre pattie, tout  nom- 

bre irrationnel x de l'intervalle (o, I) est dbveloppable d'une manibre d6termin6e 

en fraction continue illimit6e, soit: 

r ~ ce que nous ecnvons: 

X 

a~ A- 
I 

a2 + - -  ", 

a n  

x ~ - ( a l ,  a~ . . . .  a , , . . . ) .  

Cette relation ~tablit une correspondance biunivoque et r~ciproque entre Pen- 

semble P des points irrationnels du segment (o, ~) et ]'ensemble de routes les 

suites d'entiers positifs. D~signons par Pa,,a2,...,, l'ensemble des points irration- 

nels pour lesquels les n premiers quotients incomplets sont les nombres fixes 

ai, a2 . . . .  an; on voit que Pa,,a2 .... an se compose de tous les points irrationnels 

d 'un certain intervalle, que nous avons ddsignd prdcddemment (Premi6re partie, 

w 3I) par I~,,az, ..... .. Dans le cas actuel, l'enscmble P se trouve d6compos6 en 

une infinit6 (d6nombrable) d'ensembles partiels du premier ordre: P1, P: . . . . .  

chacun de ceux-ci en une infinit6 d'ensembles partiels du deuxi6me ordre, etc . . . .  

Le point A de P correspondant s la suite (al, a2 , . - ,  a ,  . . . .  ) est intdrieur 

chacun des intervalles I~,,~ ...... ,. I1 en r6sulte que, pour que le point A,,, vari- 

able avec r, et reprdsentg par la suite [(al),,, (aT),,, �9 - �9 (a ,) , , , . . . ]  ait pour limite A ,  il 

/aut et il su]/it que, quel que soit n, il existe un entier h tel que, pour ~ > h, la 

suite correspondant ~ A~ ait en commun avec la suite correspondant dt A lea n pre- 

miers nombres. 

5. Enfin, comme dernier exemple, consid6rons l'ensemble 6tudi6 dans le 

chapitre V de la premiere partie, et d6sign6 par P(o, ensemble qui se compose 

des points irrationnels compris entre o et r pour lesquels le quotient incomplet 
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de rang n crol t  ind4finiment avec n. On a d~fini (w J4, 35) certains ensembles 

Pi,,i2,...~w (n, i~, i 2 . . . .  in recevant  toutes  les valeurs enti~rcs positives); tout  point  

A de P,o fai t  partie,  d 'une  mani~re bien d~termin~e, d 'une  suite d 'ensembles 

tels que:  

(~) p~, > p~,,~ > - . .  > p~,,i, . . . .  ~. > . - .  

et r~ciproquement,  si on se donne arb i t ra i rement  une suite d 'ent iers  positifs (i~, 

i2 . . . .  in . . . .  ), on a vu que les ensembles (I) correspondants  ont  en commun un 

point  unique qui appar t ien t  s P,,, Il  y a ainsi une correspondance biunivoque 

entre  les diff~rents points  de P,o et l 'ensemble de toutes  les suites d 'ent iers  

positifs. 

E t a n t  donn6 un point  A de Po, d~signons par  ( a ,  a , . . .  a n , . . . )  la suite 

des quotients  incomplets  qui lui correspond, et par  (i~, i : , . . ,  in . . . .  ) la suite des 

indices des ensembles p contenant  A. Cherchons si, en ut i l isant  cette seconde 

repr4sentation,  il est possible de t rouver  une proposit ion analogue au th6or~me 

des w I, 2, 3, 4. 
Remarquons  d 'abord  que si deux suites ( i ,  i2 . . . .  in . . . .  ) et (i t ,  it2 . . . .  i~ . . . .  ) 

on t  en commun les n premiers nombres,  c'est-h-dire si i~ = i~,, i2 ~ i~2,.. ,  in ~ i~n, 

les deux points A et  A r de P~0 correspondants  sont contenus dans le m~me en- 

semble ~i,,~,...iw D 'au t re  part ,  on sait  que pl,.i ..... ;n a pour d~riv~ l 'ensemble 

parfai t  q~,~,,..d., et la distance maxima de dcux points de cet ensemble tend  vers 

o quand  n croi t  ind~finiment.  

Cela pos~, supposons qu 'on  ait, d 'une  part  un point  A : ( i ,  i~ . . . .  i n , . . . ) ,  

d 'au t re  par t  un  point  A,, variable avec v: [(i0,,, (i~),,,-.. (in), , , . . .]  tel que, quel 

que soit n, on air, quand  v d~passe une certaine valeur :  

( r  ( & ) ~ - -  i~ . . . .  I & ) ~ = & .  

Dans ces conditions, A,, t end  vers A, car A,, f init  par ~tre contenu dans l'en- 

semble Pi,,~2 .... i,~, quel que soit n; sa distance s A tend donc vers o quand r croi t  

ind~finiment.  

Mais cet te  proposit ion n 'a  pas ici de r~ciproque, car deux points de P,o 

peuvent  ~tre pris aussi voisins qu 'on  veut  l 'un de l 'autre,  et  cependant  appar teni r  

des ensembles p s n indices diff~rents, par  exemple s deux ensembles pl et  pe 

diff~rents; cela rSsulte de ce que l 'ensemble form~ par  la r~union de tous les en- 

sembles p~ est par tou t  dense dans le continu. 

6. On peut,  de l '~tude des diff~rents exemples que nous venons de passer 

cn revue, d~gager ]es caract~res communs que voici. Une correspondance se 
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trouve 6tablie entre un ensemble de points d'une part, et d 'autre part  un certain 

ensemble de suites d'entiers; cette correspondance est, dans certains eas, biuni- 

voque, et dans d 'autres cas, comporte certaines restrictions, par le fair qu'il y a 

dans l 'un des ensembles des dldments exceptionnels ayant  deux correspondants 

dans l'autre. Mais le fait le plus int6ressant pour l '6tude que j'ai en rue  est 

que la notion de point variable tendant vers un point /ixe est rernplacge par eelle-ci: 

une suite d'entiers, variable, a en comrnun avec une suite fixe, un nombre de terrnes 

au cornrnencernent qui croit indd/inirnent. 

On congoit qu'il peut  y avoir intdr8t h changer le point de dd.part de toute 
cette 6tude en proc6dant de la mani~re suivante: on prendra comme base du rai- 

sonnement, comme 616ments fondamentaux, les suites d'entiers, consid6r6es a 

priori, et l'on adoptera, comme d6finition de la limite, pour ces 616ments, la 

propri6t6 que nous venons d'6noncer et qui, dans les theories courantes, eonstitue 

un r6sultat. C'est le nouveau point de vue auquel je vais me placer maintenant; 

dans le chapitre qui suit, je poserai les d6finitions premibres, et j '6tudierai, sur 

les ensembles ainsi d6finis, les propri6t6s analogues ~ celles qui, dans la th6orie 
des ensembles de points, ont f a r  l 'objet du chapitre II  de la premi6re partie. 

J e  m'occuperai ensuite, dans le chapitre I l I ,  de d~finir et d'6tudier les fonctions 

d6finies sur ces nouveaux ensembles. 

CHAPITRE II. 

Th~orie des ensembles de suites d'entiers. 

7. Les 616ments sur lesquels nous raisonnerons sent les suites d'entiers 
de la forme: 

(a,, as . . . .  a n , . . . )  

oh chaque 616ment an est un des entiers positifs i, 2, 3 . . . .  Ces 616ments joue- 

rent, dans les th6ories qui vent  suivre, le mfime rSle que les points dans les 

th6ories pr6c4demment trait6es, et nous 6tudierons des ensembles de suites d'en- 

tiers, e'est-s des ensembles dent  chaque 616ment est une suite de la forme 

indiqu6e. L'ensemble de routes les suites d'entiers positifs sera appel6 ensemble 

/ondarnental. 

Nous ferons, au sujet de ces nouveaux ensembles, des conventions iden- 

tiques h celles qui ont dr6 faites pour les ensembles de points (Premiere partie, 
Aeta mathemotica. 32. Imprim6 le 22 Janvier 1909. 14 
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w 5). E t a n t  donn~s des ensembles de suites d 'ent iers  P,  Q, R . . .  en nombre  

fini ou infini, nous d~signons par  M ( P ,  Q, R , . . . ) ,  D(P ,  Q, R . . . .  ) respective- 

ment  l 'ensemble form~ par  la r~union de P,  Q, R, . . .  et l 'ensemble compos~ des 

~l~.ments communs ~r P ,  Q, R , . . .  Darts le cas oh P ,  Q, R . . . .  n 'on t  deux b, deux 

aucun 61~ment commun, nous ~crivons: M ( P ,  Q, R , . . . ) ~ P +  Q + R + . . .  et eet 

ensemble est di t  la somme de P,  Q, R . . . .  Les ~galit~s ou in~galit~s: P ~ - Q ,  

P > Q  (ou Q ~ P ) ,  P > Q  (ou Q < P ) ,  P ~ o ,  expr iment  respeet ivement  que P e t  

Q sont  identiques, que P contient  t o u s l e s  ~16ments de Q, que P contient ,  outre 

les 516ments de Q, un ~l~ment au moins, que P ne cont ient  aueun ~l~ment. Si 

l 'on a P>=Q, on d~signe par  P - Q  l 'ensemble des ~l~ments contenus dans  P 

sans ~tre contenus dans  Q. 

8. La  not ion fondamentale  qui nous servira darts cet te ~tude est celle d'gl~- 

ment limite. On dit que l'dl~ment 

Ao :[(a,)., (a,). . . . .  (a,,)o . . . .  ] 

est limite de l'dldment, variable avec ~,: 

A ~  : [ (a , )~ ,  (a2)~ . . . .  (a , ) , ,  . . . .  ] 

si, quel que soit n, il existe un entier h tel que, pour ~, > h, on a: 

( a i ) ~  = ( a i ) o  ( i  - ~  i ,  2 ,  . . . n ) .  

Deux 3ldments-suites dist inets sont consid~r~s comme d ' a u t a n t  plus voisins 

l 'un de l ' aut re  qu'ils ont  en commun un plus grand nombre de termes consSeutifs 

/~ par t i r  du premier. Ceei nous condui t  ~ effectuer des divisions dans  l 'ensemble 

fondamental .  Rfiunissons ensemble toutes  les suites pour  iesquelles le premier 

te rme a une valeur  d6termin6e a;  nous par tageons ainsi I 'ensemble fondamen-  

tal en une infinit6 d6nombrable d 'ensembles partiels;  appelons respeet ivement  

groupe (i), groupe (2), groupe (3), etc. l 'ensemble des suites pour lesquelles le 

premier terme est I, 2, 3, etc.: ee seront les groupes du premier ordre. Chacun de ees 

groupes se subdivise de la mfime mani~re en groupes du deuxi6me ordre, d 'apr~s 

la valeur  du second terme; ainsi le groupe (I) est form6 par  la r6union des 

groupes du second ordre:  (~, i), (i ,  2), etc. 

D'une mani~re g6n6rale, 6 tant  donn6 un systbme d'entiers positifs rangfis 

darts un ordre d~termin6: a~, a2 . . . .  ap, appelons groupe (a~, a ~ , . . . a ~ ) l ' e n s e m b l e  

des suites pour lesquelles les p premiers termes sont  respect ivement  6gaux /~ 

a~, a~ . . . .  ~ ;  ce groupe sera di t  d 'ordre  p. 

Le groupe ( a ,  a~ . . . .  a~) se subdivise en une infinit6 d6nombrable de groupes 

d 'ordre (p + x), savoir:  
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(ce,, a~ . . . .  ~ep, ~), (c~,, , x ~ . . .  c,p, 2) . . . . .  
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chaeun de ceux-ei en groupes d'ordre p + z, etc. 

E tan t  donn~e une suite d'entiers A d~termin~e, soit (al, c~2 . . . .  a~ . . . . .  ), cette 

suite appartient, comme on voit, au groupe d'ordre I: (~), au groupe d'ordre 

2: (a~, a2) . . . . .  au groupe d'ordre p: (al, a s , . . ,  ap), etc. R~ciproquement, si l'on 

a une suite de groupes d'ordres suecessifs: r, 2 , . . .  p , . . . ,  chacun de ces groupes 

~tant eontenu dans ]e precedent, il existe une suite d'entiers bien dStermin~e 

qui est contenue dans tous ees groupes. 

A l'aide de ces notions nouvelles, la d~finition g~n~rale de la limite peut 

s'4noncer dans les termes suivants: 

L'dldment-suite Ao est limite de la suite d'dldments-suites At, A~ . . . .  A ....... si, 

quel que soit n, lea A ,  sont, quand ~ ddpasse une certaine valeur, contenus dans le 

groupe d'ordre n qui contient A~. 

9. Etant donnd un ensemble P de suites, on dit qu'une suite A, (faisant partie 

ou non de P), eet limite pour P s i  tout groupe contenant A eontient au moins uue 

suite autre que A /aisant partie de P. 

Transformons eette condition. Soit n u n  entier, d~signons par g,, le groupe 

d'ordre n qui contient A. La condition qui vient d'6tre ~nonc~e ~tant suppos~e 

remplie, il existe dans ft. une suite A~ faisant partie de P et distincte de A. 

Les suites A et A1 ont en commun les n premiers termes, elles peuvent avoir 

en eommun un plus grand nombre de termes cons~cutifs s partir du premier, 

mais il existe eertainement un entier n~ > n tel que les n~ premiers termes de 

A~ ne sont pas identiques aux n~ premiers termes de A, de telle sorte que les 

deux groupes d'ordre n~ qui eontiennent respeetivement A et A1 sont distincts. 

Cela ~tant, dans le groupe d'ordre n~ qui contient A, nous pouvons prendre une 

suite As faisant partie de P et distincte de A; A2 sera distincte de A~. En 

r~p~tant le raisonnement, on trouve n~ > n~ tel que le groupe d'ordre n2 conte- 

nant  A ne contient pas A2, dans ee m~me groupe on prend A3 faisant partie de 

P et distincte de A, et ainsi de suite. Le proc~d~ se poursuit ind~finiment, de 

sorte qu'on obtient une s~rie infinie de suites de P:A~,  A2 . . . .  A , . . . ,  chacune 

d'elles 4tant distincte des prdc~dentes. On voit ainsi que si A est 

limite pour P, tout groupe contenant A contient une in/initd de suites de P. La 

r~eiproque est 4vidente, ear l 'hypoth~se que tout  groupe contenant A contient 

une infinit~ de suites de P entralne ce fait que tout  groupe contenant A con- 

tient une suite de P autre que A. En r~sum~, on a, pour la notion d'~l~ment 

limite d'un ensemble, la nouvelle d4finition, compl~tement ~quivalente ~ la pr4cd- 

dente: 
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Etant donnd un ensemble P, une suite A est limite pour P si tout groupe 

eontenant A contient une in/initd de suites de P. 

Remarquons que, dans ]a d~monstration pr~c~dente, A,, tend vers A, car 

A~ est contenu dans le groupe d'ordre n~,--1 qui contient A, et n~-i croit  in- 

d~finiment. Donc, si A est limite pour P, il est possible d'extraire de P une 

s4rie d'~l~ments: At, A2 , . . .  A~ , . . .  distincts de A, et ayant  A pour limite. La 

r6ciproque est ~vidente. 

10. Dg/initions. Un ensemble P est dit /ermd s'il contient tous ses ~14- 

ments limites. - -  Un ensemble P e s t  dense en lui-m~me si tout  ~14ment de P e s t  

limite pour P. 

Un ensemble P e s t  par]air s'il est ~ la fois ferm~ et dense en lui-m6me. 

P 6tant quelconque, 'un ~l~ment de P qui n'est pas limite pour P e s t  dit 

isold dans P. D'apr~s cela, un ensemble P e s t  parfait s'il est ferm6 et ne con- 

t ient aucun ~ldment isol~. 

P ~tant quelconque, l'ensemble des ~l~ments limites de P est appel~ d~riv~ 

d'ordre I de P, ou simplement d~riv~ de P:  on le note p1. Je dis que PI est 

/ermg; il faut  montrer que si A est un ~l~ment limite pour pl ,  A fair pattie 

de P1; en effet, dans tout groupe g contenant A existe une suite de p1  soit B; 

g, contenant la suite B, contient une infinit~ de suites de P;  done A est limite 

pour P, c'est-~-dire fait pattie de P1. 

I1 est ~vident que la condition pour qu'un ensemble P soit fermi, dense en 

lui-m6me, parfait, peut s'~crire: P > P ~ ,  P < P ~ ,  P ~ P ~ .  La condition P ~ Q  
entralne pl~> Q1. 

Appelons ensemble d~riv~ d'ordre o de l'ensemble P la r4union de P e t  

de son dSriv4 d'ordre I, P~; soit done: P ~  pi). D'apr~s eela, un 61d- 

ment A de p0, ou bien fait partie de P, ou bien est limite pour P, de sorte 

que: L'ensemble po est l'ensemble des dldments A tels que tout ffroupe contenant l'un 

de ces dldments contient au moins un dldment de P. - -  po est ferm6 et a pour 

d~riv6 P1, car si A est limite pour p0, tout  groupe contenant A contient une 

infinit4 d'~l~ments de P ou de P~, et par suite, de toutes fa~ons, une infinit~ 

d'~l~ments de P;  done A fait partie de p0 et de P~. D'ailleurs, inversement, 

un ~l~ment de P1, dSriv~ de P, fair partie du d~riv~ de po>_p. Done p0 a 

bien pour d4riv4 P~ et le eontient, par suite est fermi. 

Si P e s t  fermi, de P > P ~ ,  on d~duit: p o ~ p ,  et r~eiproquement cette con- 

dition exprime que P e s t  fermi. 

Si P est dense en lui-m6me, de P < P ~  on d~duit que le d~riv~ de P, qui 

est P ~ ,  est eontenu dans le d4riv~ de P~. Done P1 est aussi dense en lui- 

m6me, et comme d'autre part  P~ est fermi, fl est parfait. 
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Si P, Q . . . .  R sent des ensembles fermds en nombre f in i ,  T -~ M (P, Q . . . .  R) 

est aussi fermd. En effet, un 61dment limite pour T e s t  limite pour l 'un au 

moins des ensembles P, Q . . . .  R, par suite fair partie de l 'un d'eux, et aussi 

de T. Si P , Q  . . . .  R sent parfaits, T e s t  parfait, car un 616ment A de T, s'il 

fair partie de P par exemple, est limite pour P, done aussi pour T. 

Si P, Q, R . . . .  sent des ensembles ferm6s en hombre f i n i  ou  i n / i n i ,  Fen- 

semble 8 ~ D ( P ,  Q, R , . . . ) ,  s'il existe, est/erm~. En effet, un dl6ment A, limite 

pour S, est limite pour ehaeun des ensembles P, Q, R . . . . .  done fait pattie de 

tous ces ensembles, et par suite de S. 

11. Soit P un ensemble de suites queleonque. Par rapport it P, les diffd- 

rents groupes d6finis au w 8 se distinguent en deux esp~ces, suivant qu'ils con- 

tiennent ou non des dl6ments de P. Nous dirons qu'un groupe est re la t i /  ~ P s'il 

contient au moins un 616ment de P, qu'il est ext~rieur it P s'il ne eontient aueun 

dldment de P. On rceonnalt immddiatement que: si un groupe g est extdrieur 

it P, tout  groupe eontenu dans g est aussi extdrieur ~ P;  si un groupe g, soit 

( a ,  a2, �9 �9 �9 a~), est relatif ~ P, les groupes (aj), (a ,  a2) . . . .  (a ,  a~ . . . .  ah-1), qui con- 

tiennent g, sent aussi rclatifs it P, et parmi les groupes d'ordre h + l  contenus 

dans g, il y en a au moins un qui est relatif it P. Enfin, par ddfinition de p0, 

un groupe relatif ~ P e s t  aussi relatif ~ p0, et r6ciproquement, de sorte que 

l'ensemble des groupes relatifs h P, P 6tant queleonque, coincide avec l'ensemble 

des groupes relatifs ~ un certain ensemble fermd. 

Dans ee qui prdeAde, nous sommes partis d 'un certain ensemble P de suites, 

et nous avons d6fini l'ensemble des groupes relatifs h P,  lequel poss~de la 

propri6t6 suivante: Si F est cet ensemble de groupes, et A une suite quelconque 

de P, tous les groupes contenant A font partie de F. Inversement, donnons- 

nous a pr ior i  un ensemble de groupes F, et cherchons s'fl existe des suites telles 

que tous les groupes contenant chaeune d'elles fassent partie de F ou, comme 

nous dirons pour abr6ger, des suites con tenues  dans F, ou a p p a r t e n a n t  it U.  Re- 

marquons d'abord que si cela est, l'ensemble P de ces suites est ferm6; car, soit 

A une suite limite pour P ;  quel que soit n, le groupe d'ordre n qui contient .4 

contient, par hypoth~se, des suites de P ;  done il fait partie de F ;  done A est 

telle que tous l e s  groupes contenant A font partie de F, done A fair partie de 

P, ce qui montre que P est fermi. 

E tan t  donn6 un ensemble de groupes F, pour qu'il existe des suites con- 

tenues dans / ' ,  une premiere condition est que, si un groupe d'ordre p, soit) 

( a ,  a2,. �9 �9 a~), fair partie de F, t ous l e s  groupes (a~), (a~, a2), �9 �9 �9 (a~, a2, �9 �9 �9 ap-1 

qui contiennent ce groupe, doivent aussi faire partie de F. Nous conviendrons 

de dire qu'un ensemble de groupes poss~dant cette propri6t6 est t e m p l e t .  
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II faut  en outre 6videmment qu'il y air dans F des groupes d'ordre n, 

quel que soit n. Ces deux conditions no sent d'ailleurs pas suffisantes, comme 

le montre l'exemple suivant. Prenons t ous l e s  groupes d'ordre 1: 

(~), (2), ( 3 ) , . . .  

puis tous les groupes d'ordre 2 contenus dans (2), tous les groupes d'ordres 2 et 

3 contenus dans (3), et d'une mani~re g6n6rale, quel que soit n, tous les  groupes 

d'ordre 2, 3 , . . .  n, contcnus dans (n). L'ensemble F de tous ces groupes est 

comp]et, il contient des groupes de tousles  ordres, mais aucune suite n 'appartient  

F ;  car soit (al, a2 . . . .  ) uno suite, le groupe d'ordre a l + I  qui la contient n'est 

pas contenu dans F. 

R6sumons ces r6sultats en disant que: Si I" est un ensemble complet de 

groupes, il peut y avoir ou non des suites appartenant  h F ;  s'il y e n  a, leur 

ensemble P est ferm6; si Ft est l'ensemble des groupes relatifs h P, F t e s t  6vi- 

demment contenu dans F. 

1~ ~ Demandons-nous maintenant ~ quelles conditions un ensemble F de 

groupes coincide avec l'ensemble des groupes relatifs ~ u n  certain ensemble de 

suites. En interpr6tant les remarques du w l l, on a imm6diatement des condi- 

tions n6eessaires, qui peuvent s'6noncer comme il suit: L'ensemble r doit 6tre 

complet, et si g est un groupe contenu dans F, d'ordre h, il y a au moins un 

groupe d'ordre h + I  contenu dans g qui fair partie de F.  Je dis que ees con- 

ditions sent suffisantes; en effet, supposons-les remplies; prenons, dans F,  

un groupe quelconque g, soit ( a ,  cts,. �9 �9 ah); d 'une part  ]es groupes (al), (a ,  as) . . . .  

(a ,  ct2,...aa-1) font partie de F, puisque F est complet; d 'autre part,  d'apr~s 

la secondo condition, il existe dans F un groupe d'ordre h+  i contenu dans F, 

soit (a~, as . . . .  ah, ah+l); dans ce nouveau groupe existe, d'alor6s la m6me condi- 

tion, un groupe d'ordre h + 2  contenu dans F, soit (a~, as . . . .  ah, ah+l, ah+2); co 

raisonnement peut se poursuivre ind6finiment, et montre l'existence d'une suite 

infinie de groupes d'ordres 1,2 . . . .  h , h + I , h + 2  . . . .  dont chacun est contenu 

dans le pr6c6dent et appartenant tous ~ F;  la suite d6finie par ces groupes appar- 

tient done ~ F. En r6sum6, il existe des suites appartenant h F; on salt que 

l'ensemble P de ces suites est ferm6; d'autre part, le groupe g dont on est parti 

est arbitraire dans F, on voit donc que tout  groupe de F contient des suites de 

P, c'est-s est relatif h P. Ainsi F coincide avec l'ensemble des groupes 

relatifs s un certain ensemble de suites. On a ainsi le th60r~me suivant: 

La condition n~cessaire et su]/isante pour qu'un ensemble F de groupea eonstitue 

l'ensemble des groupes reIati/s ~ un certain ensemble de suites est que F soit complet 
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et que, ai g eat un groupe d'ordre h de F, il y air dans F u n  groupe d'ordre h §  i 

contenu dana g. 

Etant  donn~ un ensemble fermd P de suites, l'ensembie F des groupes reIa- 

tifs ~t P e s t  parfaitement d~termin~, ainsi que l'ensemble F r des groupes ext~- 

rieurs s P, F t se composant de t ous l e s  groupes qui ne font pas partie de F. 

R~ciproquement, la eonnaissanee de F, ou, ce qui revient au m~me, de F', permet 

de d~cider si une suite donn~e fair ou non partie de P. En r~sum~, la connais- 

sanee d 'un ensemble ferm~ est comp|~tement ~quivalente s la connaissance des 

groupes relatifs ~ cet ensemble (ou des groupes ext~rieurs); cette propri~t5 sera 

tr~s utile dans la suite; pour le moment, nous en tirerons cette consequence 

qu'un ensemble /erm~ eat d~termind par une in/initd ddnombrable de conditions. 

13. Supposons qu'un ensemble F de groupes satisfasse aux conditions du 

w pr6c6dent, de sorte qu'il existe des suites appartenant  s F;  l'ensemble P de 

ces suites est ferm6. Demandons-nous h que]les conditions P sera parfait;  raisons 

ee sujet quelques remarques g6n6rales. 

Si A est un 6|6ment de P non limite pour P, e'est-h-dire isol~ dans P, iI 

y a un entier n tel que le groupe d'ordre n qui contient A ne contient pas 

d 'autre  suite de P ;  si g est ce groupe, g est contenu dans F, et les seu]s groupes 

contenus dans g qui font patt ie de F sent le groupe (unique) d'ordre n + I  con- 

tenant  A, le groupe (unique) d'ordre n + 2  contenant A, etc. Ainsi, dans un 

certain groupe g de F n'existe qu'un seul groupe d'ordre d6termin6 sup6rieur k 

ee]ui de g e t  faisant pattie do F. 

R6eiproquement, supposons que dans F existe un groupe g tel que, s in  est 

son ordre, il n'existe dans F, pour chaque valeur de h, qu'un seul groupe d'ordre 

n + h  contenu dans g. I1 en r6sulte 6videmment que g ne contient qu'un seul 

616ment faisant partie de P, lequel est par suite isol6 dans P. 

Pour que P soit parfait, e'est-h-dire ne contienne aucun ~l~ment isol~, il 

faut  et il suffit que Ia condition pr6e6dente ne soit jamais r6alis6e, c'est-s 

que dana tout groupe y d'ordre n contenu dana 1" existent au moina deux groupes 

d'un m~me ordre aupdrieur h n e t  contenua dana F. On peut v6rifier directement 

que c'est bien 1~ la condition n6eessaire et suffisante pour que P soit parfait. 

La condition est n6eessaire, ear si P est parfait, tout  6Idment de P e s t  

limite pour P; done tout  groupe g de F, contenant un 616ment de P, en con- 

tient au moins deux distincts; s i n  est l 'ordre de g, pour h assez grand, les 

groupes d'ordre n + h  qui contiennen~ ces deux 6hCments sent distincts, done il 

y a dans g deux groupes d 'un m~me ordre sup6rieur h n e t  contenus dans F. 

La condition est suffisante: en effet, supposons-la remplie. Si A est un 

616ment de P, tout  groupe g contenant A contient, par hypoth~se, deux groupes 
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g~ et g" d'un m~rne ordre sup~rieur ~ celui de g e t  contenus dans F ;  g~ et g', 

dtant contenus duns F,  contiennent chacun au moins un dldment de P; on a 

donc ainsi au moins deux dldments distincts de P contenus duns g; ainsi g con- 

tient certainement un dldment de P autre que A; donc A est limite pour P,  ce 

qui achAve de ddmontrer la proposition. 
14. :Nous aUons ddmontrer, sur les ensembles de suites, un th~or~me com- 

pl~tement analogue k celui qui a dt~ ddmontrd sur les ensembles de points 

n dimensions dans les cLe~ons sur les fonctions discontinues~ (w 62, p. 102). 

Appelons ( J )  l 'ensemble de t o u s l e s  groupes possibles. (~/) est dvidemment 

d~nombrable. E tan t  donnd un ensemble fermd P,  appelons ~/(P) l 'ensemble des 

groupes extdrieurs k P,  qui, eomme nous l 'avons vu, ddtermine eompl~tement P.  

I1 est ~vident que si P > Q ,  ( P e t  Q dtant ferm~s), tout  groupe extdrieur ~ P 

cst extdrieur ~ Q, de sorte que J (Q) contient t o u s l e s  dldments dent  se compose 

J (P). De plus, si P > Q, il y a certainement des groupes qui appart ienuent 

, / (Q) sans appartenir ~ , / ( P ) ,  sans quoi l'identitd de J (Q) et de z/ (P) entraine. 

rait eelle de P e t  de Q, contrairement k l 'hypoth~se. 
Cela posd, supposons qu'on ait des ensembles fermds, correspondant aux 

nombres ordinaux des classes I e t  I I :  

(i) P 0 ,  P .  P 2  . . . .  P ~  . . . .  P o ,  �9 �9 �9 P ~ ,  �9 �9 �9 

avec la condition que a < a' entralne P,>P,~,.  D'apr~s ce qui pr6c~de, quel que 

soit a , J ( P a + i )  eontient tous les ~l~ments de ,~(P, ) ;  d6signons par C(P, )  Fen- 

semble des groupes qui font partie de d (Pa+l) sans faire partie de d (P,). On 

volt que la condition n~cessaire et suffisante pour que C (P,)  soit nul est que 

Pa+] ~ Pa. Consid6rons los ensembles de groupes: 

(~) C (Po), C (P,) . . . .  C, (P,,) . . . .  C ( P a ) , . . .  

Chacun de ces ensembles constitue une partie de l'ensemble d6nombrable (J) ,  et 
deux d'entre eux n'ont aucun 61$ment commun, car un ~]~ment de C (Pa) fait 

partie de J ( P , + I ) ,  par suite de J (Pa+2)  et de t o u s l e s  d ( P a , ) p o u r  lesquels 

a t>  a, il ne fair donc pas partie de C (P,,) si a ' >  a. 
I1 y a donc au plus une infinit~ dgnombrable d'ensembles (2) non nuls; les 

indices de ceux des ensembles (2) qui ne sent pas nuls formant ainsi un ensemble 

fini ou d~nombrable, il y a un nombre a des classes I ou II qui est sup~rieur 

tous cos indices. Si at>~a, on a C(Pa,)~---0, d'ofi r6sulte: 

{3) P .  = P.+I  = P.+e . . . . .  P . '  . . . . .  a' > a. 
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D6signons pa r  P a  l 'ensemble co m m u n  ~ t o u s l e s  ensembles (i) ;  on voit  que 

le8 ensembles (I) sent, pour des valeurs su/]isamment grandes de l'indice, identiques 

r Pn. C'est  l~ le th6or~me que j 'avais  en rue .  ]l y a un  nombre  fl bien d~ter- 

min6 qui  est  le plus pe t i t  tel  qu 'on  ai t  P,~ = P.~. 

Ajoutons  deux  remarques ,  analogues aux  remarques  I et  I I I  (lee. cir., w 63, 

p. Io4). 

I ~ Supposons que les ensembles ( i)  sat isfassent h la condi t ion que, si 

est de deuxi~me esp~ee, Pa  est l 'ensemble eommun aux ensembles Pa, pour  les- 

quels a t <  a. Soit alors A un 6Mment queleonque de Po; si A ne fair pas par t ie  

de t o u s l e s  ensembles (i),  e 'est-h-dire de Pt.), soit ~ le plus pe t i t  nombre  tel  que 

Pa ne eont ien t  pas A; 6 ne peu t  ~tre de seeonde esp~ee, car  A appar t i endra i t  

tous les ensembles d e n t  l ' indiee est inf~rieur ~t (~, et par  suite h P~, d 'apr~s 

la condi t ion donn6e;  donc c~ est de premiere  esp~ce et  a un  pr6e6dent  7; A 

appar t i en t  h P~, sans appa r t en i r  h P;,+I. En  r6sum6, tou t  616ment A de P0 fair  

pat t ie ,  ou bien de P.q=P~, ou bien d 'un  ensemble P:, - -  P;,+I, et  eela d 'une  

mani~re bien d6termin6e. Nous  expr imerons  ce r6sul ta t  au moyen  de la formule:  

P0 = 2 ( P v - -  Pr+l) + P.~, 7 < ft. 

La  somme est 6 tendue ~ toutes  les valeurs  de 7 des classes I et  II, ou si l 'on 

veut ,  seulement  aux  valeurs  < ft. 

2 ~ Supposons que les ensembles (i)  sat isfassent  h ]a condi t ion que tou t  

616ment isol6 de l 'un  que lconque  de ces ensembles ne fair  pas par t ie  de l 'en- 

semble suivant .  Dans ees condit ions,  je dis que P~, s'il n 'es t  pas nul, est  par-  

fait. E n  effet, il ne peu t  exis ter  d'61dment isol6 dans P o., car  un tel 6]6ment, 

soit  A, serai t  isol6 dans P~ = Pn, pa r  suite ne ferai t  pas pa t t i e  de P3+1, ce qui  

est  en cont rad ic t ion  avec le fair que P,~=P,~+I=P~. Done Pa est nul ou 
parfai t .  

I1 est  uti le de r emarque r  que si on a une s6rie infinie d 'ensembles ferm6s 

de suites, don t  ehacun  eont ien t  le suivant ,  soit:  

Po > P1 > P2 > "'" > P,, > "'" 

il n ' y  a pas n6eessairement  d'616ment eommun h tous ces ensembles, x (II suffit  

pa r  exemple de prendre  pour  P~ l 'ensemble de toutes  les suites don t  le premier  

t e rme est > n.) C'est  pourquoi  nous ne ehereherons pas h donner  pour  les en- 

sembles actuels, de th6or~me analogue h eelui de ]a Remarque  I I  (loc. eit., w 63). 

x On peut d6montrer que cela a lieu dans le cas off l'ensemble P0 est tel que, si g est 
un groupe relatif ~ Po, et si h est son ordre, les groupes d'ordre h+I relatifs it /'0 et contenus 
dans g sont en nombro fin'L 
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15. E tan t  donn6 un ensemble de suites arbitraire P, nous avons d6fini (w 10) 

les d6riv6s d'ordre o et I de P, et nous savons que p0 a pour d6riv6 P~. 

Nous d6finirons le d6riv6 d'ordre n de P, P% a 6tant un nombre ordinal quel- 

conque des classes I ou II, par la double convention suivante: 

I ~ Si a est de premi6re esp~ce et > o, P~ est le d6riv6 d'ordre i de p~-l. 

2 ~ Si a est de deuxibme espbce, P~ est l'ensemble cornmun K tous les 

ensembles Pa' pour lesquels a ' <  a. 
Les ensembles po, p ~ , . . . p % . . ,  ainsi d6finis, satisfont aux conditions 

remplies, dans le w pr6cddent, par les ensembles d6sign6s par P0, P ,  etc . . . .  ; ils 

satisfont aussi aux deux conditions compl6mentaires I ~ et 2 ~ On peut donc 

6noncer les rdsultats suivants, en ddsignant par pg. (d6riv6 d'ordre D. de P) 

l'ensemble eommun ~ tous l e s  ensembles P~ : 

P~ est nul  ou par /s i t ;  il y a un nombre ddtermind fl des classes I ou I I  

tel que : 
p~ = p~+l . . . . .  p~. 

Si a<tr on a P~>P,~. Enfin, on a: 

(x) p o  = 2 (P~ - -  p++l) + p z ,  7 < ~. 

Remarquons qu'aucun terme de la somme n'est nul pour 7 < fl, car la condition 

pv = pr+l exprimerait que p r  est parfait et coincide avec tons les ensembles 

d6rivds qui suivent, ce qui contredit ce fait que P~ > P~'. 

Un ensemble tel que />+--/>++~ se compose de tous le s  616ments isol~s de 

l'ensemble ferm6 pr;  a fortiori chacun de ces 616merits est isol6 pour l'ensemble 

p~,_/>/+l. Appelons d'une mani6re g6n6ralc ensemble isol~ tout ensemble tel 

que chacun de ses 616ments est isol6 dans l'ensemble; je dis qu'un ensemble isol~ 

est d~nombrable. 

Faisons une remarque pr61iminaire. Si Q est un ensemble isol6, A un 616- 

ment de Q, et si on d6signe par gl, g2 . . . .  g,, . . . .  les groupes d'ordres 1, 2 , . . .  n . . . .  

qui contiennent A, nous avons d6js vu (w 13) que, ~ partir d 'un certain rang, 

ces groupes ne contiennent pas d 'autre 616ment de Q que A; parmi les groupes 

qui remplissent ces conditions, Fun d'eux a l e  plus petit  indite, c'est-~-dire est 

d'ordre minimum; ainsi, ~ tout 616ment A de Q correspond un groupe bien d6= 

termin6 g qui eontient A, ne contient pas d 'autre 616ment de Q, tandis que le 

groupe d'ordre inf6rieur ~ celui de g e t  eontenant g (s'il exis te)cont ient  au 

moins deux 616ments de Q. 

Cela pos6, prenons: les groupes d'ordre 1 ne eontenant qu'un seul 616ment 

de Q; puis, les groupes d'ordre 2 non contenus darts les pr~c6dents, et ne con-  
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tenant  qu'un seul ~l~ment de Q; puis, les groupes d'ordre 3 non contenus darts 

les pr4c~dents et ne contenant qu'un seul ~l~,ment de Q, etc . . . .  ; supposons cette 

operation prolong6e ind~finiment. On obtient ainsi un ensemble de groupes tels 

quo chaeun d'eux contient un seul ~l~ment de Q et que tout  ~l~ment A de Q 

est eontenu dans un et un seul d'entre eux, car le groupe g correspondant s A 

d'apr~s la convention pr~cddente est obtenu par le proc~d6 indiqu~, tandis 

qu'aucun des autres groupes contenant A n'est obtenu. Ainsi il y a correspondanee 

biunivoque entre l'ensemble Q et un certain ensemble de groupes, lequel est 

d4nombrable. Done Q est aussi d~nombrable. 

Dans la formule (r), l'ensemble p0 d~signe un ensemble ferm~ quelconque; 

il y a lieu de distinguer deux cas suivant que P~ est nul ou existe effective- 

merit; darts t o u s l e s  eas, 2~(/>/--Pr +I) est la somme d'une infinit~ d~nombrable 

d'ensembles isol~s, et est par suite d~nombrable. On peut donc dire que: 

Un ensemble /erm~ de suites, ou bien est ddnombrable, ou bien se compose d'un 

ensemble ddnombrable et d'un ensemble par/air. 1 

16. Soit P u n  ensemble parfait de suites; si g est un groupe relatif h P, 

l'ensemble des suites de P contenues dans g, soit D (P, g), est parfait; en effet, 

d 'abord cet ensemble est fermi, comme 4tant l'ensemble commun aux deux en- 

sembles ferm~s P e t  g; de plus, toute suite A de D(P,g )  est limite pour cet 

ensemble, ear si gr est un groupe contenant A, il y a dans gr une infinit6 d'~l~- 

merits de P, et si gr est contenu dans g, ces suites appartiennent s D(P,  g), done 

A est limite pour D(P,g) ,  qui est donc parfait. Nous dirons que l'ensemble 

parfait D(P,  g) est la portion de P d~termin~e par le groupe g. 

Soit Q un ensemble queleonque eontenu dans P. I1 y a deux cas possibles, 

qui s'excluent l 'un l 'autre: 

i ~ Dans route portion Pt de P existe une portion P2 de P qui ne contient 

aucun gl~ment de Q. Nous dirons dans ce caz que Q est non dense dans P. 

2 ~ II y a une portion Pl-de P telle que toute portion P2 de P~ contient des 

dlgments de Q. Nous dirons alors que Q est partout dense dans P ,  

On volt que dans le premier eas, QO (qui est contenu dans P, puisque Q < P  

entraine Q0<po = p)  est, comme Q, non dense dans P, tandis que, dans le se- 

cond eas, t ous l e s  $1~ments de la portion d~sign~e par P~ appartiennent h QO, de 

sorte que Q0 coincide avec P dans un certain groupe relatif ~ P. 

Si Q est non dense dans P, la partie Q~ de Q contenue dans une portion Pt 

de P e s t  non dense dans Pt. 

1 Nous verrons plus loin qu'un ensemble parfait n'est pas d~nombrable. 
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17. Q 6rant un ensemble contenu dans l'ensemble parfait  P, nous dirons 

que Q est de premiere catdgorie dans P, s'il existe une in/initd ddnombrable d'en- 

aembles non denses dans P tels que tout dldment de Q ]air pattie de l'un d'eux. 
Si  Q n'est paa de premi4re cat~orie dans P, nous dirons que Q eat de deuxi~rae 

catdgorie dana P. 
De ces d6finitions r6sultent imm6diatement les cons6quenees suivantes: 

Un ensemble contenu dans un ensemble de premiere cat6gorie est lui-m6me 

de premi6re cat6gorie. Un ensemble contenant un ensemble de deuxi6me cat6- 

gorie est lui-m6me de deuxi6me cat6gorie. 

La r6union d'un nombre fini ou d'une infinit6 d6nombrable d'ensembles de 

premi6re cat6gorie eonstitue un ensemble de premi6re cat6gorie. 

Si Q est de premi6re eat6gorie dans P, la partie de Q eontenue dans une 

portion quelconque P1 de P e s t  de premiere cat6gorie dans P1- 

D~montrons maintenant que, si Q est de premiere cat~gorie dans P, il existe, 

dans toute portion de P, des ~l~ments de P qui ne font pas partie de Q. En 

effet, Q peut 6tre consider5 comme la r~union d'une infinit4 d~nombrable d'en- 

sembles non denses QI, Q~ . . . .  Qn . . . .  Donnons-nous un groupe relatif h P, soit 

gl; dans la portion P~ ~ D ( P ,  g~), nous pouvons, comme Q1 est non dense dans 

P, trouver une portion P:, d4termin~e par un groupe g2, et ne contenant aueun 

~l~ment de Q~; de plus, nous pouvons supposer que l'ordre de g2 est 6gal au 

moins s 2, car si cela n'est pas, nous rempla~ons P: par une portion de P~ d~ter- 

mince par un groupe d'ordre 2; cela ~tant, comme Q~ est non dense dans P, nous 

pouvons de m~me trouver, dans P~, une portion P3 d4termin~e par un groupe 

gs d'ordre au moins 4gal k 3, et ne contenant aucun ~l~ment de Q,; en poursui- 

vant l 'application de ce proc6d6, on d6termine une s6rie infinie de groupes g~, 

g~, g3 . . . .  g~ , . . ,  qui sont tous relatifs k P, dont ehaeun est contenu dans le pr6- 

e6dent, tels que l'ordre de g, est au moins 6gal ~ n, et tels que D(P, g,,+l) ne 

contient aucun 616ment de Q,. I1 existe un 616ment contenu dans tousles groupes 

g ~ > r  > g , > . . .  

puisque l'ordre de g~ erolt ind~finiment avee n; si A est cet ~l~ment, A fair 

partie de P puisque tous ces groupes sont relatifs h P; enfin, d'apr~s la propri~t4 

que g~+~ ne eontient aueun ~l~ment de Q,, A ne fait pattie d 'aueun Qn, par 

consequent ne fait pas partie de Q, ce qui d~montre la proposition. 

Ce r4sultat montre que l'ensemble parfait P n'est pas de premiere cat6- 

gorie par rapport s lui-m~me; on reconnait en partieulier que P n'est pas dSnom- 

brable, car un ensemble d4nombrable est de premiere cat4gorie.* 

i On peut d6montrer qu'un ensemble parfait de suites a la puissance du eontinu. 
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I1 r6sulte aussi de lk que, si Q est de premi6re cat6gorie dans P, l 'ensemble 
P - - Q ,  compl6mentaire de Q, est de deuxi~me cat6gorie. 

Dans certaines questions, nous aurons h consid6rer un ensemble Q~ contenu 

dans un ensemble parfait P, et variant avec l'indice n; s'il arrive que, quel que 

soit n, Q. soit de premibre cat6gorie, l 'ensemble Q form6 par la rdunion de tous 

les Q~ ( n =  i, 2 , . . . )  est aussi de premi6re catdgorie. Dans le cas off n < n' en- 

t raine Q,,<=Q,,,, nous dirons que Q est limite de Q= pour n ~ ~.  De m6me, si on a 

un ensemble Qo variable d6pendant d 'un param6tre ~) susceptible de prendre toutes 

les valeurs positives, et si r > Q' entralne Qo~Qr l'ensemble Q de tous les dld- 

ments qui appartiennent h Q~, lorsque ~ est suffisamment petit  est appel6 ensem- 

ble limite de Q, quand Q tend vers o. Si, quel que soit Q, Q, est de premi6re 

cat6gorie, il e n e s t  de m6me de Q. 

CHAPITRE III. 

Les fonctions d~finies sur  les ensembles de suites. 

18. E tan t  donn6 un ensemble P de suites, si nous faisons correspondre 

chaque 616ment de cet ensemble un nombre r~el, nous dirons que l'ensemble de 

ces nombres constitue une fonction d6finie sur l'ensemble P.  Nous nous propo- 

sons, dans ce chapitre, d'6tendre aux fonctions nouvelles ainsi d6finies la plupart  

des notions et des r6sultats obtenus dans les )>Legons, etc.)> et la premibre partie de 

ce travail (chapitres I, III,  IV) pour les fonctions de n variables. Pour  eoncevoir 
la possibilit6 de eette extension, il suffit de remarquer  que la th6orie des fonc- 

tions de n variables a pour base fondamentale la notion de point limite d'une 

suite de points, notion qui est remplae6e, dans la th6orie actuelle, par celle d'616- 

ment-suite limite d 'une suite d'616ments-suites. 

Consid6rons un ensemble /errng P de suites; soit / une fonction d6finie sur 

P,  en supposant, pour prendre le cas g6n6ral, que / puisse reeevoir toutes les 

valeurs r6elles et los valeurs + ~ ,  - - r162 en d'autres tormes, toutes les valeurs 

de l'ensemble d6sign6 par R' (Premi6re partie, w i). Nous dirons que / eat con- 

tinue pour l'~l~ment A de P s i ,  A1, A s . . . .  A . . . . .  ~tant une suite quelconque d'~l~- 

ments de P ayant pour limite A ,  la suite de nombres: / (AI) ,  / ( A 2 ) , . . . / ( A ~ )  . . . .  

a pour limite / (A) .  Si / est continue en chaeun des ~l~ments de P, nous dirons 
que / est continue sur P ;  si Q est un ensemble ferm~ contenu dans P,  il eat 
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dvident que / est continue sur Q. Une fonction / est limite d 'une suite de fonc- 

tions: / ,  /~ . . . .  /~ . . . .  si, quel que soit l'dldment A de l'ensemble fermd P off ees 

fonctions sont ddfinies, on a: lira / , ~ (A)=/ (A) .  

19. L'ensemble des fonctions continues sur P eonstitue la c]asse o de fonc- 

tions. Une fonction / d~finie sur P est dite de classe a, a ~tant un nombre ordi- 

nal des classes I ou II, si elle n 'appartient  pas h une classe d'indice < a, et 

si elle est limite d'une suite de fonctions ]1, /2 . . . .  /- . . . .  dont ehacune appartient 

une classe < c~. En appelant E l'ensemble des fonctions de toutes les classes 

marquees par les nombres a des classes I ou II, le raisonnement du w I (Premiere 

partie) s'applique au eas actuel, et montre que E contient routes ses fonctions 

limites. 

D'ailleurs, on con~oit qu'un grand nombre de raisonnements faits pour le cas 

off Yon part  d 'un ensemble ~ n dimensions peuvent ~tre imm~diatement trans- 

poses ~ la th~orie actuelle. Nous nous contenterons d'~noncer sans d~monstra- 

tion les r~sultats pour lesquels il est 6vident que eette transposition ne pr~sente 

aucune difficult6, et nous d4taillerons au contraire les d~monstrations qui pr~- 

sentent des differences sensibles avec les cas ~tudi~s pr~c~demment. C'est ainsi 

qu'on reconnait tout  de suite que les raisonnements des w 2, 3, 4 de la pre- 

miere partie s'appliquent aux fonctions d~finies sur un ensemble ferm~ P de 

suites, et permettent d'~noncer les r~su]tats suivants: 

Une fonction / de classe < e ,  born~e, peut ~tre consid~r~e comme la limite 

d'une suite de fonctions de classes < a, /1, [2 , - . . /~  . . . .  chacune d'eUes grant com- 

prise entre les m~,mes limites que ] (ou m~me entre des limites plus rapproch~es 

que ce]les de /). 

L'~tude des fonctions non born~es, pouvant  m~me recevoir des valeurs infi- 

nies, peut se ramener, par une transformation eonvenable, h l'~tude des fonctions 
born~.es. 

La somme ou le produit d 'un nombre limit~ de fonctions de classes ~ a  est 

une fonction de classe < a .  Une fonetion de elasse < a  (a > o)est  la somme d'une 

s~rie, convergente pour chaque 61~ment A de P, et dont les termes sont des 

fonctions de classes < a. 

20. E tan t  donn~e une s~rie dont les termes sont des fonctions d~finies sur 

l'ensemble ferm~ P, soit 

(~) u .  u~ . . . .  u~ ,  . . . ,  

nous dirons que cette s~rie est uniform~ment convergente sur P s i  elle converge 

pour chaque ~Idment et si, quel que soit ~ > o et quel que soit l 'entier h, il y a 

un entier n > h tel que pour tout  ~l~ment A de P, on a: 
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[ u , ,+x  + u , ,+~  + . . -  [ < ~.  

Je dis que si les u,. sent des /onctions de classes < a, la somme / est aussi de 

classe ~ a ;  il suffit, pour le voir, de reprendre les raisonnements du w 3 de 

la premi6re pattie. On montre d'abord que, par un groupement de termes 

eons6cutifs convenablement effectu6, la s6rie (i) peut ~tre remplac6e par une 

autre dent  les termes, h partir du second, sent moindres en valeur absolue que 

ceux d'une s6rie convergente ~ termes positifs num6riques ehoisie s l 'avance; 

les termes de cette nouvelle s6rie sent de classes < a, comme ceux de la premibre. 

Tout est ramen6 h montrer qu'dtant donn6e une s6rie: 

(I) u l + u  2 +  . - .  + u , , +  . . .  

dent  les termes sent des fonctions de classes <a, et une s6rie ~ termes positifs 

num6riques eonvergente 

a l ,  a 2 ,  �9 . �9 a n ,  �9 �9 �9 

teUe qu'on ait, pour tout  61dment .4 de P et quel que soit ~z: 

l u . l < a . ,  

la somme ] de (z) est de classe < a .  

Or, en supposant a > o, ~.  peut ~tre consid6r6 comme la limite d 'une suite 

U n ,  1 ,  ~ n , 2 ,  �9 �9 �9 ~ l n ,  p ,  �9 �9 �9 

les u,,p 6tant de classes < a e t  tels que: 

l u . , ~ l < a . .  

On v6rifie alors que la fonetion 

/ ~ = u l ,  i + u~,i + . . .  + u~,~ 

qui est de elasse < a, a pour limite f. 

Le raisonnement suppose a > o. Le th6orbme a lieu aussi pour a = o e t  

s'6nonce ainsi: Une sdrie uni]ormdment convergente de /onctions continues sur un 

ensemble ]ermd P reprgsente une /onction continue sur P. En effet, supposons que 

les termes u ,  de (z) soient continus sur P. Soit A un dl6ment de P, soit A~, 

A 2 , . . .  A, . . . .  une suite d'dl~ments de P ayant  pour limite A. Donnons-nous un 

nombre positif ~; nous pouvons, par hypoth6se, trouver n tel que, si on pose 

]n  ~ u l  + u2 + ..- + u,, on ait, pour tous le s  ~l~ments de P :  
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On a done: 
I/,,--/1<~. 

I/(A)--/,,(A)I<*, I/(A,.)--/,,(A~)i<*. 

La fonction 

leur, on a: 

t,, est continue en A; done, quand r d6passe une certaine va- 

I / , (A , . ) - /~ (A)  I < ~, 

d'oh, en eombinant les trois derni~res in6galit6s: 

II(A,.)--I(A)I< 3*. 

Comme e est arbitraire, cela montre que /(A,,) tend vers /(A). Done / est con- 

tinue sur P. 

Du th6or~me g6n6ral qui vient d 'etre d6montr6 sur les s6ries uniform6ment 

convergentes r6sulte l ' importante eons6quence que voici : 

Pour dgmontrer qu'une /onction / dg/inie sur un ensemble termg Pes t  de classe 
<a, il su/]it de ddmontrer que, ~uel que soit ~ > o, ] di]t~re de moins de ~ d'une 
/onction de classe _<__ ~. 

2L Pour ~tudier de plus pr@s les fonctions des diff6rentes classes d6finies 

sur les ensembles de suites, nous commeneerons par teur 6tendre les notions de 

maximum, minimum, oscillation, 6tudi6es au commencement du chapitre I I I  de 

la premiere partie. 

Soit P un ensemble quelconque de suites, sur lequel est d@finie une fonc- 

tion /. Si g est un groupe relatif & P, l'ensemble des valeurs d e / a u x  diff6rents 

6]@ments de P contenus darts g a une borne sup@rieure, une borne inf6rieure, 

une oscillation, que nous d@signons respectivement par: 

et l 'on a: 
M(], P, g), m(l, P, 9), to(l, P, 9) 

co(l, P,  g ) = M ( / ,  P, g ) - -m( / ,  P, 9 ) > o .  

Si g, est un groupe relatif ~ P e t  contenu dans 9, on a 6videmment: 

M(/, P, 9)> M(/, P, g') re(l, P, 9)<m(f ,  P, 9'). 

Soit maintenant  A un 616ment de po; les groupes d'ordre I, 2 . . . .  qui con- 

tiennent A, sont tous relatifs ~ P;  si on d@signe par g~, g 2 , . . . g - , . . ,  soit ces 

groupes, soit plus g6n@ralement, une suite quelconque de groupes contenant A et 

d'ordres croissants, on a: 

(z) M(/, P, g~) > M(/, P, g=) >=... >=M(], P, g,) > . . .  



Sur la representation des fonctions discontinues. 121 

La suite de nombres (i) a une limite d6termin6e, qui ne d~pend que de A; 

nous la d6signerons par M(/, P, A) et nous dirons que c'est le maximum de / 
sur P e n  A. 

Si A est un 616ment appartenant  h u n  groupe g, on a: 

M(], P, A)< M(/, P, g). 

On d~finit de m~me le minimum de / en A, soit m0 r P, A), et l'oscillation 

de / en A:  

~o([, P, A)=M([ ,  P, A ) - -m( / ,  P, A). 

Nours dirons que ] e s t  continue ou discontinue en A par rapport s P suivant 

que le nombre to(/, P, A) est nul ou positif; cette d6finition est 6videmment 

en accord avee ]a d6finition de la eontinuit6 donnde pour les ensembles ferm6s 

au w iS. 

22. Si l'on a, en un 616ment A de P:  

(I) M(/,  P, A ) = / ( A ) ,  

la fonction ] a en A la propri6t6 suivante: quel que soit ~ >o, il y a un groupe 

contenant A tel que, pour tout  616ment A ~ de P eontenu dans ce groupc, on a: 

/(A') <[(A) 4- e; 

et r6ciproquement, cette propri6t6, si elle existe, entraine la condition (i). Nous 

dirons que dans ee eas, ] est semi-continue supgrieurement en A; si une fonction 

] d6finie sur un ensemble /erred P possbde en ehaque dl~ment de P ]a semi- 

continuit6 sup6rieure, nous dirons que ] e s t  semi-continue sup6rieurement sur P. 

La semi-continuit6 inf6rieure en A se d6finit de m~me par la condition: 

m(/, P, A ) = / ( A ) .  

Une fonction qui poss~de en A l e s  deux semi-continuitd.s est continue en eet 

~l~ment. 

La somme d'un nombre fini de fonctions semi-continues sup~rieurement en 

A re]ativement ~ P poss~de aussi la m~me proprietY. 

Si ] e s t  semi-continue sup~rieurement en A , - - /  est semi-continue inf$- 

rieurement. 

Si /~ d~finie sur l'ensemble ferm~ P e s t  semi-continue sup~rieurement sur P, 

rensemble Q des $1~ments de P off ]>a, a ~tant un hombre quelconquc, est 

ferm6. Car, si A est un 616ment de P limite pour la suite d'~l~ments de P:  
A ~ a  mathemab/ca. 92. Imprim~ le 22 janvier 1909. ] 6  
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A. A2 . . . .  A,~, . . .  et  si on a, quel que soit  n : / ( A , ) > a ,  on a en A:  M ( / , P ,  A ) > u ,  

e t  p a r  sui te :  / ( A ) ~ M ( / ,  P, A ) ~ a .  
Nous pouvons  ~tablir  t ou t  de sui te  q u ' u n e  fonct ion / semi -con t inue  supd- 

r i eu remen t  sur  un  ensemble  ferm~ P,  est  de classe < I.  ]l f au t  pour  cela ddfinir 

une sui te  de fonct ions  cont inues  sur  P :  /~, / 2 , . . . / -  . . . .  tel le q u ' o n  ait,  en t o u t  

dldment A de P :  l im / n ( A ) - - / ( A ) .  Nous  p rendrons  pour  / .  la fonct ion qui, pou r  

chaque  groupe  ff d ' o rd r e  n relat i f  s P ,  a en tous  les dldments  de P c o n t e n u s  

dans  ce groupe ,  la va leur  M(] ,  P ,  if); une telle fonct ion est  bien cont inue  en 

chaque  ~ldment A de P,  car  si At, A 2 , . . .  A,, . . . .  est  une  sui te  t e n d a n t  vers  A, 

A~ est, pou r  ~, assez grand,  con tenu  dans  ]e m~me  groupe  d ' o rd r e  n que A, et 

l 'on  a alors : /,~(A~,) - - / , ( A ) .  D ' a u t r e  pa r t ,  on a bien, quel  que soit  A : l i ra/ ,(A)----  

](A), car  en d~signant  pa r  g .  le g roupe  d ' o rd r e  n qui cont ien t  A, et  t e n a n t  

c o m p t e  de  ce que:  / ( A ) ~  M(/ ,  P, A), ce t te  dgalitd me r~duit  h la su ivan te :  

lim M([, P, g . ) =  M( / ,  P ,  A), 

]aquelle est  la d~finition m~me de M(/,  P, A). 
E n  outre,  d ' ap r~s  ]a d~finition d e / , ,  on a en t o u t  dldment A : / n ( A ) ~ / , ~ + I ( A ) ,  

de sor te  que la suite de fonct ions  cont inues  ~,, 17 , - . - 1 -  . . . .  ne  v a  j amais  en 

croissant .  R~c ip roquemen t ,  soit  une suite de fonct ions  cont inues  /~, / 2 , . . . / ~ , . - -  

telle q u ' e n  t o u t  ~ldment A on air :  

/n(A) > /,,+I(A). 

Cette  sui te  a n4cessa i rement  une  l imite  / ;  je dis que / est semi-cont inue  sup~- 

r i eurement .  E n  effct,  soit A un  dl~ment,  soit  e > o; on p e u t  t r o u v e r  p ent ier  

tel  que:  
/p(A) < / ( A )  + ~. 

Comme ]p est  cont inue,  on p e u t  t r o u v e r  un  g roupe  g c o n t e n a n t  A tel que, p o u r  

t ou t  dldment A ~ de g contenu  dans  g, on a i t :  

On a a lors :  

La  condi t ion 

/p(A') </p(A) + ~. 

/(A') s  < /~(A)  + ~ < / ( A )  + 2 ~. 

/ (A  r) < / (A)  + 2~ indique que ] est  semi-cont inue  supdr ieurement .  1 

:Le rdsultat peut s'dnoncer ainsi: La condition ndcessaire et suffisante pour qu'une fonc- 
tion ddfinie sur un ensemble fermb P soit reprdsentable par une sdrie /~ termes continus et tous 
ndgatifs ~ partir d'un certain rang est qu'elle soit sew.i-continue supdrieurement. Cf. R. BAXRE, 
Sur les sdries h te~',nes continus et to~s de mdme signe, Bulletin de la Socidt6 Math. 1904. 



Sur la representation des,fonctions discontinues. 123 

Le raisonnement s'applique en particulier ~ des fonctions que nous rencon- 

trerons ~ plusieurs reprises, et qui seront d~finies comme il suit. A chaque 

groupe g relatif ~ un ensemble fermd P est attach~ un nombre el(g), tel que si 

gr est contenu dans g, on a: ~(g~)<~(g); la valeur de la fonction / en chaque 

61~ment A de P e s t  la limite pour n ~--r162 de ~(g,), gn ~tant le groupe d'ordre n 

qui contient A. On reeonnait  qu'une telle fonction est limite de la fonction 

continue /n ~gale en t o u s l e s  ~l~ments de P d'un groupe g d'ordre n ~ el(g), la 

limite ~tant toujours atteinte par valeurs non croissantes. Donc / est semi-con- 

tinue sup~rieurement. 

23. Reprenons le eas d'une fonction / quelconque d~finie sur un ensemble 

quelconque P," nous avons attach~ (w 2I), s chaque groupe g relatif h P, ]e hom- 

bre M(/,  P, g), borne sup~rieure des valeurs de / aux diff~rents ~l~ments de P 

contenus dans q, et nous avons ddfini, en chaque ~l~ment A de po, le nombre 

M(/, P, A), limite de M(], P, g), quand g est un groupe contenant A dont 

l'ordre crolt ind~finiment. Si nous consid~rons ]a fonction ef d~finie en chaque 

~l~ment A de po par la condition d'6tre ~gale ~ M(/,  P, A), ep rentre dans la 

cat~gorie de fonctions dtfinie au w precedent: donc r e~t semi-continue supgrieurement. 
De m~me, ~0 ~ m ( / ,  P, A) est semi-continue in/grieurement. 
La fonction co~ef--(p,  somme de ef et ~zp,  est semi-continue supdrieure- 

ment. I1 en r~sulte que l'ensemble des ~]$ments de po off l'on a: co([)>a, ~ t t a n t  
positif, est [erred. 

24. Consid~rons maintenant  une fonction / d~finie en tous les ~l~ments 

d 'un ensemble par/air P. En ehaque ~l~ment de P existe une valeur pour l'oscilla- 

tion c0(]), qui d~finit le degr~ de discontinuit~ de / e n c e t  ~l~ment. Nous distin- 

guerons ]es fonetions [ en deux sortes. 

I ~ Quel que soit a > o, l'ensemble des ~14ments off ~o~a est non dense dans 

P. Alors l'ensemble des ~l~ments de discontinuit~ est de premiere eat~gorie: dans 

toute portion de P existent des points de continuitd pour /; w(/) a son minimum 

nul en tout  ~l~ment, et dans toute portion. On dit que / est ponctuellement dis- 
continue sur P. 

z~ Si non, il existe une portion P~ de P e t  un nombre positif a tel qu'en 

tout  41~ment de P ,  on a ~o(])>a. Nous dirons que / est totalement discontinue. 
D'apr~s ces d~finitions, pour que / soit ponctuellement discontinue, il faut 

et il suffit que ~o(/) air son minimum nul en tout  ~l~ment. Une fonction continue 

rentre dans la cat~gorie des fonctions ponetuellement discontinues. 

2~. Th~!or~me I. La condition ndcessaire et su//isante pour qu'une /onction 
dd]inie sur un ensemble/ermg P soit de classe < ~ est qu'elle soit ponetuellement dis- 
continue sur tout ensemble parfait contenu dans P. 
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Nous nous contenterons ,  pour  la d6monst ra t ion  de ce th6orbme, de consi- 

d6rer  des fonct ions borndes, l 'extengion du  r6gultat au  cas g6n6ral se fa isant  

exac tement  comme pour  le cas des fonctions de n variables (Premi6re  par t ie ,  

w 13, et  Lemons sur les fonct ions discontinues).  

Pou r  mon t re r  que la condit ion est n6eessaire, je vais d6mont re r  qu'i l  y a 

cont rad ic t ion  ~ adme t t r e  l 'existence d 'un  ensemble par fa i t  H sur lequel on aura i t  

une suite de fonet ions cont inues  / ,  / 2 , . . . / - , . . .  t e n d a n t  vers une  fonetion /(/~, 

/2 . . . .  / ,  . . . .  / 6 tan t  borndes), le min imum de l 'oseillation de / aux  diff6rents 616- 

men t s  de H 6tant  positi/. 
Soit en effet  2 ~ u n  nombre  pogitif inf6rieur g ce min imum:  dans route  por- 

t ion H r de H,  on a: 

(~) ~o(/, H') > 2 ~. 

Soit p u n  nombre  positif  inf6rieur ~ ~; posong: 

(2) ) - ~  + 4e.  

Soit  enfin p un  ent ier  positif. 

Pa r tons  d 'une  por t ion  H r quelconque de H,  d6termin6e pa r  un  groupe  g'; 

soit A0 un  616ment de H t. Comme /,,(Ao) tend,  p o u r  n = ~ ,  vers /(Ao), on peu t  

p rendre  a > p tel que:  

(3) I I . ( A 0 ) - / ( A 0 ) I  < ~. 

La  fonct ion /,~ est cont inue  sur H ;  on pen t  done t r o u v e r  un  groupe  91 conte-  

nan t  A 0, con tenu  dans g', tel que si A est un 616ment quelconque de la por t ion  

H,  de H d6termin6e pa r  91, on ai t :  

(4) I/o(A)--/.(A.)I < ~. 

D'apr6s  (i), l 'ensemble des valeurs de / aux  diff6rents 6Mments de H 1 a 

une oscillation sup6rieure ~ 2 )~; il y a donc, dang eet te  por t ion  (Ler sur leg 

fonct ions discontinues,  p. 8o), un 616ment AI tel  que:  

(S) II(A3--1(Ao)I>X----~ + 4~. 

On peu t  ensuite t rouve r  fl > p tel  que:  

(6) I/~(A,) - - / ( A , )  I < ~, 

et enfin, k cause de la cont inui t6  de /~, on peu t  t rouve r  un groupe  q~ con tenan t  
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A~, contenu dans g~, tel que si A est un 616ment quelconque de la portion H 2 
d6tcrmin6e par g2, on air: 

(7) I I#(A) - -  I#(A,)I  < ~. 

Comme H 2 fait partie de H~, pour tout  616ment A de H2 on a, en combinant (3), 

(4), (5), (6), (7): 

(8) I/~(A) - - / # ( A ) I  > ,. 

et par suite: 

(9) ,o[/v+l(A), /v+~(A) . . . .  ] > ~*. 

En r6sum6, p &ant donn6, toute portion H' de H eontient une portion 

dont tous les 616ments satisfont h (9): e'est dire que l'ensemble K v des 616ments de 

H qui ne satisfont pas k (9) est non dense dans H ;  l'ensemble K, limite de K v 

quand on donne ~ p suceessivement toutes les valeurs enti~res i, 2 . . . . .  est de 

premiere catdgorie; il y a donc des ~Mments qui ne font pas partie de K;  un tel 

616ment, soit A, satisfait k (9), quel que soit p, ce qui contredit l 'hypoth~se que 
/ . ( A )  a une limite finie. 

26. I1 reste s montrer que la condition du th~or~me I est suffisante. D'apr~s 

la conclusion du w 2o, il suffit pour ce]a de faire voir que si / est uno fonction 

d6finie sur l'ensemble ferm6 P, ponctuellement discontinue sur tout ensemble 

parfait, &ant  donn6 a > o, il est possible de d6finir sur P une fonetion F diff6- 

rant de ] de moins de a, et qui soit de classe < i .  Nous ram~nerons d'autre 

part  la construction d'une suite de fonctions continues /t, / 2 , - . . / - , . . .  tendant  

vers F au probl~me suivant: Attacher ~t chaque groupe g relatif s P u n  nombre 

el(g), de telle maniSre que si A est un ~16ment de P, et si g. est le groupe 

d'ordre n qui contient A, on air: lim ef(g~)=F(A).  Si en effet on suppose co 

probl~me r6solu, et si on appelle / .  la fonction qui, pour tous les 61~ments de 

P eontenus dans un m6me groupe d'ordre n, soit g, a la valeur el(g), on recon- 

nal t  que / ,  est continue et a pour limite F. Ainsi tout  revient h d~finir la fonc- 

tion F et les nombres el(g) de mani~re h v6rifier les conditions pr6c6dentes. 

D6finissons des ensembles Pa correspondant aux diff6rents nombres ordinaux 

<__~ comme il suit: 
,o p ~ =  p.  

20 Si a est de premiere esp~ee, P~ est l'ensemble des 616ments A de Fen- 

semble parfait P~ pour lesquels: 
a--1 

,o(I, A) >=.. 
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D'apr~s l 'hypoth~se  que [ e s t  ponctueLlement  d iscont inue sur t ou t  ensemblc par-  

fait,  si P~-I  existe, P~ est non dense dans  P~a 1, donc P,~ < P,-1.  

3 ~ Si ~ est de deuxi~me esp~ce, P~ est  l ' ensemble  des ~16ments communs  

aux  ensembles d o n t  l ' indice est inf6rieur h a. 

Les ensembles P~ sont  ainsi pa r fa i t ement  dg~finis; ils sat isfont  6v idemment  

aux  condit ions du w 14, y compris los condit ions compl6mentaires  I ~ et  2 ~ On 

a donc,  en d6signant  par  Po l 'ensemble commun ~ t o u s l e s  P , :  

P =  2~(P~-- P.~+x) + Pu y<.(2  

et  Pa  eat par fa i t  ou nul. 

Mais je dis que Pn ne peu t  pas exister,  car pour  un cer ta in  nombre  /~ < ~2 

o n  a :  

Pfl = Pz+l = - ~--- P:2. 

Or, nous avons  vu  plus h a u t  que P z  > o e n t r a i n e  P.,~+I < PB. Ainsi Pa = o e t  l ' o n  a: 

P = Z ( P T - -  P./+1) 7 = o, I, 2 . . . .  

On a d ' au t r e  par t ,  pour  une valeur  d6termin~e quelconque de 7: 

= 2 ~ ( ~ - -  ~ + ' )  + / ~ r  - -  P:,+l v = o, i , . . -  < .0_. 

En  r6sum6, tou t  616ment A de P fair part ie ,  ou bien d 'un  ensemble ~ i - - ~ + 1 ,  

ou bien d 'un  ensemble P ~ -  P , et  eela d 'une  mani~re bien d6telmin~e. 
7 7+1 

En  un 616ment A qui fai t  par t ie  d ' un  ensemble ~ - - ~ , + 1 ,  posons:  F ( A ) ~ / ( A ) .  

En  un 6]6ment A qui fair  pa t t i e  d ' u n  ensemble 1~.)'--Pr+v posons: F ( A ) ~  

re(l, P~, A). Comme on a, en cet  ~16ment: ~o(/, P~, A) < a, il en r6sulte:  

]/(A) - -  F ( A ) I  < a. 

Cette in6galit6 a done lieu pour  t o u s l e s  616ments de P. 

Soit m a i n t e n a n t  g u n  groupe relat if  E P;  nous allons d6finir el(g). Pour  cela, 

d6signons par  Q7,,,(7 < ~2, v < ~ )  l 'ensemble des ~16ments de P~ contenus  dans g.1 

Les ensembles Q sont  des ensembles ferm6s ordonn6s comme les ensembles P 

eor respondants ;  convenons  de dire que l 'ensemble (2:,,~ a p o u r  auivant immddiat 

1 On reeonnait facilement que Q.,,+ = Q~, ce qui n'a pas lieu n~cessairement dans le cas 
des ensembles de points k n dimensions. 
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r ensemble  Qr,~+I si r < ~ ,  l 'ensemble Qr+~,0 si v = ~ ;  il est 6vident  que si un 

ensemble est nu|,  son su ivan t  l 'est  aussi. 

Pa rmi  les ensembles QT,~, qui ne sont  pas nuls, i l . n ' y  en a pas n6eessaire- 

men t  un don t  le su ivant  soit nul;  il y a d'ailleurs au plus un ensemble remplis- 

sant  ce t te  condit ion.  Si cela a lieu, soit Qh, k cet  ensemble, qui eont ien t  effec- 

t i vemen t  des 616ments, tandis  que son suivant  n 'en cont ien t  pas. Nous poserons: 

~f(g) = m(l, Qh, k). 

Si cela n 'a  pas  lieu, nous p rendrons  pour  ~f(g) un  nombre  quelconque,  pa r  

exemple  une va leur  eons tan te  choisie une  fois pour  toutes  h l 'avanee.  

D6mont rons  que  la fonct ion F et  les hombres  (f(g) sa t isfont  aux  condit ions 

requises. P o u r  eela, soit  A un 616ment de P ;  dist inguons deux  cas: 

I ~ A fait  par t ie  d ' un  ensemble p~_p, ,+l .  A est isol6 dans P.~; nous pouvons  
7 7 ~ 

d6terminer  un groupe  g' co n t en an t  A et  ne co n t en an t  aueun  au t r e  61dment de 

P~; si q,, est le groupe  d 'o rdre  n e o n t e n a n t  A, g ,  est, pour  n assez grand,  con- 

t enu  dans g', g,, eont ien t  alors un seul 616ment de P~, ~ savoir  A; de sorte  que, 

pou r  g,~, Qr,+ existe  e t  se rdduit  h A, l ' ensemble  su ivan t  Qr,~+l est  nul. On a 

alors:  
of(g,,) -= m(l, Q~,~) = I(A) = F (A ) .  

La  condi t ion ehereh6e est  done  obtenue.  

2 ~ A fait  par t ie  d ' un  ensemble P~- -Pr+r  On a pos6: 

F(A) = re(l, P~, A). 

La  fonct ion m(/, P~, A), eonsid6r6e sur l 'ensemble parfa i t  p o. est  semi-cont inue 
7 ~ 

inf6r ieurement  ; si on se donne  ~ > o, on peu t  t r o u v e r  un groupe g eo n t en an t  A 

tel  qu ' en  t ou t  dldment A ~ de P r  ~ eontenu dans 9, on ai t :  

re(l, P~, A') > m(l, P~, A ) - - ~ .  

On peut ,  d ' au t re  par t ,  remplacer ,  s'il y a Iieu, g pa r  un groupe  gr eon t enan t  A, 

con tenu  dans g e t  ne eon t enan t  aucun  fil6ment de Pz+~, puisque  A ne fai t  pas 

par t ie  de l 'ensemble ]erm~ P7+1. 
Cela dtant ,  si g ,  eon tenan t  A est con tenu  dans g', l 'ensemble Qr,9- relat if  h 

g~ existe  et  cont ien t  A, tandis  que l 'ensemble su ivant  Q;,+l,0 est nul. On a done,  

pour  n assez grand,  

~(g,,) -- m(/, Q,.~.), 
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et ce nombre eat compris entre los nombres re(l, P,~,A) et m(/, c'cst- 

m-dire entre F(A) et F ( A ) - - ~ .  Done la condition requise est encore r6alis6e. 

Le th6or~me I e s t  ainsi d6montr6. 

27. I1 r6sulte de ee th6or~me que si une fonction d6finie sur un ensemble 

ferm6 n'est pas de classe < i ,  il existe un ensemble parfait H et un nombre 

positif ~, tel qu'en tout  point de H, l'oscillation de / par rapport /~ H est > L  

Par suite, pour montrer qa'une fonction d~finie sur un ensemble {erm~ P eat 
de classe < I, il su//it de montrer que si H est un ensemble par/air quelconque 
eontenu dana P, il y a une portion H~ de H aur laqueUe ] eat de classe <__ i. 

Soient les deux fonetions: /~ d6finie sur un ensemble ferm6 P1 et de classe 

< I, /2 d~finie sur un ensemble fermd P2 et de elasse ~ x; la fonetion ] d~finie 

sur l'ensemble ferm~ M ( P ,  P2) par la condition d'6tre 6gale h /~ pour tout  616- 

ment de P,,  et h ]2 pour tout  ~16ment de P2 n 'appartenant  pas h P~, sera dite 

obtenue par la superposition de /~ s /2. Je dis que / est de classe < I; en effet, 

soit H un ensemble parfait que]conque contenu dans M ( P ,  P~); posons: H, 

D(H, P1); si H~ coincide avec H, / est identique sur H ~ ]~ et est do classe __<i; 

sinon, il y a une portion K de H qui ne contient aucun 6]6ment de H ,  par suite 

de P , ;  sur cette portion K, / est identique ~ /2, donc est de classe <= i. 

Le r6sultat s'6tend imm6diatement au cas de p fonctions superpos6es. 

28. Comme dans le cas des fonctions de n variables r~elles, il y a lieu do 

consid6rer une fonction d6finie sur un ensemble queleonque P, et de rechercher 

quelles conditions il est possible d'achever la d6finition de ] aux 616ments de 

p o _ p ,  de mani~re h avoir une fonction qui soit de classe o ou ~ sur Fen- 

semble ferm4 P*. L'extension des m6thodea employ6es au w ~8 de la pre- 

miere partie ne pr~sente aucune difficult6. E tan t  donn6e une fonetion /d6finie  

partieUement sur un ensemble parfait H, c'est-h-dire d~finie seulement aux ~16- 

ments d 'un ensemble K contenu dans H, il y a, en chaque 616mont A de K ~, 

une valeur d~termin~e pour l'oscillation ~o(/, H, A) de ] relativement ~ H. Si 

l'ensemble des 616ments pour lesquels cette oscillation est > a, a 6rant un nombre 

positif quelconque, est non dense dans H, nous dirons q u e / e s t  ponctueUement dis- 
continue sur H; dans le cas contra i re , /  sera" totalement discontinue. Cela 6rant, 

on d~montrera, eomme dans la premiere partie, que: pour que / dd/inie sur P quel- 
conque aoit de classe < ~, il /aut et il su//it que / aoit ponctuellement discontinue 

sur tout ensemble par/ait contenu clans P~ 
29. Nous allons maintenant ~tendre aux ensembles de suites ]a th6orie qui 

fait l 'objet du chapitre IV de la premiere partie. 
Soit / une fonction d~finie aur un ensemble parfait P. Lea nombres )~ tela 

que l'ensemble des ~16ments de P off / >  ;~ est de premiere eat6gorie dana P o n t  
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une borne inf(~rieure, soit M~(/, P ) ;  l 'ensemble des ~l~ments off / >  M'(/, P ) - - ,  
(e > o) est de deuxi~me categoric dans P, tandis que l'ensemble des ~l~ments'ofi 

/ >  M~(/, P ) +  e est de premiere categoric, ainsi par suite que rensemble des ~l~- 

ments oh / >  M ~(/, P), qui est ]imite du precedent quand e tend v e r s o .  I1 y a 

de m~me un nombre d4termin4 m'(/, P) tel que l'ensemble des ~l~ments oh / <  

m~(/, P) + ~ (e :> o) est de deuxi~me categoric, tandis que l'ensemble des ~l~ments 

off / <  m~(/, P) est de premiere categoric. 

On a 4videmment: 

M'( / ,P)< M(/ ,P),  m' ( / ,P)>m(/ ,P) .  

Je  dis que Mr(l, P)>m'(/, P). En effet, l 'ensemble des 61~ments off / >  M ~ 

6tant de premiere categoric, ]'ensemble des ~l~ments os / < M  ~', qui est son com- 

pl~mentaire, est de deuxi~me categoric, d'ofl r~sulte que M res t  au moins ~gal 
m r . 

Nous poserons: 

,~'(1, P ) =  ~I'(/, P) - -m ' ( l ,  P) > o. 

I1 est ~vident que, si Q est un ensemble de premiere eat~gorie dans P,  
on peut  faire compl~tement abstraction des valeurs de / aux t~l~ments de Q dans 
la d6finition des nombres Mr(l, P), m'(/, P), r P). 

Si Pt  est une portion de P, comme tout  ensemble de premiere categoric 

dans P est tel que la partie de cet ensemble contenue dans P~ est de premiere 
cat6gorie darts P ,  on en d6duit que: 

M'(/, P,) s M'(/, P), m'(/, P,) > m'(/, P), ed(/, P,) < ~d(/, P). 

30. Dans les m~mes conditions, soit A un ~16ment de P; en d~signant par 
Pn la portion de P d~terminSe par le groupe g~ d'ordre n contenant A, on voit  

que, quand n augmente, Mr(~, P~) que nous derirons aussi M' (/, P,  g,) ne peut  
croitre;  done ce nombre a, pour n~Qo,  une limite, que je d~signe par Mr(/, P, A). 

Soit el(A) la fonction ~gale, en tout  ~l~ment de A, ~ Mr(/, P, A); la fonction 

~r est obtenue dans les conditions du w 22: elle est donc semi-continue sup6rieure- 
ment. 

Je  dis que l'ensemble H des ~ldments oh /> ~ est de premiere categoric. En 

effet, soit g u n  groupe relatif ~ P ;  l 'ensemble des ~l~ments de P contenus dans 

g off />M'(/ ,  P, g) est de premiere categoric dans P ;  soit K(g) cet ensemble. 

En consid~rant tous les groupes g relatifs ~ P (en nombre infini ddnombrable), et 

d~signant par  K ]a r(iunion des ensembles K(g), K est de premiere categoric. 
Acta mathematica. 32. Imprim~ le ~2 j anv ie r  1909. ] 7  
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Il est dvident que tout dldment de K fait partie de H; je dis que rdciproque- 

ment tout dldment A de H fair partie de K; en effet, on a, en A: 

/ ( A )  > ~f' (A) = M'  (I, P,  A) ; 

on peu t  t rouver  e > o tel que: 

/ ( A )  > ~f'(A) + ~; 

on peut  d ' au t re  par t  t rouver  un groupe g contenant  A tel qu 'on ai t :  

on a done:  

M r ( / , P , g )  < q~'(A) + e; 

/ (A)  > M' (!, P ,g)  ; 

done A fair part ie  de K(g)  et par  suite de K.  Ainsi l 'ensemble H des dldments 

off ] > ~fr, est ident ique & K, et par  suite de premi6re catdgorie. 

On ddfinit d 'une  mani&re analogue en chaque d]dment A la fonction semi- 

continue infdrieurement ~pr (A) = mr(!, P,  A); e'est la limite de m r (!, P,  g,) pour  

n = ~ ,  g,, dtant  le groupe d 'ordre  n contenant  A. L'ensemble des dldments off / < ~D r 

est de premi6re catdgorie. 
La  fonetion cd (1, P,  A) = r  9, > 0 est semi-continue supdrieurement.  

Si une fonction ! d~finie sur P parfai t  satisfait ,  en tout  dldment A de P,  

la condit ion:  

m (~' (l)) - -  o, 

quel que soit a > o, l 'ensemble fermd des dldments off eJ (/)>=a, est non dense dans 

P,  done l 'ensemble des dldments off J ~ r - - l P r  > o est de premiere cat~gorie. 

En  ddsignant  par  H la rdunion des trois ensembles d'dldments, tous de premiere 

eatdgorie, pour lesquels on a r u n e  des in~galitds: 

! > el ,  l < er, Cr > ~0,, 

on voit  qu 'on  a, en tou t  dldment A de P - - / / :  

d'ofl : 
/<~f', / >  qJ', ~ '=  9', 

D'apr~s les propridtds de semi-eontinuitd appa r t enan t  h ~pr et IP F, on voit  que 

I a en A la propridtd suivante :  Quel que soit e > o, il y a un  groupe g con tenan t  

A tel que si A I e s t  un dlSment quelconque de P - - I I  contenu dans g, on a: 
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I ( A ) - -  ~ </(A')  < / ( A )  + ~. 

On exprimera cette propri~t~ en disant  que / est, en A, continue par rapport 
P - -  I1. 

On voit  aussi qu'il existe une /onction de cla~'se <= i telle que / n'en di//$re 
qu'aux gl~ments d'un ensemble de premibre catdgorie. 

31. Je  dis que la condition m (ea r ( / ) )~  o se conserve ~l la limite, c'est-h-dire 

que si une suite de fonctions /1,/2 . . . .  / = , . . .  d~finies sur P parfa i t  a une limite / 

et  si on a, queI que soit i: m(to'( / i ))=o en tout  ~l~ment de P, on a aussi 

m(cor(f))~o en tou t  41~ment de P. Je  vais mont re r  pour  cela qu'il  y a con- 

tradiction s admet t re  que ]a fonction t~' (/) relative s P ait  son min imum positi/. 
(Je suppose la fonction / born~e.) 

Soit 2~ un nombre positif  inf~rieur s ce minimum; dans toute  port ion pr 
de P,  on a: 

(I) M'  (/, P') - -  m' ([, P') > 2 Z. 

Soit it un  hombre positif inf6rieur ~ ;r posons: 

(2) Z = / t  + 4 e. 

Ddsignons par  Hi  l 'ensemble des 61~ments de P oh l 'on n'a pas: 

h = ~'  (/~) = ~ '  (/~). 

Soit H ~M(1I~,112 . . . .  Hn , . . . ) .  L'ensemble / /  est de premiere cat~gorie dans 

P,  et  en tou t  ~l~ment A de P - - I 1 ,  quel que soit i, / i e s t  cont inue par  rappor t  

~ P - - H .  

Soit p un entier. Par tons  d 'une  port ion P '  que]conque de P,  d~terminSe 

par  un  groupe gr; soit A0 un ~]4ment de P - - I I  contenu dans P~. Comme 

| im / . ,(Ao)~/(A,~), il y a . > p  tel que: 
~ oO 

(3) I I~ (Ao) - - / (Ao ) I<~ .  

/~ est continue en Ao par  rappor t  h P - - H .  On peut  donc t rouver  un groupe 

gl contenant  A0, eontenu dans g~, tel que si A est un dl~ment quelconque de 

P ~ H  eontenu dans gm, on a: 

(4) I/,,(A)--/,,(Ao)]<~. 

L'ensemble des valeurs de / aux  diff~rents 616ments de P - - 1 I  eontenus dans g~ 

a des bornes sup6rieure et  inf4rieure entre  lesquelles, d 'apr~s une remarque du 

w 29, se t rouven t  compris les nombres Mr(/,P,!lt) et mt(/,P,g~), dont  la diff6- 
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rence surpasse 2~., d'apr~s (i); done l'oscillation de cet ensemble de valeurs sur- 

passe 2Z. I1 y a done certainement un 61~ment A~ de P - - 1 1  contenu dans g~ 
tel que: 

(5) I I ( A , ) - - I ( A o ) I  > Z = , "  + 4~. 

On peut  trouver /~ > p tel que: 

(5) I/,~(.4,)--I (A,)I < ~, 

et  enfin, s cause de la continuit~ de ],3 en .4x par rapport  ~ P - - 1 I ,  on peut  

trouver un groupe g2 contenant A ,  contenu dans g~ et tel que si A est un 616- 

ment quelconque de P - - I I  eontenu dans g2, on a: 

(7) I/~ ( A ) - -  f~ (A,)I < ~. 

A satisfait aussi alors g (4), et les in6galit6s (3), (4), (5), (6), (7) donnent, pour 

tout  616ment A de P - - H  eontenu dans g~: 

(8) ( A )  . . . .  ] > , , , .  

Ainsi, ~0 ~tant donn6, route portion pr de P contient une portion dent  t ous ]e s  

616ments, s'ils n 'appart iennent pas h / / ,  satisfont g (8), c'est-b.-dire que l 'ensemble 

Kp des 616ments ne satisfaisant pas ~ (8) ne eontient, outre des 616ments de H, 

qu'un ensemble non dense; done Kp est de premiere catdgorie, et il en est de m~me 

de K ~ M ( K , , K  2 . . . .  ). I1 y a des 616ments non contenus dans K;  un tel 616- 

ment, soit A, satisfait ~ (8), quel que soit p, ce qui contredit ]e fait quo ],,(A) a 

une limite finie. 

I1 est ainsi d6montr6 que la condition m (~o' ( ] ) )= o se conserve ~ la limite. 

Cette propri~lg, 6videmment v6rifi6e par les fonctions de classe o, appartient donc 

h toutes les ]onctions de l'ensemble E. 

CHAPITRE IV. 

Relat ions entre  les ensembles de points et  les ensembles  de suites.  

32. Les deux derniers chapitres ont mis en ~vidence l'analogie profonde 

qui existe entre les deux notions d'ensemble de points dans l'espace s n dimen- 

sions et d'ensemble de suites d'entiers; cette analogie r~sulte enti~rement, eomme 

nous l 'avons indiqu6 au d~but, de ce que, dans l'une et l 'autre th6orie, les ques- 
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tions trait~es sont des consequences plus ou moins lointaines de la seule notion 

fondamentale de limite. Rappelons h ce sujet que, en restant dans le cas des 

ensembles s n dimensions, une premiere g~n~ralisation avait consist~ s ~tendre 

aux ensembles parfaits quelconques les r~sultats ~tablis d'abord dsns le cas des 

ensembles continus. 1 

I1 est utile maintenant de signaler quelques diffSrences entre les trois notions 

d'ensemble continu, d'ensemble parfait non continu, et d'ensembte de suites d'entiers. 

33. Prenons, comme type d'ensemble eontinu, le segment lin~aire (o, i); il 

est impossible de partager cet ensemble en deux ensembles /ermds; ear, si P e t  Q 

sont deux ensembles ferm6s sans point commun, on d~montre ~ que la distance 

d'un point de P s un point de Q ne descend pas au dessous d 'un certain nombre 

positif a; si A appartient h P, B ~ Q, il est impossible de trouver entre A et B 

des points interm~,diaires C1, C , . . .  Ch, appartenant  tous ~ P ou Q et tels que, 

dans l'ensemble (A, C ,  C2 , . . .  Ch, B), la distance de deux points cons~cutifs soit 

inf~rieure s a; tandis que si A et B appartiennent au segment (o, I), il est 

possible de trouver un nombre fini de points appartenant au segment et remplis- 

sant cette condition: donc il ne peut y avoir identit4 entre le segment et l'en- 
semble P + Q. s 

Au eontraire, un ensemble parfait lin~aire non dense dans le continu peut 

~tre partag~ en deux ou en un hombre fini qucleonque d'ensembles parfaits; cela 

r~sulte, par exemple, de l'~tude faite aux w 1 et 2. 

Ce caract~re appartient aussi aux ensembles de suites d'entiers, d'apr~s les 

d~finitions du Chapitre II. Car, si P est un ensemble parfait de suites, pour n 

assez grand, les groupes d'ordre n relatifs & P sont en nombre au moins ~gal 

2; soient g, g~ . . . .  ces groupes; les ensembles D(P,g) ,  D(P,g~) . . . .  sont parfaits, 

n 'ont  deux h deux aucun ~l~ment commun, et leur r6union constitue l'ensemble P. 

34. On voit en outre que, si g ,g~, . . ,  sont en nombre infini (n~cessaire- 

ment d~nombrable), P se trouve d~compos6 en une in/initd d'ensembles parfaits, 

soit P1, P~ . . . .  Ph . . . .  

De plus, la r~union d 'un ensemble quelconque d'ensembles pris parmi 

P ,  P2 , . - .  Ph . . . .  constitue un ensemble parfait (et par suite fermi). 

Enfin, ee proc~d~ de d~composition d 'un ensemble ferm6 de suites en une 

infinit4 d'cnsembles partiels tous ferm~s peut se poursuivre ind~finiment, du moins 

pour certains ensembles. C'est ainsi, par exemple, que l'ensemble fondamental 

1 cf. Leqons sur les fonctions discontinues, chapitre IV. 
cf. par ex, Jordan, Cours d'Analyse. 

8 On sait que les ensembles continus qui sont dans les m~mes conditions que le segment 
(o, I) dans cette ~tudo sont dits d'un seul tenant. 
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des suites d'entiers (w 7), qui est parfait, se d~compose en une infinit~ d6nom- 

brable d'ensembles partiels qui sont parfaits, h savoir les groupes du premier 

ordre (i), (2 ) , . . . ,  chacun d'eux se d~compose ~galement h son tour en une in- 

finit~ d'ensembles parfaits, qui sont les groupes du second ordre, etc . . . .  Tout 

~l~ment-suite est d~termin~ par les groupes partiels d'ordre I, 2 , . . .  n , . . .  qui le 

eontiennent. 

35. Signalons encore ce fair que, dans la division d 'un ensemble de suites 

en ensembles partiels (en hombre fini ou infini) du m6me ordre, la ddsignation 

de ces ensembles partiels par des indices sert uniquement s rappeler que ces 

ensembles partiels sont pensds comme diffdrents entre eux, et par consdquent 

l 'at tr ibution de ces indices peut 6tre f a r e  d 'une mani~re eomplAtement arbi- 

traire: il n 'y  a pas lieu de considdrer ces ensembles partiels comme rangds dans 

un ordre ddtermind. Cela crde une diffdrence caractdristique entre les ensembles 

de suites et les continus k I ou n dimensions, qui sont, comme on salt, des en- 

sembles simplement ordonnds ou n lois ordonnds. 

On peut dire, en r~sumd, que les ensembles de suites, tels que nous les 

avons construits, possddent les at t r ibuts  du continu, en ce qui concerne la notion 

de limite, et seulement en ce qui eoncerne cette notion. La notion d'ordre re- 

latif, qui est fondamentale dans les questions relatives aux continus (k i, 2 . . .  n 

dimensions), et d'oil ddrivent en particulier les notions de cheminement, de con- 

nexion, n'existe pas dans les ensembles de suites. 
On est ainsi conduit h considdrer ]es ensembles de suites comme des en- 

sembles ~ o dimension;  nous appellerons espace ~ o dimension l'ensemble fonda- 

mental  Go de routes les suites; route suite 8era un point de cet espace. 

36. Montrons maintenant  que cette th~orie est utile au point de vue de 

l'~tude des fonctions d~finies sur un ensemble de points. Pour cela, rappelons 

quelques r~sultats du chapitre V de la premiere partie. E tan t  donn~ une fonc- 

tion t d6finie sur un ensemble ferm~ P~, et satisfaisant, sur tout  ensemble par- 

fait, ~ la condition m (w'( t ) )= o, nous avons ~t~ conduits h consid~rer (w 59)cer- 

tains ensembles PI, P ~ , - . . P . , . . .  dont chacun se compose d 'une infinit~ d~- 

nombrable d'ensembles ferm~s, et tels que, sur chacun des ensembles dont se 

compose Pn, ] est identique h une certaine fonction de classe < I, sauf aux 

points qui appart iennent  b~ P~+I; de plus, il peut y avoir des points appartenant  

t o u s l e s  P~, on d~signe leur ensemble par Po,. Il est assez naturel de dire, 

dans ees conditions, que la fonction ] se r~duit h des ~l~ments connus, sauf aux 

points de P~, et l'on est alors amend k chercher des conditions auxquelles 

satisfont les valeurs de [ sur P~; la th~orie pr~c~dente va nous permettre de 

donner une premiere r~ponse ~ cette question. 
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Pour fixer les idles, prenons le eas ~tudi~ au w 35 (Premiere partie), of 1 P~ 

se compose des points irrationnels du segment (o, i ) p o u r  lesquels le quotient 

ineomplet de rang n crolt ind~finiment avec n. II existe, comme on r a  vu au 

w 5 (Deuxi~me partie), une eorrespondanee biunivoque entre P~ et rensemble 

fondamental des suites d'entiers (il, i: . . . .  i ,  . . . .  ), ensemble que je d~signe par 

Go; et, d'apr~s les r~sultats de ce paragraphe, si A 1, A2 . . . .  A~ . . . . .  A, sent des 
~l~ments de Go, ayant  pour correspondants dazas Po, des points B,, B~ . . . .  B ,  . . . . .  

B, la condition: lim A,  ~ A entralne:  lira B ,  = B  (la r~ciproque n '~tant pas 

vraie). 

Cela pos~, / ~tant une fonetion d~finie sur le segment (o, i), que nous d~- 

signons par P0, considdrons la fonction ~ d~finie sur Go par la condition d'avoir, 

en tout  ~lSment de Go, la valeur de / au point correspondant de P~. Si / est 

continue sur Po, ~P est continue sur Go, car, en conservant les notations pr~c~- 

dentes pour les ~l~ments de Go et ]es points correspondanta de Po,, de: lira A,~-A 
r~sulte: limB,-----B, par suite, en vertu de la eontinuit~ de ]: l imj(B, ,)~/(B),  
ee qui s'~crit: lim ep (A,) ---- ff (A); cette derni~re condition exprime, comme A est 

arbitraire, que ~p est continue sur Go. 

D'autre part, si / 1 , / 2 , . . . / n  . . . .  et / sent des fonctions d~finies sur P o e t  

telles que lim fn ~ / ,  les fonctions eft, rf: . . . .  q~, . . . .  et % dSfinies sur Go par la 

condition de correspondre ~ /~,/2 . . . .  /- . . . .  , /  comrne / correspond k rf dans la 

question pr~c~dente, sent ~videmment te]les que lim rf,----rf. 

On d~duit imm~diatement de l'ensemble de ces deux propositions que si / 

est une fonetion de classe _<a, la fonction ~f correspondante est de classe ~ a  

sur G 0. Cela est vrai pour a~-o ,  d'apr~s la premiere proposition; en admet tan t  

le fait pour tous les nombres inf~rieurs k un nombre a > o, et supposant / de 

elasse ~ a ,  / est la limite d 'une suite /,,/2 . . . .  / , , . . . ,  /~, ~tant de classe an<a; 
les fonctions correspondantes el,, ~f~ . . . .  el, . . . .  d~finies sur Go sent de classes au 

plus ~gales respeetivement k a~, a: . . . .  a ,  . . . . .  et comme elles tendent  vers ~f, ~p 

est de clause < a. 

En particulier, on volt que, / appartenant h rensemble E, q~ appart ient  

sur Go, k l'ensemble E, et par consequent satisfait, sur tout  ensemble parfait 

de suites contenu dans Go, s ]a condition fondamentale m[J(~f) ]  ~ o .  N ous 

avons done ainsi des conditions auxquelles satisfont ]es valeurs de ~ aux point, s 

de Po,. 
37. Nous allons maintenant  montrer qu'on peut aller plus loin, et ramener 

comp]~tement l'~tudc des fonctions des diff~rentes classes a d(~finies sur des en- 

sembles de points h n dimensions (n ~ ~) k l'~tude a~mlogue sur des ensembles 

de suites, ou comme nous dirons, sur des ensembles h o dimension, eela dans 
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I 'hypoth~se a>__2. Nous ~tudierons d'abord, dans ee but, quelques questions 

pr~liminaires. 

Dans ce qui suit, nous consid6rons deux ensembles P et Q, dont ehacun 

peut 6tre, soit un ensemble de  points, soit un ensemble de suites; grs s la 

convention de langage pr6c~demment faite, nous pouvons nous contenter de dire 

que chacun d'eux est un ensemble de points dans un espace ~ n dimensions, n 

6rant un entier positif ou nul. Les nombres n e t  n r relatifs h P et Q peuvent 

~tre ou non diff6rents. 

38. Supposons qu'il existe entre les points de P et ceux de Q une corres- 

pondance biunivoque et r~ciproque, et telle que, A~, A ~ , . . .  An, . . .  et A 6tant des 

points de P, B~. B 2 . . . .  B~ . . . .  et B 6tant les points de Q qui leur correspondent 

respectivement, rune  quelconque des deux conditions: lira An = A, lim B ,  = B, 

entralne l'autre. Nous dirons alors que cette correspondance entre P e t  Q est 

bicontinue, et constitue une application de P sur Q. 

D6duisons de cette d~finition deux cons6quences. 

P et Q 6rant applicables run  sur l 'autre, si P1 est une pattie de P, et si 

Q1 est l'ensemble des points de Q correspondants s ceux de P~, la correspondance 

qui applique P sur Q applique PI sur Q~. En effet, avec les notations pr6c6- 

dentes, si les An et A appart iennent  h P~, les B ,  et B appartiennent ~ Q~, et 

r6ciproquement; les conditions: lira A~ ~ A, lim B ,  = B 6tant 6quivalentes, il en 

r6sulte que la correspondance entre P~ et Q~ est une application. 

Si P et Q sont applicables, et si P e s t  dense en lui-m~me, Q est aussi dense 

en lui-m6me. En effet, soit B u n  point quelconque de Q; B a dans P u n  

correspondant A; comme P est dense en lui-m6me, A est limite d 'une suite de 

points de P distincts de A: A~,A2 . . . .  A n , . . . ;  ces points ont dans Q des corres- 

pondants B~, B2 . . . .  B n , . . .  distincts de B, et ron  a lim B , ~ B ;  cela exprime, 

comme B e s t  quelconque dans Q, que Q est dense en lui-mSme. 

39. Nous aurons un premier exemple d'application en interpr6tant les r6- 

sultats du w 1; on reconnait  en effet que l'ensemble parfait lin6aire non dense 

qui y est d6sign6 par P e s t  applicable sur l'ensemble des suites: a~, a2, . . .  a .  . . . .  

pour lesquelles chaque nombre ai est ~gal ~ I ou 2. Nous avons done l~ une 

application entre deux ensembles situ6s, r un  dans G~, rau t re  dans G 0. Ces en- 

sembles sont tous deux parfaits, et par suite ferm6s; l'exemple suivant fera voir 

que, de deux ensembles applicables, l 'un peut ~tre ferm6 sans que l 'autre le soit. 

Soit n ~ I .  Je vais d6montrer que l'ensemble H~ des points de G, dont les 

n coordonn~es sont irrationnelles est applicable sur Go. 

Consid6rons d'abord le cas de n ~ i. Rappelons que tout  nombre irration- 
nel x est de la forme: 
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I 
x ~ a  o + �9 

I a I -}- - - - -  
a2 -4- ". 

a o est  un ent ier  positif, nul, ou ndgatif,  les nombres  a,,  a 2 . . . .  sent  des ent iers  

positifs;  dtablissons tou t  d ' ab o rd  une  cor respondance  b iunivoque  et rdciproque 

ent re  les valeurs  que p r en d  ao, qui  f e rm en t  un  ensemble ddnombrable ,  et  los 

ent iers  positifs;  nous ddsignerons par  a ' o  la var iable  qui, pa r  ce procddd, corres- 

pond k a0; un nombre  i r ra t ionnel  x ddtermine a |ors  une  suite:  (a'0, a ~ , a : , . . . ) ,  

d e n t  cbaque  t e rme  est un  ent ier  posi t i f ;  et r6c iproquement  une  telle suite d6finit 

un  nombre  i r ra t ionnel  x. On a ainsi, en t re  H 1 et  Go, une cor respondance  biuni- 

voque  et  rdciproque;  ce t te  cor respondance  est bicont inue,  car, pour  qu 'un  nombre  

i r ra t ionnel  var iable  avec l ' indice p, soit  x~, x~ . . . .  xp . . . .  t ende  vers un nombre  

i r ra t ionnel  fixe x0, il f au t  et  il suffit  que les nombres  a0, a,, a2 . . . .  ah, correspon- 

dan t s  s xp, deviennent ,  pour  p assez grand,  6gaux aux nombres  analogues rela- 

tifs /~ x0, cela quel  que  soit  h donn~ ~ l ' avance ;  or, ce t te  condi t ion est ~videm- 

men t  remplie  ou non en m~me temps que ]a condit ion analogue ob tenue  en 

subs t i tuan t  /~ a 0 la var iable  s  done il faut  et  il suffit, pour  que ~p t ende  vers 

x 0, que la suite (a'0, a ,  a 2 . . . .  ) co r respondan te  s xl, , t ende  vers  la suite analogue 

eor respondan te  ~ xo; or, aux  nota t ions  pr6s, il y a identi td en t re  l 'ensemble des 

suites (a'0, a~, a~ . . . .  ) et  l 'ensemble Go; done il y a appl icat ion de Hi  sur Go. 

Soit ma in t enan t  n > i.  Ddsignons pa r  x, y . . . .  z, les coordonndes courantes  

dans G,. Aux n coordonndes d 'un  poin t  .4 de H~, qui sent  irrationnel]es,  corres- 

pondent ,  d 'apr~s  la loi prdcddente,  des suites d 'en t ie rs  positifs:  

(1) 

Considdrons alors ]a sui te :  

s at, a 2 , . - - a i , . . .  ) 

(b'o, b,, b~, . . .  bi . . . .  ) 
. . . .  �9 . . . . . . . . . . .  , , . 

(cro, c~, c ~ , . . ,  c i ,  �9 �9 �9 ) 

(2) (a'0, b 'o ,  �9 �9 �9 c'o, a l ,  b l  . . . .  c t ,  a 2 ,  b2  . . . .  c2 . . . .  a 6  b i ,  . . .  c i  . . . .  ) .  

Cette suite est  un  point  B de l 'espace s o dimension G o ,  et il est ~vident  que, 

quand  A var ie  de toutes  los mani~res possibles dans H , ,  B peu t  co~ncider avee 

t o u t  poin t  de G o. La  cor respondance  entre  .4 e t  B est done une correspondance  

b iunivoque  et  r~ciproque en t re  H~ et  G 0. Je  dis qu'elle est b icont inue;  soient 

BI, B2 . . . .  Bp, . . .  des points  de Go, a y a n t  pour  cor respondants  dans H ,  los points  

.4,, .42 . . . .  A~ . . . .  La  condi t ion  n~cessaire et  suff isante pour  que:  lira Bp ~ B 
Acta mathtmatica. 32. I m p r i m ~  lo  23 j a n v i e r  1909. 1 ~  
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est que, quel que soit h, on puisse, en prenant  p assez grand, rendre les d~velop- 

pements (2) qui correspondent respectivement ~ ,Bp et B identiques en ce qui 

eoncerne les h premiers termes; si cela a lieu, la m~me condition est remplie 

par l 'un quelconque des n dSveloppements (I), de sorte que chaque coordonn~e 

x, y . . . .  z, de Ap tend vers la coordonnde correspondante de A, donc Ap tend 

vers A; la r~ciproque a lieu, de sorte que la eorrespondance entre H ,  et G O 

constitue une application. 

40. Soient P e t  Q deux ensembles applicables. Consid~rons une fonction [ 

ddfinie, soit sur P, soit en certains points de P formant un ensemble PI; consi- 

d6rons la fonction rp d6finie en ehaque point B de Q eorrespondant s un point 

A de P par la condition: ~f(B)=/(A):  nous dirons que T e s t  la transform6e de 

] dans l 'application de P sur Q. Nous nous proposons de rechereher si, de cer- 

taines propri6t6s simples de l'une de ces fonctions, il est possible de d6duirc des 

r6sultats concernant l 'autre. 

En premier lieu, soit A un point de P au voisinage duquel / est d6finie 

(c'est-s que A fait partic de P~); je dis que 7 est d6finie au voisinage du 

point B de Q correspondant s A, et que le maximum, le minimum de ~0 au point 

B sent respectivement 6gaux aux nombres anMogues relatifs i~ [ au point A. 

Soit en effet ;t un nombre inf~rieur au maximum de ] en A; d'apr~s la d~fini- 

tion m~me de ce maximum, il existe une suite de points de P~: AI, A2, . . .Ah . . . .  , 
tendant  vers A, et tels que, quel que soit h, on a: /(Ah)>). (ces points ~tant 

distincts ou non de A); les points de Q: B ,  B~ . . . .  Bh . . . .  qui correspondent k 

A ,  A 2 . . . .  Ah . . . .  , tendent vers B, et on a ~f(Bh)> )~; doric ~f est d4finie au voi- 

sinage de B, et ]e maximum de rp en B e s t  au moins ~gal h. ).; en op6rant d 'une 

mani~,re analogue, mais par tant  de B au lieu de A, on reconnait que les maxi- 

ma de [ en A et de Cp en B sent tels qu'un nombre inf~rieur ~ l 'un ne peut  

surpasser l 'autre: ils sent donc $gaux. Il y a de m~me ~galitg pour les 

minima, et par suite pour les oscillations de ] en A e t  de ~ en B. 

41. Comme application, prenons le eas particulier important off P et Q 

sent tous deux ferm6s, et off [ est d4finie en tout  point de P:  ~f est alors d6finie 

en tout point de Q. Si [ e s t  continue sur P, c'est qu'en chaque point de P 

l'oscillation est nulle, il en est donc de m6me de l'oscillation de ~ en tout  point 

de Q; donc ~ est aussi continue. Si [, dbfinie sur P,  est de classe a, je dis que 

rp est aussi de classe c~; cela a lieu, d'aprgs ce qui pr6c6de, pour a = o; admet- 

tons le r~sultat pour tous les  nombres inf~rieurs s u; [ est la limite d'une suite 

de fonctions ]1, ]: . . . .  /h . . . .  de classes toutes infbrieures s c~; ces fonctions ont 

pour transform4es des fonctions el, ~f2 . . . .  ~fh . . . .  appartenant  aux m~mes classes, 

d'aprgs le r~sultat admis, et %,~f~ . . . .  (~ . . . .  tend vers % qui est donc de 
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classe ~ a; en reprenant le raisonnement en partant  de tp au lieu de /, on constate 

que la classe de / ne peut pas surpasser celle de tf: donc [ et tf sont de m~me classe. 

42. P et Q 6rant toujours deux ensembles applicables, supposons que l 'un 

d'eux soit dense en lui-m6me; il en est alors de m~me pour l 'autre, et les d6- 

riv6s respectifs de P e t  Q, p0 et Q0, sont parfaits. Soit / d6finie sur P, ~ sa 

transform6e sur Q; je dim que si / est ponctuellement discontinue sur po, ef est 

ponctuellement discontinue sur QO. Pour le faire voir, commen$ons par trans- 

former la d6finition de la discontinuit6 ponctue!le. 

Soit a >  o; soit K l'ensemble des points de po off l'oscillation de / est ~ o ;  

pour que / soit ponctuellement discontinue, il faut et il suffit que, quel que soit 

0, l'ensemble ferm6 K soit non dense dans po, ou, ce qui revient au mfime, que 

p o _  K soit partout  dense dans p0. Si cela a lieu, soit R l'ensemble des points 

de P e n  chacun desquels l'oscillation est < a. R comprend t ous l e s  points de P, 

sauf ceux qui font partie de l'ensemble non dense K; comme P e s t  partout 

dense sur p0, R e s t  aussi partout dense sur p0, c'est-h-dire que tout point de 

p0, et en particulier tout point de P, est limite d'une suite de points de P e n  

chacun desquels l'oscillation est < 0. R6ciproquement, supposons que tout  point 

de P soit limite d'une suite de points de P en chacun desquels l'oscillation est 

<0 ;  c'est doric que tout  point de P fait partie du d6riv6 d'ordre o de R,R~ 

comme p0__K contient R, le d6riv6 d'ordre o de p o  K contient R ~ par suite 

J), d'apr~s ce qui pr6c6de, et par suite enfin le d6riv6 d'ordre o de P, c'est- 

h-dire p0: cela veut dire que P ~  est partout  dense dans po, c'est-h-dire que 

it est ponctuellement discontinue. 

En r6sum6, il faut et il suffit, pour que it soit ponctuellement discontinue 

sur po, que, quel que soit 0 > o, tout point de P soit limite d'une suite de points de 

P en chaeun desquels l'oscillation soit < o. Or, cette condition, suppos6e remplie 

par it, entralne la m6me condition relativement h la transform6e ef de it sur Fen- 

semble Q applicable sur P. Donc, si l 'une des fonctions it et rf est ponctuellement 

discontinue, il on est de m6me de l 'autre. 

43. Soient P et Q deux ensembles 

/ 6rant d6finie partiellement ou non sur P 

form6e ~ sur Q est aussi de classe ~ I .  

applicables et d'ailleurs quelconques; 

et de classe < I, je dis que sa trans- 

I1 suffit, pour le voir, de v6rifier que 

tout  ensemble parfait H contenu dans Q0 contient une portion dans laquelle tf 

est ponctuellement discontinue; or, soit /" l'ensemble des points de Q contenus 

dans H:  deux cas seulement sont possibles: 

io. /-o ne coincide pas avec H;  c'est donc que H contient une portion 

dans laquelle ef n'est pas d6finie, et par suite doit 6tre consid6r6e comme ponc- 

tuellement discontinue au sens g6n6ral. 
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2 ~ F ~ coincide avec H ;  alors l" est dense en ]ui-m6me et correspond k un 

ensemble / /  de P qui est dense en lui-m6me; d 'apr~s l 'hypoth~se,  ] 6 tant  de classe 

< I, est ponctuel lement  discontinue sur H ~  cp est aussi, d 'apr~s le w pr6c6- 

dent ,  ponctuel lement  discontinue sur H = F ~ 

Par  le proc6d6 de r6currenee g6n6ralis~, on d6montre comme pr6c6demment 

que si ] e s t  de classe a ( a > 2 ) ,  e f e s t  aussi de classe ct, car la classe de l 'une de 

ces fonctions ne peut  surpasser celle de l 'autre  (sauf dans le cas off la classe 

de l 'une est o). 

En  r6sum6, 6tant  donn6e une fonct ion / d6finie sur un  ensemble P, si ep 

est sa transform6e sur un ensemble Q applicable sur P ,  dans  le cas off P e t  Q 

sont ferm6s, on peut  affirmer que les classes de ces fonctions sont toujours 6gales; 

darts le cas g6n6ral, les classes des fonctions (sur p0 et QO respectivement)  sont  

encore 6gales, sauf qu'elles peuvent  ~tre o pour l 'une, i pour  r au t r e .  Un  

exemple montre  que ce dernier cas est r6alisable: soit H~ rensemble  des nombres 

irrationnels du segment  (o, I), qui a pour d6riv6 ce segment  P1; H1 est applicable 

sur Go par  le proc6d6 du w 39. Prenons sur Go une fonction ] ~gale k n e n  tous 

les points de Go faisant  part ie  du groupe (n); cet te fonction est continue, tan-  

dis que la transform6e ~ a sur P~, des points de discontinuit6 en chaque point  

de la forme _x. 
n 

44. D6montrons ma in tenan t  sur les fonctions de classe 2 un th6or~me qui 

ne diff~re que par  une 16g~re modification de forme d 'un  th6or~me donn6 dans  

la premibre part ie  (w 28). Les notions nouvelles acquises dans le pr6sent m6moire 

vont  nous permet t re  de t ra i ter  s imul tan6ment  le cas des ensembles de points et 

celui des ensembles de suites. 

Dans respaee s n dimensions ( n > o ) ,  consid6rons un syst6me d6nombrable 

d'ensembles ferm6s rang6s dans un certain ordre, P, ,  P~ . . . .  Ph . . . . .  et satisfai- 

sant  ~ la condit ion qu 'un  point  queleonque de G,, fair part ie  au plus d ' u n  

nombre fini de ees ensembles. Soient / 1 , / 2 , . . . / h  . . . .  des fonctions respective- 

men t  d6finies sur P~, P2 . . . .  Ph . . . .  et de classe < 2. Consid6rons la fonetion f 

d6finie comme il suit :  si A appar t ien t  ~ eertains des ensembles P p  P2 . . . .  , ees 

ensembles 6tant  par  hypoth~se en nombre fini, r u n  d 'eux  a un indice sup6rieur 

aux  autres,  soit h cet indice: on prend l (A)  = / h ( A ) .  Je  dis que /, qui se t rouve  

ainsi d6finie sur rensemble  P = M(P~,  P~ . . . .  Ph . . . .  ), est de classe < z .  

Pour  que / soit d6finie sur un  ensemble ferm6, convenons, par  exemple, de la 

d6finir en tout  point  de G,, en lui dormant  la valeur  o en chaque point  de G,  ~ P .  

Comme ] h e s t  de classe < z sur Ph, il existe sur Ph une suite de fonetions de 

classe < i :  ]h,l,/h,2 . . . .  /h,r, �9 �9 �9 t endan t  vers /h. D6finissons une fonction Cr ainsi: 
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~f~-~/1,p au x points de P~ n 'appartenant  pas ~ P2, P3 . . . .  Pp, 

e,v~-~/2,p aux points de Pz n 'appar tenant  pas h Pa . . . .  Pp, 
�9 , �9 �9 . 

r ~/~,~, aux points de Pp, 

rpp -~ o aux points de G , - -  M (Pt, P2 . . . .  Pp). 

La fonction efp, 6rant obtenue par le proc6d6 de superposition appliqud 

un nombre fini de fonetions de classe < i, est de classe < i. 

Je dis que efp tend vers / en chaque point. C'est 6vident pour un point de 

G , - - P .  Si A appartient h P, soit h le plus grand entier tel que A fair pattie 

de Ph: on a ] ( A ) = [ h ( A ) .  Supposons p > h ;  d'apr~s la d6finition de ~pp, comme 

A fait pattie de Ph sans faire pattie de Ph+l, Ph+2 . . . .  Pp, on a ~p(A)=/h,p(A);  
done, quand p crolt ind6finiment, /h,p(A) tend vers /h(A), c'est-~t-dire que %,(A) 
tend vers /(A).  D o n c /  est de classe ~ 2 .  

45. Consid6rons l'espace k n dimensions G~(n>__I); soient x~,x z . . . .  x,, 
los coordonn6es courantes. Si on donne h h de cos coordonn6es des valeurs fixes, 

et si on fair varier los n - - h  autres de toutes les mani~res possibles, on obtient 

un espaee plan ~ n - - h  dimensions, parall61e ~ h des axes de coordonn6es. Sup- 

posons que ces h coordonn6es fixes aient des valeurs rationnelles, et convenons 

de dire que nous avons ainsi un plan rationnel d'ordre n - - h  contenu clans G,,. 
I1 y a des plans rationnels d'ordre n (l'espace G~ lui-m~me), n - - i ,  n - - z , . . .  2, i 

(eeux-ei sent, ~ proprement parlor, des droites), o (chacun de ceux-ci se r6duit/~ 

un point). L'ensemble de tous cos plans rationnels est d6nombrable, car: xo h 

pout recevoir un nombre [ini de valeurs: o, i ,  2 . . . .  n; 2 ~ h 6tant fix6, on peut 

choisir d 'un nombre ]ini de mani~res les h coordonn6es qui regoivent des valeurs 

fixes; 3 ~ 6tant donn6es, parmi x~, x2 , . . ,  x,, los h coordonn6es qui doivent reeevoir 

des valeurs fixes, chaoune d'elles pout recevoir routes les valeurs rationnelles, done 

on obtient ainsi une infinit6 ddnombrable de plans. 

Supposons que les plans rationnels ainsi d6finis soient rang6s, d'une manibxe 
d'abord arbitraire, en une suite: 

(I) P~, P:  . . . . .  P x  . . . .  

Soit P u n  de cos plans, suppos6 distinct de G,, et par suite d'ordre n--h ,  
avec h > I .  Parmi los plans rationnels (I) autres que P, il y e n  a qui contien- 

nent P :  on los obtient en ne laissant fixes, parmi les h coordonn6es fixes de P ,  

que quelques-unes d'entre elles, remplagant chacune des autres par une coordonn6e 

variable prenant routes les valeurs r6elles possibles; comme cette op6ration ne 

pout se faire que d 'un nombre fini de mani~res, on voit qu'6tant donn~ un plan 

de (x) d'ordre n - - h ,  il y a, dans (x), un hombre fini de plans d'ordres n , n - - x , . . .  
. . . ,  n - - h  + x, eontenant P.  
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Cela posd, je dis qu'on peut  ranger les dldments de (i) en une suite (2) or- 

donnde de telle sorte que dans cette nouvelle suite, chaque plan P soit placd 

apr~s t o u s ] e s  plans qui le contiennent. Pour  cela, prenons pour premier dl4- 

ment de (2), le plan Gn; supposant obtenus les q premiers 41dments de (2), pre- 

nons, comme (q + i) me dldment, le premier dldment de (i) qui soit non obtenu 

encore et qui soit tel que tous les plans ]e contenant soient ddjs obtenus. 

Je  dis que, par application de ce procdd4, tout  plan de ( i ) e s t  obtenu. 

Cela a lieu pour G,; supposons ddmontrd que cela a lieu pour tout  plan d'ordre 

n , n - - i , . . . n - - a + i ,  et d4montrons le pour les plans d'ordre n - - a .  Soit un 

plan d'ordre n--ce, occupant le rang K dans (I), done d4sign6 par PK; il y a 

un nombre fini d'dldments P de (i) contenant P~:, ils sont d'ordre sup4rieur 

n - - ~ ,  done, d'aprbs l 'hypoth~se admise, ils se t rouvent  tous obtenus au bout  

d 'un certain hombre fini N d'opdrations; done, apr~s N +  K opdrations au plus, 

le plan PK sera obtenu. Ainsi tous les plans (i) sont obtenus; et, d'apr~s le 

procdd4 employ4, la suite (2) est telle que chaque plan P y figure aprAs tous 
ceux qui le contiennent. 

Imaginons que la suite (i) soit la suite modifide comme nous venons de 

l'expliquer, et poss4dant par cons4quent la propri4t4 pr4cddente. 

Soit P~: un des ensembles de cette suite, h h coordonndes fixes et n - - h  

variables; supposons que chacune de ces n - - h  derni~res regoive toutes les va- 

leurs irrationnelles possibles; l'ensemble H K  ainsi obtenu est applicable sur G o 

par le procddd du w 39. Considdrons la suite des ensembles HK correspondant re- 

speetivement aux ensembles de (i): 

(3) H,, H , ,  . . .  H x  . . . .  

Soit A un point quelconque de G,,; soit h le nombre de ses coordonn6es ration- 

nelles. I1 y a u n  et un seul ensemble de (3) qui contient A: c'est celui qu'on 

obtient en laissant fixes les h coordonn4es rationnelles de A et donnant  aux autres 

coordonndes toutes les valeurs irrationnelles; soit HK cet ensemble; A faig partie 

de l 'ensemble P x  qui correspond ~ HK, et parmi les ensembles (i), les seuls, 

outre PK, qui eontiennent A, sont ceux qui contiennent P x ;  done, parmi les en- 

sembles (i) qui contiennent A, il y en a u n  qui est contenu dans tous les autres, 

c'est PK.  On peut  6crire, comme les H n'ont deux h deux aucun point commun, 

G,-----H~+H~+.-.+HK+--- 

46. Cela pos4, soit / une fonction d4finie (totalement ou partiellement) sur 

G,. Si / est de classe =<a, elle est de classe ~ a  sur toute partie de G,, en par- 

ticulier sur chaque ensemble PK, et aussi sur chaque ensemble H~: (H~ a pour 
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d~rivd P c ) ;  si on appl ique  H e  sur G o par  le proc~d~ du w 39, la fonct ion / sur 

H K  se t r ans fo rme  en une fonet ion d~finie sur G O qui est de elasse < a  (sous la 

condi t ion a > i  (w 43), et  m6me aussi pour  a ~ o). 

Rgciproquement, dans l'hypoth$se ~ > 2, je dis que si / est telle que, par appli- 

cation de chacun des ensembles HK sur Go, on obtient une /onction de classe < a, / 

est de classe < a sur G,~. I1 suffit  de  v~rifier la proposi t ion pour  a = 2, l ' extension 

au cas de a > 2 s 'en d~duisant  pa r  appl ica t ion  du proc~d~ de r~currence g~n~ralis~. 

Nous  supposons donc / te]le que, en app l iquan t  r u n  quelconque des en- 

sembles HK sur Go, la t ransform~e de / soit de classe ~ 2 .  Dans ces condit ions,  

d 'apr~s le w 43, ] est  de classe ~ 2  sur HK, c'est-h-dire qu' i l  existe une fonet ion 

/K de classe ~ 2 d6finie sur P K  (d~riv6 d 'o rd re  o de HK), et  ~gale h / en tou t  poin t  

de HK. Le  proe6d6 du w 44 est appl icable aux fonct ions de classe < 2: [ t , / :  . . . .  

�9 �9 [K,. �9 �9 respec t ivement  d6finies sur les ensembles ferm6s P ,  P2, �9 �9 �9 P z  . . . .  , puis- 

qu ' un  poin t  A de G,  fair pa r t i e  d 'un  nombre  fini de ces ensembles;  soit  F la 

fonct ion h laque]le donne  naissance ce proc~d~: F est de classe ~ 2 .  Je  dis que 

F = / ;  en effet,  soit  A un po in t  de G,;  soit  H K  l 'ensemble de la suite (3) d o n t  

A fair par t ie ;  parmi  les ensembles de (x) qui con t iennent  A, P K  est le dernier  

(w 45); dans l ' appl iea t ion du  proc6d6 de format ion  de F (w 44), on ob t i en t :  

F ( A ) = / z c ( A ) ;  et  comme A fai t  par t ie  de HE, on a par  la d6finit ion de /K: 

/ K ( A ) ~ / ( A ) ;  ainsi F ( A ) = / ( A ) .  Donc  / est  de classe < 2 .  

E n  r~sum~, il /aut et il su//it, pour que / soit de classe ~ a ( a > 2 )  sur Gn, 

que, pour tous les HK, la lrans/ormde de [ sur Go par application de HK sur G o 

soit de classe < a. La conclusion de ce t te  ~tude est que, pour a ~ z, l'dtude des 

/onctions sur Gn peut se ramener ~ l'~ftude des /onctions dd/inies sur G o. 

C H A P I T R E  V. 

Cas particuliers de fonetions. 

47. Dans  Ie chapi t re  I I I ,  nous avons  6tendu aux  fonct ions d6finies sur un 

ensemble ~ o dimension les r6sultats  des chapi t res  I I I  e t  IV de la premi6re  par t ie  

(6tude des fonet ions de classe ~ i ,  6 tude de la condi t ion  m [~o'(/)] = o). Nous  en 

sommes donc,  en ce qui concerne  les fonct ions d6finies sur un ensemble h o di- 

mension,  au m6me poin t  oh nous en 6tions en ee qui concerne les fonctions d6- 

finies sur un ensemble h n dimensions, au commencement  du chapi t re  V de la 

premi6re  part ie .  Nous sommes donc condui ts  t ou t  na tu re l l ement  ~ fa i r e  une  
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~tude analogue h celle des premiers  num~ros de ce ehap i t r e ;  c 'est  p a r  lk que  

nous allons commencer .  

Tou t  d 'abord ,  une fonct ion I d~finie sur un  ensemble ferm~ P de G O est de 

classe ~ z sur P ,  si elle est  de classe < I sur l 'ensemble pa r fa i t  p a ;  a fortiori ,  

si a > I ,  f e s t  de classe ~ a  sur P d~s qu'elle est  de classe < ~  sur P~;  nous 

pouvons  donc,  dans la suite, nous borner  h consid~rer des fonct ions d~finies sur 

un ensemble par/air. 

Soit done / d~finie sur l 'ensemb]e parfa i t  P et  sat isfaisant  sur P h la con- 

di t ion m leo r(/)] = o; il y a un ensemble de p remie re  cat~gorie K et  une fonct ion 

cp de classe <_i sur P tels que  / -~e f  en t o u t  poin t  de P - - K .  Soit K 

M(K~,  K ~ , . . .  Ki  . . . .  ), les Ks ~tant  non denses dans P ;  rempla~ons chaque  en- 

semble Ks pa r  son d~riv~ d 'o rd re  o, K~, qui cont ien t  Ks, est  aussi non  dense 

dans P ,  e t  de plus est  f e rmi ;  K~ se compose de l 'ensemble par fa i t  K~ (s'il existe), 

plus un  ensemble d~nombrable .  Si K t ~  M (K~, Kg . . . .  K ? , . . . ) ,  on a ~ ~ ep en 

tou t  poin t  de P ~  K r, e t  K ~ se compose d 'une  infinit~ d~,nombrable d 'ensembles  

par fa i t s :  K~,  K~ . . . .  K~ . . . .  , plus un  ensemble d~nombrable.  On sera condui t  

h ~tudier  la fonct ion / sur chacun des ensembles parfai ts  K~, qu 'on  t ra i t e ra  

exac t emen t  comme on a t rai t~ P ;  on in t rodui ra  ainsi des ensembles parfa i ts  non 

denses dans chaeun  des K~, puis des ensembles parfa i ts  non denses dans chaeun 

des ensembles obtenus ,  ere . . . .  

48. Th60r~me. Soit Po un ensemble ]erm~, et P , ,  P ~ , . . .  Pi . . . .  une infinitg 

ddnombrable d'ensembles /ermds tous contenus dans Po; soient ] 0 , / ~ , / 2 , . . . / i  . . . .  

des /onctions respectivement dd]inies sur Po, P~, P~, . . . Pi,  . . ., et toutes de classe 

<=2. La /onction / ,  qui est dgale ~ /~ sur P~, ~ /i ( i =  2, 3 . . . .  ) auz points de P~ 

qui ne [ont pattie d'aucun des ensembles P~, P2 . . . .  P~-1, en/in ~ ]o aux points de 

Po qui ne [ont partie d'aucun des ensembles P~, P~ . . . .  P~ . . . . .  est de classe 

< 2 sur Po. 

E n  effet, h 6rant  l 'un  des ent iers  o, i ,  2 , . . .  i , . . . ,  il y a, sur P~, une  sui te  

de fonet ions de classe <__ i t e n d a n t  vers /h, soit:  

]l,a, ]~,,a,..- 1,,,,', . . . .  

E n  t o u t  poin t  A de Pa,  on a: 

(~) lim/~,a (A) ~ / a  (A). 

Cela pos~, d~finissons des fonet ions  ef~ (u ~ i,  ~ . . . .  ) eomme il suit :  

~ =/~,~ sur P~ ; 
~ v = / v , h ( h ~ - - - 2 ,  3 . . . .  4.f) aux  points  de Ph qui  ne font  par t ie  d ' aueun  des 

ensembles P t ,  P ~ , . . .  P~_  l ; 
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go~]~,0 aux points  de Po qui ne font  part ie  d ' aucun  des ensembles P~, 
P~ . . . .  P~. 

La  fonction ~, ,  ainsi d6finie sur Po, est de elasse < I, comme obtenue par  

superposit ion des fonctions de e|asse =< I :  /,.,1,/,,,2 . . . .  /,., ,,, /,,,,0. 

Je  dis qu 'en  tou t  point  A de Po, on a: l imc f , , (A )=](A) .  En effet, si A 

fai t  par t ie  d 'un  des ensembles P1, P2 . . . . .  soit i le plus pet i t  indice tel que A 

appar t i en t  h P,:; alors A n ' appar t i en t  h aucun des ensembles P1, P , . , . . .  Pi-1 (si 

i >  i). D'apr~s la d6finition de el,,, d~s que r > i ,  on a eft, (A)-:],, , i(A), et d 'apr~s 

la dSfinition de /,  on a [ ( A ) - - / i ( A ) .  Done, en ut i l isant  la condit ion (I), on a: 

]im ~,, (A) = lim/~.,~ (A) ----- h (A) ~ / (A).  

Si A ne fai t  partie d ' aueun  des ensembles P1, P2 . . . . .  on a, quel que soit J,: 

ff, (A) ~/, . ,o (A), et d ' au t re  par t :  [ (A) = [o (A); done:  

lira ~p,, (A) = lim ]~,,0 (A) = / o  (A) = [ (A). 

Ainsi [ est la limite de cfv qui est de elasse < i ,  d o n c [  est de classe < 2. 

t9 .  Comme cas partieulier de ee th~or~me, on voit que si [o est une fone- 

tion de c]asse < 2 dgfinie sur l 'ensemble ferm6 Po, la fonction / obtenue en rempla- 

~ant par  des valeurs arbitraires ]es valeurs de /o aux points d ' un  ensemble 

d~nombrable Q est de elasse ~ 2 .  ]1 suffit  en effet, en dbsignant les points de Q 

par  A~, As . . . .  A~ . . . . .  d 'appl iquer  la proposit ion pr~c6dente en prenant  Pi = Ai, 

et / / = / .  On en conclut  que, si R e s t  un ensemble dinombrable de points, la classe 
ct d'une /onction / est ind@endante de ,es valeurs aux l)oints de R, d~s que ~ > 2 .  

Reprenons ]e proc6d6 du w 47- Nous par tons  d 'une  fonction / d6finie sur 

un  ensemble ferm6 P o e t  satisfaisant sur tou t  ensemble parfai t  contenu dans P0 

la condition m [cJ (/)] = o; il existe, d 'une  par t  une fonction % de classe ~: i 

sur Po, d ' au t r e  par t  un ensemble de premiere cat6gorie dans Po, soit P~, tel 

qu 'on  a [ ~ %  en tout  point  de P o - - P , ;  de plus on peut  supposer que P~ 

se compose d 'une  infinit6 d4nombrable d 'ensembles parfaits non denses clans Po ~, 

soit p~, p~ . . . .  pi . . . . .  plus un ensemble dbnombrable. Si ] se t rouve ~tre de 

classe < I sur chacun des ensembles p/, l 'applieat ion du th6orgme du w 48 (en 

rempla~ant  [0 par  r et tous les [i ( i > o )  par [), montre  que [ est de elasse 

< 2 sur P0- 

Si cela n 'est  pas, nous trai terons chaque ensemble parfa i t  pi comme nous 

avons trai t6 Po; nous d6finissons donc une fonction qi de classe < I sur pi, et 

un ensemble de premigre eat6gorie dans  pi', soit p'i, tel que [ = 7i en t ou t  point  
Acta rnathematlca. 3~. Imprim6 le 27 janvier 1909. 19 
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de p i - - p ' i ;  de plus, p'i se compose  d ' u n e  infinit6 d6nombrab le  d ' ensembles  par fa i t s  

non  denses dans  pi, soit  pi ,1 ,  p i , 2 , . . ,  p i , j  . . . . .  plus un ensemble  d6nombrable .  On 

peut, 6tre  amen6 ~ con t inuer  l 'applicat , ion du proc6d6; d ' une  mani6re  gdn6rale, si 

l ' on  a in t rodu i t  l ' enscmble  pa r fa i t  Pil, i 2 , . . .  ;a, et  si / n'est, pas  de classe _5 I 

sur  ce~ ensemble,  il y a une  fonct.ion de c]asse < I sur io6, i , . - .  G, soit, of i,, i . . . . .  i~, 

et  un  ensemble  de p remi6re  cat6gorie dans  p~l, i . . . . .  , . ,  soit  p ' ; ,  i . . . . .  i~, tel qu ' on  

a / ~ ~f,.,, i~ . . . .  ia en tout. point, de P6, i . . . . .  ;,~ - -  p'i~, i~, �9 �9 �9 i , .  L 'ensemble  p ' i , ,  i . . . . .  i~ 

se compose,  ou t re  un cer ta in  ensemble  d6nombrable ,  d 'une  infinit,6 ddnombrab le  

d ' ensembles  par fa i t s  non denses dans  p,.,, ~- . . . . .  ;, ; nous les d6signons pa r  pi,, i , . . .  ia, G+I, 

l ' indice i~+~ p r e n a n t  les valeurs  i, 2 . . . .  D6signons pa r  P~, l ' ensemble  form6 pa r  

la r6union des ensembles  p ~t c~ indices. 

J e  dis que si, pa r  l ' app l i ca t ion  du prcedd6 indiqu6, on ob t ien t  un  ensemble  

Ph tel que / soit, de classe < i sur chacun des ensembles  Pi, , i  . . . . .  ~h don t  se 

compose  Ph,  ] est. de classe < 2 sur  Po; il suffit ,  p o u r  le voir, d ' app l i que r  suc- 

cessivement, ]e t,h6or6me du w 48, d ' a b o r d  h chacun des ensembles  p ~ h - - I  in- 

dices, ce qui m o n t r e  que / est  de classe < 2 sur chaeun  de ces ensembles,  puis 

ensuit,e ~ chacun des ensembles  "~ h - - 2  indices, et ainsi de suite en r e m o n t a n t  

ju squ 'h  chacun  des ensembles  p , ,  p .~ , . . . ,  e t  f ina lement  ~ P0. 

50. ]1 peut, a r r i ve r  aussi qu ' on  soit  condui t  h former  des ensembles  P h  en 

n o m b r e  infini. 

Ind iquons  des exemples .  Soit  Po =~ Go. Donnons -nous  d 'une  part. un  

ent ier  posit.if n, d 'aut ,re p a r t  un  sys t~me de h ent iers  posit ifs  rang6s dans  un 

ordre  ddtermin6,  soit  (c~, % . . . .  ~1,), et  6tudions l ' e n s e m b l e  Q d e s  s u i t e s  ~ c o m m e n -  

; a n t  p a r  (cq ,  c~2, . . .  c~h), c h a c u n  d e s  t e r m e s  , s u i v a n t s  d e  la  s u i t e  d t a n t  > n .  

Soit  A l e  point.: 

( a l ,  a 2, . . �9 a h ,  a h + l ,  �9 . . ) .  

Si A ne fair, pas  pa r t i e  de Q, c 'es t  que, ou bien (a,,  a 2 , . . . a h )  ne coincide pas  

avec  (a, ,  a 2 . . . .  C~h), OU bien l ' un  des ent,iers a1,+1, al,+2 . . . . .  soit aK, est  < n .  E n  

p renan t ,  dans  le p remie r  cas, le g roupe  (a,,  a_o, . . . ah) ,  dans  le second cas, le 

g roupe  ( a l ,  a 2 ,  �9 �9 �9 a h  . . . .  a K ) ,  on a un  groupe  qui  contient, A et ne cont,ient, aucun  

point, de Q. Ainsi t ou t  po in t  qui ne fa i t  pas  par t i e  de Q est. ext6r ieur  g Q; donc 

Q est . /ermd. 

Si B fair  pa r t i e  de Q, il est  de la forme:  

(co,, c~2 . . . .  c~a, $h+1,13h+2 . . . .  ) 

1 Je rappelle que j'emploie indiffdremment les roots poin t  ou suite s  
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les fl 6rant > n. On obt ien t  un  aut re  point  de Q en rempla~ant  un  quelconque  

des fl, soit  p',., pa r  un  nombre  sup6rieur;  en d o n n an t  ~ r des valeurs  croissant  

ind6finiment,  on obt ien t  une suite de points  variables de Q tendan~ vers B;  done 

tou t  poin t  de Q est l imite pour  Q; done Q, qui est ferm6, est parJait. 

Le point  C: 

(al, tX2 . . . .  (~h, f ib- l - l ,  [~h-~2 . . . .  [r I ,  I . . . .  ) 

obtenu  en remplagant  darts B les te rmes  don t  le rang  supasse h �9 j pa r  i ,  ne 

fair pas par t ie  de Q; si on fair c ro i t re  ] inddfiniment,  ce point  t end  vers B. Donc 

Q est non dense dans P0. 

Ainsi, l'ensemble des points commen,'ant par (cq, c~z . . . .  ceh), les autres termes 

dtant supdrieurs ~ n,  est un ensemble par/ait non dense. Nous d6signerons main- 

t enan t  cet  ensemble pa r  p(n) [a~, c~2 . . . .  c~h]. 

51. Si nous donnons  s n une va leur  fixe, et si nous faisons var ier  de routes  

les manigres possibles les entiers  h, cq, % , . . .  (q,, nous obtenons  une infinit6 dS- 

nombrable  d 'ensembles p( ')[cq, cq . . . .  ah]. L'en~emble P,~ [ormd par la rdunion de 

tous les p(') [cq, a ~ , . . .  C~h] est l'ensemble des suites pour lesquelles tous les  termes 

,urpassent n, ~t partir d 'un certain rang. 

Prenons,  parmi  les ensembles p(") [cq, (~2 . . . .  c~h], I ~ ceux pour  lesquels h = n, 

les nombres  a~, a , , . . ,  ah, p r e n a n t  toutes  les valeurs  possibles; 

2 ~ ceux pour  lesquels h>=n, avec a h < n .  Appe]lons ensembles n o r m a u x  

p(~) ces ensembles. Je  dis qu 'un  point  d6termin~ A de P .  appa r t i en t  /~ un et  un 

seul ensemble normal  p(~). E n  effet, soit  (a~, a 2 , . . . )  ce point .  Le seul ensemble 

p(,) con tenan t  A qui rempl i t  l 'une des condit ions i ~ ou 2 ~ est l 'ensemble 

p(,O[a~, a~ . . . .  an], h 6tant  le plus pe t i t  hombre  sup6rieur ou 6gal ~ n,  teI que 

tous les a de rang  sup6rieur ~ h soient  sup6rieurs h n. 

Ainsi deux ensembles no rmaux  p(~) n ' on t  aucun  poin t  commun,  et  P ,  est la 

r6union de t o u s l e s  ensembles n o r m a u x  p(n}. 

I1 est 6vident  que P~+I est con tenu  dans P , .  

Soit p ( r t + l ) [ C t l  ' a2 . . . .  12k] un  ensemble normal  p(,~+l); on a, soit  k = n + I ,  

soit  ] c > n +  I ,  avee  ~ k ~ n +  I .  

Si les nombres  an+~ . . . .  ak sont tous sup~rieurs ~ n, posons h ~  n;  sinon, 

certains d ' en t r e  eux 6rant  infdrieurs ou dgaux h n,  prenons,  parmi  ces derniers,  

celui qui a l e  rang le plus 61ev6, et  appelons  h c e  rang. On a ainsi, soit  h = n,  

soit  h > n ,  avee a n o n ,  de sor te  que l 'ensemble p('~[a~, a~ . . . .  a~] est normal ;  

de plus, si k > h, les nombres  cq~+~, ct~+2 . . . .  ct~ sont  sup6rieurs s n.  Ainsi t ou t  

poin t  de  p("+~)[~ . . . .  ~h . . . . .  ~ ]  possgde la propri6t6 earact6r is t ique des points 

de p(')[a~, az . . . .  ah]. Donc tout ensemble normal p('+~) est contenu clans un  cer- 
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r a i n  e n s e m b l e  n o r m a l  p('~), lequel est unique, puisque un ensemble normal  p(") 

autre  que p(')[c~, % . . . .  Ceh] n 'a  aucun point commun avec cet ensemble. 

Je  dis que p(~+l) [c~, ( ' ~ , . . .  c~] est n o n  d e n s e  dans p(~) [ct~, ct2, �9 �9 �9 ah]. Il suffit 

de faire voir qu ' au  voisinage de tou~ point  de p(")[cq, a~ . . . .  ~th] exists un  point  

qui fait  part ie  de p(n)[eq, r e~h] sans faire part ie  de p(=+~ [r ak] .  Or, soit 
A un  point  de pt~)[al, % . . . .  a~]: 

(" , ,  " , , . . . - h ,  fib+l, fib+2 . . . .  ).  

Consid6rons, ?" 6 tant  arbitraire,  le point  B: 

(~'~1, 0~2 . . . .  0~h, ~ h + l ,  . . *  ~h+j ,  n + I ,  n + I . . . .  ) ,  

dans lequel tous les termes de rang sup6rieur ~ h + j sont 6gaux h n + i .  Ce 

point  appar t ient  bien h p('~) [~q, % . . . .  cth], puisque les termes de rang > h sont  

> n,  mais il n ' appar t i en t  pas s P,,+I, puisqu'il  y a une infinit6 de termes 6gaux 

n + I ;  donc il n ' appar t i en t  pas s p(~+~)[c~l . . . .  ~k]. 

De plus, en p renan t  j assez grand, ]e point B peut  6tre pris aussi voisin 

qu'on veut  de A, ce qui ddmontre  la proposition. 

Ce]a pos6, modif iant  les nota t ions  pr6c6dentes, nous rangerons les ensembles 

normaux p(~) dont  se compose P~ dans un ordre d6termin6, et nous les d6signerons 

par  la nota t ion  pt,  p.. . . . .  pi . . . .  Chacun des ensembles no rmaux  pt2) appar t i en t  

h u n  et un seul des ensembles normaux p(~; dans l 'ensemble Pi ,  il y a une in- 

finit6 d6nombrable d'ensembles normaux p(2), nous les rangerons dans  un  ordre 

d6termin6, et nous les d6signerons par pi ,1,  pi,2 . . . .  pi, j ,  �9 �9 �9 Nous d6finissons ainsi 

d 'une  manib.re g6n6rale des ensembles parfai ts  pi,,i~ . . . .  i,~, les entiers n,  il,  i2 , . . ,  i . ,  

p renan t  toutes  les valeurs enti~res positives. L'ensemble pi,,i~ . . . .  in,  i,,+~ est con- 

tenu dans pi,,i~ . . . .  i,, et est non dense par  rappor t  h lui. La  r6union de tous  

les pi , , i  . . . . .  in,  n 6taut  fixe, eonsti tue l 'ensemb]e Pn des points pour  lesquels tous 

les termes, ~ par t i r  d 'un  certain rang, surpassent  n.  

52. I1 y a des points qui 

points pour lesquels le terme de 

ces points, le nombre  de termes 

l 'ensemb]e de ces points par  P~; 

et  

font  part ie  de P , , ,  quel que soit n ;  ee sont  les 

rang n erol t  ind6finiment avec n; en effet, pour 

inf6rieurs s n e s t  fini, quel que soit n;  ]e d6signe 

o n  a :  

P o > P 1  > . . .  > P ~ > - . .  > P , o  

P~o = D ( P o ,  P I ,  �9 �9 �9 P n ,  �9 �9 . ) .  

Soit A un point d6termin6 de Po:  

(a,, az . . . .  ). 
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Ce point  fai t  par t ie  de P~, il appa r t i en t  ~ un ensemble normal  pO) bien 

ddtermin6,  soit pi , ;  a p p a r t e n a n t  ~ P2, il ap p a r t i en t  s un  ensemble normal  p(2) 

bien ddtermind, qui doit  ~tre con tenu  dans Pi,, soit donc pi~,#~; d 'une  maniAre 

gdndrale, le poin t  A est con tenu  dans un  ensemble normal  p{') bien ddtermind, 

de la forme pi,, i~, �9 �9 �9 i,~. I1 y a doric une  suite d 'ent iers  positifs i~, i~ . . . .  i ,  . . . .  

telle que A est con tenu  dans t o u s l e s  ensembles:  

~9i l  > ~ i t ,  i2 > �9 �9 �9 > ~ i l ,  i2 , �9 �9 �9 i n > �9 �9 " 

R6ciproquement ,  donnons-nous  une suite d 'ent iers  positifs i t ,  i 2 , . . . i , ~  . . . .  

et  consid6rons les ensembles:  

(i) P o  > Pi~ > pi~,i2 > �9 �9 �9 > pi,,i2 . . . .  i,, > �9 �9 �9 

Si nous revenons  aux  nota t ions  primit ives relat ives aux ensembles p ,  ees en- 

sembles seront  ddsignds de la mani~re su ivante :  

pi, = p(1) [a~, a 2 , . . ,  ah,] avec  I h > I, 

Pi,,iz = pt2) [a~ , . . . ah , ,  �9 . . ah2] avee  h2 > 2 et  h2 > h~, 
. . . . . . . . .  , . . . . . . . . . . .  , . . . .  

P~,i2, �9 �9 �9 i,~ ---- p(") [ a ~ . . .  ~ht, �9 �9 ah~ , �9 �9 �9 ~h~] avec h~ => n e t  h ,  ~ h ,  _ a , 
. . . . . .  , . . . . . . . . . .  o . . . . . . .  ~ . . . . . . . .  

Du fair que  h~_> n rdsulte que  h~ c ro i t  inddfiniment,  de sor te  que les ent iers  

a ddfinis par  ce qui  prdc6de sen t  en nombre  infini;  il y a done un  et  un  seul 

point  con tenu  dans t o u s l e s  ensembles p de (x); c 'est  le po in t :  

( ~ 1  ~ { 7 s  ~ " ~ " 0 f h t ~  �9 �9 ~ /~11,2~ " �9 �9 ~ h l , ~  �9 �9 " )  

et  ce po in t  appa r t i en t  k tous les P,,,  pa r  suite h P ~ .  

Ainsi, ~ t ou te  suite d 'ent iers  positifs it ,  i~ . . . .  is . . . . .  cor respond un  poin t  

ddtermin6 de Po~, ~ savoir le point  unique  contenu  dans t o u s l e s  ensembles 

pil, i2 , . �9 . i  n . 

On peut  done dire qu 'une  cor respondance  b iun ivoque  et  r6eiproque se t r o u v e  

6tablie en t re  P0 et  P ,  au moyen  de ]a loi su ivante :  

(a )  L e  p o i n t  A d e  P o :  ( i t ,  i2,  . .  �9 i n , . . . )  e t  le  p o i n t  B d e  P o :  ( a l ,  as  . . . .  an  . . . .  ) 

�9 e c o r r e s p o n d e n t  s i  B e s t  c o n t e n u ,  q u e l  q u e  s o i t  n ,  d a n ,  l ' e n s e m b l e  p i , , i 2 , . . ,  i , , .  

Cette cor respondance  poss~de la propri6td su ivante :  Si A~, A2 . . . .  A~ . . . .  Ao 

sen t  des points  de P0, et  si B1, B~ . . . .  B ~ , . . .  B0 sen t  les points  cor respondants  

de Po , l a  condi t ion:  lira A,  ~ A0 en t r a lne :  lira B~ = B0. E n  effet, soi t :  
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A,. = [(i,),,, ( i , ) , , , . . .  ( i , ) , . , . . . ] [  v - -  
I ,  2 o .  

! B,, = [(~,)~, ( - A , ,  (ah),,, .] 

Si A~, tend  vers Ao, c'est que, quel que soit n ,  quand ~,, d6passe un certain 

entier p,  A,~ est contenu dans le groupe d 'ordre  n qui cont ient  A o ,  c'est-K-dire que: 

( i )  ( i , ) ~ = ( i , ) o ,  ( i ~ ) ~ = ( i , ) o , . . .  ( i , ) ~ = ( i , ) o .  

D'au t re  part,  d 'apr~s la d6finition des divers ensembles p 6 , 1 , . . . i n ,  deux points 

eontenus dans le m6me ensemble p 6 , i , . . .  ~ ont en commun au moins les n pre- 

miers termes, de sorte que les conditions (i) en t ra lnen t  pour los points B~, et B0 

los conditions: 

(-,)~ = (~,)o', (-~)~ = ~a~)o . . . .  (- .)~ = (.n)o.  

C o m m e n  est arbitraire,  cola exprime que B,. tend vers B0. 

Nous dirons que la correspondanee 6tablie entre P0 et P(o par la loi (a) est 

b iun i voque ,  rdciprogue,  et c o n t i n u e  d a n s  le sons  de P~ s u r  P~o. 

La part ie  de Po, contenue dans l 'ensemble pi,,i, . . . .  in, soit D (pi,,i,, �9 �9 �9 in, Po) 

est dense dans pi,,i, . . . .  i,. Car, soit: 

Pi,,12, �9 �9 �9 i n ~ p(n) [al , a2 . . . .  ah]; 

au voisinage de tou t  point  A de p(n)[a~, a 2 , . . ,  an], soit: 

(-~, -2 . . . .  -h ,  l~h+,, f i b + 2 , . . . ) ,  

existe un point  faisant  part ie  du  m6me ensemble et  de P,,,; il suffi t  de prendre  

le point" 

(a , ,  a ~ , . . ,  cth, #h+l, fib+2, �9 �9 �9 flh+~, n + ~ ,  n + 2 , . . . ) ,  

oh les termes qui suivent  celui de rang h + 7" sont les nombres entiers positifs /t 

par t i r  de n + z. Ce point,  qui fair part ie  de p ( ' ) [ a l , ~ 2 , . . a h ]  et  de Pco, peut  

~tre pris aussi voisin qu 'on veut  de A,  en prenant  ] assez grand.  

A f o r t i o r i ,  si r > n,  l 'ensemble D ( p i , , i  . . . . .  i n, P r )  est dense dans Pii, i , , . . ,  i,~. 

En particulier, l 'ensemble form6 par  la r6union de tous los P 6 , i , . .  "in, in+, 

(i~, i2 . . . .  i~ fixes, i~+a variable) est dense dans pi,,i . . . . .  i~. 
Des raisonnements  tou t  ~ fai t  analogues h ceux de la premiere partie (w 36 

s la fin) montrera ient  que la fonction / qui est dgale, sur Pi  - -  Pi+l (i = o, z, 2 , . . . )  
s ui, et sur P~o s uo~ ( % , u ~ , . . . u i , . . .  u(o 6tant  des nombres arbitraires] est de 

classe 3 si l 'on n 'a  pas lira v i  == u,o, et de classe < 2 si lim ui = uo,. 
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CHAPITRE VI. 

Les ensembles :a 0 d i m e n s i o n .  

53. Nous allons g6n6raliser les proc6d6s employds dans l 'exemple pr6c6dent, 

et pour  cela poser de nouvelles ddfinitions. 

Par tons d 'un  ensemble ferm6 P. Considdrons des ensembles fermds, en 

nombre infini d6nombrable ou fini, tous contenus dans P ;  d6signons-les par ]a 

notat ion pi, i prenant  soit toutes les valeurs entibres positives, soit certaines de 

ces valeurs. Nous dirons que nous avons ] h u n  syst~me d'ensembles contenu dans 

P,  et nous le d6signerons par K (pi). 

Si les ensembles pl n 'ont  deux h deux aucun point commun, nous dirons 

que le syst6me est normal. 

n 6rant donn6, si chaque ensemble pi est contenu dans un groupe d'ordre 

n,  nous dirons que le syst~me est d'ordre n. 

Ainsi, un syst~me normal d'ordre n e s t  constitvd par une in]init~ ddnombrable 

(ou un nombre fini) d'ensembles ]ermgs n'ayant deux h devx aucun point commun, 

et dont chacun est contenu dans un groupe d'ordre n. 

54. Soit un syst~me quelconque K(pi)  contenu dans l 'ensemble ferm~ P ,  

et constitu6 par les ensembles p~, P2 . . . .  pi . . . .  Proposons-nous de t rouver  des 

ensembles ferm6s q~, q~ , . . ,  n 'ayant  deux h deux aucun point commun et tels 

que tout, point appar tenant  s l 'un des ensembles p~, P2 . . . .  , appartienne h u n e t  

un seu] des ensembles q~, r . . . .  , autrement  dit de remplacer le syst~me quelcon- 

que K (p~) Tar un syst~me normal contenant les mdmes points. 

D~finissons d 'abord la notion de groupes contigus. Soit T u n  ensemble 

ferm6 contenu dans P.  Consid6rons les groupes re]atifs h P et ext6rieurs h T; 

prenons, parmi eux, d 'abord les groupes d 'ordre I, puis les groupes d 'ordre 2 

non contenus dans les pr6c6dents, puis les groupes d 'ordre 3 non contenus dans 

les precedents, etc . . . .  Nous dirons que chacun des groupes obtenus est contigu 

h T; ainsi, un groupe d 'ordre n e s t  contigu ~ T s'il est relatif s P, ext6rieur 

T, et si ]e groupe d'ordre n - - i  qui le contient (dans le cas de n >  i) contient  

des points de T;  deux groupes contigus ~ T distincts n 'ont  aucun point commun, 

d'apr~s le proc6d6 qui a servi ~ d6finir ces groupes; enfin, tout  point de P - - T  

appart ient  ~ un groupe contigu s T, car si A est un tel point, ]es groupes con- 

tenant  A ne peuvent  contenir tous des points de T, puisque T est ferm6; s i n  

est le plus petit  entier tel que le groupe d 'ordre n contenant  A est ext6rieur "~ 

T, ee groupe est contigu h T. 
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Revenons aux  ensembles p~, P2 . . . .  P ~ , . . .  Posons, h par t i r  de i =  2: 

p'~ ----- M (Pl, P2, �9 �9 �9 p~-l) ;  

p'i est ferm6; soit ~i,1, g,:,2,. . ,  gl, k . . . .  les groupes contigus h pri; d~signons par  

ti, k la por t ion  de pi contenue dans ]e groupe gi,~-; nous avons ainsi des ensembles 

ferm6s t~.,l~ d6pendant  de deux indices; en y a jou tan t  l 'ensemble p~, nous avons 

une infinit6 d6nombrable d 'ensembles que nous prendrons pour ensembles ql, q2, . . .  

Deux de ces ensembles n 'on t  aucun point commun. D 'abord  pt n 'a  aucun 

point  eommun avec l 'un quelconque des ensembles t, puisque chacun de ceux-ci 

est contenu dans un groupe contigu ~ un ensemble p'i qui contient  Pl. Soit 

ma in t enan t  deux ensembles t; s'ils ont  m~me premier indice, ils appar t i ennent  h 

deux groupes diff6rents contigus s un  m6me ensemble p' et par  suite n 'on t  aucun 

point  commun. S'iIs n 'on t  pas m~me premier indice, soit th,~ et th,,~,, avee h ' >  h; 

th,~ fait  part ie  de ph, done de p ' h , = M ( p l ,  p : , . . ,  ph . . . .  Ph,-1);  or, th,,,, est con- 

tenu  dans  un groupe contigu h p'h', donc n 'a  aucun point  commun avec t1,,r 

Tou t  point  A appar tenan t  h u n  des ensembles Pi appar t ien t  h un  ensemble 

q; car, soit i le plus pet i t  entier tel que A fair part ie  de Pl; si i = i ,  A fair 

part ie  de Pt qui est un ensemble q; si i > I ,  A ne fair pas part ie  de Pl, P2,.- .  pi-1, 

done pas de P'i; donc A appar t ien t  s un certain groupe contigu h p'~, soit gi, k; 

fa isant  part ie  de pi, il appar t ien t  ~ ti,~. 

En  r6sum6, le syst~me /ormg par les ensembles q est normal et contient tous 

les points du syst~.me donnd K (pi). 

En  outre,  n 6rant  donn6, on peut  remplacer chaque ensemble q par  l~ somme 

de ses port ions contenues dans les diff6rents groupes d 'ordre  n; on obt ient  en- 

core ainsi une infinit6 d6nombrable d 'ensembles ferm6s n ' a y a n t  deux h deux 

aucun point  eommun,  chacun 6tant  contenu dans un groupe d 'ordre n,  et tels 

que tou t  point  de K (p~) appar t ient  ~ Fun d 'eux:  le syst~me de ces ensembles est 

un  syst~me normal d 'ordre n.  

55. D6finitions. 

Soit K (p~) un syst~me normal. E t a n t  donn~s les points At ,  A2 . . . .  A . . . . .  A0, 

don t  chacun fait  part ie  d ' un  des ensembles pi, nous dirons que, dans le syst~me 

K (Pi), la suite A t ,  A2 . . . .  A . . . . .  a pour limite Ao, ou encore qu'on a: lira A~, ~ A o  

dans le syst~me K (Pi), si l' on a lim A~ ~ Ao (au sens ordinaire), et si, en outre, p~ 

dtant l'ensemble du syst~me qui  contient Ao (cet ensemble est unique,  puisque le 

syst~me est normal),  les points de la suite As,  A~, . . . A,. . . . .  sont, ~ partir d 'un 

certain rang, tous contenus darts Pl. 

56. Etant  donnds deux syst~mes normaux K (pd et K (qj), nous dirons que 
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K (qj) est contenu dans K (pl) si chaque ensemble de K (qj) est contenu clans un des 

ensembles pi (lequel est n6eessairement  unique).  Nous  6crirons dans ce cas: 

K (p~) _> K (q~). 

Remarquons  que si cela a lieu, si Az, A~ . . . .  A , , , . . .  Ao sont  des points  de K (q~), 

la condi t ion:  lim A ~ , = A  o dans K(qj )  en t ra ine :  lim A~,= A o dans K ( p i ) ,  car les 

points  A~, A2 . . . .  A . . . . .  f inissent  pa r  6tre  eontenus  dans l 'ensemble q1 qui con- 

t i en t  Ao, d 'apr6s  la condi t ion:  lim A~ = Ao dans K (qj), et pa r  suite dans l 'en- 

semble pi qui cont ien t  A0, ce qui  en t r a in e :  lim A , = A o  dans K ( p i ) .  

57. On salt que, 6 tant  donn6s des ensembles ferm6s p, q . . . .  r ,  l 'ensemblo 

des points  communs  ~ tous ces ensembles, D ( p ,  q . . . .  r), est ferm6; on dit  que  

D (p, q . . . .  r) est le plus g rand  commun  diviseur de p, q . . . .  r .  

Soit  m a i n t e n a n t  des syst6mes n o r m a u x  en nombre  fini: 

(1) K (p~), K (q~) , . . .  K (rz). 

On appelle syst~me plus grand commun diviseur des syst~mes (i)  le syst~me 

constitud par Ies ensembles D (p~, qj . . . .  rz) obtenus en associant de toutes les manihres 

possibles un  des ensembles Pi, un des ensembles qj . . . . .  un des ensembles rz; le 

nombre  de ces mani6res est 6v idemment  infini d6nombrable  ou fini. 

Le  syst6me obtcnu,  soit K( th) ,  est  6v idemment  con tenu  dans chacun des 

systbmes (I). I1 est  normal ,  ear si on consid~re deux  combinaisons diff6rentes 

des indices (i, ? ' , . . .  l), soit (i, ] . . . .  l,) et  (i~, ? " , . . .  lr), on a au moins l 'une des 

condit ions i ~ i', ?" ~ ?" . . . .  1 ~ l'; 

n ' a y a n t  aucun poin t  commun,  

e t  D (pi, , qj, , �9 �9 �9 rz,). 

Si chacun des syst~mes ( i)  

Soit A ~ , A 2 , . . . A ~ , , . . . A 0  

si par  exemple  i s i  r , les ensembles pi et  pe 

il e n e s t  de m~me des ensembles D (pi, q 1 , . . ,  rt) 

est d 'o rdre  7~, le sys tbme K (th) est  aussi d 'o rd re  n .  

des points  a p p a r t e n a n t  s K( th) .  Je  dis que la 

condition n~cessaire et su//isante pour qu'on ait: lira A~. ~ - A  o clans K (th) est qu'on 

air: lira A ~ = A  o dans chacun des syst~mes (I)." K (pi), K (g j ) , . . .  K (rz). 

Supposons en premier  lieu qu 'on  a i t :  lim A~, = A0 dans K (th). I1 en r6sulte 

que:  I ~ on a: lim A ~ =  Ao (sens ordinaire);  2 ~ l 'ensemble d6termin6 th qui  con- 

t i en t  Ao cont ien t  A~, dbs que r surpasse une cer ta ine valeur  s. Consid6rons alors 

le sys t6mc K ( p i ) ;  il y a dans ce systbme un ensemble bien d6termin6 Pi qui 

eont ien t  th; donc cet  ensemble Pl cont ien t  A 0, et  aussi A,. pour  r > s ;  et  comme 

lim A~ ~ Ao, il en r6sulte;  lim A~ ~ Ao dans K (pi). De m6me on a : lim ,4, = Ao 

dans  K (qj), etc . . . .  
Acta mathematica. 32. Imprim6 le 27 janvier 1909. 20 
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R6ciproquement ,  supposons q u ' o n  ai t :  lira A,, ~ A0 dans  chacun des syst~mes 

K (pi), K ( q i ) , . . .  K (rt). L 'ensemb]e pl de K (pl) qui cont ien t  A0 cont ien t  A~ dbs 

que v surpasse un certain ent ie r  sl; l 'ensemble qi qui cont ien t  Ao cont ien t  A~ 

d~s que v surpasse un cer ta in  ent ie r  s~, etc . . . .  Soit th l 'ensemble commun  

pi, qj . . . .  ; d~s que r surpasse le plus g rand  des ent iers  s 1, s 2 , . . . ,  A,, est con- 

t enu  dans th, qui cont ien t  d 'ai l leurs A0. Comme on a lim A ~ A o ,  on a :  

lira A,  ~ A0 dans K (th). La  proposi t ion  est donc d6montr6e. 

58. Soit P u n  ensemble fermi .  Prenons  a rb i t r a i r ement  l~n syst~me normal  

d 'o rd re  I con tenu  dans P,  soit K (p,~,); p,~, 6tant  un  ensemble de ce syst~me, 

prenons  un  syst~me normal  d 'o rd re  2 con tenu  dans p,~,, et  don t  nous d6signerons 

les ensembles pa r  p~,,~, f12 recevan t  cer taines valeurs  enti~res posit ives;  chaque  

ensemble pz, peu t  conten i r  une infinit6 d4nombrable  d 'ensembles  p k deux  in- 

dices, ou un nombre  fini, ou n 'en conteni r  aucun.  En  p o u r s u i v a n t  l 'appl icat ion 

du proc~d6, on ddfinit  des ensembles ferm~s d6sign6s pa r  la no ta t ion  Pz~,~,...~h, 

dans les condit ions suivantes:  

I ~ L 'ensemble  p,~,,~ .... Zh, Zh+~ est  con tenu  dans pZ,,,~ ..... zh- 

2 ~ Tou t  ensemble s h indices est con tenu  dans un  groupe d 'o rd re  h. 

3 ~ Deux  ensembles dist incts  a y a n t  le m6me n o m b re  d ' indices n ' on t  aucun 

poin t  eommun.  

I1 r~sulte de 2 0 et  3 ~ que, h 4 tant  fix~, le syst~me des ensembles s h indices 

est un  syst~me normal  d 'ordre  h ; soit  K (p,~,, ~ . . . . .  ~h) ce syst~me, ou, pour  abr6ger, 

Kh; on a, d 'apr~s  i~ 

( I )  K , ~ K 2 > . . . > K h > . .  �9 

Nous  appellerons suite normale de syst~mes une suite de syst~mes normaux 

d'ordres respecti[s ~, 2 . . . .  h , . . . ,  dont c)~acun est contenu dans le prdcddent. Ainsi 

(~) est  une suite normale  de syst~mes. 

Les  indices (fl~, f l~ , . . ,  fib) des ensembles p qui cons t i tuen t  les diffdrents 

syst~mes (~) sont  des groupes don t  l 'ensemble F est complet ,  puisque,  si (fl~, fl~ . . . .  fib) 

fai t  pa t t i e  de F ,  les groupes (i~x), (fl~, fl~), �9 �9 �9 (fl~, fl~, �9 �9 fin-~) en font  aussi part ie .  

Soit R l 'ensemble ferm6 de suites (ou points)  d~termin6 par  ] 'ensemble de groupes 

F .  R e s t ,  comme on sait, l 'ensemble des points  (fl~, f l~, . . ,  f ib , . . . )  tels que t o u s l e s  

groupes  (fl~), (fl~, f12) . . . .  (fl,, fl~ . . . .  fib) . . . . .  font  par t ie  de F.  

Soit  B =  (fl~, g]~ . . . .  (-r . . . .  ) un tel point .  Les  ensembles p ~ , , p ~ , ~ : , . . . ,  

PZ,,~, .... Zh . . . .  ex i s ten t  ef fec t ivement ,  e t  l 'on a: 

(~) p,~, > p,~,,,~ > . . .  > p,~,,~ .... ~ > . . .  

De plus, PZ,,.~,.-.~h est con tenu  dans  un groupe  d 'o rdre  h .  
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Soit (ai) le groupe qui cont ient  pz~; l 'ensemble p,~,,)~ est contenu,  d 'une  par t  

dans  p,~, e t  par  suite dans (g~), d ' au t r e  par t  dans un certain groupe d 'ordre  2; 

done ee dernier groupe est eontenu dans  (a~), eL est de la forme (a~, ~e:); en con- 

t i nuan t  le raisonnement ,  on reconnai t  l 'existence d 'une  suite infinie d 'ent iers:  

a~, a~ . . . .  ah . . . .  telle que, quel que soil h, pz,,z~ .... :~h est contenu dans  (a~, a : , . . ,  ah). 

Soit A le point  (a~, e : , . . . a h  . . . .  ). h ~tant  fix~, ]e groupe (a~,a~,. . .c~h) 
cont ient  l 'ensemble pz,,z~ ..... ~h et  par  suite tous ceux qui suivent  cet ensemble 

dans  (~); done (at, a ~ , . . ,  a~) contient  des points de ehacun des ensembles (~). 

Cela ~tant,  soit p l 'un quelconque des ensembles (2); puisque, quel que soit h, 

le groupe d 'ordre  h qui cont ient  A contient  des points de l 'ensemble ferm6 p, A 

appar t i en t  s p. Ainsi A appar t ien t  ~ tous les ensembles (2). 

D'ailleurs un  point  qui fai t  part ie  de tous les ensembles (~) appar t ient  aux 

groupes (c~1), ("1, a~) . . . .  (~i, a~ . . . .  ~a) . . . . .  

un  et  un  seul point  contenu dans  t o u s l e s  

A tou t  point  B de R nous pouvons 

done se eonfond avee A. I1 y a done 

ensembles (2). 

ainsi faire correspondre le point  A de 

P qui est l 'unique point  contenu dans les ensembles (2). 

A deux points dist incts B et  B' de R correspondent  ainsi deux points A e t  

A' dist incts;  ear, soit B = (fit, f :  . . . .  fh . . . .  ), B ' =  (l?'t, fl'., . . . .  r i tz, , . . .) ;  il y a u n  

entier h tel que flh ~ [~'h; alors, les ensembles p),,~ .... ~a et py,,,~,~ .... ,~'h qui cont iennent  

respect ivement  A e t  A t, n 'on t  aucun point  commun;  done A c t  A ~ sent  distincts. 

Si on ddsigne par  Q l 'ensemble des points A correspondant  aux points de 

R,  on a 6tabli entre Q et R u n e  correspondance biunivoque et  r~ciproque d4finie 

pa r  la loi suivante:  

Un point  A = ( ~ ,  a2 . . . .  a h , . . . )  de Q et un point  B ~-(fl~, f i~ , . . ,  f i b , . . . ) d e  
R se correspondent si A est contenu dans tous les ensembles 

Pill, P~,z2 . . . .  p.3~,f12 .... ,~h, �9 �9 �9 

I1 est 6vident  qu ' aux  points de R contenus dans  le groupe (fl~, fl~ . . . .  fib) 
correspondent  les points  de Q contenus dans l 'ensemble pj,,,~ .... Zh" 

Une  autre  cons6quence est que, si deux points B e t  B f de R o n t  en commun 

les h premiers termes, les points correspondants  A et A' de Q ont  en commun 

les h premiers termes;  car les deux points B et  B r 6rant  contcnus dans ]e m6me 

groupe (f~, f l~ , . . ,  fh), leurs correspondants  A et A t sent  contenus dans  le mfime 

ensemble P,~J, z2 .... Zh, et  par  suite dans le m~me groupe (at, a2 . . . .  a^). 

Je  dis que, si B~, B ~ , . . .  B~ . . . .  B0, sent  des points de R,  et  At, Az . . . .  A~, . . .  A0 

leurs correspondants  darts Q, la condit ion:  lira B , , = B o  ent ra ine :  lira A , , = A , .  
En effet, h 6rant fix6, il r6sulte de la condit ion : lim B~ = B~ que, d6s que ~ sur- 
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passe un certain entier s, B,, a en commun avee B0 les h premiers termes; alors, 

d'apr6s ce qui pr6c6de, .4~ a en commun avec A0 les h premiers termes; eeci 

ayant  lieu quel que soit h, on a: lira A ~ = A o .  

D'une manibre g6n6rale, si l'on a, eomme dane ce qui pr6c~de, deux en- 

sembles /ermds P et R ,  si, entre les points d'un certain ensemble Q contenu clans P 

ct les points de R existe une correspondance bitenivoque, rdciproque, et telle que, 

B~, B~ . . . .  B . . . . . . .  Be, ~tant des points de R et A~, A2 . . . .  A,. . . . .  A ,  leurs correspon- 

dants clans Q, la condition: lira B , - ~ B  o entra~ne: tim A,, ~ A0, nous dirons qu'on 

a, entre Q et R ,  une correspondance biunivoque, rdciproque, et continue dana le sens 

de R sur Q. Xous dirons en outre que l'ensemble (Q, R) est d~duit de P ,  cette 

double notation (Q, R) servant ~ rappeler que l'on envisage, non pas seulement 

un certain ensemble de points Q contenu dans P ,  mais en outre une certaine loi 

de correspondance entre cet ensemble et un ensemble ferm6 R. 
Le procTd6 qui vient d'6tre expos6 nous a permis de d6finir des ensembles 

ddduits; nous dirons que la suite normale 

(*) K (p,~,) >__ K (p,~,,,~) > . . .  > K (p,~,,,~: ..... ~h) >" �9 " 

d~termine l'ensemble ddduit (Q, R). 

On reeonnait  que les mSthodes employ6es dans l'exemple des w 50--52 fournis- 
sent un cae particulier d'application du procdd6 gdndral qui vient d 'etre expos5. 

59. Signalons un cas tr~s particulier, mais important, d'ensemble dgduit. 

Soit P un ensemble fermT, K(p i )  un syst~me normal eontenu dans P .  
h dtant donn6, rempla~ons ehaque ensemble pi par ses diff6rentes portions con- 

tenues dane les diffTrents t roupes d'ordre h; d6signons par Kh le syst~me normal 
form5 par toutes ces portions. D'apr~s cette d6finition, l 'ensemble des points 

du systbme Kh est identique ~ l'ensemble des points du systbme donn6; de plus, 

chaque ensemble de K h + l  est eontenu dans un certain ensemble de Kh; ]a suite 

de eyst~mes: 

K~ > K 2  ~ > . . . > K h > . . .  

est une suite normale de syst~mes; elle d6termine done un ensemble d6duit 

(Q, R), Q se eomposant de t o u s l e s  points du syst6me donn6 K (pi). 
Remarquons qu'un ensemble ferm6 contenu dans P, et en partieulier P lui- 

m~me, peut  ~tre eonsid6r5 comme un syst~me normal eompos6 d'un seul ensemble, 

et par cons6quent donne lieu s un ensemble d6duit. 
60. On peut  obtenir des ensembles d6duits au moyeu d'un proe6d6 plus 

g6n6ral que eelui du w 58, en ee sens qu'il est soumis h moins de conditions 

restrictives, 
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Soit P u n  ensemble fe rmi .  Supposons qu 'on  ai t  des ensembles ferm~s togs 

contenus dans P,  d~sign4s par  la nota t ion  Pz,, z~ ..... ~h, dans les conditions suivantes:  

z ~ Les indices (/~, fl~ . . . .  fib) des ensembles p fe rment  un ensemble de groupes 

complet F .  

u~ L'ensemble p,~,.z~ .... , ~ , ,~+~  est eontenu dans l 'ensemble p,~,,z~ .... za. 

D'apr~s cela, R ~tant  l 'ensemble de suites d~termin6 par  l 'ensemble de 

groupes F,  et  (fi~, ft. . . . .  ) ~tant  un point  de R ,  on a, d 'apr~s z ~ et  ~o 

(I) P,~, > P~,, 8~ > .  �9 �9 > P~, , ,~ . . . . .  ~, ->-. �9 �9 

3 ~ On suppose que, quel que soit n ,  il y a u n  ensemble de (i) eontenu tou t  

entier dans un groupe d 'ordre  n.  

Je  dis que cette condit ion en t ra ine  eomme consequence qu'il  y a u n  et un 

seul point  contenu dans les ensembles (i). En  effet, faisons eorrespondre 

chaque entier n u n  eat ier  h~ qui sera le plus pet i t  tel que ]'ensemble de rang h~ 

de (I) soit contenu dans  un groupe d 'ordre  n; on a ~videmmen~ h,+l > h n ,  e$ de 

plus, le groupe (c~1, a2 . . . .  an) d 'ordre  n qui contient  l 'ensemble de rang h, ,  con- 

t ient  l 'ensemble de rang h,+l;  done le groupe g d 'ordre n + I qui contient  ce 

dernier ensemble est contenu dans (~ ,  c~2,.., am). De l~ r~sulte l 'existenee d 'une  

suite dStermin~e d 'entiers:  a~, c~2 . . . .  a,, . . . .  telle que l 'ensemble de (i) de rang 

h~ est contenu dans (%, a~ . . . .  an). 

Soit A ~ ( a ~ ,  % , . . . c ~ .  . . . .  ); n 4 tan t  fix~, le groupe (al, cc2 . . . .  ct,,) contient  

l 'ensemble de rang h n  de (I) et  par  suite tous ceux qui suivent ;  donc (al, a2 , . . ,  an) 

cont ient  des points  de chucun des ensembles (I). Soit p un quelconque des en- 

sembles (z); puisque, quel que soit n ,  le groupe d 'ordre  n qui contien~ A con- 

t ien t  des points de l 'ensemble ferm~ p, A appar t ien t  h p. A i n s i  A appar t ient  

t o u s l e s  ensembles (I). D'ailleurs un  point  qui fai t  part ie  de t o u s l e s  ensembles 

(i) appar t ien t  en part iculier  aux ensembles de rang h~, h~ . . . .  hn, �9 �9 �9 done aux 

groupes (a~), (a~, a ~ ) , . . .  (~1, a2 . . . .  a~) . . . .  done se confond avee A. 

Ainsi il y a u n  et un seul point  contenu dans t o u s l e s  ensembles (I). A 

tou t  point  B---- (fl~,/32 . . . .  ) de R correspond un  point  A de P, eelui qui est con- 

tenu dans les ensembles (z). Soit Q l 'ensemble de t o u s l e s  points A. 

Faisons enfin une derni~re hypoth~,se. 

40 A deux points dist incts  de R ,  B e t  B', correspondent  par  la Ioi 3 ~ deux 
points  distinets A et A r de P.  

I1 y a ainsi, entre Q et R ,  une correspondance biunivoque et r~eiproque; 

je dis que cette correspondanee est continue dans le sens de R sur Q. Soit en 

effet, B~, B~ . . . .  B ~ , . . .  des points de R,  soit A~, A ~ , . . .  A , . , . . .  A 0 leurs eorrespon- 
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dsn t s  dans Q. Supposons qu 'on ait  lira B ~ =  B0. 

~to = (~, ,  ,~ . . . .  ) .  
Le point  A 0 est eontenu dans les ensembles: 

Soit B0 =(~ , ,  t~,,.. .) et 

(~) 

D'apr~s la condit ion 3 ~ quel que soit n,  il y a u n  entier h tel que l 'en- 

semble de rang h de (i) est contenu dans  un groupe d 'ordre  n,  lequel, devan t  

contenir  A0, est n6cessairement (a~, a s , . . . e , ) .  Puisque lim B , ~  Bo, d~s que r 

depasse une eertaine valeur, B~, est contenu dans (fl~,/72, �9 ../?h), et  par  suite A~ 

est contenu dans p3,,z, ..... ~h, done dans (cq, a.~ . . . .  a,,). Ceei a y a n t  lieu quel que 

soit n ,  on a:  lira A ~  A0. Done ]a correspondance est cont inue dans  le sens de 

R sur Q, et on peut  dire que (Q, R) est un ensemble d~duit  de P .  

61. Faisons ma in tenan t  une 6tude inverse de la pr~c~dente. Par tons  des 

hypotheses  suivantes:  on a u n  ensemble [ermg P ,  un ensemble (Q, R) dr de P ,  

c'est-~-dire un ensemble Q contenu dans P el correspondant ~ un ensemble ]ermd R 

suivant une loi biunivoque, rdciproque et continue dans le sens de R sur Q. 

Soit (t~1, ~2 . . . .  ~r un  groupe relatif ~ R; aux points de R contenus dans 

(~?~, ~ , - . .  dlh) correspondent  dans  Q des points dont  je d6signe ] 'ensemble par  

Q~,,~* .... ,~h" Le d6riv6 d 'ordre  o de Q,~,.,~, ..... #~ est contenu dans P ,  qui est ferm5 

et  cont ient  Q; je d~signe Q,~,,,~= .... ~h par  P~,,,~ ..... #~. Ainsi, P,~,,~ ..... ~h est un en- 

semble ferm~ eontenu dans P et  tel que tou t  groupe contenant  un point de 

P:9,,,~, .... ,~ eontient  au moins un point  de Q:~,,,~ ..... ~a. 

D'ailleurs, si on consid~re deux groupes relatifs s R don t  Ie second est con- 

tenu dans  le premier, soit (fl~,/~ . . . .  fin) et  (~t~, ~ , . . . / ~ h ,  ~n+~), il est 6vident que 

QZ,,~*,...Zh,~h+i est eontenu dans Qz,,z~ .... ~h, et  par suite P~,,3, .... /h,,qh+~ est contenu 

darts PZ,,~', .... ~h' 

Cela pos6, soit B = ( / ~ ,  [~=,. . .fl~ . . . .  ) un  point  de R ,  et soit A le point  

correspondant  de Q. Consid6rons les ensembles: 

(z) P:,  > P:,, ~, ->- . . .  > P,~,, ~ . . .  :4 > " "  

Le point  A est eontenu darts t o u s ] e s  ensembles Q~,,z2 .... z~, par  suite dans tous 

les ensembles (z). Je  dis qu' i l  n ' y  a pas d ' au t re  point  contenu dans tous les 

ensemb]es (z); pour le prouver,  je vais montrer  que si un  point  A ' =  (al, as . . . .  ) 

est contenu dans t o u s l e s  ensembles (x), il coincide avec A.  

Quel que soit h, A r est contenu dans  P,~,, 3, .... ~h; done, chacun des groupes 

contenant  A', s savoir:  (~1), ( ~ ,  as) . . . .  (a~, a s , . . ,  c~i) . . . .  con tenant  un  point  de 

PZ,,~, .... ~h, eontient  au moins un point  de Q,~,z, .... ~ .  Nous pouvons done prendre:  
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dana (a~), u n  po in t  A~ de Q,~,; 

dans (a~, ~ ) ,  un  point  A~ de Q#,,,~; 

dana ( ~ ,  ( ~ , . . .  ~ ) ,  un  po in t  Aa de Qz,,)~ .... ~ ;  
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et  ainsi ind6finiment.  

Pu isque  A h e t  tous les points  qui suivent ,  Ah+~, etc . . . .  , sont  eontenus  dans 

le groups  (at, as . . . .  ah), on a:  lim A h = ( c q ,  a2 , . . - c th  . . . .  ) = A ' .  D ' au t r e  par t ,  

soit  B~, B2 . . . .  B h , . . .  les points  de R cor respondan t  ~ A1, A2 . . . .  Ah . . . .  

Comma Ah appa r t i en t  ~ Qz~,#= .... fib, Bh appa r t i en t  k (fl~, fl~ . . . .  fib), d 'oh  r6sulte: 

lira Bh =(fl~, f12, �9 �9 .) = B .  Or, d 'aprgs  ]a loi de eorrespondance ,  lim B~ = B en t r a ln e :  

lim A h ~ A ;  on v ient  de voir  que :  lira A h = A ' ;  done A' coincide avec A, et  A 

est l 'un ique  poin t  con tenu  dans tous les ensembles P#,,#= .... #h" Nous  sommes 

done pa rvenus  au  r6sul ta t  suivant:  

I. S i  (Q, R) est un ensemble ddduit de P,  Q est constitud comme il suit. On 

a des ensembles /ermds contenus dana P,  dgsigngs Tar la notation P~,,q, .... ~h, dans 

les conditions suivantes : 

z~ P#,,#,,...#~,#h+~ est  con tenu  dans P~,,z, .... Zh" 

2 ~ E t a n t  donn6e une  suite infinie d 'ensembles  te]le que:  

(I) P,~, > P#,,:~, > .  . .  _> P,~,,,~, .... 3h > . . . .  

il y a un  e t u n  seul po in t  con tenu  dana tous ces ensembles. L 'ensemble  de tous 

]es points  ainsi ob tenus  est l 'ensemble Q. 

Compl6tons ee r6sul ta t  pa r  quelques remarques .  

Soit tou jours  A ~ (cq, a 2 , . . ,  a ,  . . . .  ) le poin t  unique  con tenu  dans les en- 

sembles (z). 

II .  J e  dis que, quel que soit n, les ensembles (z) sont, ~ partir d'un certain 

rang, tous contenus dans le groupe (cq, a2 . . . .  Ctn). Remarquons  d ' abo rd  que, n 

6rant  fix6, si un  ensemble de (z) est  con tenu  dans (cq, c~2,.. ,  an), il en eat de 

m~me des ensembles (I) qui suivent .  Cela pos6, admet tons  que la proposi t ion I I  

soit  inexacte ;  il y a done une  eer ta ine  va leur  de n tells qu ' aucun  des ensembles 

(I)  n ' e s t  con tenu  dans le groupe  (a~, a ~ , . . . a n ) ;  alors, quel que soit h ,  P#I,#~ .... ,qh 

con t ien t  au  moins un po in t  ex tdr ieur  h (a, ,  as . . . .  an), on p eu t  p rendre  un  groupe 

con t enan t  un tel  poin t  e t  qui  soit  ext6r ieur  h (a~, a~ . . . .  a . ) ;  ce groups ,  conte-  

n a n t  un poin t  de P#~,#, .... ~a, cont ien t  au  moins un  po in t  de Q#,,,~ ..... fib; done,  en 

r6sum6, quel qua soit  h, on peu t  t r o u v e r  un po in t  Ma de Q~,,#~ .... #h qui  soit  ex- 
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t6rieur au groupe (a~, a~ . . . .  a~). En faisant h ~  ~, ~ . . . .  , on a des points 

M~, M: . . . .  appartenant  respectivement h Q,h, Q,~,,,~,..., par suite s Q; les cor- 

respondants de ces points dans R, soit N~, N~ . . . .  appartiennent donc respee- 

t ivement aux groupes (/?t), (:/~,:?~) . . . .  ; on a donc: lim N i = ( p ' , , : 1 ~ , . . . ) = B ,  

d'ofi r6sulte, d'aprgs la loi de correspondance, lira M i  = A ,  puisque A correspond 

k B;  mais cela est impossible, puisque les points M i  sont tous ext6rieurs au 

groupe (at, ~2 . . . .  an) qui eontient A; il y a donc contradiction. La proposition 

I I  est donc 6tablie. 

On en d6duit la cons6quence suivante, concernant l 'ensemble de tous les 

ensembles P,~,, ~ .... Zh" 

III.  Etan t  donnd u n  ensemble P,h, ,~ ..... :h, si  un  groupe g est relati[ 5 cet en- 

semble, on peut  trouver un  ensemble P ~ h' indices (h~>= h) contenu ~ l a  [ois dana 

9 et dans  P~,  ~,...,~h. 

En effet, on peut  d'abord, dans le groupe g qui contient des points de 

Pfl,,z~ .... z~, prendre un point A de Q~,,,~, .... :~; ce point est contenu dans une suite 

d'ensembles P d6sign6s de la mani~re suivante: 

(2) P,~ > "  �9 �9 >~ P:,,,~2 ..... ~h > Pz,,,h .... .sh,,~h+~ > "  " �9 

D'apr6s II, ~ partir  d'un certain rang, les ensembles (2) sont tous contenus dans 

g qui est un groupe contenant A; il en rdsulte la proposition III.  

IV. S i  R est par/ait ,  t o u s l e s  ensembles P,h, ~ .... ,qh sont par[aits. 

En effet, soit (ill, f12 . . . .  fib) un groupe relatif s R; l 'ensembte D [R, (3t, ~ , . . .  fib)] 

qui est une portion de R, est parfait. Soit A un point de Q:~,3~ .... ,qh, soit B son 

correspondant dans D [R, (ill,/?2, �9 �9 �9 fib)]; puisque D [R, (fl~, f l~, . . ,  flh)] est par- 
fait, on peut  t rouver une suite de points de cet ensemble tous distincts de B et 

tendant  vers B, soit B~, B ~ , . . . B , , . . . ;  soit A~, A 2 , . . .  A . . . . . .  les points corres- 

pondants  de B~, B 2 , . . .  B , , , . . .  dans Q,h,,~ .... ,~h; ces points sont tous distincts de 

A e t  tendent vers A; le rdsultat dtant valable pour tout  point A de Qih,~q~ .... ,~h, 

cet ensemble est dense en lui-m~me, et son d6riv6 d'ordre o, P~,,,~ .... ,~h, est 
parfait. 

62. 

(i) 

Consid~rons une suite normale de syst~mes (Cf. w 58): 

K (P~3 ~ K (p~,,,~) > = . . .  > K (P3,,,~ . . . . . .  ~h) > .  . .  

(Pour abr@er, nous d6signerons aussi K (P,h,~2,...,~h) par Kh). 

La suite normale (I) ddtermine un ensemble d6duit (Q, R)[Cf. w et, ~tant 
donn6 (Q, R), on a d6fini par les m6thodes du w 6I, des ensembles P,~,,z~,...~h 

qui sont parfaitement d6termin6s. 
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Remarquons que P~I, #2,... ~h est contenu dans P~I, ~1 .... ~h" En effet, les points 

de Q qui correspondent aux points de D [R, (fit,/~2 . . . .  fib)] constituent, d'apr~s 
le w 6i, l 'ensemble Q~,,~ .... ~h, et d 'autre part,  sont contenus dans p~1,~2 .... #h; donc 

ce dernier ensemble contient Q~, ~ .... ~h, et, ~tant fermi, contient le d~riv~ d'ordre 

o de Q~I,,~ .... Ph, e'est-h-dire P~, ~ .... ~h" 
h ~tant fix~, d~signons par Sh (Q, R) le syst~me des ensembles PP,,~,.-.~h; 

chaque ensemble P~,,~ .... ~h ~tant contenu dans l'ensemble pzl,.~ .... ~h correspon- 

dant, le syst~me Sh (Q, R) est un syst~me normal d'ordre h; comme on a 

P~,zl .... ~h,~h+l-<P~,,Z~ .... Zh, Ie syst~me Sh+l (Q, R) est contenu dans Sh (Q, R) .  

En rapprochant  ces r~sultats de la proposition I, on reeonnalt  que la suite: 

(2) S, (Q, R) > . . .  > Sh(Q, R) > . . .  

est une suite normale de syst~mes d~terminant ]'ensemble d~duit (Q, R). Quand 
on part  de la suite (I), la suite (z) est parfaitement d~termin$e; nous dirons quo 

c'est la suite normale enveloppant l'ensemble ddduit (Q, R). 

63. Soit (Q, R) un ensemble d~duit de l 'ensemble ferm~ P .  E tan t  donn6s 

des points A~, A: . . . .  A . . . . .  A 0 appartenant  k Q, nous dirons que, clans l'ensemble 

ddduit (Q, R),  la suite A~, A~, . . . A~, . . . tend vers Ao, ou qu'on a :  lira A , =  Ao 

clans (Q, R)  si, B~, B2 . . . .  B , , . . . B ,  grant les points correspondants de A~, A~, 

. . .  A~ . . . .  Ao, dana R ,  on a:  lira B ~ = B o .  

Soit une suite normale de syst~mes: 

K (p~,) > . . .  :>_ K (p~,, ~ .... ,~) ~ . . .  

d$terminant un ensemble ddduit (Q, R). Je  dis que la condition ndcessaire et 

su]/isante pour qu'on air: lira A~ ~ A~ dana (Q, R)  eat qu'on air: lira A~ ~ A ,  dana 

chacun des systbmes K (pz,,z~ .... ~h)" 

Conservons les notations du w 62. 
Supposons d'abord qu'on ait: lira A~-----A0 dans (Q, R); cela veut  dire qu'on 

a: lira B ~ = B ~ .  Soit B o ~ ( ~ ,  f l~ , . . .  {~ . . . .  ). h ~tant fix~, B,,, d~s que ~ d4- 

passe une eertaine valeur, est eontenu dans le groupo (fl~, f l ~ , . . ,  fib), et alors A,. 
fait partie de p~,,.~ .... Zh" Comme d'ailleurs, ta condition: lim B ~ B  o entraine: 

lira A~,= A 0 (au sens ordinaire), on a: lira A , , = A o  dans le syst~me K (Pzl,~...~a)- 
Cela ~tant vrai quel que soit h, on voit que la condition de l'Snonc4 est n~t- 

cessaire. 

Supposons maintenant qu'on ait, quel que soit h: lim A,. = A, dans K (p~. :~ .... ~h)" 

Le point A, fair partie des ensembles: 

p~ > p~,,,~ >. p,~,, s~ ..... ~h ~ �9 �9 �9 
Acts  mathernatiea. 32. Imprim~ le 1 f~vrier 1909. 21 
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k ~ :6tant fix6; la condition: lim A~-----Ao dans K (p~,, ~ .... 8h) montre que, d~s 

que v :~ d6passe: une certaine valeur, A~ est: contenu dans p~,, ~ .... ~h,, e t  par suite 

B~ est con tenu  dans ( ~ , ~  . . . .  fib); ceci ayant  lieu quel que soit h, on a: 
lira B,  = Bo, e'est-h-dire: lim A, ~ A0 dans (Q, R). La condition est done suffisante. 

64. Soit P u n  ensemble ferm6; soit {Q, R) et (Q', R ' )deux  ensembles d6duits 

de P .  Nous dirons que (Q', R') est contenu dans (Q, R) si:  I ~ Q' est contenu dans 

Q; 2 ~ si, A~, A~ . . . .  A , ,  . . . Ao dtant des points appartenant dt Q' (et par suite h Q), 

Ia condition: lira A ~ = A o  dans (Q', R') entraine: lira A~-~Ao  dans (Q, R). 

Indiquons un cas, que nous rencontrerons ult6rieurement, dans lequel ces 

conditions sont r6alis6es. 
Supposons qu'on air deux suites normales de syst6mes: 

(i) 

(2) 

K, > K 2  > . . . K h > . . .  

K', > K ' 2  > .  �9 �9 K ' h > . . .  

d6terminant respectivement deux ensembles d6duits (Q, R) et (Q', R'), et relies 

que, pour toutes les valeurs de h /~ partir  d 'un certain entier s, on ait: 

(3) K,, > K'h, (h > s). 

Je  dis que (Q', R') est eontenu dans (Q, R). 
En effet, d 'abord les points de Q,, appartenant  h t ous l e s  syst~mes Krh, 

appartiennent, d'apr~s (3), h t o u s l e s  syst~mes Kh pour h > s e t  par suite h tous 

les  syst~mes (i), done aussi h Q qui se compose des points appartenant  h tous 

les syst~mes (i). 

En second lieu, soit A1, A 2 , . . .  A , , , . . .  A o des points de Q' tels qu'on ait: 

lira A, ~ A0 dans (Q', R'). I1 en r~sulte, d'apr~s le w 63 (condition n6eessaire), 

q u ' o n  a: lim A~ ~ A  0 darts ehaeun des syst~mes (2): Kr,, Kr~ , . . .  Par~s'uite de 

la condition (3), on a aussi: lira A ~ = A o  dans ehacun des syst~mes ( I ) p o u r  

h >  s, et ~ar suite pour route valeur de h. D'apr~s le w 63 (condition suffiSante), 
cela prouve qu'on a : lira A~ ~ A~ dans (Q, R). La proposition est done d6montr6e. 

65. Supposons qu'on ai t  des ensembles d~duits de l 'ensemble ferm~ P,  en 

hombre infini d6nombrable (ou fini): 

(i) (Q,, R~), (Q2, R 2 ) , . . .  (Q,, R,~) . . . .  

Proposons-nous de former un nouvel ensemble d6duit de P,  (Q, R) ayant  

les deux propri6t4s suivantes:  

x ~ Q se compose des points appartenant  h QI, Q~ . . . .  Q-, �9 �9 �9 
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q-~ Si A,, A ~ , . . .  A ~ , . . .  A0 sent des points de Q, ia condition n~eessaire et 

suffisante pour qu'on nit: lira A ~  A0 darts (Q, R) est qu'on air: lira A ~  A0 

dans chacun des ensembles d~duits (Q., R~). 

Nous dirons que (Q, R) est l'ensemble ddduit plus grand commun diviseur des 
ensembles ddduits (~). 

Nous aliens former (Q, R) dans le cas off chacun des ensembles d~duits (~) 

est d~termin~ par une suite normale. Self: 

(~) K~,,, > K2,, > .  �9 �9 > K~,, > . . .  

une suite normale de syst6mes d6f~rminant l'ensemble d6duit (Q,, R,). 

Consid6rons le tableau: 

(3) 

K~,~ >K~,~ > . . .  >K~,a > . . .  

K~,~ __> K~,. > . . .  > K a ,  e > .  �9 . 

K~,,, > K~,, > . . .  > K~,,, > .  �9 . 
�9 , . . . . . . . . . . . .  

D~signons par ,'~ le syst~me KI,a; soit p~, P2 , . . .  P~ . . . .  les ensembles dent  

il se compose. Soit ~: le syst~me plus grand commun diviseur des deux syst~mes 

Ke,1 et Ke,2; tout  ensemble faisant partio de Z~ est contenu dans un en- 

semble de K~, 1, par suite dans un ensemble de K1, l o u  :~t; donc Z3 est contenu 

dans ~1; d~.signons les ensembles de ~ par ]a notation p~,i, en observant la con- 

dition que P~,i soit contenu clans p~. D'une mani~re g6n~rale, soit ~ lo syst6mo 

normal plus grand eommun diviseur des syst~mes: 

(4) Kh, 1, Kh, s , . . .  Kh, h. 

:~a+l sera le plus grand eommun diviseur des syst~mes: 

(5) Kh+l,l, Kh+l ,2 , . . .Kh+l ,h ,  Kh+x,h+~. 

Un ensemble d~termin~ p faisant partie de ~h+t est contenu dans eertains 

ensembles faisant respeetivement partie des h premiers syst~mes (5), par suite 

dans certains ensembles faisant respectivement par t ie  des syst~mes (4), done 

enfin est eontenu dans un ensemble de ~h. Ainsi ffh+l est eontenu dans :~a; on 

peut d~signer les ensembles de ffl, ~ ,~ , . . .  ~h . . . .  par la notation p~,, P#,,#2, 

�9 . .  P~,,~2 .... ~h . . . .  en observant la condition que Pp,,~2 .... :a,~h+x soit contenu dans 

P~,,~ ..... ~h- E n  outre, ~Zh, contenu dans les syst~mes (4) qui sent d'ordre h, est 

d'ordre h, En r~sum~, on a d~fini une suite normalo de syst~mes: 
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(6) z , > z , > . . . > z n > . . .  

Cette suite d4termine un ensemble d~duit (Q, R). 
Si on consid~.re une ligne quelconque du tableau (3), par exemple la rim% 

en comparant  lea deux suites: 

/K1, ,~ > K2, ,~ ._> �9 �9 > K,,, ,, :> . . . .  >= Kh, ,~ > . . .  

>z~ > . . . > z , ,  >. >zh > 

on reconnait que pour h > n ,  Y.h eat contenu dans Kh, n. Il en r~sulte que (Q, R) 
eat contenu dana (Q,~, R,,). Ainsi (Q, R) est contenu dans tous lea ensembles 

d6duits (Qn, Rn). Je  dis que (Q, R) satisfait aux conditions impos~es au plus 

grand eommun diviseur des (Q,, R.). 
En effet, d 'abord un point appartenant  b. QI, Q2, . . .  Q,*,... appartient 

tous lea ayst~mes du tableau (3); quel que soit h, il appart ient  h t o u s l e s  syst~- 

rues (4), done ~ 2~a; done, appartenant  h tous les syst~mes :~h de (6), il appar- 

tient h Q. R~ciproquement, si un point appartient  ~ Q, il appartient h tous lea 

ayst~mes ~h de (6), done, quel quo soit h, aux syst~mes (4); si on consid~re 

alors la n me ligne du tableau (3), le point en question appartient  aux syst~mes 

de cette ligne k partir d 'un certain rang, donc h tous ces syst~mes, done h Q,,, 
et cela quel que soit n. 

Soit maintenant A1, A 2 . . . .  A~ . . . .  A0 des points de Q. Supposons d 'abord 

qu'on ait: lira A, ,~Ao  dana ehacun des ensembles d~duits (Q., R.). D'apr~s le 
w 63, il en rdsulte qu'on a: lira A,. ~ A0 dana chaeun des syst~mes (2), par  suite 

dana ehacun des syst~mes du tableau (3), par suite, quel que soit h, dans chaeun 

des syst~mes (4), par suite, d'apr~s ]e w 57, dans ~h quel que soit h, par suite 

dana ehacun des syst~mes de (5), par suite enfin, d'apr~s le w 53, dana (Q, R). 

R~ciproquement, suppoaons qu'on sit:  lira A ~ A o  dana (Q, R). I1 en r4- 

sulte qu'on a, d'apr~s le w 63, lira A , , ~ A o  dana y.h quel que soit h, done 

lira A~ ~ A0 dana chacun des systgmes (4), quel que soit h. Consid~rons alors la n me 

ligne du tableau (3), autrement dit la suite normale (2); d'apr~s ce qu'on vient 

de voir, on a lim A~, =~ A o dans t o u s l e s  syst~mes K,.,,, K,,+I,,, . . . .  , par suite 
dana t ous l e s  syst~mes (2), par suite dans (Qn, Rn), et cela quel que soit n. La 

proposition est done dSmontr~e. 
66. Soit, dans un ensemble ferm~ P,  un ensemble d~duit (Q, R), que nous 

supposons d~fini d 'une mani~re absolument quelconque. Utflisons les r~sultats 

du w 6~ ; (fl~, f12, �9 �9 �9 fib) ~tant un groupe relatif h R,  on d~signe par Qp~, z~.., za 
l 'ensemble des points de Q correspondant aux points de R contenus dana (fl~, fl~, 
. . .  fl~), par Pz,,~ .... ,~a le d4riv~ d'ordre o de Qz,,#~...#h" D'apr~s la proposition I 
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du w 6z, Q est l 'ensemble des points dont  ehacun est contenu dans une suite 
telle que : 

P,~, ~ P,~,, 3, ~ "  �9 �9 ~ P3,, ,~ ...... ~, >~" �9 �9 

Le syst6me K (P3,), constitu6 par  los ensembles P s un soul indice, n 'est  

pas n6cessairement normal, car les ensembles P:~, ne sont assujet t is  k aucune 

condit ion;  au moyen  du proc6d6 du w 54, nous pouvons remplacer ce syst~me 

par  un syst~me normal  d 'ordre  I, contenant  los m6mes points;  soit K ( / / r , )  ce 
syst~me. 

//r,  6tant  un ensemble quelconque, mais d6termin6, du syst6me K (//r,), con- 

sid6rons t o u s l e s  ensembles ~ deux indices, P,~,,,?2; prenons la part ie  commune 

ehacun de ces ensembles et ~ H;.,; ]e syst~me form6 par cos parties communes,  

qui e s t  contenu dans / /7, ,  pout  8tro remplac6, au moyen du proc6d6 du w 54, 

par  un syst~me normal  d 'ordre 2 contenant  les m~mes points, et  dont  nous d6- 

signerons los ensembles par  //7,, r,. 

D 'une  mani#re g6n6rale, Hr,,~, , .... ;'h 6tant  d6fini, nous consid6rons los parties 

communes h eet ensemble et  aux diff6rents ensembles P ~ h + I indices; nous 

remplagons lo syst~me de cos parties communes par  un syst~me normal d 'ordre 

h + i con tenant  los mSmes points, et don t  nous d6signons los ensembles par la 

nota t ion  Hr,.z,  .... r~,r~+~. On a ainsi une suite normale de syst6mes:  

K (H~,,) ~ K (H;,,. :.,) ~ . . .  > K (//;.,, :.~ .... :h) :>" �9 �9 

qui d6termine un ensemble d6duit  (Q', R'). Je  dis que l 'ensemble Q dont  on est 

part i  est contenu dans Q'. En  effet, soit A un point  de Q; ii correspond 

un certain point  B de R,  soit (fl~, f12, . . .  flh . . . .  ); A est contenu dans les en- 
sembles 

P,~,, P3,, 3 . . . . .  P3,, 3 ...... ~h . . . .  

E t a n t  contenu dans Pz,, A fai t  partie d 'un  ensemble bien d6termin6 //r , ;  appar- 

t enan t  ~ //:., e t  h P,~,.z2, il fai t  part ie  d ' un  ensemble bien d6termin6/ / r , ,  r2, d 'apr~s 

la d6finition de cos ensembles; en eon t inuant  le raisonnement ,  on reconnai t  que 

A fair par t ie  d 'une  suite bien ddtermin6e d'ensembles 

//7, >//: , , ,  :,, > . . .  ~ 1I;,,, :2 . . . .  ;'h ~ "  " ' 

Done A fait  part ie  de Q'. 

Pa r  le proc6d6 qui vient d 'e t re  expos6, on a remplacd l ' ensemble  dddui t  (Q, R )  

par  u n  ensemble  dddui t  (Q', R r) dd terming  par  u n e  su i te  normale  de systbmes,  l 'en-  

semble  n o u v e a u  Q' con tenan t  l ' ensemble  donnd  Q. 
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67. Soit P u n  ensemble fermi;  soit (Q, R) un ensemble d~duit de P ;  soit 

(T, U) un ensemble d~duit de l 'ensemble ferm~ R. A un point C de U corres- 

pond, par la loi de correspondance entre T et U [disons, en abr~g~, par la loi 
(T, U)], un point B de T. Au point B contenu dans T, et par suite dans R,  

correspond, par la loi de correspondance (Q, R), un point A de Q; soit V l'en- 

semble des points A ainsi obtenus; V e s t  contenu dans Q, et par  suite dans P .  

Nous pouvons consid~rer comme ~tablie une correspondance biunivoque et r~ci- 

proque entre les points C de U et les points A de V, par l'interm~diaire des 

points B de T: un point C de U et un point ,4 se correspondent s'i] y a un 

point B de T tel que A et B se correspondent par la loi (Q, R), et B e t  C par 

la loi (T, U). 
Cette correspondance entre V e t  U est continue dans ]e sens de U sur V; 

car, en d~signant par A,,  B,,, C~ (J, = i, 2, . . . ,  o), trois points correspondants: 

A~ dans V, B~ dans T, C~ dans U, ]a condition: lim C~ ~ Co entraine: lira B~ ~ B0 

d'apr~s la loi (T, U), et la condition: lira B ~ - B o  entralne: lira A ~ A o  d'apr~s 

la loi (Q, R). 
En rdsumd, on peut  dire que (V, U) est un ensemble ddduit de P, la ]oi de 

correspondance rdsultant des deux correspondances (Q, R) et (T,  U). On dira 

que (Q, R)  et (T ,  U) sent deux ensembles ddduits successi/s, et que l'ensemblc d~duit 

(V, U) est l 'ensemble d~duit r~sultant de (Q, R) et (T, U). Il est dvident que 

(V, U) est contenu dans (Q, R). 
68. Particularisons la question qui prdcdde. Soit, dans ['ensemble fermd 

P,  une suite normale de syst~mes: 

(i) K (p,~,) ~ K (p,j,,~) > . . . .  > K (p,t,, j2 ..... ~h) >~" �9 �9 

Elle d~termine un ensemble d6duit (Q, R). 
En d~signant, comme pr~e~demment, par Q,~,,,~ ..... ~h l'ensemblo des points de 

Q eorrespondant aux points de R contenus dans le groupe {fit, f12 . . . .  fib), par 

P~,,,~ .... ~h le d4riv6 d'ordre o de Q,~,,,~ ..... ,~h, on a vu que Pz2,,~ .... ,~h est contenu 

dans Pz~, ~ .... ~h" 

Donnons-nous maintenant, dans l'ensemble ferm6 R, unc suite normale de 

syst~mes: 

(2) K (r;.,) ~ K (r:,,, ;,2) ~ . . .  ~ K (r;.,, :.2 .... ra) ~ "  �9 �9 

Elle d4termine un ensemble d~duit (T, U). Soit T~,,,r2 .... 7h l'ensemble des points 

de R qui correspondent aux points de U contenus dans (71, 72 . . . .  7h); l 'ensemble 

T:.,,;,~...rh, contenu dans R, est d 'autre part  contenu dans un certain groupe 

d'ordre h, (~ cause du fait que T est d~termin~ par une suite normale; cf. w 58); 
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soit (ill, f12 . . . .  fib) ce groupe. Par  ]a loi (Q, R), aux points de R contenus dans 

(ill, f12,-. ,  fib), correspondent  dans Q les points  de Qzl, z2 .... zh; donc, par  cet te 

m~me loi (Q, R), aux points de Tr,,r 2 .... rh correspondent  dans Q des points, den t  

l 'ensemble est contenu dans Q~, ~2 .... :~h" Mais ce dernier  ensemble n 'es t  au t re  que 

l 'ensemble d e s  points de P qui, par  la loi r~sultante (V, U), correspondent aux 

points de U contenus dans (71, 72 . . . .  7h); d~signons-le par  V~,,,r2 .... rh, et s o n  

d~riv~ d 'ordre  o par  V~rl ' r ..... rh" On voit  que VT, ' y ..... ~'h est contenu dans Qz~,,~2 .... ,~h, 

par  suite W,,r~ .... rh est contenu dans P~,,~ .... ,~1,, a fortiori dans Pz~,,~,--.zh" 

Le systSme des ensembles W k h indices n 'est  pas normal,  car rien n' in- 

dique que deux ensembles W ~ h indices n 'on t  aucun point  commun.  

Appliquons le proe~d$ du  w 56 s l 'ensemble (V, U) d~duit  de P ,  de fa~on 

/~ obtenir  un nouvel  ensemble d~duit  (W, U r) d~termin~ par  une suite normale 

de syst~mes, et tel que V soit contenu dans V ~. Dans l 'application de ce pro- 

c6d~, on remplace le syst~me K( Wr , )  des ensembles W k un indice par  un  

sys tems  normal  K (O~) contenant  les m~mes points,  et d 'une  mani~re g~n~rale 

le syst~me des ensembles W h h indices K (W~.,, r2 .... rh) par  un sys tems  normal  

K (O~1,~... ~h) contenant  les m~mes points.  

Comme, d 'apr~s ce qu 'on v i e n t  de voir, chaque ensemble W h h indices est 

contenu darts un  ensemble pz~, ~ .... z~ dStermin~, il en r~sulte que chaque ensemble 

O~,, ~,... ~ ,  qui est compris dans  un certain ensemble W h h indices (d'apr~s le 

procSd$ du w 66), est contenu dans un ensemble p~,:~ .... 3h dStermin& On obt ient  

ainsi une suite normMe de syst~mes:  

(3) K(O,~) >_ K (0,~,,~) _>_. . .  > K (0~. ,~ .... ~,) > . . .  

d6terminant  l 'ensemble d6duit  (V', U'), avec en outre cette condit ion que chaque 

syst6me do (3) est contenu dans le syst6me de m6me rang de (x), c ' es t4-d i re  que: 

K (0~,, ~ .... ~h) =~ K (p,~,, ~ ...... 0~)" 

Le r~sultat  de cette ~tude peut  s 'exprimer ainsi: On a, dans un ensemble 

/ermd P,  un ensemble d&luit (Q, R) ddermin~ par une suite normale (x); dans R, 

un ensemble ddduit (T, U) ddterming par une suite norn~ale; il en rgsulte un en- 

semble ddduit de P,  (V, U). On peut remplacer (V, U ) p a r  un ensemble ddduit 

(F  ~, U ~) ddtermind par une suite normale (3) dont chaque systems est contenu dans 

le systkme de m~me rang de (z), el tells que V est contenu dans V ~. 
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CHAPITRE VII. 

F o n c t i o n s  de classe < 3. 

69. Nous allons appliquer les notions nouvelles acquises dans le pr~c6dent 

chapitre k la th6orie des fonctions. Faisons d'abord quelques remarqucs. 

Soit / une fonction d~finie sur un ensemble ferm~ P. Soit (Q, R) un en- 

semble d6duit de P. Consid4rons la fonction tp d6finie sur l'ensemble ferm~ R 

par la condition d'6tre 6gale, en chaquc point B de R, h la valour de ] au point 

A do Q qui correspond h B. Nous dirons queef est la transformde de [ sur (Q, R). 

I. Si A est un point de Q oh [ est continue par rapport h P, ep est, au 

point B de R correspondant /~ A, continue par rapport & R. En effet, soit 

BI, B2 . . . .  B~ . . . .  une suite de points do R tendant  vers B, soit A1, A~ . . . .  A ~ , . . .  

leurs correspondants dans Q; d'apr6s la loi de correspondance, la condition: 

lim B.~ = B entralno: lira A~, ~ A ; cette derni6re condition, en vertu de la continuit6 

de [ en A, entraine:  lira [(A~)~/ (A) ,  ce qui peut s'~crire, d'apr~s la d6finition 

de [p: lim r ( B ~ ) ~ f  (B). Cette derni6re condition exprime q u e f f  est continue 

en B par rapport h R. 

II. Si on a, sur P ,  une suite de fonctions /~, [ : , . . . / ,  . . . .  tendant  vers [, 

si ~ ,  ~2 . . . .  ~0n . . . .  ~0, sent les transform6es sur (Q, R) do /~, [~ . . . .  ] . , . . .  ], la 

suite of x, r 162  tend vers (f. En effet, B 6rant un point quelconque de 

R et A son correspondant dans Q, on a, d'apr6s l 'hypoth6se, la condition: 

----](A), qui s'6crit: lim r  (B) = ~ (B). 

Soit [ u n e  fonction de classe a sur P.  Je dis que 9o est de classe ~ a  

lim t .  (A) 

III.  

Bur R. 

La proposition a lieu pour a = o, puisque, ] 6tant continue sur P e n  tout  

point A de Q, il en r6sulte, d'apr~s I, que ~f est continue en tout  point B de R. 

Admettons la proposition pour los nombres inf6rieurs s un nombre d6ter- 

rain6 a,  et d6montrons-la pour a. /, 6tant de classe cr est limite d'une suite de 

fonctions de classes inf6rieures s a, soit: ]1, /~ , . - .  [ - , . . .  Les transform6es 

~1, ~3 . . . .  q~- . . . .  de ces fonctions sur (Q, R) sont, d'aprbs ]a proposition admise, 

de classes inf~rieures h a, et, d'aprbs II, tendent vers el; donc (pest de c l a s se~a .  

IV. Il r6sulte de HI  que si / appartient h E sur P, ~f appartient sur R k 

E,  et par suite, satisfait, sur tout  ensemble parfait contenu dans R, h la condi- 

tion fondamentale:  re[to r (/)] ~ o. Nous obtenons ainsi une condition n~cessaire 

nouvelle pour qu'une fonction appartienne ~, E,  condition qui eng]obe celle que 

n o u s  connaissions jusqu'ici, mais qui est plus compl6te et qu'or: peut ~noncer ainsi: 
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Pour qu'une /onction it dditinie sur un ensemble itermd P appartienne (~ E,  il 

itaut que, (Q, R)  grant un  ensemble ddduit quelconque de E ,  et e f la  trans]ormde de 

it sur (Q, R),  qo safisitasse sur tout ensemble paritait contenu dana R ~ la condition 

m(td (ef) )=o.  Pour abr6ger le langage, nous exprimerons cette condition en 

disant que it satisitait sur P ~ la condition itondamentale gdndralisde. De plus, pour 

simplifier l'6eriture, nous cesserons de d6signer la transform6e de it sur (Q, R) 

par une lettre diff6rente de it, et nous dirons simplement que nous consid6rons 

la fonetion it sur (Q, R), ou m6me simplement sur R. 

70. Soit it une fonetion d6finie sur l'ensemble ferm6 P et satisfaisant ~ la 
condition fondamentale g6n6ralis6e. 

Nous d6finirons des ensembles d6duits de P correspondant aux nombres or- 
dinaux des classes I e t  II :  

(i) (Po, Ro), (P,,  R1 ) , . . .  (P,,, R , ) ,  . . . (P~o, Ro3 . . . .  (Pa, R , )  . . . .  , 

chaeun de ces ensembles dSduits 6rant ddtermin6 par une suite normale de sys- 

t~mes qui sera une suite normale enveloppant l'ensemble considSr6 (Cf. w 62), soit, 

pour l'ensemble (Pa, Ra), la suite normale 

(2) KI (P~), K~ (P~) . . . .  Kh (Pa), . . . 

En mfime temps, nous ddfinirons certaines fonctions de classe < x: (re, 9~,, - . .  ~ , ,  

. . .  ~0~ . . . .  ~0a,.. .  respeetivement ddfinies sur los ensembles fermds Re, R , , . . .  R , ,  

. . .  R ~ , . . .  R~ . . . .  Nous considdrerons aussi cos fonctions respectivement sur los 
ensembles Po, P1 . . . .  P, , ,  �9 �9 Po,, � 9  Pa . . . .  

Les ensembles ddduits (i) et los fonctions ~ seront ddfinis si nous rdalisons 

les trois opSrations suivantes: ~o Ddfinition de (Po, Re); 20 Connaissant (P~, Ra), 

ddfinition do 9~ et de (Pa+l, Ra+l); 30 Ddfinition de (P,,, Ra) quand a est de 
deuxi6me espSce. 

x~ P0 et Re sent identiques ~ P ;  (e'est seulement pour la symStrie des no- 

tations que nous employons los lettres Po et Re). Nous avons fait remarquer, 

au w 59, que l'ensemble ferm6 P pouvait fitre eonsidSr6 comme dSduit de lui- 

m~me. La suite normale de systSmes d6terminant l'ensemble dSduit (P0, Re) sera 

dSfinie eomme il suit: Kh (Po) dSsigne le systSme eonstitu6 par les portions de 

P eontenues darts les diffSrents groupes d'ordre h relatifs /~ P. 

2 ~ Supposons d6fini (P~, R~), ainsi que la suite normale (z) enveloppant 

(Pa, R~). Comme (P~, R~) est un ensemble dSduit de P, la fonetion l,  consi- 

dSrSe sur Ra, satisfait s la condition fondamentale; il existe done une fonction 

~0a dSfinie sur Ra (et que nous considSrerons aussi sur PaL de elasse ~ i sur Ra, 
Aeta mathematiea. 82. Impr im6 le 2 f6vr ier  1909. "2"2 
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et telle que l'ensemble Ha des points de R~ o~l l 'on a: ] ~ 9~ est de premiere 

cat6gorie par rapport  ~ R ~- Rempla~ons Ha par un syst~me d'ensemble ferm6s a" 
contenant tons les points de H~; les points de ce syst~me ferment, si l'on em- 

ploie le proc6d6 du w 59, un ensemble d6duit de R~, soit (S~, T~); des deux en- 
sembles d6duits suecessifs, (Pa, Ra) d6duit de P,  et (Sa, Ta) d6duit de Ra r6- 

sulte un ensemble d~duit de P, soit (2~a, T,,), ~, 6tant contenu darts P a e t  con- 

tenant  les points correspondant h /Ia d'apr~s la loi (Pa, Ra); par  le proc6d6 du 

w 68, on peut  remplaeer (:~a, Ta) par un ensemble d6duit (Pa+l, R~+a) d6termin6 

par une suite normale S dent  chaque syst~me est contenu dans le syst~me de 

m~me rang de la suite normale {z) d6terminant (Pa, Ra), et de plus Pa+l con- 

tenant  2~; enfin on remplaee la suite normale S par la suite enveloplmnt (Pa+x, 

R~+x), soit Kh (P~+t) le h ~', syst~me de cette suite; d'apr~s la condition qui vient 

d 'etre 6none6e, quel que soit h, on a: 

Kh (Pa) > Kh (Pa+l). 

D'autre  part, Pa+l eontient 2a, par suite t o u s l e s  points de P eorrespondant 

h Ha dans la eorrespondance (Pa, Ra); done, en tout point de PamPa+l, o n  a: 

3 ~ Si a est de deuxi~me esp~ce, on prend une suite de nombres at < a2 < . . .  
. . .  < a n < . . .  tendant  v e r s a .  Par  d6finition, (Pa, Ra) sera l'ensemble d6duit 

plus grand commun diviseur des ensembles d6duits: 

(Pal, Ra,), (Pa,, Ra,) . . . .  (Pa,,/~a,,) . . . .  

Cet ensemble sera obtenu par le proe6d6 du w 65. I1 en r6sulte que Pa est l'en- 

semble des points communs ~ tons les P~, pour  lesquels d <  a.  

Ainsi se t rouvent  d6finis les ensembles d~duits (Pa, /~a) et les fonetions ca, 

ainsi que les suites normales d6terminant les diff6rents ensembles d6duits (Pa, R~). 

I1 est ~ remarquer qu'il entre une eertaine part  d 'arbitraire dans ees d6finitions. 

Faisons la remarque suivante. Si ~ e t  ~, sent deux nombres ordinaux, avec 

< 7, on a 6videmment (Pa, R,q)> (Pr, Rr); en outre, si on eonsid~re les deux 

suites normales d~terminant respeetivement (P~, Re) et (Pr, Rr): 

Kt (P~), Kz (P~) . . . .  Kh (P~),. �9 �9 

K, (e~), K,  (Pv) . . . .  Kh ( P ~ ) , . . .  

qui sent  respeetivement des suites normales enveloppant (Pa, R~), (Pr, R.,), il y a 

un entier n tel que pour h > n, on a 
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K~ (P~) > K~ (P~). 
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On reconnait  d 'abord que si cette proposition est 6tablie d'une part pour 

4 et 7 (fl< 7), et d 'autre part  pour 7 et ~ (Z < ~), elle est vraie pour 4 et ~. 

Cela pos6, pour 6tablir la proposition dans toute sa g6n6ralit6, admettons-la 

dans le cas off 4 et Z sont des hombres ordinaux quelconques inf6rieurs g u n  

nombre d6termin6 a, et d6montrons-la quand on remplace 7 par a. Distinguons 
deux eas: 

i ~ ~ est de premiere esp~ce; soit a' son pr6c6dent. La proposition a lieu 

pour d, a,  d'apr~s le proc6d6 de formation expos6 au 20 . Elle a lieu, par 

hypoth~se, pour fl, d, si fl < a'. Done elle a lieu pour fl, a, fl 6rant queleonque 
et inf6rieur h a .  

2 ~ c~ est de deuxi~me esp~ce. Dans le proe6d$ de d6finition 30 , on a 

fair choix d'une suite a t < ~2 < . . .  < ~n < . . .  tendant  vers a, et d'apr~s le pro- 

e6d6 de d6finition de l'ensemble d6duit plus grand commun diviseur, la proposi- 

tion a lieu, quel que soit n ,  pour ~ ,  a. Si fl est un nombre quelconque inf6rieur 

a, il y a des nombres de la suite a~, a 2 , . . ,  sup6rieurs ~ 4; soit a ,  l 'un d'eux. 

La proposition a lieu, par hypoth~se, pour 4, ~*,~. Done elle a lieu pour fl, a. 

La proposition est done 6tablie. 

On en eonclut imm6diatement l'extension suivante: Soit fit, f12,.. .  4p des 

nombres ordinaux en nombre fini, tels que 

fit < 4 , < . . .  <ap. 

Si on consid~re les suites normales d6terminant respectivement les ensembles d6- 

duits (P~,, R,j1), (Pz2, Rz2) . . . .  (Pz~, R~p), il y a un entier n tel que, pour h > n, 
o n  a :  

Kh (P~I) > Kh (P,~) > .  �9 . > Kh (P~p). 

71. Je  dis que, dtant donnge une ~onction I sur un ensemble /ermd, si, dans 

l'application du proc~dd qui vient dYtre expo~d, on aboutit 5 un ensemble ddduit 

(P~, R~) tel que [ est de elasse ~ i sur R:~, ] e s t  de classe < 3 ,ur  P. 

R6sumons les conditions de la question. 

On a des ensembles d6duits de P correspondant aux nombres ord inaux<f l :  

(i) 

so i t  : 

(2)  

O~ I ,  2 ~  �9 �9 �9 ~ p  . . . 0 ) ,  . . . g ~ ,  . . . ~  

(P,, Ro) . . . .  (P~, R~) . . . .  (Pz, Rp). 
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(3) 

On a: 

P~_>_P~ ~ , . .  > P ~ : ~ . . .  > P,~. 

Soit A un point  de P ;  on a P 0 = P ;  si A ne fai t  pan par t ie  de P3, il y a des 

ensembles de (3) qui ne cont iennent  pas A; soit y le plus pet i t  indice de ees 

ensembles; 7 ne peut  fitre de deuxi~.me esp~ee, car slots  tous les ensembles (3) 

d ' indiee < y devraient  eontenir  A,  et eomme Pr contient  les points communs 

tous ces ensembles, Pr  cont iendrai t  A;  donc 7 eat de premi6re esp~ce e t a  un 

pr6c6dent a: A fait  pat t ie  de P~, sans faire pat t ie  de P .+ l .  On peut  dire que 

tout point A de P / a i r  pattie, d'une mani~re bien dderminde, d'un ensemble P(, ~ P.+~, 

(P~+~ n 'ex i s tan t  pas ai a ~ fl). 

Enfin  on a des fonetions 

(4) ~P0, q~l . . . .  ~f . . . . . .  rpZ 

telles que ~fa est d6finie sur R,~ et  de classe < i ;  nous consid6rons en mfimo temps 

ep~ sur P~, la valeur  de (p. en chaque point  de P .  6tant,  bien entendu,  6gale 

la valeur de ~va au point  correspondant  de R . .  En  un point  A de P ~ -  P~+~, 

on a: / = ~ 0 . .  

L'onsemble dddui t  (P~, R~) eat d6termin6 par la suite normale envoloppante:  

Kt  (P,), K2 (P,,) . . . .  Kh (Pc,), . . .  

h 6rant  fix6, si on d6signe par  (fl~, f12 . . . .  [tl,) un groupe relatif h R~, par  Q,~,, ~ ...... ~h 

l 'ensemble des points  de P .  eorrespondant  aux  points de Ra contenus dans 

(fl~, 132 . . . .  ~th), on sait que le syst~me Kh (P~) est eonsti tu6 par  t ous l e s  ensembles 

ferm6s Q~ ~, .... ~n, qui ntont  deux ~ deux aueun point  eommun.  

La  fonetion ~f~ est de elasse ~ x sur R . ;  on peut  done (Ch. III),  a t taeher  

tou t  groupe (fin, fi2 . . . .  fin) relatif h R .  un nombre d6termin6 0,~,3~ ..... ~n tel qu 'on  

air l~ condit ion suivante:  

E t a n t  donn6 un point  de R~, soit B = (fl~, f l~ , . . ,  flj . . . . .  ), le nombre  ep~ (B) 

est la limite de la sui te:  

O f l t ,  O , - h ,  , h ,  �9 �9 �9 O f l t ,  32 . . . .  f l h  ' " " " 

Consid6rons le syst~me Kh (P. ) ;  nous d6signerons par  q&h une fonetion qui 

sera ddfinie sur ehaeun des ensembles den t  se compose Kh (PaL de la maniltre 

suivante:  sur l 'ensemble o on a:  Q ~*, ~ ..... ~h, 
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Ainsi nous d6finissons: tpa, 1 sur ohaeun des ensembles de K1 (P~), tPa,~ sur 

chaeun  des ensembles de K~ (Pa) . . . .  tpa. h sur ehaeun des ensembles de Kh (P~) . . . .  

Si A est un  point  de P~, A appa r t i en t  k t o u s l e s  syst6mes Kh (Pa); en d6- 

s ignant  pa r  B = (ill, f12, �9 �9 �9 fin, �9 �9 .) le po in t  de R~ cor respondan t  h A,  A appar -  
o o t i en t  aux ensembles Q O ,  Q ~ , ~ , . . .  Q ,~:,,s ...... ~h . . . .  Done on a:  

d'ofi, pa r  suite:  

(5) lim q:,~, h (A) = tp,~ (B) = tf,~ (A). 
h~zu 

Cela pos6, rangeons los nombres  ord inaux  < / /  en une suite d6nombrable :  

formons les suites limit6es: 

(6) 

Yl,  Y2, Y s , . . . Y ~  . . . .  ; 

71, Y2 

Yl, Y2, . - .  Y- 

que nous 6erivons ensuite dans l 'o rdre  na ture l  de g randeur :  

(7) 

(~1, 1 

81,2) 82,2 

de telle sor te  que l 'ensemble des nombres  de la n"* ligne de (7) est  ident ique  

l 'ensemble de nombres  Yl, 72 . . . .  7n, et  que  de plus on a: 

(8) 

De plus, t ou t  nombre  =< fl fai t  part ie ,  quand  n d6passe une eertaine valeur,  de 

l 'ensemble de hombres  (8). 

D 'apr6s  la r emarque  du  w 7 o, si on consid6re les n ensembles d6duits  eor- 

r e spondan t  aux  indices: ~1, n, ~2,n . . . .  (~n,., il existe un  ent ier  ),, tel  que pour  

h > L ~  on a:  

(9) Kh (Pol, n) > Kh (Pd~, n) > "  �9 �9 ~- Kh (Po,,,,,). 
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Rempla~ons les nombres its, 2~ . . . .  ~, . . . .  ainsi obtenus par  des nombres ,L h ,  !~2, 

. . .  ,~t~,.. .  tels que ~ ,  ~ ) ~  et  tels qu 'on air en outre:  

(io) !h < !t: < . . .  < pn < . . .  

Les conditions (9) sont  v6rifi6es pour  h >_,u~, de sorte qu 'on a: 

(II) K . .  (Pol, n) > K,.n (P~,  -) > "  - " > K.,. (Po,,, .). 

Nous a]lons d6finir sur P une suite de fonctions ] ~ , / . , . . . / , ~  . . . .  t endan t  

vers / .  Nous d6finirons ]~ comme il suit. 
D6signons par  P -  K , .  (P61,.) l 'ensemble des points de P qui ne font  pas 

part ie  du  premier syst~me ( i i ) ,  par  K~,,, (P~l,. ,)  - -  K~,,~ (Po2, ~) l 'ensemble des points 

qui appar t i ennen t  au premier de ces syst~mes sans appar ten i r  au second, e t c . . .  

Nous prendrons:  

(i2) 

Sur P - -  K . .  (Pol,.): /n = o. 

Sur K . .  (Pol, n) - -  KI', ,  (Po,2, . ) :  / .  ~ ~v01, . ,  . . .  

Sur K~,., (P~2, ,,) - -  K,, . ,  ( P ~ ,  . ) :  / .  = ~V%,., ,,,,. 
. . . .  , . . . . . . . . . .  �9 . . . . .  

Sur K,. .  (P~., ~): In = (P~,,, ,~, ,.,,. 

Je  dis que [~ est de classe < 2  sur P.  D'abord,  sur chaque ensemble du 

dernier syst6me (xI), soit K~.(Po. ,~) ,  / est constante,  done de classe_<_z. Ad- 

met tons  que ]n soit de classe < 2 sur chaque ensemble du h m~ systi~me ( I i ) ;  con- 

sid6rons alors un ensemble bien d6termin6 du ( h - - I )  me syst~me (ix), soit Q; 

d'apr~.s la d6finition (x2), /~ est 6gale, sur Q, h une constante,  saul  aux points 

qui font pat t ie  du  h m~ syst~me; or ces points const i tuent ,  dans l 'ensemble Q, 

une infinit6 d6nombrable d 'ensembles ferm6s, sur chacun desquels, d 'apr6s la 

proposition admise, / .  est de elasse <_ 2; done, par  application du th6or~me du 

w 4 8 , / .  est de c l a s s e ~ 2  sur Q. En  remontan t  ainsi de proche en proche, on 

6tablit  que [ .  est de classe < 2 sur chacun des ensembles du premier syst~me 

(II) ,  e t  aussi sur P,  par  une derni~re applicat ion du m6me thdor~me. Ainsi [ .  

est de classe ~ 2. 

Je  dis qu 'en  tou t  point  A de P on a: 

lim [ .  (A) ---- / (A). 

On a vu qu'il  y a un nombre ~ =< fl bien d6termin6 tel que A fair part ie  de Pa 

et  ne fai t  pas par t ie  de Pa+l .  On a:  



Sur la reprdsentation des ionctions discontinues. 175 

/ (A) ---= ~ (A). 

])As que n ddpasse une certaine valeur nl,  a e t  a + I font  partie de Yen- 

semble des nombres (8), de telle sorte qu' i l  y a, dans ( i i) ,  deux termes eonsdcu- 

tifs qui sont  

K~,. (Pa) ~ K~,,~ (Pa+~). 

A fait partie de Pa, par suite de tous les Kf,,, (P~); ne faisant pas pattie 
de Pa+~, il ne fair pas pattie de tous les ensembles Kj, (P.+I); done, dAs que h 

ddpasse une certaine valeur q, A ne fait pas partie de Kh (P.+I); on aura/l~) q 

dbs que n ddpassera une certaine valeur n~. Soit n' le plus grand des entiers 

n~, n2; la condition n ~ n r entralne les eonsdquences suivantes: 

II y a, dans la suite (If), deux termes eonsdeutifs, dont le premier est 

K~,,,(P~), le second K,,,~ (P.+I); de plus, A, qui fair partie de K~. (Pa), ne far 
pas pattie de K~,. (P~+~). I)onc, d'aprAs ]a ddfinition (x2), pour toute valeur de 
n ~> n t, on a: 

/ , , ( A ) = ~ . , ~ , , , ( A ) .  

Le ra isonnement  est 6videmment  valable pour le cas de a = fl, auquel  cas 

l 'ensemble P~+~ n'existe pas. 

Quand n croi t  inddfiniment,  il e n e s t  de m6me de ,u., on a donc, d 'apr~s (5): 

l i ra/~ (A) = lira *p., ,,. (A) ~ q0~ (A) ~ / (A). 

Ainsi / est la limite de f,, sur P .  Comme / ,  est de e l a s s e < 2 ,  / est de 

classe < 3. 

NOTE. 

Je signale, eomme travaux se rapportant it des questions connexes it celles qui sont 
~tudides dans le prdsent m~moire: 

H. LZBESOUP.: Sur les fonctions repr~sentables analytiquement (Journal de math~ma- 
tiques, 1905). 

M. FR~c~T: Sur quelques points du ealcul fonetionnel (Th~se, Paris, 1906, et Rendi- 
conti de] Circolo matematieo di Palermo.) 
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