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SUR L'INTIkGRATION DE L'I::QUATION RELATIVE 
L'EQUILIBRE DES PLAQUES I .LASTIQUES ENCASTR ES. 

PAR 

G I U S E P P E  L A U R I C E L L A .  

Dans  ce t r ava i l  je subs t i tue ,  h l 'dquat ion  diff~rentielle en U re]at ive  h l '~qui- 

l ibre des p laques  , l ~ U = / ( x ,  y), un sys t~me I" de deux ~quat ions diffSrentielles 

0~ les fonct ions  inconnues  ~, v sont  les d~riv~es part iel les  du p remie r  ordre  de 

la fonct ion U; on dol t  alors intSgrer le sys t~me F e n  s u p p o s a n t  ~ et  v donn~es 

sur  le contour .  

P o u r  cela je d4veloppe d ' a b o r d  pou r  le sys t~me I" une th~orie "~ g~n~ralisant,  

dans  ses poin ts  essentiels,  celle du potentiel newtonien, qui me  p e r m e t t r a d e  suivre  

ici une vole ana logue  ~ celle de FREDHOLM pour  le probl~me de Dirichlet, et  quc 

j ' a i  suivie aut refo is  p o u r  le p rob l~me de l 'Squil ibre des corps ~lastiques isotropes.  ~ 

Outre  au  p rob l~me de l ' in t~gra t ion  du sys t~me  11 pour  une aire  finie (pro- 

blame intdrieur), je t ra i t e  ici le m~me probl~me pour  une aire infinie (~'obl~me 
extgrieur);] et  dans  tous  les deux  probl~mes  je suppose  que les coordonn~es des 

points  du contour ,  consid~r~es comme  fonct ions  de l 'arc,  sont  finies et  cont inues  

ainsi  que leurs d~riv~es des trois  p remie r s  ordres.  

Le  cas du  rec tangle ,  c o m m e  de t o u t  con tou r  a y a n t  des pointes ,  ~chappe 

l ' ana lyse  g~n~rale que je d~veloppe,  de m~me  qu' i l  ~chappe h. l ' ana lyse  de FRED- 

t Ce 5i~lnoire est ant~rieur it ma Note: S~dl.intec/razio~e dell'eq~azione ~ 1"=o (Rendiconti 
della R. Acc. dei Lincei; vol. XVI, 2:o seJn., Sette,~bre x9o7); il a ~:tg �9 envoy6 ,( l'Acad6~nie des 
Sciences de I'aris le D~cembre du ~9o5. 

Ici, l'introduction de deux expressions, generalisant la ddriv~e nor~mle et analogues aux 
tensions de la th4orie de l'~lasticit4, nous guide "t r un probl~me analogue au 2~'obl~me 
d~riv~ de Diriehlet. Dans ce travail je ne traite pas ~:e problb~e, qui pourra se resoudre en utili- 
sant les resultats du Chapitre III .  

Lx~'~c~:~.~x; Alc~o~e aipl)lieazio~i della teoria delh~ eq~azio~i .f~zionali alla fisiea-matematica 
-Nuovo Cimento, Serie V, Vol. XIII ,  x9o7). 

Acla mathematica. 32. Imprim6 le 2 f~vrier 1~09. 26 
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~OLM pour le probl~me de Dirichlet. M. COIALOWITCtt 1 a traitS, il y a quelques 

ann6es, directement ce cas, en faisant des importantes applications num~riques. 

N~amoins je ne crois pas sans infarct de donner ici pour ]e cas du rectangle une 

autre solution directe, qui est aussi susceptible d'applications num~riques. 

CHAPITRE I. 

I. Soit C une courbe plane ferm~e d~pourvue de tout point de rencontre 

avec soi-m~me et douse de tangente d~terminde en chaque point - -  exception 

faite, au surplus, pour un nombre fini de points, oh nous supposerons toutefois 

que la courbe C air, des deux c6t~s de chacun d'cux, deux tangentes d~termin~es, 

au lieu qu'une seule. 

Rapportons les points du plan de la courbe C k un syst~me de deux axes 

cart~siens ortogonaux x, y; et d~signons par [~ l'aire plane finie, qui est renfer- 

m6e par C, par ~' la portion infinie du plan, qui est limit~e par C, et par r ]e 

rayon vecteur, qui joint deux points quelconques du plan, dont les coordonn6es 

soient (x, y), (g, ~;). 

Le sens posit.if de la normalc n s la courbe C sera toujours celui qui est. 

dirig6 vers l'int6rieur de l'aire a;  et ]e sens positif de la tangente celui qui peut 

se porter en coincidence avec le sens positif de l'axe des x par un glissement du 

plan sur soi-m~me, qui entrMne la superposition des deux sens positifs de la 

normale n e t  de l'axe des y. 

Ensuite nous d~signons par s l'arc de la courbe C rapport~ ~ une origine, 

que l'on pourra choisir arbitrairement sur C, et mesur~ toujours dans la direc- 

tion positive, d~jh fix~e, sur la tangente en chaque point de ]a courbe. De ees 

hypotheses on d~duit, pour tout  point (x, y) de C, les r~lations eonnues: 

dx d y dy . . . .  ~c .  
d-s ----- ~ ' dS d~ 

S~r une ~qualion aux d~riv~es partielles du 4:e ordre ~,en russe) (St. Pbtersbour~. ~ Im- 
primerie de l'Aead~mie impdriale des sciences. -- ~9o2). 
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Th6orbmes  de t r a n s f o r m a t i o n .  

2. Soit U(x, y) int6grale des 6quations suivantes:  

(i) 
I (dans l 'aire a) 

(sur la courbe C) 

O* U 0 * U O* U . 
J ,  u = o-~ + ~ o ~ ,  + ~u ,  = ~Ix, u), 

U=a(s ) ,  d U  OUdx OUdy b(s), 
= i)x dn + oy d~- -  

off nous supposons que la fonction donn6e [(x, y), des points de ,~, s,~it finie, 

cont inue et telle qu 'on peut  6crire la [ormule de Poisson." 

(2) f ) ~t ~ ~ /(~,,~)logrdo =/(x,?/); 

G 

et off nous supposons encore que la fonction a(s) des points de la courbe C ait 

la d6riv6e du premier ordre finie et int6grable, et que la fonction b(s) de C soit 

elle-m~me finie et int6grable. 

Posons: 

(3) ~Ju 0 u  #~ - ~ ,  ~ y = V ,  

(4) 
Ou 0 v 0 ~ U ~ U 

o = ox + oy = ) ) x '  + #y~ = ~ '  U. 

Les (i), (3), (4) nous donnen t :  

(5) 

(dans l 'aire a) 

[ (sur la courbe C) 

0~ 0 v 
,Jy = ~x' .s,tJ - / ( x ,  y), 

dx da d y 
u- -b(s )[ ln+ d~,scln --a~(s)' v~b(s)dYdn dsdadXdn bj(s), 

oh al(~), bl(s) sont des fonctions des points de C finies et int6grables. 

Soient u(x,y), v(x,y) int6grales des 6quations (5). En ver tu  de l '6quation: 

Ou Ov 
Oy Ox' 

t Pour la validite de cette formule on trouvera des conditions beaucoup g6n~rales dans 
une ~Note de M. T. J. I'A. Bao.~wic, (Proceedings of the London math. society; S. 2:a0 T. 3, 
Parte 5). 



2O4 

on peut 6crire: 

(3)' 

et, ensuite, 

(4)' 

En vertu de l'6quation: 

on aura encore: 
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OU OU 
Ox ' O y  ' 

Oat + Ou A ~  
o =  ~ o 9 =  u .  

J~O = / ( x ,  y) 

(dans l'aire a) J~ U -= l(x, y). 

Les deux derni6res des 6quations (5) nous donnent, ensuite, 

(6) (sur la eourbe C) 

8 8 

o d 

+ B ,  

(sur la eourbe C) 
d U  dx  dy  
~ ; =  a,(s) d n + b,(s) = b ( s ) ,  

off B e s t  une constante arbitraire. 
La d6termination de la fonction 

ddterminent s une 
sorte qu'en r6sulte: 

(sur la eourbe C) 

En concluant, 
equations (i) peut 
quement. 

3. Posons : 

U d6pende des 6quations (3)'. Elles la 

eonstante pr6s, et nous pouvons ehoisir cette eonstante de 

U = a(s). 

nous pouvons 6noneer le th6or6me suivant: l'intdgratiott des 

se ramener tou]ours ,'t l'intdgration des ~qaations (5), et rdcipro- 

I f r  "~ log r - ' z  u, (z, y) = 2;:~ ~ --1( , ,  ,i)d(c 
t J  

re(x, y) = U(z, y ) -  U, (x, y). 

ll vient, en d6rivant sous le signe d'int6gra], 

I 
J ' U ,  = ~ - ~  [ ( logr  + i)/(~, ,i)da; 

o 

et, d'aprbs l'6quation (2), 

(dans l'aire a) J~ U~ ~ [(x, g). 
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On en eonclut  donc pour  Is fonction Y(x, y): 

I (dans l 'sire o) :4 ~ V = o, 

(sur Is courbe C) V=~a(s )_U, ( s )=a2( s ) ,  d V b ( s )  dU~ 
�9 dn dn 

b~(s), 

o~ a~(s) est une fonction des points  de C, qui admet te  la d~riv6e du premier  

ordre finie et int6grable, et  off b~(s) est finie et  int6grab]e sur C. Pa r  cons6quent,  

nous pouvons  6noncer ]e th6or6me suivant :  l'intdgration des dquations (i) peut se 
r~duire tou]ours ?t l'int~ration des dquations (i)'. 

De ce th6or~me en rdsulte, en ve r tu  du th~or~me du  w 2, le corollaire sui- 

vsn t :  l'int('gration des dquations (5) peut se r[duire tou~ours b l'intdgration des 
dquations : 

(5)' 
(dans l 'aire o-) i)u~ iJv, :1~0~ == 3 ~ lau, iJv~t 

(sur la courbe  C) u L =as(s  ), v~ = b 3 ( s  ), 

O, 

ou les ]onctions as(s), bs(s), des points de C, sont ]inies et intdqrables. 
R e m a r q u e  I. - -  La fonetion Ul(x, y) a ses d6riv6es des deux premiers or- 

dres finies et  continues dans l 'aire a (les points  de la courbe C inclus); par  eonsd- 

quent  nous aurons le r6sultat  su ivant :  dans le cas particulier oi~ l'on a: a(s) 
b(s) ~ o, si les coordonndes des points de C ont les d~rivges des dotx ,premiers ordres 

jinies et continues, la ]onction a2(s) aura ses d~rivdes des deux wemiers ordres ]inies 
et continues, la /onction b.,(s) sera / in iee t  continue, ainsi que sa ddriw~e premiere; 
rint~gration des ~quations (I) peut se rdduire to~tjo~o's 0 I'int~gration des ~quations 

(5) ~, oh les [onctions as(s ), b3(s ) sont /inies et continues, ainsi que leurs d~rivdes du 
wemier ordre. 

R e m a r q u e  II.  - -  Les r6sultats  qui pr6e6dent sont  aussi valables, si au lieu 

de l 'sire finie a nous consid6rons l 'sire infinie a', et si, en d6signant par  Q ls 

distance du point  variable h l 'origine des axes, pour  Q suff isamment  g r and , / (x ,  y) 

,p(x, y), 
peut  se met t re  sous la forme ~ [  tf(x, y) res tant  en valeur absolue inf6rieur 

une qusn t i t6  fixe, ~ 6rant  une  cons t sn te  positive.  

Il faut  observer  encore que, dans le cas de l 'sire finie a, l '6quation:  

(5), (dans l 's ire u) 

por te  ~ ls condit ion:  

ilu i]v 
iJ y Ox 



20fi 

(7) 
C 
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cos ( n y ) -  v cos (nx)}ds = f{a,(s)dx + b,(s)dy} 
? 

b 

~ O ,  

pendant  que, dans le eas de l'aire infinie a', de l'6quation 

~u dv 
8y 8x 

on ne peut pas d6duire la condition (7). Alors, dans le cas de l'aire infinie a', 
si l'on veut  que la fonction U, d6termin6e par les (3)', soit monodrome, il faut 
admettre [voir la (6)] que lea fonetions at(s), b,(s) satisfaient ~ la condition (7). 

Th6ori~mes de de terminat ion  unique. 

4. Soient u(~, y), v(x, y) deux fonctions finies et continues, ainsi que leurs 
d6riv6es partielles des deux premiers ordres, dans l'aire a (les points de la courbe 
C indus pour les fonctions u, v et pour leurs d6riv6es du premier ordre). Sup- 

posons que u, v satisfaient aux 6quations: 

(5)" (dans l'aire a) @ =  aX' - / ' 0 =  (~:  + ayl = o .  

Soit Z la fonction associ& de 0, c'est ~ dire la fonction d6terminde par les 

6quations: 

(8) , ~ x -  Oy' i~,v = -  - -  a x  

(9) 

De ces 6quations et de la premi6re de (5)" on aura: 

j %" iJ tOu Ov I iJ~u O~u itO 02u iJ'-u itZ 

% - -  

0 - - - -  - -  . . . . . . .  

et, par suite, 

G 

#~v ~JZ iJ (Ov ~u)/] 
+ i@, ~- ,~x + i~  a-~-  @ d~. 

Cette formule nous donne, au moyen d'int6grations par parties, 
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[j~lo,,i, l,~,,l, o,, ~J,,o~ i~,,i, t~,,i,+ o,, ~,,Ovl. + 

+ u 2 ~7-eos(ny) + ~TxeOS(nX)--zeos(ny)--~7.eos(nx) + oy 
C 

{ a v  av Ou }] 
+ v z ~xeOs (nx) + ~yeOS(ny) + Xeos(nx)---j-~eoa(ny) ds; 

et, en ver tu  des (5)", 

(Io) ~fJl~"t ' t~ t  ' ~ ~ Jvl' I iUXs+ 
a C 

v T,)ds, 

oh l 'on a pos6: 

I 2z(Ou~ -~Y'OV' (_,,Ou z ) 
( m  

Y ~ - - I ~ w 2 z  c o s ( n x ) +  2 ~ ~ eos(ny) .  

La  formule (io) est aussi vMable si, n '6 tan t  pas surs de l 'existence et  de la 

continuit6 des d6riv6es du premier ordre de u et do v sur la eourbe C, on sait 

que les expressions Xs, Y,, ealcul6es dans les points d 'une  courbe C' parallble h 

C et int6rieure h a, t enden t  vers des limites d6termin6es et finies, lorsque la 

eourbe C' s 'approehe ind6finiment h C. 

I ~ Supposons avoir: 

(I2) (sur la eourbe C) u = v = o. 

La  formule (xo) nous donne:  

i)u Or, Ou Ov 
#y #z ~ ~  ~x-~ay;  

et, par  suite, 
u = h x  + k, v = h y  + j, 

oh h, k, ~" sont  des constantes.  D'apr~s eela, eu dgard h l 'hypoth~se (I2), on aura: 

(I2)' (darts l 'aire a) u = v =- o. 

2 ~ Sulrposons avoir." 

(I3) (sur ]a courbe C) X , = - - J e o s ( n y ) ,  Y , = J c o s ( n x ) ,  

oh ~ est une constante donn~e. 
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Dans ce eas la (io) d6vient:  

= 2 [ ' J i O u l ,  tOvl '  I tOu 

6 C 

dont ,  en ver tu  de la 

rdsulte : 

(z3)' (dans l 'aire a) u = hx + k, 

oh h, k, ~ sont des constantes arbitraires. 
5. Supposons avoir : 

Ou cgv 
(5)"' (dans l 'aire a') iJy i)x' 

(7), qui est une eonsdquence de la premi6re des (5)", en 

v = h y +  i, 

A f t ( / ~  O, 

et supposons encore q~e, pour o su//isamrnent grand, les ]onctions u, v pnissent se 

. . . . . .  , ~ ( z ,  y )  ~nettre sons la /orme r y) et leurs ddrivges du premier ordre r la /orme o~- , 
O 

,f(x, y) restant en valeur absolue in/~rieur h une quantit~ [ixe. 
En se servant  de la formu]e (Io), on d6montrera,  h. l 'aide de raisonnements 

bien connus, 

(Io)' o = ~ ]  ~byl + l-~x! + Z t J x  i~)t I d ~  u X , + v Y A d s .  

a' C 

(I4) 

3 o On ait: 

(sur la courbe C) 

De la (zo)', par  un ra isonnement  analogue h celui employ6 au paragraphe 

pr6cddent, on dgduit : 

(I4)' (dans l 'aire o') 

4 0 On ait: 

(z5) (sur la courbe C) X,  = Y, = o. 

On trouve,  h cause de la (zo)', 

(dans l 'aire tr') u =- hx + k, 

off h, k, j sont  des constantes;  et, 

s ' annulent  h l 'infini, on aura: 

~ V ~ O .  

v=-hy  -4- i, 

par cons6quent, en se rappelant  que u, v 
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(zS)' (dans l 'aire a') u ~ v ~ o. 

6. Des rSsultats  i ~ et  3 ~ que nous avons 6tablis pr6c6demment ,  on dedui t  

les deux  th~or~mes suivants :  

~) Si  les dquations (5), o~'~ les ]onetions a~ (s), b~(s) sont arbitraires, ~nais assu- 

jetties d la condition: 

f {a, cos (ny) - -  b, cos (nx) )ds  ~ o, 

c 

admettent une solution, celle-ci sera unique. 

b) Si  les dquations (5), oh l'on remplace a par a' et olr les ]onctionsa~(s), b~(s) 

sont absolument arbitraires, admettent une solution u, v, telle que, pour ~ su/ l isamment 

grand, les u, v peuvent se mettre sous la ]orme q)(x, y) et leurs ddriv~esdu premier ordre 
r 

sons la /orme ~(x,  y) r , cf (x, y) restant en valeur absolue in/drieure il une quantitg 

/ixe, il n 'y  a aucune autre solution, qui jouit des m~mes protn'idtds (~ l ' in/ini.  

Extension des formules de Green. 

7. Soient  ~, v; u ~, v r deux  solutions des ~quations:  

(i6) ~u Ov (Ou ~)v 1 
i ) y - - i ) x '  J ~ O ~ J ~  ~ +  ~Ty f~~  

et  supposons que ]es fonct ions u, v; u r, v r soient finies et  continues,  ainsi que 

leurs d6riv6es partieIles des deux premiers  ordres, dans Faire a, les points  du 

con tour  C (form6 par  une ou plusieurs courbes ferm@s) i n d u s  pour  les u, v, u', 

v r et  pour  leurs d6riv~es du  premier  ordre.  

On aura,  s l 'aide d ' in t6gra t ions  par  par t ies  et  en ve r tu  des ~quations (I6): 

o = j  + + 
(7 

G 

A c t a  mathemat ica.  32. Imprim~ le 3 f~vrier 1900. 

,~v' I + 

~7 
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(~7) 

v ?,V' t, v' 
+ / ~  + ~ + ,J~ + ~z ~,Jx ~y(j/jjd~ = 

= - / ( u , X ,  + v,r,)d  + + vVr')d*' 
G C 

off l 'on a d6sign6 par  X' , ,  :yr les expressions (ix) ealeul6es pour  les fonetions u r, v r. 
Soit p ~ ( 5 ,  ~) un poin t  a rb i t ra i rc  de l 'aire a, 6]oign6 du con tour  C. D6cri- 

vons a u t o u r  de p une  eourbe C r, int6rieure h ~, e t  d6signons par  a~ l 'aire finie 

limit6e par  C et  C r. 

Les fonct ions:  

1'Srt ~ v' 8r  dr 
(18) u r = log r + ~xx! ' - -  #x Yy'  

oh r =  Vix - -~ )2+ (y--~;)~, sat isfont  dans l 'aire a~ aux 6quations (16) et  ob6is- 

sent  aux condit ions de cont inui t6  et  de d6rivabilit6 impos6es aux  fonctions u r, v r, 

qui appar issent  dans la formule (i7). Pour  la fonct ion ha rmonipue  O r e t  pour  

son  ~ssoei6~ f on  ~: 

et  ensui te :  

(~9) 

O log r Or=6ur Ov r Ologr  X r = - - 2  Oy i)-x- + ~ = ~  o - - ~ - '  - - - - '  

[Or] ~" d log r ~gr Or d log r 
X ' , = 2  ~iTy/ dn ' Y r s = - -  2 il~vS-y dn " 

Nous pouvons  appl iquer  la formule  (17) au cas de l 'aire al,  et  nous aurons :  

o = f  (X, ur + Y, vr - -xr ,  u - -  Yr,v)ds-- t~(X,u' + y,  vr--Xr,  u - -  Yf~v)ds '. 

Mais la eourbc C r e s t  arbi t ra i re  et  nous pouvons  la var ier  de sorte  que 

l 'aire a - - a 1  soit aussi pe t i te  que l 'on veut .  Ainsi, on t rouvera ,  par  des consid6ra- 

t ions bien connues,  

(20) u(~, ~;)= 2~z~(X,u '  + Y ,v ' - -  Xr, u - -  Y'sv)ds. 

C 

De m~me, en in t roduisan t  les fonct ions 

(I8)' u" = Or Or 
dy Ox ' 

lr /, 
v " = l o g r +  lOy ! , 
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on aura: 

(I9)' 

et, par  suite, 

(2o)' 

~r Or d log r 
X"* = - -  2 d?~Tx~dn-  , 

l~r/~d l~ r 
Y"~=-  t0x! 2 n  ; 

v(~, '~) = ~ ; (X~u" + Y~v" --  X"~ u - -  Y' ,v)ds.  

c 

8. Les formules (20), (2o)' sont par fa i tement  analogues h la ]ormule de Green, 
bien connue. Elles sont aussi valables, si au lieu de l'aire finie a on consid6re 

l 'aire infinie a' et si, pour e saff isamment  grand, les fonctions u, v, qu'elles doi- 

vent  repr6senter, peuvent  se met t re  sous la forme tf(x,y)  et leurs d6riv6es du 
r 

premier ordre sous la forme (f(:'~Y), el(X, y) res tant  en valeur absolue inf6rieur 

une quant i t6  fixe. 

Les formules (2o), (2o) ~ sont aussi valables si, n '6 tan t  pas surs de l 'existence 

et  de la continuit6 des derivdes du premier ordre des fonctions u, v sur la courbe 

C, on sait que les expressions X,,  Y,, calculbes dans les points d 'une eourbe C' 

parall~]e h C et int6rieure h o (ou & a'), t endent  vers des limites d6termin6es et 

finies, lorsque la courbe C' s 'approche ind6finiment ~ C. 

9. Faisons quelque application des formules (2o), (20)'. 

Nous avons trouv6 au w 4 (2~ que les fonetions:  

u l ~ - h z  + ~, vl = h y  + i, 

off h, k, ?" sont des constantes  arbitraires, forment  une solution des 6quations 

(16), et qu 'on a pour les valeurs des expressions ( i i) ,  qu 'y  correspondent,  

(20 X~ 1) = - -  d cos (ny), Y~ = ~ cos (nx), 

oh ~ est une certaine constante.  Cette solution ob6it aux conditions, que nous 

avons pos6es, pour la validit6 des formules (20), (2o)'; de sorte que nous pour- 

rons 6crire: 

h ~ + k  2~.r ~ {(hx + k)X',  + (hy+ ] ) Y ' , } d s - -  2 :;: ,/ cos(ny)- -v '  cos(nx)}ds, 

c c 

h~+ j L /  I ~, ~o--  2 J%~ {C~c~176 2 {(hx + k)X"~ + (hy + ]) "" ~ zo r 

c c 
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Remarquons que les solutions u', v' et u", v" des 6quations (I6), donndes 

par  les (zS) et (I8)% satisfont ~ ]a condition (7)J; par cons4quent, nous pouvons 

h~+k 

h~+ j -  

6crire encore: 

2~@(h~ + k)x', + (h,j + ~) r',:d~. 
C 

2~, ]((h~ + k)x,,, + (by + j) r",)e~. 
C 

Obs4rvant que les eonstantes h, k, ] sent arbitraires, on obtient: 

(~2) 

~=--2 ~ (xX% + y Y % ) d s ,  

(23) 

jx I i y,, - I f$~8, I - - -- ..... 
2 ;~ - -  2 :T ~ a a 8 ,  

d, "c 

i Y%ds 

d 6 

oh x, y repr4sentent les coordonn6es des points de C; g, ~," repr4sentent les coor- 

donn6es d 'un point quelconque de l'int6rieur de u. 

10. D6signons par u, v une solution quelconque des 6quations (I6), consi- 

defies darts ]'aire finie a. L'applieation de la formule (17) aux deux solutions 

u, v; u~, v~ des ~quations (i6), nous donne: 

c o 

d'ofl r6sulte, en tenant  compte de la condition (7), 

(u~X ,  + v~ Y , ) d s  = o. 

C 

t P o u r  s ' e n  a s s u r e r  i l  s u f f i t  d ' o b s e r v e r  q u e  a u  p o i n t  p l e s  f o n c t i o n s  u ' ,  v"  d e v i e n n e n t  in f i -  

h i e s  c o m m e  log  r ,  e t  q u e  l e s  f o n e t i o n s  ~ ,  u'" s e n t  p ~ r t o u t  f i n i e s .  
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Enf in  observan~ que les constantes  h, k, ], qui apparissent  dans les fonc- 

tions u .  %, son~ arbitrMres, on parvient  aux formules- 

f X ~ d s  ~ ; Y ~ d s  = = f ( x X ~ + y  Y~)ds--o .  

c c c 

C H A P I T R E  II.  

Ex tens ion  des th6or~mes  sur  les doubles couches.  

1. Supposons que Ia eourbe ferm6e C admet te  une tangente  d6termin6e en 

chacun de ses points. D~signons par  m l e  nombre max imum des points d ' inter-  

section d 'une  droite quelconque du plan avee la courbe C; par  x, y les coor- 

donn~es des points de C; et par  ~, J; les coordonn6es d 'un  point  quelconque du 

plan de C. Posons, eomme au Chapitre I, r ~  V(x ~ i ~ - ( - - ( y ~ )  ~, si le point  

(~, ~,) n 'appar t i en t  pas ~ C, pendant  que nous poserons r ' ~  V(x- -~ ' f l  + ( y - - r / )  ~, 

~i le point (~r, ~/) appar t ien t  h C. E t  encore, d6signons par p le point  de coor- 

donn6es ~, r,., s'il appar t ien t  /~ l ' int6rieur de l 'aire t ime a, d6signons-le par  p', s'il 

appar t ient  h l ' int6rieur de l'Mre infinie aL 

On a, comme il est bien connu, 

l" t~) r~t ~dl~ r' ds ~'lOr't ~dl~ (~) ds  

a c 

et encore, pour  les points  p ~: 

~lOr]Sd log rds  l"lOr~*d log r .  

c c 

pour  les points p': 

(2)' 

~r /'~) r' 0 r ~ d log r r .  
. . . . . . . . . . . . . .  a8 

2'  ] iJx iJy dn 
c 

o; 

j '3rOrd log r_ 
.~ i)iii ;iy - 3 ; ; -  as = o; 
c 

j '[Orl*d log rds  JOri*d log r .  i'#r Ord log r .  
.~ . I iJx iJy - -dn-  as 

c c c 

Enfin on uure~ pour  toutes  positions du point (~, 0 sur le plan de C, 

1 Comparer avec les formules (23) du Chapitro I. 
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(3) 

f t, ri 
C 

*ld log r I [ -dn-- ds<z:em, / l~)r]~ld log r[ 

C 

/ I  Ort?rdI~ . dnr  I Ou ds < 2 ~c m. 
O 

2. Soient u(s), v(s) deux /onctions /i,~ies et continues des points de la courbe 
C, donndes arbitrairement. Considdrons ]as intdgrales: 

(4) 

I ~(X's" u + Ytsv)ds, u(~, ~,)=--~ 
! 

b 

V(~, ,i)---- ;/(X"~u + Y"~v)ds, 
C 

off X',, Y',, X",, Y", sont ]as expressions donn4es par les formules (I9), (I9)' du 
Chapitre I. 

Soit ~ un nombre positif arbi trairemant  petit.  En vertu de la continuit6 
de u et de v, nous pouvons d6terminer, pour  un point quelconque So ~- (~, ( )  de C, 
une portion C1 de C, ayant  le point  So dans son intdrieur, et tel qu 'on ait, pour 
tous ses points s, 

lu(s)-u(so)l<~, Iv(s)-v(so)l<~. 

Par cons6quent, ~ cause des formules (3), on peut  6crire: 

]~/[xr~{ u(s)--U(So) } +  Y',{ v(s)--v(s,,) } ]dsl < Sme, 
C1 

quel que soit le point  (~', ~;) du plan (les points de C inclus). 
On a ident iquement:  

(6) 

c 0 

6' 

C C 

+ Y'~ (v (s) - -  v (so)}] ds = 
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(6) 

Poisons: 

(7) 

/ [X '~{u ( s )  - -  U(So)} + r ' ,  {v(s) - -  v(so))]ds - -  

C--CI 

+ r',{v{s)-  (8o)}1d8. 
C, 

0 r' 0 r' d log r' 
f l ( s ' s ~ 1 7 6  Oy dn ' 

[3r ' t 'd  log r' [Or'l~d log r' 
~,(8, so) ~ 2 \Uy]  - - d ~ - -  ' fl'(s, So) = 2 ~O-~l - - d n - '  

et observons qu'on peut d6crire sur le plan de C, de so comme centre, avec un 

rayon suffisamment petit, un cercle, qui ne contient aucun point de C- -C1  dans 

son int6rieur et tel qu'on Mt pour un point quelconque p ou p' de son int6rieur: 

C - -  C l 

--u(so)}  + r ' , { v ( s ) - - v ( so ) } ]ds - -  

- ~f[~,(s, So) {~(s)-- ~(8o)} 
C--CI 

+ fl(s,  So) {v(s )  - -  v (So))] ds  I <~. 

On aura donc, h cause de la (5), 

C 

( [ .  (8, 801 {~ (8 )  - -  ~(8o)} + fl (8, 8o) {v (8) - -  v (80)}] d s ] 

C 

< e + 16rag 

et, par cons6quent, 

(8) 

lira ~ / [ X ' , { u ( s ) - - u ( s o ) }  + Y ' . {v (s ) - -V(So)}]ds= 
] )~  SO 

C 

~- ~/[CX(S, 8o) {U(S) - -  U{8o)] 

C 

]im ~ ~ [ X ' . ( u ( s ) -  u(so)} + Y' .(v(s)  - -  v(so)]]ds -: 
p '  --$o ~T~ j " 

C 

+ fl(s, So) {v(s )  - -  V(So)}] & ,  

+ fl(8, So) {v(s )  - -  V(8o)}]&. 
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Les (I), (2), (2)' nous donnent:  

C C C 

C C C' 

par suite, on aura des (6), (8): 

(9) 

( l i m  U (~, r;) = 
I ]/~t, 0 

J 
t 

lira U (g, r~) = - -  u ( s u ) -  ~ ? a ( s ,  so) u(s) 

U 

I /* 2 u(s~) - -  :_~] [~(s, s~) ',~ (s) - -  u (So)', + ,~ (s, so) (v(s ) ,  v(so?,] ds= 
t/ 

C 

~-~(s.)-- ~/{.(S, So)U(S) + ,~(.~,s,,)v(s)lds, 
G' 

+/~(s, So) v(s)Ids. 

De m6me, on obtient: 

(9)' 

lira V(s  0 = 
/O~SO 

v(s.) -- ! ;{. '(s, so) u(s) + fl'(s, So) V(s)}ds, 
~, T t 

C 

, , ) = - V ( S o ) -  So),,(s) 
p'~$O 

C 

+ fl'(s, so) vO))ds. 

Les formules (9), (9)' sont parfaitement analogues ~ la [ormule de disconti- 
nuitd d'une double couche. 

3. On vdrifie aisdment les relations suivantes: 

(IO) OX'~ OY's OX", OY',__ OX'~__ OY' , ,  
0); 05 O~ ' 0); 01; O~ 

O X's O X"~ # d l o g r  O Y', 3 Y'~ O d l o g r  
O~ + Orj 20~ dn ' i!~- + ~j~ ~zS ) ;  dn " 

OU OV ~ f r o  d l o g r  i) d logrv ( s ) lds ,  

O 
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dont il r~sulte que les /onclions U(~, r,), V(~, J,) sont intdgrales des dq~ations: 

(ii) OU OV 

La fonction associ~e 
~quations: 

pourra s'6crire: 

de O, e'est k dire la fonction X d6termin6e par les 

O0 OX O0 OX 
og o,~ ' o,: o~ ' 

2f{0 dlog ru(~)  
X(~, ~) = ~ )~i dn 

c 

0 dlogrv(s) }ds. 
J~ dn 

D4signons par no la normale au point so de la courbe C; supposons le 
point (g, ~) ~loign~ de C; et posons: 

P(-5'~)~ :dT] cos(noX)+ ~ - - ~ X  cos(noy), 

Q(~,~)o= ~ + ~ x  cos(nox ) + ~  ~!cos(noy).  

On a: 

ovt l, v ) 
P(~, ~)o = ~ --~-~! cos (noX) + ~ - - ~ X  cos (noy) = 

= - - ~ r ] I ~ -  r -dn uq ~), dn v ds+~jX~u+-~v)dsJeos(noX) 
c c 

+ 

+ [I~j[tOX'.~_~_u+__~j~jOY'. v )ds i~f l~/T,  i [ ' J  0 dlogr~ u ~O dlogrv}ds cos (%y). 

c c 

.~ cause des formules (Io) et des r~lations: 

d x  

~ 

dy 
= ( ~ )  .... ~- c~ (8~ c~ ( n ~  = dx 

et en introduisant les notations: 
Acta mathematica. 32. Imprim6 1o 2 f6vrier 1909. _08 
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d 0 0 
cos (noZ) + ~._ cos (hey), 

dno Of ~,q 
d 8 0 

- . ~  cos (SEX) + ~ cos (soy), 
dso v'q 

on a encore: 

d f d l o g r  . x d /nd_logr 
P(~, 71o= , ~ o J - - d n -  uas + ~ d ~ % l - - d n -  vds 

G c 

??x", r', } 
~ d / - ~ -  cos (Soy) + - ~  cos (sex) u d s - -  

c 

I (J~  Y". cos 0 Y", } ~r ][-0~-~, (soy) + - - ~  cos(s0x) vds---- 

c 

i d f d l o g r v d s  
- - 4  + o , . ]  

C C 

2 d { 'OrOrdlogr 
+ ~ ~.]~;" uu -d~ ~a~--  - - -  

c 

2 d " ~  " ''ttvr~*amgr . 
~r ~oJ  (ox] --dn vas. 

c 
Pareil lement on aura: 

Q (~, ~)o 
I d /I'd logr  I d ( d l o g r u d s  

d n o J  dn vds ~ d - s o J ~  - -  
c c 

2 d { 'Or~rd logrvd  s 2 d 
~d -SoJ~Oy  cln ~ o  f l  tOr~'dl~ 

( + I~y ) ~ uas. 

c c 

4. On v6rifie ais6ment les identit6es suivantes: 

d d l o g r  d d l o g r  d d | o g r  d d l o g r  
dn o dn ds o ds ' ds~o dn =dno ds 

d [Or~rdlogrl  OrOr d d l o g r  d l o g r  d tOrOrl= 
dso ~O-x~ -dn ] OxOydso dn + - - d ~ -  "ds-~o ~OXOy! 

O r O r d d l o g r  d l o g r d  IOrOrl d {OrOrdlogr) 
--OxOyds dn o + dno ds\OxOy]=ds\Oxi)y dno ' 
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I O r t ' d d l o ~ r  d l o g r  2 0 r d  lOr t d J[Ort 'dlog,  [ 
= ~ / ~  ~0 + ~ g -  ~ / = ~ / ~ x ~ /  d,o I'  

d JtOrt.dlogr[ d JlOri"dlogr[. 

Par  suite, on peu t  6erire: 

i d f d l o g r u d  s i d f d l o g r  
P(~' ~'1o = ~ ~ J ~ d ; -  + ~ ~ooJ - - d ; -  ~d~ + 

c c 

2 d + ~:}d_sJOrOrdlogrl . 2 f ld  l lOri~dlogrl . 

c c 

et, si l 'on adme t t e  que les /onctions u(s), v(s), des points de la courbe C, aient les 
du dv 

d&iv~es du premier ordre d--s' d~s parlour linies et continues, en r6sultera, ~ l 'aide 

d ' int6grat ions par  parties,  

P(~ ,  '2)o 

et  ensuite:  

z z d 

c c 

2 f O r O r d l o g r d u d s  + 2  f lOr t ' d logrdvds"  
~ J - ~ O  v dno ds ~Ji~l d ~  ds ' 

G C 

~ f d l o g r  du I f d l o g r  ~ d s  
P(~ ,  ,~)o = d8 ~ J  d,; �9 d s d S +  �9 + 

c G 

2 fOrOrd logr  duds 2 ( ' tOri~dlogrdVds 
+ ~J~Oy dn "ds --~Ji~x! dn ds 

C c 

_ ~ f ~ .  ~os ( , s ) - c o ~  (,So) ~ f a y  
~ J d s "  r ds - -  ~ J d s "  
C C 

2 ~duOrOr 
- ~ j ~  Ox Oy" 

c 
off: 

Or Or 
cos  (rs) = ~ c o s  (sz) + ~ c o s  (sy),  

v y  

cos (rn) - -  cos (rno) ds - -  

2 ('d,,IOr t' cos ( . . ) -  cos (rn0) as cos (rn)--r cos (rno) ds + ~ : J  d-s~Ox! " r ' 

c 

Or 
cos  (rs0) = - -  ~ cos  (SoX) - -  cos  (s0v) ,  
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c o s  (rn) = ~ ; c o s  (nx)+ Or . ~)~ c o s  (ny), 
Or Or 

cos ( rno) = - -  i~ cos ( noX ) - -  ~ cos ( noy). 

n ne sera  pas  inuti le de r appe le r  que le po in t  (~, ~;) est  suppos6 tou jours  

61oign6 de C. 

5. Supposons  m a i n t e n a n t  que les coordonndes des points de C, considdrdes 
comme [onctions de s, soient [inies et continues, ainsi  que leurs ddrivdes des deux 

du dv  
premiers ordres. Alors, & cause de la eont inui t6  des fonct ions  d s '  ds '  on p e u t  

a f f i rmer  que  lea expressions: 

du cos ( rs ) - -  cos (rso) ds, ~ d r  
ds" r 8~" 

6' C 

c o s  ( rn)  - -  cos  (rno) d s ,  

f du Or Yy c~ (rn) - -  c~ (rn~ J~ds  ~Ox/ " 

U C 

cos (rn) - -  cos (rno) ds , 

tendent uni/ormdment vers des limites ddtermindes et /inies, lorsque le point (~, ~]), 
tou]ours dloign~ de C, , 'approche indd[iniment du point 8o de C, suivant une direc- 
tion quelconque. 

En effet, r emarquons  d ' a b o r d  que l 'on  a:  

2 sin (rn) + (rno). sin ----(nn~ sin !nno) 
cos (rn) - -  cos (rno) 2 2 r r 2 sin (rn) + (rno) r' 

r r '  r r '  2 r 
2 

et, si nous supposons,  pou r  le momen t ,  que le po in t  p (ou p') soit  sur  la no rma le  

no, on p o u r r a  6erire: 

sin (nno) 
cos ( rn ) - -  cos (rno) = 2 �9 sin (rn) + (rno). sin (rno) 

r r '  2 sin (r'n0) 
2 

Des propr i6t6s  admises  p o u r  la courbe  C, en r6sulte,  qu ' on  p e u t  f ixer  un 

n o m b r e  posi t i f  A tel que l 'on  ait,  i n d 6 p e n d a m m e n t  de la posi t ion de so sur C, 
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En  outre,  si l 'on donne  un  nombre  positif  ~ inf6rieur s l 'unit6 e t  un nombre  

positif  e a rb i t r a i r ement  pet i t ,  on peut  fixer, ind6pendamment  de la posi t ion de 

so sur  C, un  segment  ~ tel  que,  pour  la por t ion  C~ de C, d o n t  tes points  on t  de 

no une dis tance non sup6rieure ~ 6, on ai t :  

, s <  , 

O, 

dv ~ �9 

off M est le max imum des valeurs absolues de ds" Alors nous pour rons  ecn re :  

r d s"  < " 
C1 C~ 

En  d6pendance du  segment ~, d6js fix6, e t  ind6pendamment  de la posi t ion 

de s 0 sur C, on peu t  fixer, ensuite,  un au t re  segment  6 r tel que pour  ps o<d r 

(ou pour  p'so < 6 ~) l 'on ait  : 

I f  dr e o s ( r n ) - - e o s ( r n o ) d s _ _ / d v  cos(r 'n ) - -cos(r 'no)ds  ] e 
r d-s r' 3 

0 - - 0 1  0 - - 0 1  

P a r  eons6quent ,  nous pouvons  6erire, pour  p (ou p') sur no et  pour  pSo < #, 

(ou pour  p'so < ~'): 

I f  d, oos r-)--eos(rno)ds - 
~ / 3 " - -  r 

C C 

cos ( / n )  - -  cos (r'no) ds ] 
r t I 

<~.  

Eu 6gard b~ l ' ind6pendance du  segment  6' de la posit ion de so sur C, ce t te  

formule  nous por te  s conclure que l'on a." 

lim f d v . c ~ 1 7 6 1 7 6  f d v .  
v - , o J d 8  r v , = , o d a S  

C C 

cos (rn) - -  cos (rno) ds = 

C 

cos (r'n) - -  cos (r'n0) ds,  
r t 

lorsque le point p (ou p') ,e rapproche vers de so, suivant une direction quelconque. 
De m$me l'on aura: 
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l im ; d u  cos (rs) - -  cos = l i m  fdu. r .... /d-s" (rSo)ds p,_~,,jas 
r 

c c 

c o s  ( r s ) -  c o s  (rso) ds = 

f t u  cos (r 's)--  cos (r'so) 
= -ds" r' d s ,  

C 

lira fduOrOr cos(rn)--cos(rno)_ds_,, fdu,~r,~r e o s ( r n ) - - e o s  �9 n m  _ _ _ _ = _ .  (rno) ds = 

p_,oJds i/x ay r r'-,o, ] ds Ox #y r 
C C 

['du <~ r' 0 r' c o s  ( r ' n ) - -  c o s  ( r ' n 0 )  ,., d,, 
C 

6. In t rodu i san t  la no ta t ion :  

A(L Oo = - - ~ J d s "  
C 

cos ( rs) - -  cos ( rso) ds - -  ~ r J d  s 
r 

c 

c o s  ( r n )  - -  c o s  ( r n o )  d,~ - -  

_ fO, _ ar. 
~ J d  s Ox i]y 

C 

cos (rn) - -  cos (rn0) ds + ~;rJ [Is ~#--Xl " 
r 

C 

cos (rn)2: cos (rno) ds, 

on peu t  ~crire: 

(i2) lira A (~, ~)o--  lim A (~, '7)o ---- o. 
/ ~80  P'--$O 

d u  
E a  outre,  si duns les (9)' nous rempla~ons les u, v respec t ivement  p a r  c /s '  

d v  
d-s' et  si ensui te  nous re t ranchons ,  on d~duit :  

0 3 )  

~2 (OrOr 
l i r a / ~ j ~  oTj" - -  
P~*o 

C 

dlog,- flOq dlog,'., vM_ 
dn "ds ;r ig~x] --dn-- ds ] 

C 

- -  l l m ~ - -  I~x xy~- �9 = p. . .o|1rj  xt. y dn ds  ~ j~Ox]  -dn ds  ') ~dsl.-,. 
C C 

On u encore,  eomme il est  bien connu, 

lim i [ ' d v d l o g r .  ,. I f 'dvdlog dv 
p,_#o~Jds dn - 

C C 
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Enfin, si l'on fait la supposition que la ]ouction u (s) ait la d&ivge du deux@me 
ordre /inie el inlggrable, on obtiendra, au moyen d'une int6gration par parties, 

d l o g r  dU ds ~ __ og ds ; 
ds ds  r ~ 

c c 

I /~dlogr du , I { 'dlogr du 
�9 - -  d s  - -  l i m  - / - - -  �9 - -  ds = o .  l i m ~ j ~ - _ _  d8 ~/_~o~vd as ds 

P~$O 
c o 

Des (i2), (x3), (i4), (x5) en r6sultera: 

( i 6 )  l i ra  P ( ~ ,  ~ ) o - -  l i m  P ( ~ ,  ~;)o = o .  
P~So p '  ~So 

C'est la formule que nous voulions 6tablir. 

Pareillement, si l 'on suppose que la ]onclion v(s) air la d&iv~e du deuxi~me 
ordre /inie el intdgrable, on aura: 

(I6)' lim Q(~, D;) o - -  lim Q(~, ~i)o = o. 
p ~ 8  o p ' --So 

Nous pouvons r6sumer les r6sultats obtenus en 6non,ant le th6or6me: si 
les coordonndes des points de C, considerdes comme /onctions de s, sont ]inies el con- 
tinues, ainsi que leurs d&ivdes des deux premiers ordres, si les /onctions u(s), v(s) 

onl les ddrivges du deux@me ordre /inies et intdgrables, on aura que les expressions 

P(~, ~)0, Q(~, ~)0 tendent uni/ormgment vers des limites ddtermindes et /inies, lorsque 
le point (~, r~), toujours dloignd de C, se rapproche indd/inimenl du point so de C, 
suivant une direction quelconque; et les limites qu'on obtient, lorsque le point varia- 
ble (~, ~) apparlient ~ a, sonl dgaux aux limites qu' on obtient, lorsque le point varia- 
ble (~, r~) appartienl h o r. 

Ce th6or6me est parfaitement analogue au thdor~me sur la continuitg de la 
d&ivde normale d'une double couche. 

7. ][I faut observer que la condition de l'existance et de  l'int6grabilit6 des 
d6riv6es du deuxi6me ordre de u(s) et de v(s) sur C, a 6t6 introduite pour 6ta- 

blir la (I5); pendant  que pour 6tablir les (I2), (I3), (I4) il suffisait supposer que 

les d6riv6es premi6res de u(s) et de v(s) fussent finies et continues. Par  suite, 

si l 'on suppose que les d6riv6es du premier ordre de u(s), v(a) soient finies et 
continues s u r  C, on pourra d6montrer pour les expressions: 

I / ' d l o g r  du . ~ ( d  log r dVds 
(I7) P ( ~ , ~ ) o ~ j  ~ .d--sds, Q ( ~ , , i ) o - . . j  ds "ds 

c c 

et, par cons6quent: 

(~5) 
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le m~me th~or~me ~nonc~ plus h a u t  pour les expressions P(~,*,)o, Q(~', ~,)0. -4 

/ortior nous pouvons ~noncer le r~sultat  suivant :  si les/onctions u(s), v (s)des  
points de la courbe C sont ]inies et continues, ainsi que leurs ddrivges du premier 

ordre, et si les expressions (i7) admettent des limites /inies, lorsque le point (~, r~) 
de a (ou de a r) se rapproche indd/iniment du point s~ de C, suivant une directiou 

quelconque, ces expressions admettront les mdmes limites, lorsque le point (~', rj) de 
o' (ou de a) se rapproche ind~]iniment du point s o de C, suivant une db'ection quel- 

conque. 
8. Ce th~or~me vau t  aussi pour  l 'expression: 

B = - I  f d l o g r  du 
~-rj d8 "ds ds" 

C 

En effet, supposons, pour le moment,  que le point  p soit sur la normale 

no; et prenons pour  origine des axes le point So, pour axe des x la tangente  au 

point  s o de C et  pour  axe de y la normale n o. 
Observons, a v a n t  tout ,  qu 'on  peut  fixer, ind6pendamment  de la position de 

so sur C, un segment  6 tel que, pour  les points  de C, qui ont  de no une distance 

non supdrieure h ~, on ai t :  

y = (a + ~)x -~, cos (US) = (b + g)x,  

off a et b sont des constantes  finies, et off ~, ~' sont  des infiniments peti ts  par  

rappor t  ~ x. 

Ensuite,  a y a n t  donn~ un nombre positif c~, aussi pet i t  qu 'on  veut,  on peut  

fixer, ind~pendamment  de la posit ion de so sur C, une port ion C, de C, qui con- 

t ient  le point  s o dans  son int6rieurr et telle que la distance de ses points de n o 

soit non sup6rieure s 6 et que l 'on air:  

ds < c~. 

Cl 

En posant :  
r~ = x ~ + ~', 

on aura :  

2 x:  [ 2 yr~ - -  y~ [ 
r o ~  +'U* < I +  -- r2 
t.~ x ~ + ~_ + y 2  2 Y~7-- 

+ 12 + 
r ~ 

et, par  cons6quent,  pour t o u s l e s  points de C,,  
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--* Ol(a 9.1t - -  ~I AC "{- ~) X l} 1~, 

off 0 est une quantit6 qui d6pende de x et qui est comprise entre - - x  et ,. On 
pourra done ~crire: 

BI (P) --- --~ f d l~ r " du ds 

c1 

C, C, 

+~ ~(201(a+~)xl+O'(a+~)':O)cos(,*)+ (b+g)x d,. 
C, 

Par suite, ayant  donn~ un nombre positif fl arbitrairement petit, nous pouvons 

fixer, ind6pendamment de la position de 8o snr C, une portion C, de C, qui 
contient s0 dans son int~,rieur, et telle que l'on ait: 

* ; ~ c o s ( s x ) d U d s  BI (P) = ~ d s + 01 c fl, 
c,x 

off c est une eonstante finie et positive, et off 01 est compris entre - - x  et I. 
De m6me on aura pour le point p', si l 'on suppose p ' ~ ( o , - - ~ ) ,  

B , ( p ' ) ~  f l  -ds "as ~J  ro ds +O'lcfl, 
Cs C1 

Oh 0'1 est eompris entre - - i  et I. On a done: 

B1 (p) - -  B, (p') ~- (01--O',)cfl. 
Ayant  pos6: 

B, =fd log rds  d_~ d., 
C--Ct 

on peut fixer, en d~pendanee du segment d, fix6 plus haut, et ind~pendamment 

de la position de so sur C, un autre segment 6' tel que, pour It, l<  d', l 'on ait: 

I B~ ( p ) -  B~ (P') ] < ft. 
En coneluant., nous pouvons ~crire pour 171< d': 

IB(p)--B(p')l<(2c + ,)#. 
Ae~a mathematica. 32. lmprim6 le 3 f6vrier 1909. 29 
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Eu 6gard h l'ind~pendanee du segment 6' de la position de So sur C, eette 
formule nous porte g conclure, comme nous voulions l'~tablir, que si l'ex- 
pression B admet une limite d~termin~e et finie, lorsque le point (~,r , )de a 

(ou de a ~) se rapproche indgfiniment du point 80 de C, suivant une direction 
quelconque, elle admettra  la m~me limite, lorsque le point (~, ~) de a ~ (ou de a) 

se rapproche pareillement ind~finiment du point s0 de C, suivant une direction 
quelconque. 

Ce r~sultat-ei et celui du num~ro precedent nous donnent  le th~or~me 

suivant: ~i les /onctions u (s), v(~) des 7~oints de la courbe C sent/ inies et continues, 
ainsi que leurs d&iv&s du premier ordre, et s'il existe une des limites qui appa- 
raissent dans la ]ormule (x6) [ou clans la ]ormule (~6)'], existera l'autre limite, 9ui 
appara~t dans la mdme /ormule, et les deux limites seront ~aux.  

Avee des considerations plus compliqu6es, nous pourrions d6montrer le 
m6me th6or~me par des conditions moins restrictives sur la nature  des fonetions 
u 0) ,  v(~).~ 

Extension des th~ori~mes sur  les simples c o n c h e s .  

9. Soient (Pt (s), qq (s) deux fonetions finies et continues des points de la 

eourbe C. Formons avec ces deux fonctions les expressions: 

{Or\Zlc~ Or Jrqa l 

C 

Les fonetions u~ (~, ~), vt (~, '2) sent finies et continues dans tous l e s  points 
du plan de C, dent  les coordonn~es g, ~ sent finies; lorsque le point variable 

(g, ~) s'~loigne ind~finiment sur le plan, elles se eomportent, en g~n~ral, comme 

log r ~ 
On peut v6rifier ais~ment 

6quations: 
d ut 8 v~ 

que les fonctions u~ (g, ~), v~ (~, 0 satisfont aux 

..t~u, Or, I 

et que la fonetion a~ooei& de 0~ est: 

On peut voir: LIAPOUNOFF. ~ ~ u  certaines questions qul Se rattachent au probl~me de Di- 
richlet (Journal de Math6matiques pures et appliqu6es, s. 5 a, t. IX, 1898). 

Rappelons qu'on a d6sign6 par p la distance du point ($, ~) h l'origine des axes. 



Sur l'int6gration de l'~quation relative ~t l'6quilibre des plaques ~lastiques encastr6es. 227 

2 f tO logr  Ologr  ~p~)ds. 

c 

10. Considdrons les expressions: 

(~9) �9 joy,  ~ ) ~ joy, 
r~ (_~, ~). = 1-h-~Z + ~-z, cos (nox) + ~ t -~ ;  

i) 
- -  - -  2 7 .  c o s  ( n o  y ) ,  

d ~ !  cos (noy). 

En posant: 

i~r l  ~ |0 log r 0 log r cos (noy)} 
X' (~, .,~)0 = 2 tO y! 

Y' (~, ,i)o = x "  (~, ,~)o = - -  ~ - - - -  
/~r Or 
OxOy { ~ log r i~ log r } 

- ~ -  cos(nox) + ~jlrt c~ , 

iOri~|Ologr , , Ol~ 

o n  t r o u v e :  

c 

�9 t -  

c 
ou e n c o r e :  

I I'(X," 
U, (r 7)0 = ~ .  el, + Y', 0 , ) d , -  

O 

- -  ~ j  [(X'.  + X' (~, ,;)0}ep, + [Y~. + Y' (~', ,i)ol ~P, l d . ,  

c 

I j (X".q~, + Y',~p~)ds-- v ,  (~, ~)o = ~ 
C 

[{X", + X (,, '])o} ~ + [Y", + Y" (~, '])o} ~,] d s .  

C 
Les int6grMes: 

A',(~,~)o~---~ f [{x', + x '  (~,,i, lo'J~P, + [Y', + Y' (~,,~lo)q,,]d~, 
C 
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I f  " (~, r~)o)q:, + {Y", + Y" (~, ~)o)q:s]ds B', (L ,;)o - -  - ~ [ { x ,  + x" 

o 

sont de 
nous supposons 
aura: 

la m6me nature que I'expression A(g,~)o du w 6; par  cons6quent, si 
quo la courbe C satisfait aux mfimes conditions du w 5, on 

lim A', (~, ~2)o = lira A'~ (~, ~)o = A', (so), 
p - - s o  .P' - -  so 

lira B', (~, r~) o ~- lira B', (~, ~2)o = B', (so), 

off A'~ (So), B't (so) d6signent ce que les expressions A't (~, ~/)Q, B', (~, ~2)o divionnent  
au point  so~(~',~') de C. 

On vdrifie aisdment que los valeurs des expressions X'(r ~)o, Y'(~, ~)o, 
X"(~, ri) ~, Y"(~, ~)o au point so=~(~ ', ~i'), quel que ce soit, sont respectivement 
6gaux ~ ce que d6viennent les expressions a(s, so), t~(s, so), d(s ,  so), fl'(s, so), 
lorsque l 'on 6change s avec So. Par  consdquent, si l'on d6signe par Ux(s0), Vt (so) 
ee que d6viennent respec~ivement les expressions U, (~, V)o, V~ {~, ~)o au point  So 
de C, on pourra 6crire: 

U1 (s0) = - -  ~ f ( .  (so, 8) ~1 + ; (s0, s) 91} ds,  
c 

] (d  (So, s) ~p, + fl' (So, s) ~'11 ds; Vl (s0) = - -  ~ 
O 

A', (s0) (s, s 0 ) + .  (s0, + (s, s0)+ (s0, 
c 

Bit (so) ----- ~ I f [ { a t ( s '  sol + . ' ( s  o , s ) )~ t  + {fit(8, *o) + fl'(so, *) )q~l ]ds;  
c 

(20) 

et encore, en vertu des formules (9), (9'), 

(2i) lira U~(~ ,Oo=- - rp , ( so )+  Ut(so), lim V~(~,~)o=-- tp~(so)+ V~(so); 
P~$O P~$o 

(2z)' lira U~ (~, ~)o = rfx (So) + U~ (so), lim Vt (~,)i')o = tp~ (so) + V~ (so). 
p'~So p'~so 

Ces formules sont  parfai tement analogues h ]a /ormule de discontinuitd de la 
ddrivde normale d'une simple couche. 
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CHAPITRE III. 

R6solution du problbme int6rieur .  

p 

1. Ecrivons lea 4quations: 

- - - =  , f f~8+ "=0;  

et rappelons qu'on a pos~ au Chapitre precedent (w 5): 

(2) 

{Or'tSd log ," {Or'lad log r' fl' (s, so) = 2 
a (n, so) = 2 ~Oyl ~ - '  i~-~x! d n  

Or r Orr cl log r r 
[ f l ( S ' S o ) = a ' ( s ' s o ) = - - 2 ~ x O y  d n  

Supposons que les coordonndes des points de la courbe C, con~iddrdes comme 
]onctions de s, soient finies et continue~, ainsi  que leurs ddrivges des trois premiers 
ordres. Alors les fonctions a (s, So), fl'(s, So), a' (s, So)~  fl(s, So) des variables ind6- 
pendantes s, so seront finies et continues, ainsi que leurs d~riv4es du premier 

ordre par rapport  h so, pour t o u s l e s  valeurs de s e t  de so, qui correspondent 

aux points de la courbe C. 
Soient u (s), v (s) deux /onctions arbitraires des points de C / is les  et continues, 

et assujetties h la condition: 

(3) {u (s) cos (sx) + v (s) cos (ey)}ds ffi= o. 

G 

Cette condition est n6cessaire, si l 'on veut  que u (s), v (s) puissent repr6senter 
les valeurs aux points de C, d'une solution des 6quations (z), eonsider6es dans 

l'aire finie a. 

Consid6rons le syst~me d'dquations fonctionnelles: 

(4) 

i "{- 8o)~ (8, so)~P(s)}ds, (So) = (So)- j (s, (s)+ 
c 

o 



230 

et  le syst~me d'~quations homog~nes: 
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(5) e 

| o =  ~0, (80)-  ~ { ~ '  (s, 80)~, ( s )+  y (s, So)~0, (8)} de. 

t J 

c 
Posons: 

�9 l a r ' l ' d  log,-' la,.'~'d log r' 
X ' ( s o ' S ) o - = Z ~ @ f  -d-~. ' r"(s~176 dno ' 

(2)' #r' Or'd log r' 
yt  (so, S)o = X"  (So, 8)0 = ~ 20x  #y dno ' 

et remarquons, eomme au Chapitre precedent (w xo), que nous pouvons obtenir 
les fonetions X',  (so, s), Y", (so, s), Y', (so, s) = X" ,  (s., s) respeetivement des fone- 
tions u(s, so), fir(s, so), fl(s, So)= a'(s, So) en ~ehangeant, dans ees derni~res fone- 
tions, la s a v e e  la So, et inversement.  

Ceei pos~, eonsid~rons encore le syst~me d'~quations fonetionnelles homog~nes : 

o =qr (So) - -  : ~ ; { -  (So, s)~', (s) + ~ (So, 8) ~P', (s)}ds, 

(5)' c 

c 

que l 'on peut  obtenir du syst~me (5) en dehangeant dans les fonetions a(s, s,), 
•' (s, so), fl (s, So)= a'(s, so), qui eontiennent,  la s avee la so. Nous appelerons lea 
~quations (5), (5Y: dquations [onctionnelles assoeidee. 

Puisque les fonetions (2), (2)' des variables s, so son~ toujours finies et con- 
tinues, on pourra ~noneer, en vertu des r~,sultats, bien eonnus, de M. FREDaOZM, ~ 
les th~or~mes suivants:  

i:o) si les ~luations (4) admettent une solution, cdle-ci sera ]inie et continue; 

z:o) si les ~quations (5) ou (5)' admettent des solutions di]]~rentes de z~ro, ces 

solutions seront ]inies et continues; 

3:0) si les ~quations (5) admettent m solutions linhzirement ind~pendantes, on 

aura que les ~luations associ~es (5) F admettront aussi m solutions lin~airement indd- 

pendantes ; et r~iproquement. 

1 &tr une classe d'dquation~ fonctionnelle~. -- Act~ mathematica, t. 27. 
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2. Les ~quations (5)' adme t t en t  la solution diff6rente de z6ro: 

(6) ef't (s) ~ cos (ny), ~p', (s) ~ - -  cos (nx). 

En  effet, on a: 

I / { a  (s0, s) cos (ny) - -  fl (So, s) 

c 

2 fOr~dlogr'dr'  , 
~ J O y y  dn o ~l-n as 

c 

cos (nx)) ds 

2 [ '[IOr'itdlogr ' Or'Or'dlogr' ( n z ) } d s =  = co= 
c 

2 f S r  y dr r d log r' ds = 

c 
_ 2 fOr'dlogr'JOr'  

c 

_ 

z J ~ x  ~y 
c 

Or' } 
cos (n0x) + ~ cos (noy) ds = 

l o g r ' d s  2 cos (noy) flOr'i*d l o g r ' ,  

c 

•f{.' (s0, s) 
c 

2 fOr 'd  l o g r ' d r r d a = _  
c o s ( n y ) - - f l ' ( , o , , )  e o s ( n x ) ) d a = - -  ~ j  -~  ~ dn  

c 

cos(no.). 

On aura  donc, en ver tu  du  th6or6me 3:o), que les {quations (5) admettent, 
au moins, une solution di]]grente de z~ro. 

3. D~.signons par  ~t (s), ~V t (s) cet te  solution, et  consid~rons les fonctions:  

T ~  

L /  

o 

t /  

c 

form6es avec les ~, (s), ~t  (s). 
On v~rifie ais6ment que les fonctions O1(~, 7), ~ t (~ , r~)sa t i s fon t  toujours  

aux 6quations (i). On aura  encore, en ver tu  de ]a continuit6 (th6or6me 2:0) 
des fonctions rpl (s), ~1 (s) e t  en ver tu  des formules (9), (9)' du  Chapitre precedent  

et  des ~quations (5 ) ,  

lim q},(r f (n(s,,o)q~,(s) + fl(s, so)~p,(s))ds=o, 
p ~ mo 2b~ 

c 
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p--So 

c 

(7) 

jC-s~ 

p~,.-So 
c 

Les deux premibres de ees formules nous donnent ,  en vertu du r6sultat 
zo 6tabli au w 4 du Chapitre I, 

(darts l 'aire a) e l  (~, 7) = ~1  (f ,  7) = o; 

et, par  cons6quent, l 'on aura encore, quel que ee soit le point  (~, ~) de l'aire a, 

4. Les dquations: 

0@i ~ x  
o,(~,~) =-~-~ + ~ =o. 

~O~ OF~ 00~ = 0rl 
~ = ~--~' o 7 o-5 

nous donnent ,  pour la fonction assoei~e de O~ (-5, ~), 

(dans l'aire o) r~ (~, ~) ----- eonst. 

On aura  donc, quel que ce soit ]e point  p ~ ( ~ ,  ~]) de a e t  quel que ce soit 

le point  s0-~(~', 7') de C, 

I a~'  ~ i '~', a~  cos ("oy) = ~ r ,  oos (,)0:~). 

En vertu de ee que l 'on a remarqu6 au w 4 du Chapitre I, apr~s avoir ~crit 
les ( i i) ,  et au w 8 du m6me Chapitre, nous pouvons prendre pour  les valeurs, 
aux points de C, des expressions X~, 1), y(l)correspondantes aux int6grales O~ (~, ~), 
~ul (-5, 7) des ~quations (x), e'est ~ dire pour ]es valeurs des expressions (zz) du 
Chapitre I, correspondantes aux fonetions O~ (~, ~), h u, (5, ~), ]es limites suivantes:  

~(1) ~ lim P,  (~, 7)o = - -  ~ FI eos (noy), 
P--$o 2 

- -  x F y~l) == lim Q, (~, ~)o ~ ~- I cos (noz). 
~m$O 
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Puisque, eomme l 'on a remarqu6 au w I, les fonctions a(s, so), fl'(s, so), 
a ~ (s, so) = fl (s, so) ont  leurs deriv6es du premier  ordre finies et  continues,  on aura  
des (5), en d6rivant,  que les fonetions ef~ (s), tp~ (s) adme t t en t  les d6riv6es du pre- 
mier  ordre, qui  seront  finies et cont inues sur C. Alors nous pouvons appliquer 

aux expressions P~ (-5, ~)0, Q~ (~, r~)0 le th6or~me du w 8 du  Chapitre pr6e6dent, et  
ainsi nous aurons  pour  les expressions ~:~1), y ~  [les ( z r ) d u  Chapitre  I], eor- 

respondantes  aux int6grales Ot (~, ~;), W~ (~, ~,) des 6quations (z), consid6r6es dans 
l 'aire infinie a', 

X(~a) = lira P ,  (~, ~2)o = ~ Z - F ~  c o s  (n.y), 
p ~ s  o 2 

y(1) = lira Q, (~, "2)0 = ~- F ,  cos (n,x), 

off F~ est une eonstante .  

5. Remarquons  que la constante  F1 doit  6tre diff~rente de z~ro. 
admet tons  qu'il  soit /'~ ~ o. On aura :  

En effet, 

(sur la courbe C) Xli)  : r i ' ) - -  o. 

Alors, en observant  que ]es int~grales q), (_5, ~;), !/~, (-5, ~) des 6quations (I) se 
compor ten t  aux points ~ l'infini du  plan de C comme la fonetion 17, on pourra  

appliquer  le resul tat  4 ~ 6tabli au w 5 du Chapitre I. Ainsi l 'on aura :  

(dans ra i re  o') m, (-5, ~) = ~ ,  (-5, ,~) = o; 

et, en ve r tu  des (7), 

(sur la eourbe C) ef, (8) - -  ~ ,  (s) = o, 

pe nda n t  que, par  hypoth~se,  la solution ef~ (s), tPl (s) des ~quations (5) est  diff~- 
rente  de z~ro. 

6. Cela pos6, supposons que les ~quations {5) adme t t en t  une aut re  solution 
% (s), ~P2 (s), diffPrente de z6ro. 

Formons  avec cet te  solution ef.(s), ~/,~ (s) les fonctions O2(-5, ~), hu~(-5, ~); 
-- -- ~(2) T~2~, analogues aux fonetions O~(~,~;), F~(-5, ~); P~(~,r,)0, Q~(-5,~)0; X~ 2), y~2~; . % ,  

O,(_~, r~), W, (-5, rl) ; O~(-5,~), FI(~, , ; ) ;  P,(~,r,')o, Q~(-5, r,)0; X~), Jt sxtr(1):, X (1), Y7 ), for- 

m6es, pr6c6demment ,  avec la solution eft (s), tpt(s). On aura,  comme au w 4, 

~:(~ ~ lim P2 (~, 7)0 = - -  z F= cos (noy), y~2) = lim Q2 (-5, 72)o ~ ~ F2 cos (nox), 
p ' ~ s  o 2 p'--So 

off U 2 est une  cons tan te  diff~rente de z~ro. 
Acta m~hemat ica .  :12. Imprim~ 1~ 3 f ~ r i e r  1909. 30 
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D6 te rminons  ma.intena.nt  une consta.nte b, telle que l 'on a i t :  

(8) 1"1 + bl'2 ~ o; 

et  env isageons  les fone t ions :  

(9) q~ (s) - -  ~fl (8) + b ~f2 (8), t,'~3 (s) ---- ~,, (8) + b ~ (s). 

E v i d e m m e n t  ces fonct ions  f o r m e n t  une  solut ion  des 6quat ions  (5); e t  si nous  

fo rmons  avec ce t t e  so lu t ion  % (s), ~'3 (s) les fonc t ions  O3( ~, ~,), ~V3(~, r);  O3(~', r,), 
, ~" l'3 (~, ~i); P3 (~', ~i)0, Q3 (~, ~i)0; XT~, y~3); X~3), y~3~ ana logues  aux  fone t ions  O, (. ,  ,), 

l "  P~ (~, ~/); . . . . . .  on aura. encore:  

X~ ~) ~ l im P3 (~, ~l)0 = lira P~ (~, ~:)o + b lim P :  (~, ~i)o 
p t  ~ 8o P t  ~ So p '  ~ 80 

_ _  I ( r ,  + bF2) c o s ( n o y ) ~ - - ~  I '3eos(noy),  
2 2 

y(a) = l im Qs (~, ,])o ~ l im Q~ (.~, r,) 0 + b l im Q2 (.~, r,)o = 
p t  ~ 8 0 p t  ~ S 0 p t  ~ # o 

I ~-(r~ + br:) cos  (~ox)  = ~ I~.~ cos  (nor ) ;  

et,  d ' ap r6s  l ' 6qua t ion  (8), 

De cela on d6dui t ,  eommo au  w 5, 

(sur  la courbe  C) ~f3 (s) = ~t~ 3 (s) ~ o, 

c 'es t  ~ dire :  
,f, (s) + b ~ (8) = o, ~,  (s) + b ~ (s) = o. 

On a. done  le r6sul ta t  su ivan t :  une solution quelconque ~f,(s), (p~(s) des 
dquations (5) est toujours dgale ~ la solution ~f~ (s), tp~ (s) multiplide par une m~me 
convenable constante; en d ' au t r e s  termes,  si l 'on  considbre c o m m e  dif f6rentes  en t re  

eux,  ces solut ions  qui  son t  lin6a.irement ind6pendan tes ,  on peu t  dire  que  les 

dquations (5) admettent une solution seulement di//&ente de z&o. 
7. A ca.use de ce r6sul t~t  et  en v e r t u  d ' u n  th6or~me sur  les 6qua t ions  

fonc t ionne | les  ~, on a:  la condition ndcessaire et su//isante pour qu'il existe une solu- 
tion cf (s), tp (s) des dquations /onctionneUes (4), c'est que les /onctions donndes u (s), 
v(s) v&i/ient la condition: 

x FREDHOLbl; l. C., w 2, n .  9. 
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c c 

= t u(s) cos (a~) + v(s) cos (sy}}ds. 
6 

Or, en vertu de l 'hypothSse (3), cette condition est v~rifi~e; on en conclut, 

par suite, que lea dquations (4) admettent une solution el(s), ~p(s). 
Cela pos~, formons avee cette solution cp(s), qJ(s) les fonetions: 

(io) 

[ u(~' ,~)=---~ f ( X ' ~ ( s )  + Y',tp(s)]ds, 

i :/ v(~, , r~) = -  (X",,p(s) + Y",qJ(s)Icls. 

( o. 

On v~rifie tout de suite que ces fonctions satisfont aux ~quations (i). En 

vcrtu de la eontinuit4 des fonetions ~p(s), ,t0(a) (th~or~me i:o), des formules (9), 

(9)' du Chapitre II  et des 4quations (4), on a ensuite: 

s0) (s) + = . (so) ,  
p = S  0 

c 

lim v(~, 7) -~ ~P(so)--~/(a'(s,  so),f(s) + fl'(s, So)(P(s)~ds = v(so). 
pmSO 

c 

Par cons4quent, nous pouvons 4noncer le r6sultat suivant: les /onctions 
u(~, ~), v(~, ~), donndes par les [ormules (io), considgrdes dans l'aire /inie a, satis- 
/ont aux dquations (i), et, sur C, elles se rdduisent aux ]onctions donn4es u(s), v(s). 

Ainsi nous avons r4solu le probl6me de l'int4gration des 4quations (5)' du 
Chapitre I (probl~me intdrieur). 

R~solution du probl~me ext~rieur. 

8. Soient donn4ez deux fonctions quelconqur u(s), v(s), des points de C,/inies 
et continues. Envisageons le syst6me d%quations fonctionnelles: 
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u(so)'=q~(so) -F ~ f (et(s, so)q)(s ) q- fl(s, so)q)(s))ds, 
c 

v(so)=tP(so) + ~ f (a'(s, so)q~(s) + fl'(s, so)tP(s)}ds; 
c 

et  le sys t6me d 'dquat ions  homogbnes:  

I ~{a(s, so)~P~(s)+fl(s, so)tP,(s)}ds, o = ~ p , ( s o ) +  ~ 
c 

c 

Les dquations (i2) admettent les trois solutions di//grentes de zdro: 

( ~ 3 )  ( f l l  = X ( S )  ' ~Jll t::= Y(S)  ; (~12 - - - k  ' ~)12 = O; ~fl~ -~ - -0 '  (PlS = ~ "' 

oh x(s), y(s) ddsignent les coordonnde~ variables des points de C, et oh k, ] ddsiffnent 
deux constantes arbitraires. 

En effet,, les formules (zz) du Chapitre I nous donnent :  

c 

q'=-Y(S~ l--~rJ(XX'"+YY"')dsl;| �9 i 
P~$O ( 

(r 

et, en ver tu  des (9), (9)' du Chapitre II, on aura:  

~[ ~ ([x(s)c~ (s, so) + y(s) fl (s, so))ds], Z(So)  = x (so) - -  ; i  
t~ 
c 

ou bien: 
c 

o-~x(%)-4- ~ f (a (s, so)x(s ) A- fl (s, so)y(s))ds, 
c 

o ~y(so)-4- ~:f(a'(s,s,)x(s)+ fl'(S, So)y(s)}ds. 
c 
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De m~me, des (23) du Chapitre I, l 'on aura:  

,? o = k-~.~ a(s, so)k + fl(S, So)O}ds, 
C 

o ~ ~'[d(s, So)k + fl'(s, So)O)ds; 

C 

o i I / [ c t ( s ,  So) O +  fl(s, so)j} d8, 

C 

o = j  + ~ f[a'(s,~o)o + fl'(S, So)j]d~. 
C 

La proposi t ion est  done 6tablie. 

9. Maintenant  nous voulons d6montrer  quo le sys t6me d 'dquat ions  homo- 

g~nes (12) n ' admet t e  d 'au t res  solutions, que  les trois solut ions signal6es cpH, tpu; 

+f~2, tp~; cf~.~, r En  d 'au t res  refines, nous voulons d6montrer  qu'une solution 
quelconque du syst~me d'dquations /onctionnelles (12) a toujours la /orme: 

h'x(s) + k', h'y(a) + j', 

oh h', k', j' sont des constantes. 
En effet, soit 9t(s), ~t(s) une solution des 6quat ions (12). 

les fonet ions opt(s), q2t (s), les expressions:  

Formons  avee 

, )  

I 
qJ,(~, 7) = i:; i +{x'* ef,(s) + Y'~ qJ,(s)}ds, 

d 
. )  

i 

5 

En ver tu  des (9), (9)' du Chapitre I I  et  des 6quations (i2), l 'on a: 

(14) / 
i? 

lira Ot (b ' ,~ )~  ~ 9 , ( S o )  + y[ a (S, So)gx(s)+fl (S, So)tPx(s))ds ~ --2~91(80)) 
C 

lira ~1 (~, q) =~ - -  tp, (*o) + I / (a ' ( s ,  so)eP~ (s)+ fl'(s, s0)~'L (,)}ds ~ - -  2 tp, (,+); 
p r o *  o 

C 
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(~4)' 
c 

=:=0~ 

lim T , ( g , ~ ) - - G ( s  ) + ~ f{a'(s ,  so)~f,(8)+ fl'(s, so)(P,(s))ds~o. 
c 

Les expressions Ot(~,~), T~(~, 'i), eonsid6r6es eomme fonctions des points  
(~,~) de l 'aire infinie a t, sat isfont  aux 6quations (~) et  aux points h l 'infini du  

plan de C se compor ten t  comme |a  fonction x -;  par  cons6quent  on aura,  k cause 
q 

des (~4)' et  du  r6sultat  3 o, 6tabli au w 5 du  Chapitre I, 

(duns l 'aire a') 

De cola l 'on d4duit,  en introduisant ,  eomme aux  w167 3 et 4, les expressions 

O~(E, ~), Fl(~, ~); P~(~,'tt)0, Qt(~, 00; ~r -]y(n., ..~m~ , =~(l}~, et en ra isonnant  comme 

a u w  

~l)___ lira Pt(r  '~)o i 1"~ cos (n.y), -i'~ l) lira ~" r --  ~ = - -  = Q, ( , ,  ,1o - )- t ' l  c o s  (n~ z ) ,  
p'=~. 2 f - s o  

oh F t e s t  une cons tante ;  et, par  cons6quent,  

(I5) X ~ l = l i m  Pt(g,  v~). = If. cos (nov), 
P~,~o 2 

y(n lira Q,(~', ~)o ~I ' l"cos  (noX). s 

p--s, 

Remarquons  que los fonctions q~l(g, ~), q~,(~, ~i), consid6r6es duns l 'aire finie 
~, satisfont aux 6quations (I), et  sur la courbe C satisfont aux  6quations (i5). 
Alors, en ver tu  du  r6sultat  z ~ 6tabli au w 4 du Ohapitre I, l 'on aura :  

(dans ] 'aire a) q~ (~, 7) ~ h l  + k, q~, (~, ,;) = h~ + ], 

off h, k, i sent  des constantes;  et, par  cons4quent,  h cause des (z4), 

En posant :  

( f , ( , )  = - -  ~ { h ~ ( , )  + k}, G 0 )  - - -  ~ {by( s )  + J l .  

h'--  Ih,  k ' ~ - - - { k ,  / = i . 

on pout 6orire encore:  

~ , ( s )  ~ h ' x ( 8 )  + k', 

C'est co que nous you]ions d6montrer .  

~,, (s)  ~ h ' y ( 8 )  + 7". 
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10. Ceci pos6, 6erivons les 6quat ions  fonetionnel les:  

( .2)'  / C 

o = ~P', ( so) + I / ( a '  ( so, s ) ~f', ( s ) + f ( so, s ) t/,'~ ( s ) ) d s  , 

c 

associges aux 4quations (i2), et  observons que les th6or~mes i:o), 2:0) et 3:o), 6none6s 

au  w I pour  les 6quations fonetionnelles (4), (5), (5)', vont  aussi pour  los 6quations 

analogues (I i) ,  (I2), (I2y. Nous aurons alors: los dquations (I2y admettent trois 
solutions di/]drentes de zdro, et trois seulement. 

Ajoutons que, en ver tu  d ' un  th60r~me de M. PL~MEIZ, ~ on pout tou~onrs 
ddterminer cos trois solutions ~0',(s), ~V',(a); 90't,(s), ~',~(s); ,p'ta(s), e/L~(s ) de 
mani$re d satisfaire aux conditions: ~ 

(16) 

C C C 

I {x(s)9' ,~(s)  = o, = i ,  ll~(8)ds 
c 

j ~ ' , , ( s ) d s  = o; 
c 

f (x(s)qY~3(s) + y(s)tp'~t(s)}ds--o, / ~ ' ~ ( s ) d s : o ,  i~ '~s(s)ds~ I.  
c c' ~; 

Alors, ~ cause d 'un  th6or~me sur los 6quations fonetionneUes) don t  nous 

avons fair usage au w 7, on aura:  la condition ndcessaire et suf/isante pour qu'il 
existe une ~olution el(s), ~p(s) des dquations (ii),  c'est que les /oncHons donndes u(s), 

v(s) vdri/ient les trois conditions: 

(~7) ;(u(s)q1,,(s) + v ( s ) ~ v ' , , ( s p ,  d s  = o ,  

C 

Zur Theo~ie der Fredholmschen Funktionalgleichung (Monatshefte ffir Mathematik und Phy- 
sik; XV. Jahrg.; Seite 115). 

On pout aussi d6duire ce r6sultat ind6pendammeut du th~or6me de M. PLg~RIJ. 
s FRI~DHOL.~'; I. C., w 2, n. 9. 
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i{=(s}~t',,(s) + v{s )q , ' , , ( s }~ds  = o,  

I j'{u(s)qJ''(s)c +v(s)~p',.~(s)}ds=o. 

Si l'on suppose auparavant  que lea fonctiona u(s), v(s) v6rifient les condi- 

tions (I7), on aura que les 4quations ( i i )  admettent  une solution q~(s), ~p(s). 

Formons avec cette solution les expressions: 

(~s) 

u(~, ~) = ~-:.j(X's q~(s) + Y's q,(s)}ds, 

C 

v(~,~)= ~{X",q~(s) + Y",W, (s)}ds. 
c 

Celles-ci, consid4r4es dans l'aire a', satisfont aux 6quations (I); et, en vertu 

de la continuit6 des fonctions tf(s), q,(s) (th6or~me i:o) et des formules (9), (9)' 

du Chapitre pr6e6dent, elles nous donnent:  

l i m u ( L ~ ) - ~  ~(s0) + i f{ r'=~o ~ a (s, so)ff(s) + t~ (s, so )q , ( s ) }ds  = u(so) ,  

P t ~ J o  �9 

c 

On aura donc: les /onctions u(_~, ,~), v(5,~;) des points de l'aire in/inie a', don- 
ndes par les /ormules (I8), satis/ont aux dquations (I), et, sur C, elles se rdduisent 
aux /onctions donn4es u(s), v(s). Ainsi nous avons r6solu le probl~me do l'int6- 

gration des 6quations, que l'on obtient des 6quations (5)' du Chapitre I en rem- 

plagant a par a', dans le cas particulier off les valeurs des fonctions inconnues 

v6rifient les conditions (I7). 

II. Dana le cas oh lea fonetions donn6es sur C ne v6rifient paa lea condi- 

tions (i7) , d6terminons trois constantes h', k', j' de mani~re que, ayant  pos6: 

(I9) 4(s)=,,(s)--h'z(s)--k', i(8)--v(s)--h'U(s)--]'. 

en r6sulte: 
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( I 7 ) '  

o =f(u(s)~',~(s) + v(s)~p',,(s))ds, 
C 

, o = / (u ( s )~ '~ , ( s )  + v(s)~',,(s)}ds, 

o (s)qY,,(s) + v(s)~V',,(s))ds. 
C 

Faisant  usage des (I6) et  des (Iq), ces ~quations deviennent :  

(~7)" 

i o ~f(u(s)~p',~(s) + v(s)tp',(s))ds--h', 
C 

, o =f(u(s)ef'~2(s ) + v(s)~p',~(s))ds--k', 

o u(s)r + v(s)q/,,(s))ds--j'. 
C 

Ainsi d&ermin&s  les constantes  h r, k ', j', consid~rons les ~quations fonetion- 
nelles: 

u (so) = ,,o (So) + ~ ( a  (s, so) ef (s) + fl (s, so) (p(s)) ds, 
L ]  

( I I ) '  C 

V(So) = ~(So) + ~ I (a'(s, So)el(s) + fl' (s, so)(p(s)} ds. 
o ,  

C 

En ver tu  des (i7)" , ]a condit ion n~cessaire et suffisante, pour  qu'il existe 
une solution el(s), ~(s)  des dquations fonctionnelles pr~c~dentes (IQ', est v&ifi~e. 

Formons,  avec cet te  solution, les fonctions:  

(20) 
C 

( c 
Acta raath#matica. 32. Imprim~ le 3 f~vrier lg09. 3]  
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Celles-ci satisfont p~rtout aux ~quations (~); et, en ver~u de la continuit(~ 

des fonctions r ~(s) (th~or~me z:o), en-faisant usage des formules (9), (9)' du 

Chapitre I I  et des ~quations (~) ' ,  (~9), elles nous donnent:  

lim u(~, ~ ) =  h'x(So) + k' + ~(so) + ~ f[cr (s, s0)~f(s) + fl (s, so)~(s)~ds = 

c 

= h'x(So) + k' + U(8o) = u(80), 

lira ,,(s ~ ) -  h'y(~0) + j'+ r ~f i . ' ( s ,  So)~(s)+ ~'(s, ~0)r = 
p l ~ $  0 

c 
= h'y(So) + ]' + v(80) = V(8o). 

On aura donc:  les ]onctions u(~, ~,), v(~,*,) des poi~ts de l'aire in]inie ~', don- 
ndes par les ]ormules (2o), satis/ont aux gqvations (i), et, sur C, elles se rdduisent 
aux ]onctions donndes u(s), v(s). Ainsi nous avons rdsolu, en toute sa g~n~ralit~, 

le probl~me de l'int~gration des 5quations, que l'on obtient des ~quations (5) ~ du 

Chapitre I en rempla~ant u par a f (probl~mc extgrieur). 

CHAPITRE IV. 

Probl~me int6rieur pour le cas d'un contour rectangulaire .  

1. Dans le cas off ]c contour C est rectangu|aire nous ne pouvons pas 

affirmer que la d~monstration de l'existence des int(~grales des dquations (5) r du 

Chapitre I (r~solution du probl~me intdrieur), que nous avons donn~e au Chapitre 

precedent, soit acceptable; puisque, dans ce cas, les expressions (2), du Chapitre 

III,  ont des points d e  singularitY. Eu effet, elles, en chaque sommet du rec- 

tangle, ou prennent la va]eur z~ro, ou se comportent comme la fonetion ~- sui- t t~ 

r a n t  que les variables s, so s'approchent des valeurs eorrespondantes h ce som- 

met en variant sur le m~me cSt~ ou sur deux cSt~s cons~cutifs. 

Nous r~soudrons ici le probl~me int~rieur relatif au rectangle, en utilisant 

les id6es qui ont amen5 MATHIEU (Thdorie de l'glasticild des corps solides; seconde 

partie, Chapitre X) & r~soudre un probl~me d'~lasticit~ relatif au prisme rec- 

tangle; et, comme on le verra, nous ferons aussi souvent usage des m6mes cal- 

culs de ~{ATHIEU. 
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I~crivons les 6quations (5)' du Chapitre I sous la forme: 

(I) (dans l'aire a) Ou Ov (Ou Ov t 
i) y O x ' "-4 ~ 0 = "-4 ~ ~iJ~ + ~y!  ~- o ,  

(2) (sur le contour C) u = u ( s ) ,  v = v ( s ) ;  

et supposons que les /onctions donndes u(s), v(s), des points de C, soient /inies et 

continues, ainsi que leurs ddrivdes dzt premier ordre, exception [aite, au surplus, de 

la continuitd de ces d~rivdes pour lea sommets du rectangle (voir, ~ ce propos, la 
Remarque I au w 3 du Chapitre I). 

2. Soient: 

a a b b 
x = - ,  x 2' Y = 2 '  Y 

2 2 

les 6quations des lignes droites, qui contiennent les cSt6s du rectangle. 

La condition (7) du Chapitre I, qui dolt fitre n6cessairement remplie par 
les fonctions donn6es u(s), v(s), divient: 

b a b a 

2 ~ 2 

a b a --2" - ~  - ~  - ~  

~ O .  

D6terminons une constante h de manibre qu'on air: 

b 

(,, f[ . (a 
b 

et remplagons les (2) par les autres: 

(2)' (sur le contour C) u = u ( s )  + h, v = v ( s )  + h. 

Les conditions (2)' coincident avec les (2) si h = o ,  c'est ~ dire, si l'on a: 

b 

) , y  d y = o .  

b 
2 
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Remarquons que, ]orsqu'on a effectu6, d'une mani6re quelconque, l'intd- 

gration des 6quations (x), (2)', on aura aussitSt les int6grales des 6quations pro- 

pos6es (i), (2); de sorte que nous nous bornerons ~ l ' integration des 6quations 

(i), (2)'. 
Remarquons encore que, en vertu de la lin6arit6 des 6quations (i), (2)', ce 

dernier probl6me peut se partager en les deux suivants: 

i ~ int6gration des 6quations (i) avec les conditions au contour C: 

(2)" 
~ 0 :  

2 0 int6gration des 6quations (i) avee ]es conditions au contour C: 

2)"' 
o, (dans les autres points de C) v = v ( s ) +  h, 

(sur tout le contour C) u ~ u(s) + h. 

]l est ais6 de voir que ce dernier problbme se divise en sept autres et tous 

semblables au premier; par consdquent le probl6me propos6 peut se partager en 

huit probl6mes de la nature du i ~ Mais il convient partager encore ce dernier 

probl6me en deux autres: l'un, A, int6gration des 6quations (I) avec les condi- 

tions au contour C: 

(4) 
O; 

l 'autre, B, int6gration des 6quations (I) avec les conditions au contour C: 

(~) 

a a - - 2 ) - - o ,  

off l 'on a fait: 

l (v)  "~ ~(,~(*) + h}. 
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E n  a jou tan t  les deux  solutions des deux  probl~mes A et  B, on obt iendra  

cel]e du probl~me x ~ Nous  allons rSsoudre successivement  les deux  probl~mes 

A e t B .  

R~solu t ion  du prob l~ lne  A. - -  I n t r o d u c t i o n  de s~ries.  

3. P o u r  ne pas  t rop  compliquer  la question,  nous supposerons que ](y) 

est une fonct ion impaire;  mais la solut ion s 'ob t i endra i t  exac t emen t  de la memo 

mani~re si la fonct ion /(y)  ~tait paire;  et /(y), dans t o u s l e s  cas, p eu t  se par-  

tager  en une fonct ion  paire et  une  fonct ion impaire.  

Ceci pose, supposons que  la fonct ion impaire  ](y) soit d4veloppable  en sdrie 

de Fourier un i fo rmement  eonvergente ,  et  que soit aussi uni form~ment  conver-  

genre la serie des deriv~es du  premier  ordre.  Alors on pour ra  ~crire: 

avec 

/(y) ~ ~,~R,, sin ny, f (y) : .~,,n R ,  cos ny, 

2 q ~  
n - -  

b ' 

q ~tant  les nombres  ent iers  positifs i, 2, 3, 4 , . . -  et le signe sommatoi re  ~ s 'e ten-  

d a n t  k tou tes  les valeurs  de q. 

En  posant  : 

n o u s  a u r o n s :  

et  la s4rie:  

sera uni form4ment  convergente .  

In t roduisons  les no ta t ions :  

n R,, ~ A ,, , 

/ (y)  = ~ , ~  sin ny,  

[' (y) = Z . A .  cos ny 

sinh x = ~(x),  

et  posons:  

cosh x ~ E (x), 

2 p z  
P a 

(7) 

F ~ x:~,,~ B, ,~(nx)  cos ny § 5 , ,H, ,E(nx)  cos ny + 

-t- y ~ , , , ~  !D,,~(my) cos m x §  .Y.m~,,~E(my) cos mx 
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off p prend routes les valeurs enti6res et positives I, z, 3, 4 , . . . . ,  et off les 

signes sommatoires 2 s'6tendent ~t toutes les valeurs de p ou de q. Les coeffi- 

cients B~, H , ,  ~,~, s sont suppos6s, pour le moment, ind6termin6s. 

Si l 'on admet la 16gitimit6 des d6rivations terme ~ terme des s6ries qui compo- 

sent F,  on pourra 6crire: 

(8) 

or } 
u O~c in ~(nx) + x E  (nx) cos ny + ..$,Hnn~(nx) cos ny - -  

~2,,, 93,,,y ~ (my) sin mx - -  ~,n ~,nm E (my) sin rex, 

v Oy Y ' ' ~  ~(my) + y E ( m y )  cos m x +  Y.,,,~mm~(my) cos r e x -  

- .$,,B,,x ~ (nx) sin n y -  Y.,, H, ,nE (nx) sin ny. 

Eliminat ion des coefficients H ,  et ~,,~. 

4. Ayant  6gard aux conditions: 

et aux relations: 
ma n b 

sin - -  = o ,  s i n  - -  - -  o ,  
2 2 

les formules (8) nous donnent: 

+ ~  \ ~ - !  cos n y + ~ , ~ H , n ~  c o s n y ~ o ,  

c o s m x + Y . , , , ~ m m ~  c o s m x =  o, 
2 

d'oh l'on obtient: 

Substituons, dans les formules (7), (8), les expressions prSc6dentes de H ,  et 

de g~,,, et nous obtiendrons, en simplifiant, 
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(7)' + 

_ / m~ E(my'j COS ~ftX, 

(8)' / 

u = ~. Bn Ix 

v = ~ , , ,  .!~,,~ 

E (nx) 
~(?) ] 

a ~ ( n x )  c o s n y - -  (no) 

[ mb ] 

E l'~all 
a ~ E ( n x )  sin ny. 

On 

dit ions : 

vdrifie, ais6ment,  que les fonct ions prdcddentes u, v sat isfont  aux  con- 

a 

Ainsi, en r6sum6, les fonctions ~, v, donn~es par  les 6quat ions (8) 7, sat isfont  

aux  condit ions:  
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D6terminat lon  des coeff ic ients  B,~, ~,~. 

5. ~k cause des condi t ions:  

(IO) v(a, y)=/(y),  u(x, b)= 

et de l '6quat ion:  

on aura: 

(Io)' 

X,~ -4.  sin n y ~ :$~ ~.~ 
n yE (my) ff (m y; cos ma + 

2 

[ ( : t  = + ~ , B ~  E + - - - - -  s t o n y ,  
n 2 

o~,~B,~ xE(nx) - a - - -  ~.(nx) c o s - -  + 

I [  + z'~ ~'* m E + -~- .  

Multiplions la premi6re  de ces 6quat ions  p a r  sin ny.dy et  int6grons de 

b , b 
- - -  a - .  Si l 'on admet  la 16gitimit6 des int6grat ions te rme h te rme des s6ries, 2 2 
que nous voyons  dans les formules (io) ~, eu 6gard aux formules:  

b 

; s in~nydy~b / 2 ' (~ (my) 

2 

sin nydy mE(my) sin ny--n~(my) c o s n y  
m ~ q-  n ~ 

y E (my) sin nydy -~y m~(my) s i n n y - - n E ( m y )  c o s n y  + 
m ~ + n ~ 

+ (n~--m')E(my) s i n n y  + 2mn~(my) cos n y ,  
(m ! + n~) t 
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b 

] '~ n b (my) sin nydy m ~. + n~ cos-:,2 ' 
b 

on obt iendra :  

b 

) 'yE(my)sinnydy=~ I m~ + n t 
b 

bnA"-~-~B"[E(?)+na2 ~ ina ) ]  

rnbE( 4mn~ nbE nb ma 
~ z - - - ~  / COS - - - -  COS - -  

- - z , , , ~ , , , [  ~ , V + ~  (m~ + ~)-" ~ + n~ J ~ -~ ' 
ou bien : 

( I I )  
[ ( n a ) n a  ~ ]  ~ ~m(nn'-m ( r o b ) m a  B.b E ~- -~ . . . .  bA,,--8cos--~., ~ c o s - -  2 ~ + m'2) " 2 

On d~.duit de m~me de la seconde des 6quat ions (io)': 

(I2) ~raa [E ( ~ )  ~Lmb (m_b)] = - - S  cos ma ~,~ Bn m2n (~) nb ' ~ -  ~ 2 (m ~ + n') ~ ~ c o s - - . 2  

Remarque .  - -  Si l 'on multiplie la premiere  des 6quat ions (io)' par  dyet 
qu 'on  int~gre de b , b 

- - -  a - ,  on t rouvera ,  en conformit6 de la supposi t ion (3), 
2 2 

l ' identi t6:  
0 ~ 0 .  

On d6duira la m~me identit6 de la seconde des 6quations (IO)L 
6. Observons  que nous pouvons  obtenir  les 6quat ions ( i i ) ,  (i2), en faisant  

)~ = o, ,. = I darts les 6quat ions ~. la page I49 de l 'ouvrage,  d6js cit6, de M A T I t I E U ;  

par cons6quent,  nous pourrons  d6duire les valeurs de nos coefficients B~ et ~, . ,  

faisant  X ~ o, # = i dans les expressions, t rouv6es par  MATHI~,U (1OC. cit. page 

154), pour  |es valeurs des coefficients B. ,  ~ , . ,  qu'i l  a aussi introduit .  Nous  

ne rappor tons  pas ici les expressions qui donnent  les valeurs de nos coefficients 

B. ,  10m; parce  qu'elles cont iennent  des notat ions,  qu'il  faudra i t  expliquer et  qui, 
Aeta mathamatlca. 32. Imprim6 le 3 f6vrier 1fi09. ~ 
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d'ailleurs, sont 6tudi~es en tous leurs d6tails dans l'ouvrage de MATHIEU. Dans 

cet ouvrage sont aussi donn6es (loc. cir. pages 161, 162, 163) des valeurs num6- 

riques (avec cinq d6cimals), qui servent ~ calculer les coefficients B,,, ~ , ,  dans 

le cas d 'un carr6 (a ~ b). 

Convergence des s6ries qui repr~sentent  F, u, v. 

7. Les expressions (8)' de u, v sont formdes au moyens des sdries suivantes: 

I ~..~ B,, E (nx) cos ny, ~., ~,~ ~ (my) sin rex, 

2". B .  ~ (nx) sin ny, 2~. B.  - -  ~ (nx) cos ny  . . . .  

Ces s6ries sont de la m~me nature que la s6rie: 

~,, !D,, E (my) cos rex, 

qui a (~t6 6tudi~e par MATItIEU (pages 157, 158); et l'on pourra ddmontrer leur 

convergence uniforme, et, par cons6quent, la 16gitimit6 des integrations terme h 

terme, admise au w 5, faisant usage des considerations de MATHIEU. 

f4 /ortior en rdsulte la convergence uniforme des s~ries, qui forment l'ex- 

pression (7)' de F, et la ldgitimit6 des d6rivations, admise au w 3. 

Lemme. 

8. Soit une sdrie uni/ormdment convergente: 

(I4) W=W, + W~ + w3 + " "  

de /onctions harmoniques clans l'aire ~, limitde par un contour C. S'il existe la 
onction de Green pour le contour C, on pourra appliquer (t cette sdrie la ddrivation 

terme it terme en tousles points de l'intdrieur de l'aire a. 
En effet, d4signons par G la /onction de Green relative s la courbe C. 

On aura: 

w~ ~-~ / w d~  d n w~= ~. w ::: , 
! 

C C 
et, par consequent, ~ 

Pour la 16gitimit6 des d6rivations, voir: LArRW~LLA; Sull' inteqrazio~Jr delle equetzio~i 
dell'cquilibrio dei corpi elastici isotropi, ~ ~, 2 et ~ (Annali di Matematica, t, XI, s. 3~). 
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,)w~__,;wi 8 dG ds ' ~)w l w  0 dG ds  

c c 

Alors, en ver tu  de l ' int6grabilit6 terme ~ terme de la s6rie (x4), on pourra  

6erire, pour un point  queleonque int6rieur h a, 

~w ~ I) dG ds F ~ ~ dG , ~, " i) dG ds = ~)~ 8w~ 

c c c 

De m~me l 'on aura:  

Le lemme est done 6tabli. 

oLv = ~: OWl 
i)y ~ i)y " 

V6rifieations. 

9. Ce |emme est valable en part iculier  pour  les s~ries (I3), qui forment  les 

fonctions u, v; et alors, puisque l 'on a (w167 3 et 7): 

OF ~F 
~ = ~  , v = ~ y ,  

en r6sultera, pour un point  quelconque de l ' int6rieur de a, 

~u ~)~F (/u ~)~ F i~v ~)~ F ~)v ~J F 
Ox 8x ~ ' Oy ~x~)y'  iJx-- 8 y i ) x '  iJy 8y ~ ' 

iJ u i] v 
~) = -~-x + ~y -- ~t~ F = 2 2L~ B .  E (nx) cos ny  + 2 ~-., ~3., ~ (my)  cos mx ; 

et encore: 
i/u (iv 

(dans l 'aire a) Oy = 0 x '  ~ 0 = o. 

Observons, enfin, que les expressions (8)' de u et de v, qui v6rifient les 

conditions (9),(Io), v6rifient aussi, en ver tu  des 6quations (io)', les autres con- 

dit ions : 

v a = u ( x ,  = o .  

En  eoneluant,  les /onetions u, v, clonndes par les [ormules (8)', satis/ont a ~  

dquations (i) et aux comtitions (4) au  cor~tour 6'; par eons6quent,  elles rdeoudrent 

le probl~me A.  

Remarquons  que la fonetion F ,  donn6e par  la formule (7)', repr6sente, ~ uno 

eonstante  prgs, la solution des 6quations (i)' du Chapitre I, qui eorrespondont 

au probl~me A. 
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R~solut ion  du p rob l~me  B. ~ I n t r o d u c t i o n  de s~ries.  

10. Faisons sur la fonct ion / (y)  les mSmes hypo theses  que nous avons 

faites au  w 3. On au ra  alors:  

avec  

et  la s6rie 

A ~  �9 
/ (y) ~ ~ . - -  s m n y ,  

n 

2q7l: ( q =  1,2, 3 , 4 , . . . ) ;  

/' (y) = 2,,A,, cos ny  

sera uni form~ment  convergente .  

Posons:  

F = D x  + IDrx3 + x .Y . , ,LB, ,E(nx)  cos ny  + ~..,,H,,(~(nx) cos ny  + 
3 9"b 

+ Y ~.~ I ~,n ~ (my) sin m x +  2~,,~ ~'),, E (my) sin rex, 

a v e c  

m =  ( 2 7 " + I ) z ,  ( . / = o , I ,  2 , 3 , . . . ) .  
a 

Si l 'on admet  la Mgitimit6 des d~rivations te rme ~ terme des s~ries, qui com- 

posent  la fonct ion F ,  nous pourrons  ~crire: 

(x6) 

u = - j ~ = D + D ' x ~ + Y ,  nB .  E ( n x ) + x ~ ( n x )  c o s n y  + 

+ ~ , ,HnnE(nx)  cos ny  + ~ , ~ , , , y ~ ( m y )  cos rex+ "" ..,,~Y),,~m E(my)  cos rex, 

v = ~ , , ~ , ~  ~ ( m y ) + y E ( m y )  s i n m x + ~ - ~ , , , m ~ ( m y ) s i n m x  - 

- -  ~,~ B,~ x E (nx) sin ny  ~ .X,~ Hn n ~ (nx) sin ny. 

11. 

]~limination des coefficients H.  et 9-,. 

Faisant usage des conditions: 

(a 
U , ~ O~ V X~ ~ O~ 
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et  des  r e l a t ions :  
m a  n b 

cos = o, sin . . . . .  o, 2 2 

on au ra ,  des  express ions  (I6)  de  u et  de v, 

4 /n 2 

{I (~_b) b E (~)}sin rex-+- ~m0m m~ ( ? ) s i n  m x  = o ,  

d 'of l  l ' on  t i re :  

D ~_- 4 D ,  H , , - - - - B , ,  i + a , ~ . , =  . . . .  
a s n i 2 n E  (n@) [ ~ (~)["  - -  "-'""~m :~ + 2 m 

S u b s t i t u o n s  les express ions  p r6e6den tes  de  H,,, ~m d a n s  les fo rmules  (I5), 

(r6), e t  nous  ob t i e nd rons ,  en  s impl i f iant ,  

(I5)' F =  D x - -  4 DxS + 
3 ae 

+ :",, B,~ E (nx )  - -  J 7)/  - ~_ + a ~ (,,x) 
2 n  E 

E ( m y ]  sin "re, x, 

cos n y + 

(~6)' 

- -  E (n x)Jeos n y  + 

iX, 
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(~6)' 

v = Y~m ~., [y E(my):- 

a ~ (nx) sin ny.  

On v4rifie, ais6ment, que les expressions pr~c~dentes de u et de v sat isfont  

aux condit ions:  

(~ U - - 2 '  y = o ,  V x ,  - -  -~-~o. 

En r6sum6, les fonctions u,v, donn6es par les 6quations (i6)', v6rifient les 

conditions: 

(I7) (~, y) u a v = v  = 

D~te rmina t ion  des coefficients B. ,  ~ .  

12 .  Des condit ions:  

on d~duit, fa isant  usage des expressions (i5) r de u et de v, 

2 .  A .  sin n y = 2".~ !~.~ 
n 

y E (my) m a  
sin - -  + 

2 

(IS) '  l 

~(nx) a E (nx) cos - -  - -  

�9 I._=_. ] CO~ 
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Si nous op6rons sur ces 6quations, comme l 'on a op6r6 au w 5 sur les 6qua- 

tions (io)', nous obtiendrons:  

na na naZ =b A _ 8 c o s n b  ~.m!B., (m~ + n,,)e sin----2 

(2o) !~,.a E -~- +-~- ~ a ~ m -~ 2 

= - -  8 s i n  ~n-a  ~',,B,, 
2 

De la seconde des ( I S ) '  o n  a aussi: 

(m.~ + n~)~ E cos ~_ . 

na) 2 2 ~ 2 E ( ~  i J] 

I1 est ais6 de voir que, lorsqu'on a d6termin6 les coefficients D, B., ~.,  de 

mani~re que les 6quations (i9), (2o), (2z) soient satisfaites, et, par  cons6quent,  

que soient satisfaites les ~quations (i8) r, les fonct, ions u, v, qu'on obt ient  en 

subs t i tuan t  ces valeurs de D, B,,, !~., dans les formules (I6) r, sat isferont  aux 

autres condit ions:  

13. Observons que nous pouvons obtenir  les 6quations (i9), (20), en faisant  

8 8 

dans les 6quations (fl'), (7') a la page 167 de l 'ouvrage de MATHIEU; par  cons6- 

quent,  nous pourrons obtenir  les coefficients B.,  !~,., exprim6s par  le coefficient 

et par  tes autres coefficients A,, A., A3 . . . . .  en faisant:  

8 8 
Z : - -  -- (( = I -k a2 a 2 ~ 

dans les formules de r~solution, donndes par ~[ATHIEU (]OC. eit. page 175). 
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I1 faut remarquer que, duns les dites formules de MATHIEU, le coefficient 

A~ est donn~, comme tous les coefficients A,,, par le d~veloppement en s~rie de 

la fonction /(y), pendant  que notre coefficient A0 (ou bien notre coefficient D) 

est inconnu comme les coefficients B,,  ~m. Or nous pouvons ~liminer les coeffi- 

cients B,,  !~,, de l 'expression (2I) de notre D (ou A0). 

En effet, substi tuons duns la formule (2I) les valeurs de B,,  ~m, qu'on peut  

obtenir, comme l'on a dit plus haut, exprim~es par les coefficients A ~ ( a + 4 ) D ,  

AI, A2, A3 . . . .  I1 en r~sulte une ~quation du premier degr~ en D ( o u e n  A0), 
d'o~ on peut tirer la valeur de D (ou de A0) en fonction des coefficients 

A1, A2, A3 . . . .  
Ensuite, il suffira de substituer la valeur de D (ou de Ao), ainsi obtenue, dans 

les formules qui donnent  B,~ et ~,, ,  exprim~es par A o ~ ( a  + 4t D, A ,  A2, A3 . . . .  , 

pour avoir les valeurs des coefficients B,, ~,~ en fonction de Aj, A2, A~ . . . .  
MAT~IIEU a donn~ aussi pour le probl~me B (]oc. cir. pages 179, 180, 181) 

des valeurs num6riques (avec cinq d~cimales), qui servent h calculer les coeffi- 

cients B,,  ~m dans le cas d'un carr~ (a - -b) .  
14. Pour d~montrer la convergence des s~ries, qui composent les formules 

pr~c~dentes, et pour v~rifier que les fonctions u, v, que l'on a obtenues, satisfont 

toutes les conditions du probl~me B, nous n'avons qu'h r~p~ter les consid~.- 

rations que nous avons faites aux w167 7, 8, 9 du present Chapitre. 

En concluant, les /onctions u, v, donndes par les /ormules (I6)', saris/out aux 
dquations (I) et aux comtitions (5) au conto~lr C; par cons6quent, elles rdsoudrent 
le probl~me B. 

Remarquons ici, comme au w 9, que la fonction F, donn6e par la formule 

(~5)', repr~sente, s une constante pros, la solution des ~quations (~)' du Chapitre 

I, qui correspondent au probl~me B. 

Cette remarque et la rcmarque analogue du w 9 montrent  qu'on peut  r6- 

soudre directement le probl~me de l'int6gration des ~quations (i)' du Chapitre I, 

en proc6dant comme pr6c6demment. 
En effet, il suffit de partager ce problbme en huit autres plus simples, dont 

quatre sont analogues au probl~me A et quatre analogues au probl~me B; et 

ensuite op6rer sur les deux fonctions F,  que nous avons introduites pr(~c~dem- 

ment, comme l'on a op6r6 sur les fonctions u, v des pr6c6dents probl~mes A e t  B. 


