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Introduction. 

1. Sans craindre que l 'avenir ne d~mente une telle assertion, on peut affirmer 

que l '6tude des fractions continues alg~briques prendra bientSt une grande place 
en analyse. 

I1 semble en effet que les fractions continues sont capables de representer 
les fonctions mieux que ne le peuvent la plupart  des autres algorithmes usit~s h 

cet effet. Elles paraissent de plus se pr6ter ais6ment aux calculs num6riques. 

L'6tude des fractions continues est cependant ~ peine ~bauch~e et les deux 

grands probl~mes qu'elles posent, le premier surtout, n 'ont ~t6 r~solus que dans 
des cas tr~s particuliers. 

Le premier de ces probl~mes est celui-ci: ddvelopper u ne /onction en /faction 

continue; le second est d'dtudier la convergence de8 /ractions continues. 

J 'a i  contribu6 d6jk s l '6tude de ces deux probl~mes. Je  vats le faire encore. 

Ces r6sultats, avec quelques autres, d6j~ publi6s, ont ~t~ couronn~s en d~cembre 

1906 par l'Acad~mie des Sciences de Paris. 

I.  Le probli~me du d~veloppement. 

2. Soit, d'une part, une fonction F(z),  d~finie d 'une mani~re quelconque. 

par exemple par une ~quation diff~rentielle, dans une r~gion E du plan x, y. 

Soient, d 'autre part, des fractions rationnelles 

Uo(z) U, (z) U~(z) U~(z) 
Vo(z)' VI (z)' V2(z) . . . . . .  Vn(z)'" . . . . .  

Acta mathematica, 32. Imprim6 le 1 f6vr ier  1909. 33  



258 R. de Montessus. 

(oh U,,(z), V.  (z) sont des polyn6mes en z de degr6s n, une g6n6ralisation facile 

pouvant  faire intervenir des polyn6mes U. ,  V., qui ne sont pas de m~me degr6 

en z) telles que pour tout  point  z I d 'une certaine r6gion E int6rieure-/~ E,,  ou 

confondue avee El ,  les diff6rences numdriques 

V0(z,)! = I F ( z , )  V0(z,)l '  " ' "  "" 

aillent en diminuant quand l'indice n crolt  et tendent vers z6ro quand cet indice 

tend vers rinfini. 

Cela pos6, la suite 

Uo(z) U, (z) U.(z) 
(I) Vo(z)' V, ( z ) ' ' ' "  V,,(z) . . . . .  

reprdsentera (par d6finition) la fonction F(z) dans ]a r6gion E. E]le la repr6sen- 

terait  encore, cela est accessoire, si les diff6rences pr6cit6es tendaient en moyenne 

vers z6ro quand l'indice n crolt  ind6finiment, bien que nc diminuant pas toutes 

quand l'indice croit, si p. e. elles affectaient la forme 

I I I I I I 
. . . . .  ~ ~176 ~ 

i ,  3 '  2 '  5 '  4 '  7 '  6 '  

3. A la suite (i) correspond une fraction continue ais6e s construire, mais 

on peut  perdre de r u e  cette fraction continue et consid6rer la suite (i) en sol 
Lo probl6me du d6veloppement de F(z) en fraction continue devient alors 

celui-ci: /ormer une suite tdle que (I). 
4. Ce probl6me offre une infinit6 de solutions thdoriques, c'est 6vident. 

Or, il se t rouve que les fractions continues proprement dites pr6conisent 

une solution. La voici. 

Si les fractions rationnelles de la suite (I) sent les rdduites d'une fraction 

continue 

a! 

a2 bl + 7 ~  a3 
02+bs+~a_~ , 

Uo a, U, a, il s 'ensuit que les polyn6mes Un+l U, ,  
c . s  si ~ b l '  Vl bl+a~'b2 . . . . . .  

U,-1 sent li6s par les relations 
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(2 ' )  U n + l  - -  bn+ l  U n  ~ a n + l  U n - I  = o 

et, de mOme, que les polynbmes Vn+l, V,, V,-1 sent li6s par les relations similaires 

( 2 " )  V,*+I - -  b,,+x V ,  - -  a , ,+ l  V,~-.-a = o .  

I1 est done naturel de chercher des suites (i) dent  les termes soient d6finis par 

la eonnaissance de U 0, V0, U1, V1 et de relations telles que (2). 
U.  

Une fois les relations (2) formdes, on ealculera aisdment U. ,  V . ,  done V-~' 

pour une valeur donn6e de z. C' est ence  sens que los ]ractions continues se w~tent 

aisgmenr au calcul numgrique. 

5. En g6ndralisant quelque peu les considdrations qui pr&~dent,  on dolt 
done poser comme il suit le probl~me du ddveloppement: 

Former une suite de /ractions rationnelles U o U1 U~ li~es ~t la ]onction 
Vo '  V~ ' V~' . . . .  

F (z) par cette condition: que les di/f~rences num~riques 

U.(z) 
I F(z} V,,(z)] 

tendent, clans leur ensemble, vers z&o quand n cro~t ind~finiment, et, de plu, ,  dent 

les termes soient li~s Tar des relations de Neurrence 

{ n+v + a~ U,,+v_l + a, Un+p-2 + ... + ap U.  = o, 

Vn+~ + a~ V,,+,-.1 + a2 Vn+v-2 + "" + av Vn = o, 

oit p est ind~pendant de n, oh al, a2, . . , a~ sent des/onctions, dvidemment polyn(~mez, 

connues. U 0, U 1 , . . . ,  Up_z, Vo, V~ . . . . .  Vv_2 seront calculds directement. 

6. Le problb.me ainsi pos6, et jusqu'ici f lne  peut l'Stro diffdremment, laisse 

une largo place s l 'arbitraire, car cette condition: 

I U,,(z)] doivent tendre vers z~ro quand n cro~t ind~liniment, les diO~rences F (z) V,, (z)l 

n'est pas prdeisde. 

Si F(z)  + potyn6me + s o + s~ + . "  q- Sk (Off los deuz termes compI6mentaires �9 z z ~ 
&rits polyn6me, So + s, + .. + s~ z zl-, peuvent &re absents) peut ~tre d6velopp6e on 

s6rie 
~o + ,S', S'~ + 8,, + . . . .  

+ zj " ' +  z ~ 
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il est naturel de d&erminer U,,(z) par cette condition: que les ~ n + i premiers 
V. (z) 

I St 85 $2. 
termes de son ddveloppement en - soient S o, , z~ . . . . .  , z2n, en sorte que, aux  

7, Z 

deux termes Compldmentaires pros, 

F (z) V, ( z ) ~  z ~"+-~i + z - - ~  + .. . .  , o• peu importent les •. 

U,  
Cette condition suffit s d~finir les fractions V~" 

Reste s calculcr la loi de r~currence (2). Le probl~me n'est  pas r&olu, mais 

il est pos6 de fa~on pr4cise. 

On peut  faire de m6me si F(z )  admet un d~ve|oppement de la forme 

So + 31 z + $2 z~+ ....  
7. Le probl~me du ddveloppement n'a dt3 r3solu que dans un  petit hombre de cas. 

Quelques auteurs, EULER, LAGRANGE, LAPLACE et GAuss, entre autres, ont 

formd les relations (2) en calculant 

Uo, V0, U1, V1, Us, V~, Us, V3 . . . . . .  ao, a,, a 2 , . . . ,  bo, bl, b~ . . . . .  

et en remarquant qu'une loi apparalt dans la forme des polynSmes a,+~, b,+~ (qui 

figurent dans les relations (2)): cela permet d'~erir a,,, b, .  

Ce proc~d~ n'a aucun inter~t. 
Seul, LAGUERRE a esquiss~ une m&hode non empirique, mais il n'a vraiment 

d~velopp6 que quelques fonctions tr~s-simples. 
Au prix de calculs fort compliquSs, j 'ai rSussi ~ d~velopper, d'aprSs los 

indications de LAGUERRE, a les fonctions Z(z)  qui v6rifient l'~quation diff~rentielle 

(az + b) (cz + d) Z' (z) -~ (pz + q) Z + H (z), 

a, b, c, d, p, q &ant  des constantes et H(z)  un polynSme. II est suppos6 que Z(z)  

admet un d6veloppement /ormel 

So + St + S~ 
z z , +  

et cela exige que l%quation diff~rentielle soit r~duite s celle-ci: 

(az + b)(cz + d) Z'(z) = (pz + q) Z + Co + c lpz ,  

a, b, c, d, p, q, Co, cx &ant  des constantes. 

J~endiconti del Circolo matematico di JPalermo, ~9o5. 



Les fractions continues alg~briques. 261 

D&s lors les fonctions Z(z )  effectivement d~velopp~es en fractions continues 
sont routes de la forme 

Co + c, pz  - f ~ • q- dz d ( a z  +b) (cz Td) 
Z(z )  = (az  + b) (cz + d) e 

Deux formes particuli~res sont int4ressantes; si c0 et c 1 sont nuls, 

s i p  et q sont nuls, 

[az + btadq-bc ; 

Co log cz + d 
Z(z)  ---- bc - - a d  az  +---b 

La m~thode de d~veloppement indiqu~e par Laguerre est-elle susceptible 
d'extension ? 

8. La m~thode de d~veloppement indiqu~e par LAGUERRE est actuellement 

la seule qui offre quelque g~n~ralit~, Elle s 'applique aux fonctions Z(z )  qui, 

admet tant  un d~veloppement formel 

(5) So + 31 + S~ u ~+-" 

v4rifient en outre l%quation diff~rentie|le 

(az + b) (cz + d)Z ' ( z )  = (pz  + q ) Z  + c, + c l p z .  

Cette m~thode s'applique-t-e]le aux fonctions Z(z )  qui, admet tant  un d~ve]oppe- 

ment formel (3) v~rifient l%quation diff~rentielle plus g~n~rale 

(4) A , ( z ) .  Z ' (z)  + Bb(z).  Z (z )  + Co(z) = o ,  

off An(z) ,  Bb(z), Co(z) sont des polynSmes en z de degr6s respectifs a, b, c? 

9. La  rdponse est malheureusement n#gative. C'est en vain que LAGUERRE 
s'est efforc6 de vaincre les difficult6s qui se pr6sentent. Mais ces difficult6s ne 

sont peut-6tre pas insurmontables. I1 y a done lieu de les indiquer, car le pro- 
bl6me off re un grand inter~t. 

Tout d'abord, ]a n6cessit6 que Z(z )  admette un d6veloppement de la forme 

(3) implique entre ]es degr6s a, b, c des polynSmes A, B, C l'une des relations, 

qui s'excluent mutueUement, 



262 R. de Montessus. 

a - - 2 ~ - b > c ,  a - - 2 - ~ c > b ,  b ~ c > a - - 2 ,  a - -2 .~b- - -~c ,  

ce qui restreint la g6n~ralit6 de l '6quation (4)- 

A dire vrai, en dehors des seuls cas oh 

a - - 2 > b > c ,  b > a - - 2 > c ,  

Z(z) admet un d6veloppement de l 'une des formes 

so + S' + S2 SI + S~ SP Sp +1 SP +2 
z ~ + ' ' '  polynSme + S o + z  z ~ + ' ' '  z~ + ~  + ~  + ' "  

et, par suite, on peut  d6duire de (4) une 6quation 

Dg(z) T'(z) + E,(z) T(z) + Fl(z) = o 

dont une solution 

t soit Z (z) - -  polyn6me 
_ _  _ _  ___~ , q .  S P - 1  

T (z) = So + S,z + z'S~ + ... [ soit So + S,_z + ~ + "'" + ~ f  + Z (z) 

a la forme voulue. 
T(z) 6tant d6velopp6e en fraction continue, Z(z) pourra 6tre regard6 comme 

l '6tant elle-m6me. 
2 g 

10. La fonetion Z = c -  "- - ~-, 6tudi6e par ~LAOUERRE, nous  montrera claire- 

ment oh glt  la difficult6 signal6e plus haut. 

Essayons de la d6velopper. 

Elle v6rifie l '6quation differentielle 

( 5 ) ,  z sZ ' ( z )  = z (z + g ) g  

et elle admet bien un d6veloppement formel 

So + $1 + $2 
z- ~ +  . . . .  : 

il est ais6 de le eonstater, en substi tuant  ce d6veloppement dans l '~quation (5). 
Soient des polyn6mes U, V d6finis par les relations (les)~ ne sont pas d6ter- 

min6s s priori) 

Uo a~176 =So,  U, alo z + a~ so + S, + S~ ).~ 
V-~o-~b~o V~-- b'oz + b ~ z Z-J +-~ + ... .  

" ' " S ,  S~ $3  S ,  ).'1 U~__aoz ~ + a , z + a , _ ~ S o + _  +z~ + + + + .... 
V~ b" o z ~ + b~ z + b', z z ~ -z 2 z 6 ' 
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v, ,  ~ o ~ + ~ , ~ - - ,  + . . .  + ~ ,  s,+s~ s~. ~ 
V~ = bo z" + b, z,,-~ + + b-n = 80 + ~ -~ + . . .  + z~. + z ~ - - i  + . . . .  , 

relations qui pe rme t t en t  de calculer les quanti t6s  a,  b. 

Cela pos6, la m6thodo de LAOIrERRE comprend trois parties. 

i ~ On peu t  6crire 

Z ( z )  = ~ + ; ~  , 

I ) Z . v d'ofi d6signant une s6rie de la forme z ~ i  + ~ + + z ~  ~ + . . . .  , 

subst i tuons dans  (5): 

Z'(z)  = 
( i ) + �9 

,(i) ( i )  z s [ V .  U ' . - -  U .  V'.]  - -  2 (z + g) U .  V~ = - -  Vn ~ - 1  + 2 (z + g) V~, ~ V~' ~ . - : i  , 

changeons z en i et d6signons par  (z ~ -1 )  les s6ries de |a forme ~'z 2n-1 + ,dz2~ + 
z 

+ ,,'z2"+1 + . . . .  : 

multiplions par  z 2~+~ et posons 

(:) z" Un ~ Un, 1, z "~ Vn  = V . ,  1, etc . . . .  

Il v iendra  

V,,, 1 i �9 U n ,  l - - U , ~ , t . V ' , , , 1 - - 2 z ( I : t - g z )  U , * , l . V , , , l = V ~ , l ( z ~ " + l ) = h o z ~ " + l + h o z 2 " + 2 +  "'" 

Le premier membre  de cet te  relat ion est un polyn6me de degr6 2n + 2; done 

aussi le second membre,  qui, d~s lors, se r6duit 

ho z ~ + 1  + h~ z 2"+2 ; 

divisant  par  z ~'+2, 
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ehangeant h nouveau z en _z, 
z 

z s ( V,, U',, - -  U,, V'.,) - -  2 (z + g) U,,  V .  = ho z + h, 

co qu'on peut 6erire 

(6) 

En g6n~ra], on aura 

(= + g) V.. = h, + h, 

U, 
On a ainsi form6 une 6quation diff~rentielle que v6rifie ~ - ;  le second membre 

de eette 6quation, h0z + hi ou D, est inconnu. S'il se r6duit h une eonstante, 

eomme dans le cas des fonetions Z(z)  v6rifiant l '6quation 

(8) (az + b) (ez + d) Z' (z) = (pz + q) Z (z) + Co+ cl pz  , 

on .peut donner h eette eonstante une valeur arbitraire et poursuivre les ealculs. 

Mais, il est facile de le voir en t ra i tan t  directement l'6quation (4), ce second 

membre ne se r~duit h une eonstante que pour l'~quation (8). 

I1 se pose donc ici cette question: calculer le second membre de l'dquation (6) 

et des ~quations analogues auxquelles on peut ~lre conduit. 

z ~ Ce second membre ealculd, on pourra former, eomme l 'a indiqu6 LAGVERt~E, 

une 6quation diff6rentielle v6rifi6e par V,, 6quation que j'ai form6e pour les 

f~ d z  B b  

fonctions Z(z) que d~finit l'fiquation (8). Voici le caleul. Posant T = e , soient 

yl = V,,(z), y., = T [ U ~ ( z ) - -  V , ( z ) Z ( z ) ] ,  

deux solutions d'une ~quation diff~rentielle 

(9) N y " - -  M y '  + H y  = o. 

Cherchons la forme que N, M, H doivent affeeter. 

Entre  

61iminons H: 

d'ofl 

I ~" r t  

Ny'~ - -  M y ,  q- H y  t = 2~ y ,  - -  M y ;  + H y 2  = o, 

## s t  

N (Yl Y2 - -  Y, Yl) = M (y', y~ - -  y' ,  Yt) ,  



(IO) 

Calculons M 

or, (7) donne  
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M d 
N - -  dz Log (yt  y~ __ y :  Y0. 

- i V , , l j  + - -  , 

et, pa r  hypoth~se  

V~ [ A g '  + B Z  + C] ~ o ,  

d'ofl, pa r  soustract ion,  

s i  l 'on remarque  que 

T = ( ~ A ,  T r = q B ,  r  

on peu t  ~erire 

yrl y~ - -  yr2 yl ~ V~ { (~ A [Zr - -  [ Unl r] 
lv,,!J 

et  il v ien t  enfin 

d 'ofl  

D ;  

Y'I Y2 - -  y l  Yl = - -  0 D ,  

M d . A r B D r 

L '~qua t ion  (9) que v6rifie Yl ou V~ s'~crit done 

y ' - -  - -  + ~ + + ~ Y = 
O .  

265 

H L 
Posan t  ~ -  A D '  on volt  que V.  v~rifie l%quation diff~rentielle 

(~) v ' :--  - + 2  + y ~  v '+  v =  o, 

off, D supposd connu, L (qui est 4v idemment  un polynSme,  comme V" ' ,,, V.. A, B,  

D,  A r, D r ou peut-~t re  une f rac t ion rat ionnelle)  est h d6terminer.  

Acta mathematlca. 32. Imprim~ le 3 f~vrier 1909. 34  
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Voil~t un  nouveau probl~me, sans doute  moins difficile que le pr6e6dent.  

3 ~ De l '6quat ion (io), il s 'agira ensui te  de d6duire ]es relat ions de r6currenee 

(~2) { U.+I - -  P . U .  - -  Q . , U . _ I  = o 

Vn+l - -  Pn v .  - -  Q. Vn--1 = O 

que v6rif ient  les polyn6mes U, V. C'est peut -~t re  ]e plus facile des trois pro- 

blames, car  P~., Qn ont  une forme par t icu l i+rement  simple. 

En  effet, d 'apr~s l~ d6finition m~me des fract ions rat ionnelles U~ Vn ' 
U n + l U n (  I ) 
V,,+~ V .  z ~"+1 ' 

d'ofl 

Un+lVn-- UnVn+l = Vn Vn+l (-~-1) " 

i 
Changeons z en - ,  mult ipl ions par  z e"+l e t  posons 

Z 

Z T M  U n + I  = U n + I ,  z n4"l Vn+l = V n + i ,  �9 . �9 �9 : 

U,~+I V~ ~ U~ V.'+t = V~ V.,'+I (z~,,+l) = 8o-+1 z2-+1 + 87+~ z~"+2 + . . . .  

le p remier  membre  6 tant  de degr~ 2 n +  I ,  il en est de m~me du second, qui se 

r~duit  pa r  suite h So ~+lz2n+a; done 

U~+~ U~ So T M  z ~'+1 
1 n + l  V.,+I V.,' V~ V ~ ' 

I 
6changeant  ~ nouveau  z en , 

g 

011 

ou enfin, 

1(i) 
U.'+l U,, z 80 "+1 

(i) () 1 V 1 1 I V.+~ ,, V. z V'.+~ z "~'+~ 

g n + l  U I + I ( ~ )  2nUl(~) S ~ + 1  



Les fractions continues alg~briques. 267 

U.+~ (z) U,,(z) 8~+' 
V.+, (z) V.(z) V~(z) V.+, (z) 

c. ~. d. 

(13) Un+l V,, - -  U n Vn+l = S n+1 ; 

or, les relations (Ix) nous donnent, par 6limination de P,,, 

U,,+, Y , ~ -  U,, V,~+~ = - -  Q, , (U.  V ._ ,  - -  U ._ ,  V.)  ; 
de m6me, 

U n  V n - 1  - -  U n - 1  V n  --- - -  Q n - l  ( U n - 1  V n - 2  - U n - 2  V n - i )  
. . . . . . . . . . . . . . . .  . . . . . . . . . .  

u ,  v , - -  u~ v2 = - Q, (u~ Vo - -  Uo v , )  ; 

multipliant routes ces relations membres h membres, 

U,,+I V~ - -  U ,  V~+I = + Q, Q2. -- Q,-1Q,, (U, Vo - -  Uo V,) ; 

U,,+l Vn ~ U,, V,~+I, U, V o -  Uo V, sont ind6pendants de z, en vertu de la rela- 

tion (x3) ; done Q, Q : . . .  Qn l'est aussi et Qn l'est lui-m6me en dernier lieu. 

Ainsi, Q,~ est ind@endant de z. 

D'autre part, 11n ealcul semblable montre que 

U.+I V~_~- V.+, U._, 
est de la forme 

~o q-1 -~- ~ l q ' l z  ; 

or, si l 'on 61imine Q~ entre les relations (x2), il vient 

Un+l V~,~-I - -  V,~+l Un-I ~ Pn ( Un Vn-i - -  Un-] Vn) 

011 

dono P,~ est de la forme 

et les relations (i2) s'~erivent 

~+' + ~+'  z = Pn 81 ; 

H,~z + Kn 

(~4) 
Vn+l - -  ( H n z  ~- Kn) Vn - -  Q, ,  V n _ ,  = o 

off Hn, K,~, O,~ sont ind6pendants de z. 

Cette forme trbs-simple des relations (I4) permet de penser qu'on peut  les 

d6duire faeilement des relations ( i i )  une fois connues. Je l'ai fair pour le cas 
de l '6quation (8). 
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10. En dgfinitive, la mgthode de LACVERRE ne peut, telle qu'el]e est, se 

prater h une extension, ll y a lien de ]ui apporter de notables perfectionnements: 

nous avons dit en quels points. Le probl~me m~rite qu'on l'6tudie. 

l l .  Nous allons aborder maintenant le probl~me de la convergence. 

Remarquons ~ ce propos que ce problbme n'est pas intimement li6 ~ celui 

du d6veloppement. I] est peu de fonction qu'on sache d6velopper en s6ries de 

puissances, s6ries de polyn6mes, s6ries trigonomdtriques. On sait eependant quels 

beaux travaux l'6tude de la convergence de ces s6ries a inspirg. 

I I .  Le probl/mle de la convergence. 

12. Je vais pr~ciser et completer des r~sultats que j'ai donnds dans un 

m6moire dSj~ publi4. 1 

L'equation (a z + b) (c z + d) Z' ~- (p z + q) Z + co + c~ p z. 

13, J 'ai  montr6 ~ que le d6veloppement en fraction continue de la fonction 

Z converge pour routes les valeurs de z, sauf peut-~tre pour les points du plan 
b d 

des x, y situ~s sur la droite joignant les deux points z~ ~ - - -  z~ ~ - - -  
a '  c 

Je vais montrer que si a, b, c, d, p, q, co, c, sont r~els, il y a sfiremen~ 

divergence en t o u s l e s  points du segment de droite z, z:. Je gSn~raliserai plus 

loin les considerations que je vais exposer et j'en tirerai une conclusion des plus 

importantes (w i5). 

Je simplifierai l'expos6 en me bornant au cas od p ~ o et off ac  < o. 

Alors, les relations (I2) sont 1 

U.+, - -  (2n + i)  ( P z  + Q) U .  + (n ~ R'--~o") U._~ = o,  

W.+i - -  (2n ~- :r) (Pz-~- Q) Vn -Av (n~ R~--eo 9) Un-i  ~ o ,  
( I5)  

~ v e c  

(~5 bt~) P ~ a c ,  2 Q - ~ a d + b c ,  2 R ~ a d ~ b c ,  2 c o = q .  1 

De plus, 1 

1 Rendiconti de~ Circolo matemafico di Palermo, I9oi. Quehlues-uns de ces r6sultats ont  6t6 
communiqu6s sans d6monstrat ions h l 'Acad6mie des sciences de Paris (C. R. I9o5). 
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d 
(i5 ter) ( a z + b ) ( c z + d )  dz  V ' ~ = [ n ( P z + Q ) - - e ~ ] V ' ~ - - ( n ~ ' R 2 - - e ~ ) V ' ~ - 1 "  

J e  d6signerai  p a r  ~ le plus pe t i t  ent ier  posi t i f  v~r i f iant  la re la t ion  

d 'ofi  

(I 7) n~'R2--~o~<o pour  n - - i ,  2, 3 . . . .  , ~ , - - i  et  n ~ R ~ - - c o ~ > o  pour  n > r .  

Consid~rons alors la suite 

(I8) V~-I, V~,-2, V~-8, . . . ,  V~, Vo. 

Cet te  sui te  a l e s  propri~t~s  su ivantes .  

I ~ D e u x  fonct ions  cons~cutives V,~+I, V,~ ne s ' a n n u l e n t  pas  pou r  une m~me 

va leur  de la va r iab le  z; si ce fa i t  se produisa i t ,  en ve r tu  des relat ions 

Vn+l - -  (2n + I )  (Pz  + Q) Vn § (n ~ R ~ - -  ~o ~) V,~-I ~ o, etc . . . .  , 

Vo s ' annu le ra i t  pou r  cet te  va leu r  de z. Cela est impossible,  pu isque  Vo est  i nd , -  

p e n d a n t  de z. 

2 0 �9 V0, qui  est  une cons tan te ,  a le m 6 m e  signe pou r  toutes  les va leurs  

r~elles de z. 

3 ~ E n  ra ison de la re la t ion  

V~_~ - -  [2 ( r  - -  p - -  i )  § I ]  (Pz § Q) V~.-p-1 + [(~ - -  p - -  i)" R ~ - -  ~ ]  V~.-p-2 == o, 

si V~-~_I s ' annu le  pou r  une va leur  r4elle de z, V~._p, V~.-pJ. sont  de  signes 

cont ra i res  p o u r  ce t te  m~me va leur  r~elle de z, puisque (I7) le coefficient  de 

V~--p-2 est  n~gatif .  

4 ~ On a ( i5)  

(az + b) (cz + d) V'~_ 1 = [ ( ~ - - I ) ( P z  + Q) - -  ~o] Vr--1 - -  [ ( P  - -  I ) * R '  - -  ~o ~] V~_a ; 

b d 
donc,  si V~_~ s ' annu le  p o u r  une va leur  r~elle de z compr is  en t re  , , V~_,, 

a 

V:._t ont  le m 6 m e  signe pour  ce t te  va leu r  de z. 

La suite (i8) est done une suite de S turm pour les valeurs de z comprise~ entre 

b d 

b d 
Th~oreme .  V~._a n ' a  aueune  r ac ine  r~el le  c o m p r i s e  e n t r e  a '  

1 t~endiconti del Circolo ninth, di Palermo. 1905. 
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D ' ap r~ s  le th6or~me de STURM, le n o m b r e  de racines rdelles de Vr-1 com-  

pr ises  en t re  b d est  6gal 5~ l 'exc~s du n o m b r e  des va r i a t ions  que pr6sente  
a,' 6 

b 
la sui te  ( i 8 ) p o u r  z ~ - - -  sur  le n o m b r e  des var ia t ions  qu 'e l le  pr6sente  p o u r  

a 

d 
c 

Nous allons voir  que  cet  execs  est  nul. 

b d 
Calculons la va l eu r  que p rend  P z +  Q p o u r  z = - - ~ ,  z = - - ~  , 

19) {( p z + Q ) , =  b__~p( b) + Q = a c (  b) +ad+_.__bc 
2 

(Pz  + Q)2- - ~ = - -  R 

= R  

b d 
De faisons dans  la eelle-ei : plus, z = - - - ,  z = - - -  re la t ion tI5) ou pmvu~ 

a c 

(az + b) (cz + d) V',._p = [(v - -  p) (Pz  + Q) - -  co] V,,-p - -  [(v - -  p)~R ~ -  to ~] V~-p-1; 

il v ien t  (19) [ V ~ - - - - - ( V . ) . _ _ b ,  V'~ = (V.~) .__a]  
a r 

(20) V r  R +  <o] Vr = o, V'~-p + [ ( v - - p )  R - - o ]  V~-p-1 = o. 

Or - -  [(v - -  p) R + to], [(v - -  p) R - -  o]  

s en t  de m 6 m e  signe, car  leur p rodu i t  

- -  [ ( v  - -  p )  R t - -  c o ' ]  

est  posi t i f  (17). 

L a  suite (18) pr6sente  donc,  comme  le m o n t r e n t  les re la t ions  (2o), a u t a n t  

b d 
de var ia t ions  pou r  z = - - -  que pou r  z------- , c. q. f. d. a c 

Consid6rons m a i n t e n a n t  la suite 

(21) V,.,, - -  V,~-I, + V,.,_~, .-. + V,,+I, q: V,,, + V,,-1 �9 

I. D e u x  fonet ions  cons6eut ives  de ee t te  suite ne s ' annu len t  pas  p o u r  une  

m 6 m e  va leur  de z comprise  ent re  b d (13) puisque  V,,-1 ne s ' annu le  pas  
a '  c '  

e l le-m6me (supra)  dans  eet  interval le .  
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I I .  V~_I conserve  un signe cons t an t  quand  z var ie  de b , d - -  a - -  puisqu 'e l le  
a c 

ne s ' annu le  pas  dans  cet  in terval le .  

I I I .  On a (i3), Vh+l + (2h + i)  (Pz  + Q) ( - -  Vh) + (h z R ~ - -  to "~) Vh-1 = o avec  

(17) h ~ R g - - w 2 >  o;  done si Vh s ' annu]e  pou r  une va leu r  zo de l ' in te rva l le  - - b ,  a 

d 
- - c '  Vh+l(z~ Vh-i(z~ ont  des valeurs  de signes contraires .  

IV.  E n  raison de la re la t ion  (I5) off n~R ~ -  to"> o, pour  tou te  va leur  de z 

a n n u l a n t  V, ,  V~ et  ( - -Vn-1)  on t  le m 6 m e  signe. 

La suite (21) est done une suite de Sturm pour les valeurs de z comprises entre 
b d 

~ a '  C 

Cela nous p e r m e t  de  ealculer  le n o m b r e  de racines r6elles que poss~de V. 

b d 
dans  l ' in te rva l le  

a '  c 

P o u r  z = - - a ,  z . . . .  la re la t ion  ( 1 5 ) d o n n e  n = h .  P -  + Q =  R 

O U  

avec  (17) 

(h R - -  ~o) VA + (h e R 8 - -  ~ )  ( - -  Vi-1) = o, 

- - ( h R  + ,o)  Vt ,  + ( h t R  ~ co ~) ( - - V ~ - I )  = o ,  

{ V~ -~- ( h R  + [o) ( - -  V~-I) = o, 

V~ - -  (h R - -  ~) ( - -  Vl,-1) = o, 

(hR  + o~) ( h R  - -  w )  = h S R  ~ - -  eo ~ > o,  

ce qui  m o n t r e  que  h R  + co, - - ( h R - - r  sont  de signes con t ra i res ;  l ' une  des suites 

. . . ,  VJ , ,  - -  V ~ - x ,  V L - ~ ,  . . . 

�9 . . ,  V ~ ,  - - V ~ _ I ,  V ~ - 2 ,  . .  �9 

ne pr6sente  done  que des var ia t ions ,  t andis  que l ' au t r e  n ' en  pr6sente  pas;  le 

n o m b r e  des var ia t ions  de  celle qui en pr6sente  est  (21) n - - ( v - - i }  = n - - ~  + i ,  

c ' es t  aussi  l 'exc~s du n o m b r e  des va r i a t ions  de l 'une  des deux suites sur  le n o m b r e  

des va r i a t ions  de l ' au t r e  suite, en sor te  que V,, poss~de n -  v + I racines r6elles 

b d 
darts l ' in te rva l le  a '  c" ~ 6 tan t  un n o m b r e  fixe, on vo l t  que V,, possbde un 
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hombre de racines, comprises entre - - b  et - - d ,  d'autant plus grand que n est lui- 
a c 

m~me plus grand. 

On aper~oit donc ici la cause de la divergence sur le segment reetiligne 

b d 
: Quel que soit le point z o de cet intervalle, Vn (zo) tendra vers zdro quand 

a '  c 
U,~ (zo) 

n cro~tra indd/iniment et par suite, Vn(zo) tendra vers l 'in/ini. 

V~ a bien des racines (en nombre fixe r - - i )  ext~rieures h ce segment; mais 

aucune de ces racines n'est infiniment voisine des racines de V~+~, V .+e , . . .  ; si 

b d 
done V, ( z~ , )~  o, Zk ext6rieur h - - -  on aura une suite convergente au 

a '  c '  

U. (z~) 
point z~ en supprimant V ~  de la suite 

Uo U~ U~ 
Vo' V, V, 

On peut eonfirmer l'assertion pr~c6dente en montrant  que: 

Th~or~me: Si ~', r, sont deux raeines r~elles, eons~cutives, comprises entre 

b d 
de F~quation V, = o, (n > ~), elles comprennent  une racine et une 

a '  c 

seule de l '~quation Vn-1 : O. 

I i I I I I 

b ~ $ 7) fl d 
-~  v , , (~ )=  o v,,(~) = o  -~ 

Choisissons deux nombres a, fi de l'inter- 

b d 
valle , , a plus petit que ~, fi 

a c 

plus grand que ~i (on suppose ~ < v,) tels 

q u e -  V~-I (a) e t -  Vn--I (~) soient de mOme signe e t -  Vn-l(~), --Vn-l(fl) soient 

aussi de m~me signe; il suffira que c~, fl soient assez voisin respectivement de ~, ~;. 

Si V~ passe d'une va]eur n~gative s une valeur positive quand z atteint  et 

d~passe ~, il passera d'une valeur positive h une valeur n~gative quand z atteindra 

et d6passera r~, puisque ~, ~i sont deux racines consdcutives de V,. ] l e n  r~sulte 

que V~(~) est, dans cette hypoth~se, positif; or la relation 

donne 

off 

(az + b) (cz + d) V~ ~ [ n ( P z  + Q) ~ co] V ,  + (n~ R ~ - -  ~o ~) ( - -  Vn-1) 

(a~ + b) (c~ + d) V,,(~) -~ (n* R ~ - -  ~o 2) [--  V,_I (~)], 

(a~ + b) (c~ + d) > o (on suppose ac < o) et n*R ~ -  co s > o; 

on on eonelut que 
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V;~(~) e t  - -  V,,_~ (~) 

sont de m~me signe, que ~ V , _ I ( ~ )  est positif, que --V~_~ (,) est aussi positif. 

De mdme, - -V~-I  (//) est, comme --V,~-1 0,~), ndgatif. 

Si Vn passait du positif au nSgatif quand z at teint  et d@assc 5, --Vn-x(c~) 
scrait n6gatif et --Vn-1 (~) serait positif. 

Nous avons donc 

soit { Vn(a)<O 

v .  (:~) < o 

V,,_~ (c~) > o ,  

Vn-1 ([~) < O, 

soit { V .  ( . )  < o - -  V,,_~ (~,) < o,  

V.(fl) < o - -  V,,_~(fl) > o. 

Dans la premiere hypoth~se, Vn, ~ V , , _ ~  perdent une variation quand on 
passe de a k 3- 

Or la suite 

V . ,  - -  V._~, V , -2 ,  �9 � 9  + V~.-1 

perd deux variations quand on passe de c~ ~ fi, puisque c~, /? comprennent deux 
racines de V n =  o et pas davantage. 

Donc la suite 

- -  V . - 1 ,  V . - 2  . . . .  , + V ~ - x  

perd une variation quand on passe de a ~ (/, ou de ~ h ,;; par suite, ~, ~; com- 

prennent bien une racine et une seule de --Vn-x ~ o. 

b d les racines r~.elles de Vn = o  On voit ainsi que dans l ' in terval le  a '  c '  

s~parent les racines r~elles de V,-I  = o. 

a d 
Resterai t  s prouver que duns tout  interval le  h, h2 du segment  b '  c 

exis te  au moins une racine de V~ = o, si l 'on prend n assez grand,  et  eela quel- 

que pe t i t  que soit  l ' in terval le  h, h2. La divergence de la suite 

Uo U~ Uz 
~ ~ ~  

Vo V1 V2 

b d 
sur |e segment a '  c serait ainsi complbtement dtablie. Je  ne m'arr&e pas 

cette proposition, dont je n'ai pas la ddmonstration, car d'une part  il me suffit 

de la faire presentir pour indiquer la raison de la divergence de la suite indiqu~e 

b d 
sur le segment et, d 'autre part, on ne peut songer, avec |es moyens 

a '  13 

Acta mathematica. 32. Imprimd le 3 fdvrier 1909. 35 
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b d 
dont dispose l'alg~bre aetuelle s ~tendre au segment a '  c '  supposd imagi- 

naire, les propositions que nous avons dSmontrSes dans le cas off i| est r~el. Je  

reviendrai un peu plus loin sur cette question, qui se prate h une g~nSralisation 

complete (w i9). 

La repr6sentation des fonctions par des fractions continues. 

14. Ayant  d~velopp~ une fonction en fraction continue, il y a lieu de 

U.  
prouver que la difference entre ]a fonction et la r6duite ~ de rang n tend vers 

z6ro. Je  vais le faire pour le d6veloppement de la fonction 

g (z) ----- So + S~ + S~ ~- ~ +  . . . .  

qui v6rifie l '6quation diff6rentielle 

(az + b)(cz + d) Z' (z) - -  (pz + q) Z - -  Co-- cl pz  ~ o, 

seul d6veloppement que la m6thode de LAOUERRE permette d'obtenir. 

Je  partirai de la relation 

az + b) (cz + d) ( V .  U;, - -  U,, V;,) - -  (pz + q) U,, V,, - -  (Co + cl pz) V'., = U,,V.+I - -  U,~+~ V . ,  

que j'ai obtenue dans un m6moire pr6cit6 et que j'6crirai 

d (U,~) U., (Co+ClpZ) ~ U,, F.+l U.+I V.+, 
(az + b)(cz + d) dz  -V. - -  (pz + q) ~ V .  V,, V,,+I V,, ; 

par soustraction de l '6quation d6finissant Z(z ) ,  il vient 

( a z + b ) ( c z + d )  Z'(z)--~/z l V , , I = \ V n + I  ~ V,~ " 

Par hypoth~se, U.  tend vers une limite. Si Z U.  V.  - - ~  tend vers une limite W, 

on aura donc 

(az + b) (cz + d) W ' - -  (pz + q) W =  o. 

I1 faut montrer que 



Les fractions continues alg~briques. 275 

W~- C (az + b)a~ (cz + d)b~ (ac(a~ + b~) = p, a~ad + b~ bc ~ q) 

est nul. 

ce que W n'est pas d~veloppable en sSrie So + S~ + zS~ + . . . ;  Cela ressort de 

Un, or, comme Z(z)  et comme ~ il devrait  l'~tre. 

Divergence et cause gen~rale de divergence. 

15. Dans un m~moire souvent cit~ au coors de cette ~tude, j 'ai ~tudi5 la 

convergence de types bien d~finis de fractions continues, ou suites de fractions 

rationeUes U_~ 
Vn" 

Tous l e s  types ~tudi~s se ram~nent h ceux d4finis par des relations de 
r4currence 

V,~+l + B Vn + C Vn-1 = 0 

off A, B, C sont des polyn6mes en z et n. 
Mes r~sultats se r~sument comme il suit. 

(22) Soit a + ba + ca" ~ o la [orme que prend l'~quation 

A + Ba  + Ca ~ = o 

U,, 
pour n in/ ini;  la suite de rdduites ~ converge en tous lea points du plan de la 

variable z, sau[ peut-~tre sur certaines coupures. Ces coupures sont de celles qui rendent 

uni]orme la ]onctiou ddveloppde. EUes sont dd/inies comme dtant les lieux gdom& 

triques des points z dont lea coordonndes rendent dgaux les modules des racines tq, 

tt 2 de l'dquation (22). 

La divergence est certaine, c'est une cons6quence de la th6orie des fonetions. 

Mais je n'avais pu la d6montrer, d'ofi l'emploi du mot peut-~tre. 

Je  puis aller plus loin actuellement et d6montrer la divergence sur les cou- 

pures, dans les cas off elles sont r6elles, A, B, C 6tant eux-m~me suppos6s r6els. 

S i c e s  coupures sont les segments 

(a, ,a2),  (as, a 4 ) , . . . , ( a h - l ,  ah) 
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fonctions V;,, V,,, V,,-I v6rifient en effet une 6quation de la 

(23) (z - -  al) (z --  a~) . . .  (z - -  ah) d z '  -- 

= (Hlz  h-1 + H2z h-2 + .. + Hh) V,, + (L,z  h +L2z  h-1 + . .  + Lh+I) V,-1 

Hi, L~ 6tant des fonctions de n ais6es g calculer, au moins dans les cas simples, 

et voici comment. 

D6rivons la relation 

(24) A V,,+I + BV, ,  + CV,,_I = o ; 

remplagons V~+I, V~, V;,-1 par leur valeurs (23), nous aurons unc relation entre 

V,+I, V,~, V,~-I, Vn-2; dans cette relation nous remplacerons Vn-2 par sa valeur 

en Vn, Vn-1 tir6e de (24) et nous arriverons ~t une relation en Vn+1, V,~, Vn-1 

qui contiendra ]es H, K ,  et qui devra 8tre identique h (24). L'identification 

avec (24) permettra de cMculer e]]ectivement les H,  L e t  d'~crire explicitement la 

relation (23), si l'on tient compte des valcurs que prennent les H e t  L pour n = i .  

En possession do ]a relation (23), nous pourrons d~montrer la divergence 

comme nous l'avons d~montr~e au w 13. 

I1 en r6sulte cette conclusion tr~s importante:  

Chaque segment,  si pet i t  qu'il soit, des coupures contient  au moins une 

Un 
racine des d~nominateurs V, des r~dnits ~ ,  si n est sufissamment grand. 

Un 
Pour cette raison, sur les coupures, ~ tend vers l'infini. 

Pour cette raison encore, les points 0/~ il y a divergence constituent des arcs 

de courbe et non pas des aires, car les racines de V,, ne peuvent tendre, sauf cas 

tout-h-fair exceptionnels, s couvrir une aire. 

Extension de la m~thode d~finissant les lieux de divergence des fractions 
continues. 

16. Les fractions continues alg~briques convergent d'ordinaire en t o u s l e s  

points du plan de la variable sauf sur eertains arcs de courbe, ais6s h obtenir 

~w i9). 
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La  m6thode qui m 'a  conduit  h c e s  r6sultats gdn6raux ~ suppose que dans la 

relat ion de r6currence 

A V~+l + B Vn "- C V~-i = o 

A,  B,  C soient des polyn6mes en z et n .  (Je puis actuel lement  m'affranchir  de 

cette restriction, mais je ne puis publier encore los r6sultats que j 'ai obtenus 

ce sujet). 

Divers artifices de calcul pe rmet t en t  d '6tudier des relations de r6currence 

ne satisfaisant point  ~ cette condition. 1 

Il est un de ces artifices sur lequel je dois appeler l ' a t ten t ion  et  je vais 

exposer sur un exemple particulier les r6flexions qu'il  m 'a  fair faire. 

OAvss a donn6 le d6veloppement 

(25) Log (I + z) = z - -  

Nous avons donc ici 

I 

i + � 8 9  z 

I + - -  
~ Z  

i + ~  z 
I + . . .  

(2 5 bis) 

aVeC  

U n + l  - -  b n + l  U n -  a n + l  U , ~ - i  = o 

g n + l  - -  bn+l Vn - -  a n + i  V , , - 1  = o 

I I 
a t  = - 2 z a2 = ~ z 

2 2 
a s  ~ 7 z  a4 = - - z  

0 IO 

a s = ~ z  a . ~ z  
xo r 4 

a T ~ z  . . . I4 

et, en g6n6ral, 
n + i  n 

2 n 7~ 2 n ;1: 
a n = - -  z s i n  ~ -  + - - -  z c o s  ~ - -  

2 n  2 2 ( n + I )  2 

brt  ~ I .  

a~  n '6 tant  pas une fract ion rationnelle en n (et z) je ne puis appliquer la 

m6thode qui me sert h reehercher les lieux de divergence de la fraction continue. 

1 Rend. del Circolo math. di Balermo (loc. cit.). 
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I 
Or,  s i t  = - ,  on  a,  en  gdndra l  

z 

et, vu  l ' identit6 

G 
I t 

a n z a n 
I +  . . . . . .  t 4 - -  

at z a t 
I +  - -  I + -  

I +  ?2z- t + a j _ _ _  
I + . .  I + . . .  

ao ao at  
t +  - -  t + a o - -  

I +  at  a , +  ), 

d'ofi 

t 
G =  

t + a o ~  
ao at 

a~ a.~ 
t + a t +  a~- -  

t + a 3 + a 4 - - - -  a4 a5 
~  

(26) 

t +  
2 

i . i  
I 2 . 6  

I 
t + ~ +  6 

2 . 2  
2 6 .  IO 

t+2+  
IO 

3 IO 14 
I o  . .  

U;, 
f r a c t i o n  c o n t i n u e  d o n t  les  r 6 d u i t e s  ~ s o n t  d6f in i s  p a r  la  lo i  d e  r 6 c u r r e n c e  

V.  

I . I  2 . 2  3 3 
2 . 6 .  I O '  IO 1 4 '  

I 
b , , =  t + - ,  

2 

( 2 6  biB) ns 
U ; , + I -  (t + ~ ) U ; ,  + (4 n _ 2 ) ( 4  n + 2~ U;,_I  = o ,  

n,  
V n + l  - -  t + V;t + (4 n __ 2) (4 n + 2) V;~-x = o,  

d o n t  ]e p u i s  6 t u d i e r  ]a c o n v e r g e n c e  p a r  les  m 6 t h o d e s  p r6c i t 6e s :  la  convergence a 

l ieu en tous les points  du plan de la variable z,  sau] sur la coupure allant, sur  

ox,  du point  - -  i ~ - -  c ,~.1 

1 Rend. del Circolo math. di Palermo (loc. cit.). 
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L 'a r t i f i ce  employ6 iei a souven t  lieu de  l '~tre.  Or, il f au t  r e m a r q u e r  que les 

r('duites de la /raction continue (26) sont les rdduites de rang pair de la /faction 

continue (25). Nous  avons  donc s imp lemen t  p rouv6  que la suite des rgduites de 

rang pair de la /raction continue (25) converge en tous les points du plan de la 

variable z, saul sur la coupure allant sur ox  du point - - I  h --c , ,~.  

11 fau t  p r o u v e r  qu ' i l  e n e s t  de mfime pou r  la suite des rdduites de rang impair  

et que ces deux suites de rdduites convergent vers la m~me limite. 

On a 

ao _ _  ao ao a~ 
a, t a, t + t~ ). ' 

t+~. -  t~ 

t ao a, ai a, a2 a~ a~ 
- - = I - -  -- I-~ - - =  I-~ t 
t+aol a o + t ) , '  t+a2t_ t a 2 t + t ~ i  ' t + ~  

a~ a4 
a~t + t~i ' 

ere . . . .  

On peut donc 6crire 

G ~ I ----a~ I - -  ao ao ao 
ao+t~ ao+t+ta, a o + t + t a ,  a o + t + a ~  a~a~ 

t + a~ t +  a~_ a,. + i t  

t +  a~_ 
".o 

a o 

ao + aL + t a~ a2 

a2 + a3 + t a3 a4 

f rac t ion  cont inue  don t  les r6duites  

t a l + t  I a ~ z + I  
i ,  t + a o '  a o + a l + t  . . . . .  ou I ,  I + a ~  z ,  ( a o + a t ) z + i  . . . .  

sont les r6duites d'indice impair de t 

t +  ao 

i + - -  

ao z i + - -  
al al z 

I - ~ - - -  
t + a2!__ I + a'~z 

I + -  -. 

U',; 
la loi de r6currence des termes des r6duites ~f;; de (25) transform6e de cette 

fa~on est  
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(26 t~*) I i n(n+i) U" - - [  2 ( n + I ) '  + t ]  U~+ U', , '_l=o 
n+l ( n + i ) ( 2 n + 3 )  4(2n + i)~ ' 

V" - - [  2 ( n + I ) '  + t] V~, + n ( n + I )  ,, 
,,+1 (2n + I ) ( 2 n + 3 )  4 ( 2 n +  I) ~ Vn-l=~ 

off il est inutile pour  notre objet d'6erire al, a_~, bl, b:, d'ailleurs ais6s & ealculer. 
Cea rdduitea convergent, ma m6thode ]e montre,  en tons lea points du plan de la 

variable z ( z ~  ~), oh lea re'duitea (26 his) convergent elles-m~mes. 

Reste donc en tout  et pour  tout  ~ d6montrer que 

U;; U" n 
V~ V;, 

t end  vers z~ro ou que deux r~duites cona(cutivea V.+I '  V,, de (25, tendent  

vers la m6me limite. 

Soit Uo U~ U4 U2. = Z ,  
lim Vo' V2' V4 . . . . .  V 2 . ' " "  

U~ U3 U~ U2.+1 
lim VI '  V3' V5 . . . . .  V~.+I 

Entre  les relations (25 bis) 61iminons b,+l; il vient 

OU 

soit n ~ 2 p : 

(27) 

~Tn+l Vn - -  Vn+l Un + a,,+1 (U. Vn-1 - -  Un-1 Vn) ~ o, 

Un+l Ur~ (Yn  Un-1) Vn-1 
v,,+, v,, + a.+, v, ,-1, v .+ l  

U2p+l 

o, 

V2p+l 
u2. / U~ 
V2p + a2p+l k ~  V2p-l# V2p+l 

passons ~ la limite en remarquant  que V~_p-l' 

impairs, on aura (26 ter) 

U2p-1 U2p+l 6rant des r6duites d'indices 
Y2p+l 

re = lim V2p-1 
V2p+l 

V;~ 
- -  lim -V;; +1 ' 

limite facile s ealculer puisque (26 tr 

[ 2(n + I )  ~ ~] V~ 
(2n + I) (2n + 3) + --"---Vn +1 

n ( n + ~ )  V . . . .  n--I Vn 
+ 4 (2n + I)" V;; V;;+, 



(28) 

Les fractions continues alg6briques. 

~ a  - - o ;  

passant  dis-je h ]a limite, (27) s'6crit 

(29) 
or ,  

et (29) s'dcrit 

a2p+l 

!t - -  g + (lim a2~+1) (g - -  it) a = o,  

( g ) ~ )  [ I  - -  a lim a2p+l] = O ;  

2 p + I + I  2 / ) + 1  

2 ( 2 p + I ) , ~  2 ( 2 p + I ) ~  
2 ( 2 p + I )  z sins - + 2 ( 2 p +  2) z c~ 2 

p + I  
- - 2 ( 2 p + I )  z, 

z 
Jim a 2 p + l  = -  , 

4 

(g--A) (l--~-z a') = o, 
4 

28l 

relat ion qui ne peu t  coexister avec (28) que si !~ = ) . ,  c . q . f . d .  

17. On le voit,  ]'6rude des fractions continues alg6briques pose de nombreux 

probl~mes. Nous savons peu de choses encore sur la question du d4veloppement 

d 'une  fonction en fract ion continne, mais ce d4veloppement t ient  h des probl~mes 

pr4cis que j 'ai  indiqu& ne t tement .  

Nous sommes plus avanc& en ce qui concerne l '6tude de la convergence. 

La  divergence ne peut  avoir lieu que sur des coupures, re la t ivement  ais6es 

d4terminer.  Enf in  il est presque d4montr6 direetement  qu'il  y a bien divergence 

sur ces coupures; de plus, la raison g6n6rale de cette divergence est connue. 

Quant  aux  probl~mes accessoires qui in te rv iennent  ici, j 'en ai, me semble- 

t-il, donn6 une id4e suffisante. 

A c t a  m a t h e m a t i c a .  32. Imprim6 le 12 f~vrier 1909. 36 


