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MI~MOIRE SUR LES SURFACES HYPERELLIPTIOUES 
PAR 

M:~[. FEDERIGO ENI~IQUES ~T FRANCESCO SEVERI 
h BOLOGNA a PADOYA 

couronn4 par l'Acad6mie des Sciences de Paris (x9o7). 

I. In t roduct ion .  

1. On appelle sur/ace hyperelliptique toute surface alg6brique 

F(x,  y, z) ~= o 

qui admet une repr6sentation param6trique par des [onctions uni/ormes quadruple- 
ment pdriodiques de deux variables 

(~) x =  L (u, v), y = h ( u ,  v),  z = h ( u ,  v). 

D'apr~s un thSor~me classique de WEIERSTRASS,On peut construire une surface 

hyperelliptique F de la fa~on suivante: 

Soient x, y,  z trois fonctions analytiques uniformes ind~pendantes de u, v 

ayant  le caract~re de fonctions rationnelles pour route va]eur finie de u, v; si 

ces fonctions sont quadruplement p~riodiques aux m~mes p~riodes, elles seront 

toujours li~es par une ~quation alg~brique 

F (x, y, z) ~ o. 

Si au lieu de trois fonctions quadruplement p~riodiques, on en consid6rait 

r >  3, on aurait  analoguement une surface hyperelliptique de l'hyperespace St, s r 

dimensions; celle-ci se ramenerait d'ailleurs par une projection ~ une surface de 

l'espace ordinaire. 

Si, ~tant donn~e une surface hyperelliptique 

F (x, y ,  z) ~ o,  

on choisit trois (ou plusieurs) fonctions rationnelles ind~pendantes 
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X = X ( x , y , z ) ,  Y =  Y(x,y,z) ,  Z = Z ( x , y , z ) ,  

eelles-ci seront  lides pa r  une nouvel le  ~quation alg4brique 

�9 (X, Y, Z) = o, 

qui repr6sente,  ainsi que F ~ - o ,  une surface hyperel l ipt ique.  On peu t  expr imer  

eet to  r emarque  en disant  que  asi une surface q) admc t  une t ransform6e ra t ionnel le  

hypere l l ip t ique  (F),  elle est el le-m6me hyperelliptique,>. 

E n  consid6rant  en par t ieul ier  le cas off la subs t i tu t ion  rat ionnel le  soit  invert ible  

(par  des fonctions rationnelles),  on a que )>toute t ransform6e birut ionnelle d 'une  

surface hypereUipt ique  est e | le-m~me hyperelliptique~). 

Au point  de rue  des probl~mes don t  nous nous oceuperons,  deux  surfaces li6es 

pa r  une correspondance birat ionnelle  nous a p p a r a i t r o n t  comme deux surfaces iden- 

t iques, en ran t  qu'elles cor responden t  au m~me corps de fonct ions ab61iennes. 

Ainsi, duns la suite, nous eonsid6rerons toujours  une surface donnde comme une 

image pro jec t ive  do la classe h laquelle elle appa r t i en t ;  c 'est-h-dire qu' i l  sera 

permis de remplacer  ce t te  image par  une au t re  quelconque de ses t ransform4es  

birationnelles.  

2. Premiers caractbres des ~ur/aces hyperelliptiques : le diviseur. 
D'apr~s le th6or~me fondamenta l  de la th~orie des fonct ions abSliennes, ~ 

~tant  donn6es les fonct ions 

x = l~(u,v) ,  y = / ~ ( ~ , v ) ,  z = h (u ,v ) ,  

on peu t  r amener  leurs pdriodea primitives hun  tableau normal de la forme 

i o g h 

i (l' (2) o ~ h 

oh ~ est un ent ier  positif. Cette  r6duct ion p eu t  ~tre effectu6e par  des subst i tu t ions  

lin6aires, d 'une  infinit6 de mani~res diff6rentes.  Mais on est toujours  amend au  

mfime valeur  de 5. C'est ce que nous allons ddmontrer .  Soit :  

~I Ct2 US Ct4 

un tableau quelconque de p6riodes pr imit ives  des /;  on a la re la t ion bilindaire 

h coefficients ent iers:  

(3)  ]~i ,  c , ~ . ~ f l ~  = o ( c .  = o ,  c ~  = - -  c~.i). 

1 Voir los travaux g~n~raux do WEIEasTa.~ss et de MM. Polscxl~ ot PIr concernant les 
fonctions ab~liennes do genro 19; voir en particulier pour p = ~ le m~moire classique de M. APr~LL 
(Journal de Math., z891 ) et la note recente do 3I. PAISL~V~ (Comptes rondus). 
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Lorsqu'on veut construire un tableau normal de p6riodes, on commence 

transformer les p6riodes au moyen d'une transformation lin6aire d'ordre i, telle 

que la relation bilin6aire entre les p6riodes transform6es 

(XII (~I 2 (~r 3 ~r 4 

ait la forme normale: 

d ,  fl', - -  fl'l ~'~ + 8 (d~  i f ,  - -  fl'~ - ' , )  = o 

I, 8 6t, ant  los diviseurs a~mentaire8 de la forme (3). On prend ensuite de nouvelles 
variables 

Z0U 27 ~r v ,  )~IU -~- ~llt) , 

off les eonstantes k,, ,  sont ddtermindes de telle sorte que 

),o~rt + ~lo~rt = i )~ta't + ,l, it3' t - -  o 
r I 

)~ocd2 + ,~Zofl'2=O )~lcd2 + !qt~2= 3" 

Ainsi le nombre 8 vient d6pendre seu]ement des diviseurs 616mentaires de la 

forme (3). Comme deux syst~mes dfff6rents de p6riodes primitives sont toujours 

li6es par une transformation lin6aire d'ordre I, d'apr~s un th6or~me bien eonnu 

de WEIERSTRASS, les formes bilin6aires relatives g ees syst~mes, auront les m6mes 

diviseurs 616mentaires; ainsi la valeur de 8 est la m~,me quel que soit le syst~me 

de p6riodes primitives dont on part, t an t  que ees p6riodes ne sont pas li6es par 

des relations singuli~res ~ coeffieients entiers. 

Nous venons de prouver que, pour des p~riodes arbitraires, la r6duction des 

p6riodes primitives des fonetions / ~ la forme normale, nous amine  g u n  tableau (2) 

oil l'entier 8 r~sulte dd/ini sans ambiguitd par rapport aux [onctions /; ee nombre 

entier est donc un caract~re du syst~me de fonctions ab61iennes donn6es; nous 

l'appelerons le diviseur de ces fonetions. 

Nous dirons aussi qu'une surface F est une sur]ace hyperelliptique de diviseur 
8, ]orsqu'elle admet une repr6sentation param6trique par des fonctions ab61iennes 

de diviseur 8. 

3. Le rang. Soit encore un syst~me de fonctions ab61iennes 

(x) x = / , ( u , v ) ,  y = / : ( u , v ) ,  z--~/3(u,v). 

Un autre caract~re de ce syst~me peut fit.re d6fini de la faqon suivante: 

A tout point (x,y,z) de la surface F il peut correspondre ou bien un seul couple 

u,v), ou bien r >  i couples (u,v), ineongrus par rapport aux p6riodes primitives 

des fonctions ]. 
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Darts le premier cas il y a une correspondance biunivoque entre les points 

de la surface F et les points (u, v) int6rieurs s un prismatoide de p6riodes primi- 

tives; dans le second cas au contraire on a qu's tout point (x,y,z) de F cor- 

respondent r > I points int6rieurs ~ ce prismatoide. 

Le nombre r ( > i )  des points (u,v) intdrieurs au prismato[de des pdriodes, 

qui correspondent ~ un m~me point (x,y,z) de F ,  sera d6sign6 dans la suite sous 

le nora de rang du syst~me de /onctions /; on dira aussi que la sur/ace F est 

hyperelliptique de rang r.  

4. Sur/aces ralionnelles et r(gh:es elliptiques. 
D'apr6s les d~finitions que nous venons de poser, toute surface rationnelle 

et de m~me route surface r6gl6e elliptique, peut ~tre consid6r6e comme une sur- 

face hyperelliptique, et cola de diff~rentes fagons. 

On peut considdrer une surface rationnelle (ou une r6gl6e elliptique) F comme 

un cas de d~g6n6rescence des surfaces hyperelliptiques de rang i;  mais on peut 

aussi exprimer les coordonn~es des points de F par des fonctions abdliennes non 

d~,gdndrescentes, formant un syst~me de rang > I.  

Dans la suite nous laisserons de c5t6 les surfaces rationnelles ct celles qui 

peuvent 6tre transformSes en des r~gl6es elliptiques; le nora de sur/aces hypereUip- 

tiques ne sera done pas appliqud aux sur]aces de ces /amilles, tout  au moins lorsqu'il 

s'agira de surfaces que l'on se donnera s priori. 

5. Za sur[ace de Jacobi. 

Dans ]a th6orie des surfaces hyperelliptiques joue un rSle fondamental la 

sur/ace que ron construit de la fagon suivante: Soit 

I ( L , ; )  = , ; ~ - -  q ' (~)  = o 

une eourbe de genre deux, et soient (~, ~i~), (~2, %) deux points variables de / ;  posons 

" ~ ~" z = r , + ~  (~) x = ~ ,  + ~ ,  y = , ~ ,  �9 

D'apr~s le th6or6me d'inversion de JACoBI, le point (x, y, z) d6crit une surface 

hyperelliptique 

F(x, y, z) = o, 

dont l'6quation s'obtient en 6]iminant ~ '- ~,~it, ~2,~]~ entre les (i) et les 

1(~,,~,,) = o ,  1 ( ~ , ~ , )  = o .  

A chaque couple de points de la courbe / correspond par les formules (I) 

un point de la surface F ,  et rdciproquement. 



M~moire sur les surfaces hyperelliptiques. 287 

La surface F ,  ou toute transform6e birationnelIe de eelle-ci, dont les points 

correspondent (~16ment par 61dment) aux couples de points d'une courbede  genre 

deux, sera d6sign~e dans la suite sous le nom de sur]ace de Jacobi. 
Remarque. La courbe de genre deux peut  d~g6n6rer en se r~duisant h un 

couple de courbes el]iptiques; on tombe alors sur la sur/ace de Jacobi particuli~re 
qui repr6sente les couples de points de ces courbes. 

Il y a aussi d 'autres dSg~n~rescences possibles de la courbe /, mais ces cas 

am~nent aux surfaces hyperelliptiques d~g~n6rescentes (surfaces rationnelles et 

r~gl~es elliptiques) que nous venons d'exclure de notre ~tude (n. 4)- 

6. Trans/ormdes rationnelles d'une sur]ace hyperelliptique. Le rSle qui est 

jou~ par la surface de JAco•I dans la th6orie des surfaces hyperelliptiques, res- 
sortira du theorY.me suivant:  

Toute sur/ace hyperelliptique admet une trans/ormde rationnelle qui est une 
sur]ace de Jacobi. 

Consid6rons la surface hyperelliptique �9 qui est repr~sent~e par les formules 

(I) x=/ l (u ,v ) ,  y=/2(u,v),  z =/3(u,v), 

et supposons d'avoir effectu~es d'avance sur u, v les substitutions lin~aires qui 

ram~nent les p6riodes des fonctions ab61iennes /1,/:,/.~ au tableau normal 

l 
i o g h  

I (2) o ~ h g', 

off le diviseur 6 sera un entier positif (n. 2). Entre les parties imaginaires 

g~, hi, gr,  de g, h, gr on aura l'in6galit~ 

(3) g, g'. > h~. 

En d6signant par r ( >  i) le rang des fonetions (i), on aura qu's un point 

quelconque (x, y, z) de O correspondent r couples (u, v) incongrus par rapport  aux 

p6riodes (2), soit 

(4)  (u , ,  v , ) ,  (u2, v2), �9 �9 �9 ( u , ,  v , ) .  

Par rapport  au tableau (2) ces couples ne sont pas distinets des couples 

(5) u l , v ~ +  , u2, v~+ , . . .  u , , v , +  , 

~(~I, 2, �9 �9 �9 6--I. 
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Mais, toutefois, lea couples 
distincts par rapport au tableau 
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(4), (5), qui sont au nombre de n = r $ ,  sont 

(6) {~ o g h 
h g ' .  

Ceei pos6, nous allons construire une surface de Jacobi F ,  en par tant  d 'une 
courbe / de genre deux dont les intdgrales de premibre esp6ce aient les pdriodes 

noimales (6); nous sommes assures que cette courbe existe d'apr6s l'in6galit4 (3). 
En d6aignant par ~(~) ,  co~(~) ]es int~grales consid6r6es de / ,  sommons lea 

valeurs que col, coz prennent en deux points (~1), (~) de /; on peut regarder ees 
sommes comme des fonctions du point (X) de la surface F ,  qui correspond au 

couple (~) , (~)  de /. 
Soit : 

u(X)=~(~,)  + ~ , ( ~ ) ,  v(X) = ~ ( ~ , )  + ~(~) .  

Les fonctions u,  v seront deux int6grales simples de premiere esp~ce attach6es 

h ]a surface F ,  et elles auront  les p6riodes primitives (6). 
Les coordonn6es d'un point de F seront des fonctions uniformes quadruplement 

p6riodiques de u, v ayant  les p6riodes (6). 
Or, entre les points de la surface �9 et ceux de F il y a une correspon- 

dance [ i ,n ]  de fagon qu'h un point (x) de q) rdpondent n points ( X ) d e  F ,  

donn6s par lea couples (4), (5)- 
E tan t  donn6 un point (X) de F ,  on a un couple (u, v ) p a r  rapport au 

tableau des p6riodes (6) et s fortiori par rapport ~ (2); ainsi par ]es formules (I) 

h (X) rdpond un point (x) de @ qui r6sulte une fonction rationnelle de (X). 
La surface �9 admet donc une transform6e rationnelle qui est la surface de 

Jacobi F .  La proposition ~nonc6e se trouve ainsi justifi6e. 
Remarque.  On reconnalt  en cette proposition une expression g6om~trique 

du th6orbme fondamental d'aprbs lequel route fonction ab61ienne est une fonction 

rationnelle des s6ries O. 
La propri6t6 que noua venons d'6tablir peut 6tre 6noncde d'une autre 

fagon. 
Entre  la surface hyperelliptique donnde �9 et la surface de Jacobi F nous 

avons trouv6 une correspondance [ i ,n ]  de sorte qu's un point de �9 r6pond un 
groupe G. de n points de F .  Les groupes G, qu'on obtient sur F e n  variant 
le point homologue de O, forment une sdrie alg6brique ~2 qui jouit de la propri6t6 
suivante: chaque point de F appartient ~ un  groupe de la s6rie, lea poin ts  du 
groupe jouant un r61e sym6trique par rapport  h la d6termination de celui-ci. 
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On exprime cet te  propriSt~ en disant  que les groupes G,, fo rmen t  sur F une 

involution I,, d'ordre n.  On dira aussi que q~ (ou route  au t re  surface en correspon- 

dance  birat ionnelle avec celle-ci) repr/sente l ' involut ion I,,, ou qu'elle en est une 

image. 

Ces d~finitions ~tablies, not re  r~sultat  peu t  8tre exprim~ en disant  que 

, t o u t e  surface hypere l l ip t ique  correspond h une involut ion I,, a p p a r t e n a n t  h une 

surface de Jacobb). 

On peu t  m~.me pr~eiser eet ~nonc~ en t e n a n t  compte  de ]a va leur  de n; 

en effet  nous avons  t rouv~ 

n ~  rb', 

r et  ~ d(~signant respec t ivement  le rang et le diviseur  de ]a surface hyperel l ip-  

t ique donn~e. 

Nous  aurons  done le th4or6me suivant :  

Toute sur/ace hyperelliptique de diviseur (~ et de ra~g r correspmzd r une involu- 

tion d'ordre r(~ appartenant ('r une sur/ace de Jacobi; la surface donn~e est une 

image de l ' involut ion.  

En par t icu l ie r :  Toute sur/ace hyperelliptique de divise~r et de rang 1 est u~e 

sur/ace de Jacobi. 

On a aussi :  

Toute sur/ace hypereUiptique de rang r et diviseur ~, correspond ~'~ une invollt- 

tion d'ordre r appartenant ~) une sur/ace hyperelliptique de ra~g 1 et de diviseur [~. 

II .  Les  sur faces  h y p e r e l l i p t i q u e s  de r a n g  1. 

7. Les surfaces hyperel l ip t iques  de rang i ont  ~t~ (~tudi~es par  M. PICARD 

comme des surfaces a d m e t t a n t  un groupe permutab le  ~2 de t ransformat ions  bira- 

t ionnelles en elles-m~mes, c 'es t  pourquo i  elles ont  re~u le nom de sur/aces de Picard. 

Aux propri~t~s dScouvertes  par  M. PICARD, M. HUMBERT a ajout~ une ~tude 

approfondie  de ces surfaces, de faqon qu 'on cn poss~de ma in tenan t  une  th~orie 

qui peu t  8tre regard~e comme comple te  sous plusieurs points  de vue. 

Cependan t  il ne p a r a l t r a  pas inuti le  que nous nous arr~tons  h rappeler  en ce 

ehapi t re  ]es th~or~mes fondamen taux  qui cons t i tuen t  ce t te  thdorie, en les r app rochan t  

au poin t  de vue g~om~trique, auquel  nous nous placerons souvent  dans la suite 

de ces recherches;  nous aurons occasion ainsi d ' a jou te r  aux  rdsul ta ts  connus 

quelques r~sultats nouveaux,  qui nous ne semblent  pas d~pourvus  d ' in terSt .  
Acla mathemat ica.  32. Imprim~ }e l:~ f~vr ier  ]909. ":~7 
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Nous nous proposons d'abord de construire toutes les surfaces de I~ICARD en 

partant  de la surface de Jacobi (n ~ iI ,  ~2). Cette construction mettra simplement en 

lumi6re les propri6t6s fondamentales qu'on peut consid6rer comme caract6ristiques 

pour notre famille de surfaces (n ~ ~3, ~4, ~6). Enfin elle nous amenera h reconnaltre 

les types, birationnellement distincts, de surfaces hyperel|iptiques de rang ~, an 

classifiant celles-ci d'apr6s leur diviseur 6 (n. 3o). 

8. Trans/ormations de la sur]ace de Jacobi eu elle-m~me. 

Reprenons la surface de Jacobi F que nous avons ddfinie au n. 5; elle est 

repr4sentde par ]es ~quations 

x ~ ~'1 + ~2 ,  ~ y ~ ~ ~., z ~ ~,, + ti2, 

1 ( ~ , , , ; , )  = o ,  1 ( ~ . , : ~ . )  = o ,  

en d~signant par ~ -~ ](~, ~;) = ,, - -  (f (~) =: o une courbe de genre deux. 

Ainsi que nous l'avons rappel4, la surface F poss~de deux intSgrales simples 

de premiere esp~ce que l'on obtient en sommant lc.~ valeurs des int~grales analogues 

de /, aux points (~,r~) et (-}',-,~h) (voir n. 6). 

Or il est bien connu que: 

La sur/ace de Jacobi F admet deux sdries ~ de trans]ormations bh'ation~elles 

en elle-m~me, qui /orment un groupe mixte. 

Ces transformations sont repr6sent6es par les formules 

{ : + u ' ~  const. 

(i) + v' = const. 
et 

/ .~tr _ _  U ~ c o n s t .  

(2) [ v ' - - v  = const. 

Les transformations (~) s'appellent des trans/ormations de premiere esp~ce, 

les (2) des trans/ormations de seconde espi, ce," ce sont lh les dcux sortes de trans- 

formations qui appartiennent .~ F pour route valeur des modules; il peut en 

exister d'autres seulement pour des valeurs particuli~res de ces modules, ainsi que 

nous le verrons dans la suite. 

Une transformation de premiere esp~ce d~finit sur F une involution de second 

ordre, les points homologues ~tant conjugu(~s par rapport ~ celle-ci. 

Le produit de deux transformations de premiere esp~ee est une transformation 

de seconde esp~ce. 

Deux transformations de 2 de esp~ce engendrent par multiplication une nouvelle 

transformation de 2 d~ esp~ce; cela revient h dire que les transformations de 2 d~ 
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esp~ce forment, he l les  seules, un groupe continu qui est un sous-groupe du groupe 

mixte renfermant routes les tranformations (~), (2) de F. 

A l'6gard de la multiplication des transformations de F ajoutons que: les 

trans/ormations de 2 a~ esp~ce sont deux ~l de~tx permutables e~ttr'elles. 

I1 n'en est plus ainsi g6n6ralement pour deux transformations de premiere 
esp~ce. 

Enfin rappelons que: 

Etant donnds ,ur F deux points (x), (x'), il existe detlx transformations de notre 

ffroupe mixte qui ]ont correspondre au premier point le seco~id; l'une de celles.ci eat 

une transformation de premiere espSce, l'autre une transformation de seconde esp~ce. 

Remarque I. Si une transformation de seconde esp~ce 

V r ~  V ~ ,a 

ram~ne en lui-m~me un point de la surface, les 6quations de la transformation 

seront satisfaites pour u r =  u, v ~ v. I1 faudra donc que | 'on air )~--tL-~ o, c'est- 

h-dire que ]a transformation soit l'identitd. Donc: 

Une transformation de seconde espgce qui ne soit pas l'identitd n'admet aucun 
point de coincidence. 

A u  contraire une trans/ormation de premiere esp~ce 

{ u + u ~ = ) .  

V + V f ~ ! t  

admet toujours 16 points de coincidence qui tombent  en les points 

). + (o, !t + (o.~ 
2 2 

~o, oJ~ 6tant un couple de p~riodes simultan~es de u, v. 

Remarque II. Faisons une autre remarque utile pour la suite. 

Lorsque un point de F se meut s u r u n  cycle lingaire quelconT~e a, le point qui 

lui correspond au moyen d'une trans/ormation de 8econde esp~ce 

V r - -  V ~ ! t  

ddcrit un cycle a' homologue & a. En effet si les param~trcs )., !~ aboutissent ~ z6ro 

par une variation continue, le cycle a' se r6duit au cycle a. 
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9. Trans]ormations de 8econde esp~ce .cycliques. 

Tandis que les transformations de premiere esp~ce de F sont p~riodiques 

(d'ordre 2) il n'en est pas ainsi, en g6n6ra], pour les transformations de seeonde 

esp~ee. 

Reprenons les 6quations (2) d u n .  8 en les 6erivant sous ]a forme 

(i) v' - -  v ~  t~ ; 

et rappelons qu'il est sous-entendu que ]es congruences se rapportent aux p6riodes 

simultan6es de u, v. Pour que ces ~quations repr~sentent une transformation 

p6riodique d'ordre n, il faut avoir 

cela revient h dire que 
n~.=~o, n .  ~_o; 

w j, to~ d6signant un couple de p6riodes simultan6es de u, v. 

On obtient ainsi  des trans[ormations de la sur/ace de Jacobi F ,  qui sont pdrio- 

diques d'ordre n. 

En tenant  compte du fair que parmi ces transformations il y e n  a en g6n6ral 

qui sont p6riodiques d 'un ordre diviseur de n, au moyen d'une formule connue do 

DEDEKI~D on reconnait que: les trans[ormations pdriodiques d' ordre n (et non moindre 

( I)( que n) aont au nombre de n ~ I ~  I - -  I - -  . . . oh c~, fl, 7 . . . .  ddsignent 

les diviseurs premier~ de n. ~ 

Remarque. Les transformations p6riodiques d'ordre n de F e n  elle-m~me 

peuvent 6tre d6finies de la fagon suivante: 

Soit G~ un groupe de n points de F et sommons les valeurs des int6grMes 

u, v aux points de Gn; d~signons ces sommes par h, k. Il y aura ~ " - ~  groupes 

analogues ~ Gn qui donnent lieu aux m6mes sommes h, k; ceux-ci formeront une 

certaine s6rie qu'on pourra d~signer par I ' , .  Or parmi les groupes de F ,  il y e n  

aura un nombre fini (et pr~cis6ment n ~) qui seron~ form6s par un seul point 

compt6 n fois. ~ Eh bien: les transformations p~riodiques d'ordre n sont d6finies 

parmi les transformations de seconde esp~ce de F ,  par ]a propri6t6 de changer un 

point de coincidence n-ple de I ' ,  en un point analogue. 

t Voir p. e. CAsl'sLsvovo, Rend. dell'Istituto Lombardo, s. II, t. XXV, 1892; no 8, 
Voir p. ex. CASTCL~COVO, loc. cit. 
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Consid~rons une transformation p~riodique de seconde esp~ce de F ,  et ses 
puissances; on obtient un groupe cyclique de transformations qui sent repr~sent~es 
par les formules: 

k ej' 

(3} n (k  = O, I ,  :2 . . . .  n - - I )  

V r -  V ~ k ~ ,  

oh col, ~o2 constituent un certain couple de p6riodes de u, v. On peut m~me ramener 
ces formules ~ une expression plus simple; en cffet par des substitutions lin~aircs 
convenables effectu6es sur les cycles normaux et sur les int~grales u, v, elles se 
r~duisent ~ la forme 

[ 'U r U ~.~--- 0 

Cette r~duction s'effectuera de la fa~on suivante: d~signons par 05 le cycle 

de F qui correspond aux p~riodes co. ~o~ et construisons un syst~.me normal de 
cycles 0~,02,~,~, renfermant 0~; il suffira de prendre comme nouvelles variables les 
int~grales de F qui ont les pgriodes i ,  o e t  o, I le long de 0~,~2" 

I1 est bon d'ajouter que la construction du systgme normal de cycles auquel 
appartient r peut ~tre effectu~e en remarquant  que la surface F renferme de 
courbes C de genre deux (n. 2o); il suffit alors de ramener le cycle Q3 ~ u n  cycle 
de la surface riemannienne C et de construire ensuite sur celle-ci les retrosections 
riemanniennes ~ ~72, ~3~ .~ 

10. Op~rons sur un point queleonque P de F au moyen des transformations 

(3) ou (3 F) d u n .  9; on a ainsi un groupe de points G~-~ (P, pr, p ,  . . . .  p(,_~)). 

Ce groupe est d~fini d 'une fa~on sym6trique par rapport  ~ ses points; en 

consequence au varier de P, il d~crit une involution cyclique d'ordre n que nous 
pouvons d~signer par I~. On obtient le hombre des involutions I~, en divisant le 
nombre des transformations p~riodiques d'ordre n par le nombre des transformations 
qui ram~nent en lui-m~me tout  groupe d'une I~ denude. Ce dernier nombre est 
~videmment ~gal ~ la fonction ~(n) de Gauss. 

]1 y a d o n c s u r  ~v,n~(~+~)(~ + ~ ) ( ~ + f l ) t ~  + ~ ) . . .  involution~cyclique~ 

d'ordre n engendrdes Tar les trans/ormations de seconde espkce (~), [ou (3')]. 
Ces involutions cycliques I ,  jouissent des propridtds suivantes: 

a Voir  le Trait~ de MM. PICARV et  SIMART (t. I, p. 86) et  les r emarques  de S~v~RI dans  son 
m~moiro publi6 pa r  les Rend icon t i  del Circolo matemat ico  di Palermo,  7 Genna io  1906. 
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a) Elles sent transformdes en elles-m~mes par les transformations de seco~de 

esp~ce de F .  

b) Elles 8ont trans/ormdes en elles-m~.mes par les transformations de premibre 

esp~ce de F.  

Cette derni~re affirmation a besoin d'0tre justifi6e. Soit ~,J une transformation 

cyclique de seconde esp~ce d'ordre n, qui engendre sur F une involution I,,. I1 

ne subsiste pas que ~o soit transform6e en elle-m~me par une transformation 

quelconque de premiere esp~ce ~T. Mais en multipliant (,J par ~, on obtient un 

groupe fini compos6 par les 2n transformations 

( !J  ~ ( 0 ~  , . . ( O  n - ]  ~ ( 0  n : I 

7l:~ { O f g ~  . . . ( O n - - l T f .  

Ces l~ransformations donnent lieu A une involution I2,, dent  chaque groupe 

est compos6 par deux groupes de I,,, qui sent 6chang6s l 'un en l 'autrc par chacune 

des transformations de premiere esp~ce 

]l s'ensuit que i ,  est transform6e en etle-m0mc par route trailsformation dc 

premiere esp~ce de F .  

c) Elles n'ont pas des points de co?ncidence, c'est-~t-dire que tout point P d'un 

groupe G,, de I~ est distinct des autres n -  i. 

En effet un point de coincidence de I~ serait un point uni pour une trans- 

formation de seconde esp~ce, tandis que ccs transformations n 'ont  pas des points 

unis (voir la remarque I au n. 8). 

l l .  Construction des surfaces de Picard de diviseur ~. 

Consid6rons une involution I~ engendr6e par une transformation p~riodiquc 

de seconde esp~ce d'ordre ~, appartenant  ~ une surface de Jacobi F .  

Nous aliens d6montrer que route surface F,~ qui reprdsente l'involution I~ est 

une surface hyperelliptique de rang i - -  c' est-5-dire une surface de Picard de diviseur ~. 

En d6signant par u, v les int6grales normales de premiere esp~ee attaeh6es 

F ,  nous consid6rerons les sommes des valeurs que u, v prennent aux (l points 

d'un groupo de 1~; ces sommes divis6es par 3' seront d6sign6es par U, V. 

Alors U, V seront deux int6grales de premiSre esp~ce attach6cs s la surface 

F~; il s'agit: 

a) de d6terminer les p6riodes primitives de U, V et de montrer que celles-ci sons 

I o g h 

I 
o ~ h g'; 
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b) de prouver que les coordonn~es des points de F,~ s 'expriment par des 

fonctions uniformes de U, V; ccs fonctions scront de rang ~, puisqu'en tout  point 

de Fo les int~grales U, V rSsultent d~finies sans ambiguitY, aux p~riodes pr~s. 

a) Soient ~,~:,a~,o-~ les quatre cycles de la surface F qui correspondent aux 

pbriodes normales, ce que l'on pcut  representer par le tableau suivant 

(71 0" 2 0".~ (~,t 

u i o g h 

v o x h g' 

On pcut supposer que les ~quations de la transformation p~riodique qui 

engendre I,~ soient 

(voir n. 9). 

?tr  - -  ,tt ~ O mo {; o , , ,  
d - -  v ~  b. I h g' 

Ceci pos6 consid6rons les cycles at1, a':, o-':, a'~ de F~, correspondant k aa, a:, a.~, a,. 

On peut ~valucr le8 p~riodes de U, V l e  long de ces cycles, en rappelant 

la remarque II  d u n .  8; d'apr~s cette remarque au cycle ~Sr~ d~crit par un point 

pr de F,~, correspondent sur F des cycles homologues dScrits par les 6 points ho- 

mologues PI . . . .  P~; un de ces cycles a ~t(" dej~t d~sign6 par a~. 
On trouve ainsi que les p~riodes de U, V correspondant aux cycles ar~, a~:, ar 3,a'` 

sont celles repr~sent~es par le tableau suivant 

i 021 {it2 Gr O't4 
UE I o g h 

V o I h g'. 

Mais les cycles (/1, a'2, a',~,a~4 de F,~ ne sont pas primitifs; c'est lk un point 

d4]icat qu'il faut mettrc en lumi~re. 
A cet effet remarquons que l'on obtient un cycle de Fo qui n'est pas une 

combinaison lin~aire de act, av~, ar 6'4 par la construction suivante: Consid~rons les 

points P1, P : , . . .  P,~ de F qui correspondent h un m~me point pr de F,~. Soit 

O 1 une ligne ouverte joignant PI s P: .  Tandis que P1 d~crit cette ligne, P2 par- 

courira une ligne 02 qui abouti t  ~ P3, . . . ,  P,) une ligne On qui abouti t  h P1. 

Ell bien, au chemin ouvert O, correspond sur F,~ un cycle ferm~ O'; ce cycle par- 

couru 6 lois correspond au cycle 

O, + O  2 + . . . +  0,~ 

de la surface F .  



296 Federigo Enriqaes et Francesco Severi. 

Evaluons les p6riodes des int6grales U, V correspondant au cycle O' de Fa. 

Elles correspondent aux valeurs que les int6grales u, v de F prennent le long de 

Oj ; la correspondanee (P~ P,)  dtant reprdsentde par les 6quations 

?t t ~7- i t  

I 
v ' ~ v +  6, 

ces valeurs sont respectivement 

o et ~,, rood { ;  I o 
g h 

h e'- 

Nous sommes arriv6s ~ la conclusion que les int6grales U, V de F admettent  

i les pdriodes simultan6es 0, 3 par rapport  au cycle O'; ce cycle eompt6 ~ fois 

donne le couple de p6riodes (o, I) et r6sulte ainsi homologue h d : .  

On voit ainsi, ce que nous avons affirm6, que les pdriodes 

i o f f  h 
(I)  o I h 9' 

ne sont pas des p6riodes primitives pour U, V sur F,~, puisque ces int6grales 

admettent  les p6riodes 

i l o g h  
(2) I ,q, 

I~ d h 

correspondant aux cycles 

(3) ~r ~', ~ts~ O'r4. 

On peut  prouver au contraire que les p~riodes (2) sont primitives. A cet 

effet il faut montrer que tout  cycle de F~ est homologue h une combinaison 

lin6aire h coefficients entiers des cycles (3). 
Observons d'abord qu'un syst6me de chemins analogues aux chemins O,, 

02, . . . O~, peut  fitre d6fini sur F pour tout  groupe Go de l 'involution I~, et que 
le cycle O r correspondant aux nouveaux chemins sur Fo, est homologue au chemin 

I 
O r obtenu auparavant,  parce qu'il donne encore les valeurs o, ~ pour les in- 

t6grales U, V. 

Ajoutons que sur F un chemin allant de P, ~ Pi-l(i  -- 3, 4 �9 �9 .) est homologue 
h la somme du ehemin O, + Oz + ..- + Oi et d 'un cycle lin6aire; par cons6quent 

le chemin ferm6 qui lui correspond sur Fo est homologue h. la somme de iO' et 

d'une combinaison lin6aire h coefficients entiers des cycles a'l, a'2 ~ O'Otj, ats, a'4, 
c'est-~-dire b~ une combinaison des cycles o',,O',ds,~r'4. 
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Comme tout cycle lin6aire de ~'~ a pour correspondant sur F ou bien un 

cycle lin6aire - -  qui s'exprime au moyen des cycles 6 ,  a 2, %, a 4 - -  ou bien un chemin 

ouvert joignant deux points conjugu6s --  qui s'exprime au moyen de ces m~mes 

cycles et des chemins O~ . . . .  Oo - -  on en conclfit que tout  cycle de F~ restera 

homologue h une eombinaison h coefficients entiers des cycles 

(3') a',, 0', o'~, o',. 

b) I1 s'agit maintenant  de montrer que les coordonn6es des points de F,~ sonl 

des fonctions uniformes de U, V, c'est-~t-dire que U, V ne peuvent reprendre le~ 

m6mes valeurs, par rapport aux p6riodes (2), en dee points diff~rents de la 

surface. 

Revenons h la d6finition des int6grales U, V: el]es s 'obtiennent en divisant 

par 3 les sommes des valeurs des intt~grales ~, v attaeh(.cs h F .  aux points d'un 

groupe de I~. On a done 

U-~-u [ I  o f f  h 

6 - - I  mod / o  I g,. 
V ~ v + 2 ~  3 h 

Soit Uo, Vo et Ut, Vt deux couples de valeurs de U, V, eongrus par 

rapport au tableau (2), et d6signons par Xo, X, les points correspondants de F,,; 

il faut prouver que ceux-ci ne sont pas distincts. 

D6signons par xo un des 6 points de F eorrespondants "~ X0, et par .% nn 

des points eorrespondants h X~. On aura alors 

U0 :-: u(x0), U, - u (x,) 
6 - - i  6 - -~  

Vo~v(Xo) + �9 ~ - ,  V, ~ v ( x , )  + --s 

et par cons6quent 

les congruences ayant  

done s'6crire 

U(Xo) _-~t(x,) 

v ( x 0 )  = v (~,), 

lieu par rapport au tableau (2). Ces relations peuvent 

U(Xo) - ~  (x,) 

V(Xo) v(x,) + 
(~ e n t i e r <  6) 

les nouvelles congruences 6tant consid6r6cs par rapport au tableau (i). 

I1 s'ensuit que x~ est amen6 en xt par la transformation 
Acta mathematlca. 32. Impr im6 le 16 mars  1909. 3~ 
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I 
v'~: v + g, 

ct par cons6quent que x0, xt appartiennent h u n  m~me groupe de I,~, ou, onfin, 

que los points X0, X, ne sont pas distincts. 

|2. Nous venons de prouver que toute involution cyclique l~ engendrdc sur 

une surface de Jacobi par une transformation p6riodique de seconde esp~ce, est 

reprdsentde par une surface de Picard. II est ais6 de montrer que, rdciproquement, 

routes les surfaces de Picard peuvent 8tre obtenues par cette construction. 

C'est ]~ une cons6quence immbdiate de ces fairs: a) que par la construction 

indiqu6e on obtient des surfaces hyperelliptiques de rang i (c'est-h-dire des stir- 

faces de Pieard) correspondant h un tableau normal de p6riodes 

i o g h 

I 9 '  o 6 h 

qui peut ~tre assignd ~t priori (en sat.isfaisant h l'ing.galit6 elassique); b) quc des 

surfaces de Picard, correspondant h un m6me tabh,au, peuvent ~tre transformdes 

birat.ionnellement l 'une darts l 'autre. 

Ainsi on peut r6sumer les r6sultats obtenus en 6nongant lc thdor6me suivant: 

Que l'on se donne une sur/ace de Jacobi F el une transformation p&iodique 

de seconde espbee d'ordre 6, de F," rinvolution I,~ e~yendr/e sur F far  cette trans- 

formation, est reprdsentge par une" sur/ace F,~ qui est une sur/ace de Picard de 

diviseur 6. 
Rdeiproquement, toute sur/ace de Picard F,~ de diviseur 6 cuhnet comme trans- 

/ormde rationnelle une Bur/ace de Jacobi F((l ~ I).  de ]ai'on qu'~i 7m, pob~t de F,~ 

correspondent sur F 6  points homolo.ques 7",ar rapport h ~me trans/ormation pdriodique 

de seconde espbce et 5 sea puissances. 
Xema, rque. Au lieu de consid6rer sur F l e  groupe eyclique engendrb par 

une transformation p6riodique 

I 
v'__~ v + ~., 

on peut consid6rer le groupe engendr6 par deux transformations 

I 
7t/ ~ ~t, nt~ it + 6' 

V ~ V  -~ ~,~ Vt~-- V, 
O 
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I)e m~me que pa r  le p remier  g roupe  cyc]ique on ddfinit sur  F une involut ion  

I s ,  d ' o rd re  5, pa r  ce second groupe  on d~finit sur  F une involut ion  Is:, d 'o rd re  5'-'. 

Celle-ci v ien t  r ep%sen%e  aussi  pa r  une surface de P icard  F .  Mais les int~grales 

de F '  a d m e t t e n t  les p~riodes normales  

i o 5g Oh 

o i Oh 0g' 

de fa(ion que F '  est  une nouvel le  sur face  de  J a c o b i  (de d iv i seur  ~).1 

11 est  in%ressan t  de r e m a r q u e r  que la surface de Picard F0 co r r e spoudan t  g 

]. ' involution I a ,  est une t rans form6e  ra t ionnel le  de ]a surface  de Jaeob i  F ,  et qu ' i l  

y a ent re  F', F~ une cor respondanee  [i ,  ~J sans  poin ts  de d i r a m a t i o n  sur  F ' .  

On ob t ien t  ainsi une cons t ruc t ion  des surfaces  de Picard ,  en quelque sorte  

%cip roque  g celle que nous avons  d6veloppde au n. i i "  To~lte st~r/ace de Picard 

Fa de diviseur ~, est une trans/orm& rationnelle d'~ne s~o'/ace de Jacobi F ,  qM 

correspond it ~tne involution d'ordre O" sur Fo," ainsi Fa vient reln'&ent& s~r ~o~e 

ant/ace de Jacobi compt& ~ /ois sans points de diramation. 

13. Les sur/aces de Picard consid&&s comme des s~o'laces qui admettent ~n 

groupe de trans]ormations en elles-m~mes. 

D' ap r} s  no t re  cons t ruc t ion  des surfaces  de P icard  F0 (n. i i )  les propri~tPs 

des involu t ions  Ia  a p p a r t e n a n t  g une  surface  de Jaeob i  (propri6t6s que nous 

avons  indiqu6es pa r  a), b) au n. IO) se t r adu i sen t  en les propri6t4s suivantes .  

Tou te  surface  Fa hypere l l ip t ique  de r ang  1, a d m e t  deux  sdries ~-* de t rans-  

fo rma t ions  b i r a t i o n n d l e s  an elles-m~mes, qui se ront  d6sign~es c o m m e  des t r ans fo rma-  

t ions de p r e m i e r e  et  de seconde esp~ce. Les t r ans fo rma t ions  de p remie re  esp&ee 

sen t  p6riodiques d ' o rd re  2; celles de  seconde f e r m e n t  un g roupe  cont inu  de 

t r ans fo rma t ions  pe rmutab les .  

D'ai l leurs ,  6 tan t  donn6e la r ep%sen t a t i on  p a r a m 6 t r i q u e  de F~ par  les in t& 

grales U ,  V, les t r ans fo rma t ions  de  p remie re  e t  de seconde esp~ce de Fa en 

elle-m6me, r6su l ten t  d6finies p a r  les formules  

I1 est essentiel de remarquer que, d'apr~s les nn. 2, 3, le diviseur 2 et 1c rang r de F 
r6sultent en effet 5----- I, r-~ I, et cela parce qu'en ces ddfinitions on se rapporte toujours it 
des p~riodes primitives. Il n'en serait pas ainsi si l'on se rapportait aux pdriodes 

I o g h 
o ~ h g'. 

car on aurait alors 
~.= ~.  

Mais cos p6riodes no sent pas primitives puisque les int~grales corresl)ondantcs admettent les 

pdriodes simultandes ( ; o )  (oi3).  
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U' + U ~:- const. 

V ~ + V -=--const. 
et respectivement 

U' - -  U ~ const. 

V' - -  V -- const. 

de m~me quc dans le cas de la surface de Jacobi (n. 8). 

Or M. P1CAltD a ~tabli le th4or~me suivant: 

Toute sur/ace algdbriq~ee qui admet un groupe continu permutable ~ de trans- 

/ormations birationnelles en elle-m~me, opdrant sur les points de la sur]ace d'une 

mani~re transitive, est une st~r/ace hyperelliptiqtle de ranff 1 ou une d~gdndrescence 

(surfaces rationnelles ou r~gl~es elliptiques). 

C'est m6me k cause de ce th~or~me qu'on a donn~ aux surfaces cn question 

le nora de sur/aces de Picard. 

L'~nonc~ qui precede ne diff~re de celui de M. Picard que par l ' introduction 

du mot ,rang)>, d'apr~s la definition du n. 3- 

1t. gu t  les conditions pour qu'une sur[ace soit hyperelliptique de rang 1. 

Thdorbme de M. Picarcl. 

Les surfaces de Picard F~ jouissent des propri~t~s suivantes: 

a) I1 y a deux int~grales simples de premiere esp~'ce attach~es ~ Fo; nous 

les avons d~sign~es par U, V. 

b) Il y a une int~grale double de premiere esp~ce 

f fdVdV, 
c'est-~-dire que le genre de F0 est 

pg-~-I. 

En d~signant par m l'ordre de Fo il y aura donc une surface adjointe ~p,,_, 

d'ordre m - -  4. 
c) La surface tfm--4 adjointe ~ Fo coupe cel]e-ci, hers de la courbc double, 

suivant des courbes exceptionnelles, qui peuvent manquer, et que l'on pcut toujours 

faire disparaltre par une transformation de la surface. 

Outre que par le raisonnement analytique de M. Picard, la propri~t~ c )peu t  

~tre justifi~e g~om~triquement de la fa~on suivante. On remarquera d'abord 

qu'elle subsiste pour la surface de Jacobi F ( ( ~ :  i): en effet en sc rapportant  au 

mod~le d~fini au n. 5, l 'adjointc rfm-4 coupera F suivant la ligne exceptionnelle 

qui correspond h la g~ de la cotlrbe de genre deux, dent  F repr~sente les couples. 

Mais, d'apr~s la construction d u n .  i i ,  la m6me propri~t~ subsistera pour toute 

F0, quel que soit 6; en effet ~ une courbe non exceptionnelle d~coup~e sur Fo par 
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son adjointe, r~pondrait une courbe analogue sur la surface de Jacobi, qui est une 

transform~e rationnelle de F~.I 

Or c'est une circonstance de la plus haute importance que les propri~t6s 

a), b), c) des surfaces F~ suffisent k caract~riser la famille de ces surfaces. On a 

en effet le thdor~me de M. Picard que nous ~noncerons sous la forme suivante: 

Toute sur/ace d'ordre m et de genre p~ -- I ,  qui .poss~de deux intdgrales simples 

de premiere esp~ee et qui n' est pas ddeoupde par son ad]ointe d' ordre m - -  4 en ddhors 

des courbes e~ceptionneUes, est une sur/ace hypereUiptique de rang 1. 

M. Picard a 6tabli ce th6or~me en 1885; i! est revenu sur le m~me sujet 

cn i889 et enfin en ~9o5 dans le ~>Trait6, 6crit en collaboration avee M. SIMAttT.' 

La derni~re d~monstration du th6or~me est particuli~rement simple et il 

suffira de la rappeler ici dans ses grandes lignes; on aura ainsi l'occasion de 

mettre en lumi~re explicitement comment les surfaces hyperelliptiques d~finies 

par les propri~t6s a), b), c) peuvent avoir un diviseur 6 >  I. 

En supposant que la surface donn~e poss~de deux int~grales simples de 

premiere esp~ce U, V, celles-ci auront 4 couples de p6riodes. Effectuons sur 

ces p6riodes une substitution lin~aire convenable h coefficients entiers, substitution 

dent  le d6terminant ~ sera > z ,  et ajoutons une transformation lin~aire sur les 

int~grales, de fa~on ~ ramener les p~riodes de U, V au tableau 

x o g h 

o I h g'. 

Ce tableau correspond h une surface de Jacobi F ,  que l'on peut supposer d6pourvue 

de eourbes exceptionnelles; et il est ais6 de reconnaitre que la surface donn6e 

F~ est une transform6e rationnelle de F .  F~ se trouve reprdsentde ainsi sur la 

sur/ace F eompt~e ~ /ois, sans points de diramation. 

Il en r6sulte (Remarque au n. ~z) que F~ est une surface hypere]]iptique 

de rang ~ et de diviseur (~. 

Il est s remarquer que la condition c) que nous avons 6nonc~e parmi les 

propri6t~s caract6ristiques de F~, joue un r61e essentiel; si on la laisse tomber, 

F~ sera encore repr~sent~e sur la surface de Jacobi F compt6e ~ lois, mais on 

trouvera sur F une courbe de diramation (qui r6sultera el l ipt ique)k laquelle 

correspondra une courbe non exceptionnelle d6coup6e sur F~ par son adjointe 

d'ordre m - -  4. 

Voir la note i~ p. 322. 
' Voir ce TraitS, t. II, p..t53--456. 
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En c c e a s  F,5 ne serait pas une surface hypereltiptique. Mais on peut 

d6montrer qu'elle serait une surface elliptique, c'est-h-dire une surface douse 

d'un groupe elliptique :rA de transformations en elle-m~me (E~mlQUES). 

15. Rappel de notions appartena~t (; la th#orie des s~lr/aces al.qdbriques. 
Pour achever le l~ableau des propri&g, es des surfaces de Picard, il nous 

conviendra de rappeler quelques notions cmprunt6cs g la th4orie g6om6trique des 

surfaces alg6briques. * 

D'abord on d6finit pour toute surface les invariants dSsignSs respectivemcnt 

t )ar P~, Pa, P i ( i =  2, 3 ...). ?), d6signe le gem'e n~tm&iq~te." Pale genre g~om~triq,e," 
P i l e  genre d'ordre i(Pj pu) c'est-h-dire ]e hombre des courbes i fois canoniques 

lin~airement ind6pendantes de la surface. 

On a ensuite h consid6rer le genre li~&ire (virtuel)t/~), c'est-g-dire unc 

certaine expression arithm6tique du genre des courbes canoniques; cette expression 

sera rapport4e h ]a surface elle-m~me si cclle-ci ne renfermc pas des courbes 

exceptionnelles; dans le cas contraire c]]e sera rapport6e ~ une surface transform6c 

d6pourvue de courbes exceptionnelles; d'apr~s MM. CaSTELNtrovo et EXRIQUES 

cette transform6e existe toujours, si la surface donn6e n'appartient  pas/~ la famille 

des r6gldes. 

L'ordre de ]a courbe canonique d'une surface n'est pas un invariant de 

celle-ci; mais si, 6tant pg= I, cet ordre est 4gal 'g zdro (en faisant toujours 

abstraction des courbes exeeptionnelles), cette propri6t6 est invariant par rapport 

aux transformations birationnelles. 

En ce cas la surface jouit de propridtds remarquables. 

l:~apportons-nous g une surface de la classe qui soit d6pourvue de courbes 

exceptionnelles; soit m l'ordre de la surface et .~ le genre des sections planes; 

on a toujours 

~ 2 ~t: - -  2 .  

Sous une forme plus g~Sn6rale: Si l'on a sur cette surface un syst~me lin6aire 

[C] de eourbes C de genre :r, cellcs-ci se eoupent deux g deux en 

?/b~- 2 : , t ' - -  2 

points (c'est-g-dire que m est le degrd du syst}me). 

Mais on en a davantage:  le groupe des m point,s communs g deux courbes 

C est un groupe canonique sur chacune de ces courbes. 

1 Voi r  les t r a v a u x  de M. N ~ l m ~  et  de M. ENRIQUES, OU la no te  expos i t ive  de MM. C,~STEL~UOVO 
et ENRIQUE8 qui se t rouve  ~t la fin du .Trait6 des  fonc t ions  a lg6br iques  de d e u x  va r i ab le s ,  de 
MM, PIOARD et  S1~*R'J'. 
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C'est ce qu 'on  expr ime en disant  que la s(rie caractdristique gm d~coup~e 

sur une courbe C par  les autres  courbes du syst4me, cst la segrie ca~wnique de C, 

ou une parHe de celle-ci. Si le syst~me I CI app~r t ien t  h u n  syst~me cont inu  

non lin6aire, les courbes inf iniment  prochaines  ~ C, contenues  dans le syst+me, 

coupent  sur C des groupes de la m~me s~rie caract6r is t ique;  c 'est  de cet te  facon 

que M. SEV]~RI d6finit  la s6rie caract6r is t ique sur C, m~me dans le cas ()h le sv- 

st~me lin6aire [C I ai t  la dimension (~gal h zbro. 

Une surface de genre P a - - I ,  don t  ]a courbc canonique a l 'ordre  z~:ro, a h ~ 

genre lin6aire p ( [ )~  i ;  eIle ne rcnferme pas des conrbe.~ i fois canoniqucs,  que] que 

soil i, de sorte que:  

P ~ = ~ .  ( i ~  ~, 2, . . .) 

Cette  derni~re propri6t6 sert  h definir  la famillc des surfaces de genre Pu ~ - I  

dont  la courbe canonique a l 'ordre  o; en effet  on a l e  thdor~me suivant~: 

Toute sur/ace dont les genres d'ordre 1 et ~ sont ~ga,.~" ('~ l'unit~ 

(pg = P,  --  I ) 

a une eourbe canonique d'ordre o; le genre ~umr de let surfltce est 

~a = I OU ~)a = -- I. 

16. Les sur/aces de Picard caraet~ris~es par leurs ~wmbres invariants. 

D'apr~s les not ions que nous venons de rappor ter ,  on peu t  t r ans former  ]e 

th6or~me de M. PICARD (n. 14) de la fagon suivante:  

Rappelons  d ' abo rd  que le nombre  des int~grales de premiSre esp~ce at tach~es 

h une surface, est p g - - p , ;  c 'est  1s un r6sultat  connu auquel  ont  amen6 r~cemment  

les recherches 6tablies pa r  M. PICARD d 'un  cSt~, par  MM. SEVERI, ENRIQUES ct 

CASTELNUOVO de l ' au t re  c6t~. 

Alors les condit ions a), b), e) d u n .  14 se t radu i ron t  par  les 6galit6s 

p g = I ,  p a - - p a = 2 ,  P , - - I .  

On aura  done le th6or~me suivant  (qui a g~t(, donn5 par  M. EyRIQVES dans 

le Mdmoire citd du  Circolo di Pa lermo) :  

Les conditions pour qu'une sur/ace soil hyperelliptiq~te de rm~g 1 s~)nt exl)rim~es 

par les 4galitds 

p ~ = - - I ,  P a = P 4 = I "  

Cfr. E.~atQW:S, Rendic.  de] Cireolo mat. di Palermo,  I9~ ~ e l~endio. Aocademkl di l~.l,)gna, 
Decembre  ~9o6. 
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17. Courbes apparterut, nt t't une sur/ace de Picard : courbe~r ratioT~elles. 

On a la proposi t ion suivante :  

Une sur/ace de Picard ne saurait ren/ermer 7the courbe rationnelle qwi ne soit 

pas exceptionnelle. 

Soit 

F~(x, y, z) - -  o 

une surface de P ica rd  d 'o rdre  n~. 

II y a deux int~grales simples de premiere  esp~ce u,  v e t  l 'on a 

du  B d x - -  A d y  d v  B ~ d x - -  A , d y .  
F'~ F ' ,  

A, B ,  A, ,  B, d~,signent ici des polynomes lifts par  l ' identit~ de M. N/~THER 

A B~ - -  A~ B = F ' ,  . Q(x, y, z), 

Q ~tant  le po lynome d 'o rd re  m - -  4 ad jo in t  /~ Fa.  

Or si Fa renferme une courbe rat ionnel le  E ,  on a sur E 

et  par  cons6quent  

B d x - - A  d y = o ,  

B,  d x - - A l d y  ~ o, 

A B ~ - - A I B - -  o. 

Mais eomme on peu t  supposer  que E n 'a i t  aucune relat ion par t ieul igre  avec 

les axes eoordonn6s, on en d4dui t  

Q ( x ,  y,  z) = o. 

Or, en g6n6ral, Q coupe F su ivant  une courbe compos6e de courbes exeep-  

tionnelles et  de la courbe canonique,  qui, en ce cas est  d 'o rd re  z6ro. D 'aprbs  la 

re la t ion pr6c6dente on en d6dui t  que E est une courbe except ionnel le  de F~, ce 

qu' i l  fallait d6montrer .  

Convention. - -  Dans la suite en ra i sonnant  de courbes a p p a r t e n a n t  /~ une  

surface F~ nous nous rappo~erons toujours ?t des sur/aces ddpourvues de courbes 

exceptionnelles (n. 15); ces sur/aees ne ren/ermeront doric pas des courbes rationnelles. 

18. Courbes dliptiques. 

La  surlace de Picard F~ peut ren/ermer une courbe eUiptique C; en ce cas C 

appartient (~ un /aisceau elliptique de courbes a~alognes, et il y a sur F,~ vn  ,~eco~d 

/aisceau elliptique de courbes elllptiques. 
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Supposons que F(, renferme une courbe elliptique C; si celle-ci appartient h 

une s6ric continue, le degr6 de la s6rie sera 6gal h zdro (m ~ 2.~v- 2); en eon,~5- 

quence C ne saurait appartenir s une s6rie qui ne soit pas un faisceau. 

Transformons C par les ~-~ transformations de seconde esp6ce de F,~ (n. I3); 

comme C ne peut admettre que ~1 transformations birationnelles en elle-m~me, 

on aura ~1 courbes transform6es de C, qui formeront un faisceau. 

II y aura une int6grale simple de premi6re espbce attachde h F,), c'est-h- 

dire une combinaison lin6aire ).u + p v des deux int6grales u, v, qui demeure 

constante le long des courbes du faisceau; on en d6duit que le faisceau est 
elliptique. 

L'int6grale ).u + !tv aura deux p6riodes distinctes; d'aprbs MM. PICARD et 

POI~CAR~, b. eSt6 de eette int6grale r6duetible, il y en aura une autre assoeide, 

b~ laquelle correspond un second faiseeau elliptique de courbes elliptiques de 
niveau. 

Les deux faisceaux que nous venons de consid6rer, sont form,s par les 

trajeetoires de deux sous-groupes alg6briques or ~ renferm6s dans le groupe des 

transformations de seconde espbce de F,~. 

Remarque.  On voit que ]a surface de PICAnD correspondant s des modules 

gdn6raux, ne renfermc pas des eourbes elliptiques. 

Parmi ]es surfaces de Jacobi renfermant des courbes elliptiques, il y a la 

sur[ace particulikre dont les points correspondent aux couples de points choisis 

sur deux courbes de genre un. Cette surface vient caractbrisde par la propri6t6 

de renfermer deux [aisceaux elliptiques de co~trbes elliptiq~r se coupant e n ,l~t, se~d 
point. 

19. Si  une sur]ace de Picard ren]erme un ]aisceau irrationnel de courbes, le 

/aisceau est elliptique et les conrbes sont de m~me elliptiques. 

On 6~ablit ais6ment que le faisceau est elliptique, en remarquant qu'il ne 

peut y avoir qu'une intdgrale qui demeure constante le long de ses courbes. 

On reconnait quc ces eourbes C sont de genre ~r = i d'apr~s le n. 15, puisque 

le faisceau dtant irrationnel ne peut avoir des points base ( C A S T E L N U O v o - E N R I Q U E S ) ,  

et par consdquent deux courbes C se eoupent en m = - 2 : r - - 2  = o points. 

20. Courbes de genre deux. 

Nous avons remarqu6 qu'une surface de Pieard F,~ ne renferme pas en g6n6ral 

des eourbes elliptiques. Au contraire on construit sur F,~ des courbes de genre 
deux par le proe6d6 suivant: 

Consid6rons sur F,5 un systbme lin6aire complet de courbes K de genre ~t; 

ce syst6me IKI,  qui est l 'adjoint de lui-m6me, aura la dimension ~r - -  2 (th6or~me 
.4eta mathematica. 32. ]mprim6 le 17 mars 1909. ~!) 
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de RI~rA~,-~'-RocH pour la surface F,~); ainsi en imposant aux eourbcs K de 

poss6der h =  ~r--2 points doubles, on obtiendra un nombre fini de eourbes de 

genre deux, renferm6es dans le syst6me ]KI. 
Or to~te courbe C de genre den.% appartenant it F,> et douse de h points do~tbles, 

est an~en& par les w. 2 trans/ormations de secomle espi~ce, en ~" courbes birationnellement 

identiques," nous atlons i~'o~tver q~le ces courbes /orment un systtme, que nous d~sig- 

herons pas 2),+h dont les dl~nents correspondent d"une [acon biunivoque aux points 

de la s~tr/ace Fc,. 

Comme les points de F,~ correspondent biunivoquement aux transformations 

du groupe continu qui appartient h la surface (voir le n. 8), il suffira de 

prouver qu'il y a u n e  seule transformation de seeonde esp6ce amenant une courbe 

C en un'autre eourbe du syst6me 2),+~; cela revient h dire que: toute trans[or- 

,malio~ de seconde 

l'identit8. 

Soit en effet 

espbce de F,> q~i laisse invariant la com'be C, se riduit  h 

I I~ ~ - -  lb = ). 

( r )  j V ' - - V ~  , t  

une transformation de seconde esp6ce de F,+ qui rambne en elle-mOme la courbe 

C. II s'agit de prouver que 

) . : . -  tl ~ 0 .  

Consid6rons sur C ]a s6rie eanonique g~ et d6signons par h, k ]es sommes 

des valeurs ,des int6gralcs u, v, aux points d'un couple de cette s6rie; les points 

eonjuguds par rapport "t. la .q; seront eonjugug, s par rapport h la transformation 

de premi6re esp~ce: 

v + v ~ ~ -  1:. 

En mulfiplian~ les deux transformations on obtient une transformation de 

premi,'+re espbce : 

I n +  ~ ' = ) . + k  
(' (~') / v + v' ~ ,t + k. 

Or, d'aprbs le th6or6me d'Abel, si )., p 6taient diff6rents de z6ro, les points 

de C eonjugu(,s par rapport h (1 o~) r6sulteraient conjugu6s en tree nouvelle g';, 

qui devrait ainsi exister sur C. Mais comme C renferme une seule sdrie lin6aire 

de seconde ordre, qui est la g~ eanonique, on en eonelut que 

) .~! t=o .  
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Remarque.  Nous venons de prouver que route courbe de genre dcux sur 

h'~, appartient s un syst~me qui est transformd en lui-m~me par les ~-" trans- 

formations de seconde esp~ce, syst~me birationnellement identique h la surface F,~. 

]] est ais6 de reconnaitre que ce systbme est transform(~ en lui-m~mc par 

les ~ transformations de premiere esp~,ce. I1 suffit .5 eet effet de rappeler ce 

que nous avons d6j~ remarqu6, que, (~tant donn6e une courbe de genre dc, ux, C, 

il y a une transformation de premibre esp~ce de F,> qui laisse invariant la courbe 

C, et par rapport ~t laquelle sont conjuguds les couples de points de la g~ de C. 

21. Syst~mes 2" appartenant () ~ne s~r/ace de Jacobi. 

D'apr~s la construction du n. 5, une surface de Jacobi F ,  dont Its points 

corresponden$ aux couples d'une courbe / de genre deu~, irr6ductible, renferm( �9 

toujours des courbes de genre deux irr6ductibles qui n 'ont  pas des points doubles 

(hors de la courbe double de F). 

En effet on obtient sur F une telle courbe, en consid6rant les zr t couples 

qui out un point fixe sur /. 

Soit C une courbe de genre deux irrdductible et ddpourvue de points doubles, 

traede sur F .  I1 y a un syst~me Gc~,x'( .... 2"~) de eourbes analogues, auque] C 

appartient (n. _~o); les courbes C se c0upent deux h dcux en o points, (2 est !~!~ 

degr5 de 2"), et la sfrie caractSristique, dSeoupSe sur une C par les courbes 

infiniment prochaines du m~.me syst~me, est la g'~ canonique de C (n. x5). Commc 

cette s~rie est complete, il s'ensuit que le syst~me _x, n'est pas renferm(~ en un 

syst~me continu plus ample de courbes du m6me ordre. 

I1 est ais~ d'5valuer ]e nombre des courbes C de 2' qui passent par deux 

points de F ;  ce nombre, qu'on appelle l'indice de "~, est~ (~gal 'h 2. 

En effet la surface F ne saurait pas renfermer un syst~me de degr5 2 el 

d'indice > 2, sans ~tre rationnelle. 

C'est 1s une consequence d 'un th4or4me bien connu de ~I~[. HC~a~UEaT e[ 

CASTELZ~UOVO, que M. CaST]CL~cVovo a mis explicitement en lumi~re. ~ 

En r~sumant les r~sultats obtenus, on aura le th~or~me suivant:  

Toute ~ur/ace de Jacobi, correspondant i~ u~e co~trbe de genre deux irr~ductible, 

reu/errae un syst~me ~ 2" de courbes de genre deux irrdductibles sans points do~bles," 

ce syst~me, qui est trans/orm~ en lui-m~me par les ~ transformations de premi~r~, 

el de seconde esp~ce, a l e  degrd 2 et l'indice 2. 

Fair exception ]a surface de Jacobi particuli~re renfermant deux faiseeaux 

de courbes elliptiques qui se coupent en un point; c'est la surface corrcspondant 

au cas off la courbe de genre deux se d~compose en deux courbes elliptiques (n. 5). 

Atti della R. Ace. di Torin% ~89~. 
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Remarque.  Nous avons vu que, ell considSrant la surface de Jacobi F qui 

correspond point par couple ~ une courbe / de genre deux, on obtient su.r F une 

courbe de genre deux repr~sentant les couples de f qui renferment un m~mc point. 

On construit de cette fa~on :r courbes de genre deux qui ont un point fixe; eh 

bien, cette s~rie ~1 de courbes sera contenue en une s~rie complete ~ qui 

constituera sur F un syst~me 2~ de degr~ et d'indice 2. 

Ainsi que nous le verrons dans la suite, le syst~me Z obtenu sur F, est le 

seul syst~me de degr4 et d'indice 2 appartenant  s F ,  lorsque / a des modules 

g~nSraux. Pour des modules particuliers il peut y avoir sur F plusieurs syst~mes 

~' dou~s des m~mes caract~res. 

22, I1 y a lieu maintenant  de montrer que: 

L'existence d'un syst~me ~ de courbes de genre deux, aya~  aussi te dcffrd 

et l'i~wlice dgaux ~ deux, est une l~'op'idt~ caractdristique de la snr/ace de Jacobi. 

En effet si une surface F renferme un tel syst~me 2 ~ de courbes C, il cst 

ais6 de construire une courbe de genre deux qui correspond couple par point h F .  

Consid~rons les courbes C passant par un point fixe P de F ,  et choisissons 

en particulier une de ces courbes C. Toute C par P coupe C en un point hors 

de P ,  et par tout point de C passe une courbe C qui contient aussi P .  

Or par un point quelconque de F il passent deux courbes C renfermant P ,  

qui coupent C, hors de P ,  en deux points; r~ciprocluemcnt ~tant donn~s deux 

points sur C, ceux-ci d~termineront avec P deux courbes C se coupant cn un 

point de F .  

De cette fa~on les points de F viennent correspondre aux couples de points 

de la courbe C, ce qu'il fallait d~montrer. 

Remarque,  I1 a ~t~ implicitement reconnu, en effectuant la construction 

pr~c6dente, que route courbe C de ~ est birationnellement identique ~ la s~rie 

F des C, qui passent par un point P de F .  

La correspondance point par couple entre F et F est ~tab]ie de la fagon 

suivante: deux courbes C de F se coupent hors de P e n  un point X;  r~ciproque- 

ment tout  point X appartient ~ deux courbes C de F .  

On salt que la vari~t~ F, de genre deux, renferme une s~rie eanonique g~; 

eh bien, les C de I" qui forment un couple de cette g~ sont les courbes C qui 

ont un contact en P.  

Ainsi la varidt5 F vient reprdsentde sur le continuum rationnel constitu5 

par les points infiniment prochains s P ~ compter deux lois; et il y a 6 points 

de diramation, c'est-~t-dire que, parmi les or 1 couples de courbes C se touchant 

cn P, il y e n  a 6 qui sont constitu~s par des courbes coincidantes. 
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23. Remarque concernant une certaine dualitY. 

D'apr~s une propri~t5 g~n~rale ~tablie a u n .  zo, un syst~me 2" constitu5 

par ~2 courbes de genre deux sur une surface F,~ est birationnellement identique 

cette surface; cela signifie que si l'on repr~sente les ~l~ments (courbes) dc 2" 

par une surface F f, on pourra passer de F ~ F '  par une transformation 

birationnelle. 

Nous allons dtudier de plus pros la correspondance remarquable entre points 

ct courbes que l'on obtient ainsi, lorsque, F ~tant une surface de Jacobi, oll 

consid~re le syst~me ~ de degr5 et d'indiee 2, que nous venons de d~finir. 

On a par construction qu's tout  point de F ~ correspond sur F une courbe 

C de ~ et r~ciproquement. Mais si l'on consid~re les ~1 courbes C issues par 

un point P de F ,  on aura qu'h ces courbes r~pondent des points d~crivant sur 

F r u n e  courbe C ~ que l'on regardera comme homologue au point P .  Or les ~ 

courbes d~finies ainsi sur F ,  formeront un certain syst~me 2 ~r, et l'on voit de 

suite que le degr~ de ~r est l'indice de ~ et l'indice de ~r est le degr5 de 2"; par 

consequent ces hombres sont ~gaux s 2. I1 s'ensuit (n. I 5 ) q u e  le genre des 

courbes C f est aussi dgal ~ z; c'est ce qu'on peut reconnaitre ais~ment d 'une fa~on 

directe, parce que la s6rie des courbes C issues par un point P de F ,  est biration- 

nellement identique h une courbe quelconque C de la m6me s6rie. (Remarque 

a u  n .  22. )  

Le syst~me 5r de F'  6tant parfaitemcnt analogue au syst~me ~ de F ,  

ces remarques nous am6nent ~t dtablir une sorte de principe de dualitd l iant  les 

propri6t6s des surfaces F ,  F',  ou si l'on aime mieux, liant les propri6t6s de la 

surface F et de la varlet6 ~ .  

Cette dualit5 consiste en ce qu"~ toute propri~t~ de F r~pond une propriSt5 

correlative off l 'on remplace les points par les courbes d'un syst~me ~ de degr5 

et d'indice ~, et r~ciproquement. 

24. Autres remarques concernant les courbes de genre deux sur une s~r]ace 

de Jacobi. 

Nous avons remarqu~ qu'une surface de Jacobi F renferme uu syst~me ~'-' 2" 

de courbes C de genre deux, sans points doubles. Hors de 2" il y aura d'autrcs 

courbes K de genre deux; nous allons montrer que K doit couper les courbes C 

de ~ en plus que deux points. C'est dire qu'on a l e  th6or6me suivant: 

Toute courbe K de genre deux coupant les courbes C d'un systi~me ~: en deux 

points, appartient ~ ce syst~me. 

Pour le d~montrer remarquons d'abord que K ne saurait toucher toutes les 

~ courbes C, car il s 'ensuivrait que [es ~ C issues par un point de K n'auraient 

pas des intersections variables. 
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Ceci posS, consid(',rons une sdrie ~ I "  de C passant par un point P de K 

et ne touchant pas K .  

Si K n'appartient pas & la s~rie I ' ,  pour tout point M variable sur K il y 

a deux C de ]a s6rie 2"; r6ciproquement toute courbe C de I" coupe K en uu 

point variable. Ainsi on obtient une corrcspondance [z, 2] entre la courbe K et 

la s~rie alg6brique ~ I ' .  Mais la sg, rie I '  a ]e genre deux (puisqu'elle correspond 

~I~ment par 61~ment A une courbe C de I'); ainsi la conclusion ob~enue vient 

contredire un th~or~me connu de W E ~ ,  d'apr~s lequel, ~tant donn6es deux 

varidt6s alg5briques ~ de genre deux (ou de genre supSrieur A d e u x ) t o u t c  

transformation entre elles qui soit rationnelle dans un sens, cst rationnelle aussi 

dans le sens inverse. 

Cette contradiction prouve que la courbe K appartient & la s6rie 1" des 

courbes C, c'est-k-dire qu'elle est une courbe C; ee qu'il fallait d6montrer. 

25. Syst~me ~,% atrpartenant ~1 une s~tr/ace de Picard F,). 

Consid~rons maintenant une surface F,~ (de diviseur c~ > I) comme repr(~sen- 

t~mt une involution cyclique 1,7, qui appartient h une surface de Jacobi F (n. Iz). 

I! y a sur F u n  systSme ~-~Z constitud par des courbes C de genre deux 

sans points doubles; cherchons les caract~res des courbcs qui correspondent aux 

C sur Fo. D'abord ce seront des courbes de genre deux; mais il est ais6 de 

reconnaitre qu'elles aurons ~ - - i  points doubles. 

En effet ~ une C sont conjugu6es, par rapport ~ I,~, 6 - -  z courbes du mOne 

syst~me ~ ,  qui coupent la C donn~e en (~--I couples; & chacune de eelles-ci 

correspond un point double de la courbe homologue ~ C sur F~, courbe que 

nous d~signerons par C~. 

Or les ~ eourbes 6% que l'on eonstruit analoguement  sur F,~, formeront un 

systbme 2% qui (d'apr~s un th6or~me de M. E~R~QtrF, S)sera renferm6, en un 

syst4me ~ + i  de courbes du m~me ordre et de genre 6' + z, syst~me constitu5 

par ~ syst~mes lin6aires dont le degrd sera 6gal A 2(~' (n. z5). 

/~valuons Ies caract~res du syst6me 2%. 

D'abord son degr6, c'est-~t-dire le nombre des points communs & deux 

courbes C,~, sera 6gal ~ 26. 

L'indice de 2~ est aussi 26. En effet consid~rons deux points A, B de F,~; 

~ ceux-ci correspondent sur F deux groupes de points A~, A: . . . .  A(~, Bt, B : , . . .  B(~ 

et il y a 2(~ ~ courbes (/ renfermant un point A, ( s ~  ~, z , . . . ) e t  un point 

B t ( t - - z ,  2 . . . .  ); mais ces 2~ ~ courbes' C se partagent en 26 groupes, chaque 

groupe 5tant constitu~ par ~)'C eonjugu6es par rapport A l'involution I0; il s'ensuit 

qu'il y a sur Fo 23 courbes C~ passant par A et B. 
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En  r(~sumant, route sur[ace de Picard, de diviseur J', re~[crme vn, syst;,me ~ ~- 2~,~ 

de eourbes de genre deux irrgd~tctibles do~l~es dc ( i - - i  poi~t~ doubles, systemize do~t 

le degrd et l'indice sont ggaux ~ 2(~. 

Fait exception le cas des sur/aces F,~ re~/ermant de~,x [aiseeaux de conrbes 

elliptiques qui se coupent en (~ points; en ce cos F,~ reprSsente une iuvolut ion I,~ 

sur une surface de Jacobi  part icul i~re ( adme t t an t  deu~ faisceaux de courbes 

ell iptiques unis~eantes) de sor te  que les courbes dn syst2,~e 2",) d~g~n~re~t en des 

couples de courbes  elliptiques choisies dons les deux  faisceaux. 

I t e m a r q u e .  N~anmoins, m~me en ce cas, le syst~me ~'~+~ de courbes de 

genre ~ + i qui renferme ~(~, est compos5 par  des courbes g~n~ralement irr~ductibles. 

~6. Courbes de genre quelconque apparteua~t 0 ~ne sur/ace de Jaeobi de 

modules gdndraux. 

Nous avons  reconnu  que tou te  surface de Jacob i  g(~n~rale F ,  renferme un 

syst~me cont inu ~ -  de courbes de genre deux sans points  doubles;  ce syst~me, 

que  nous avons appelb ~, a l e  degr~ et r ind ice  6gaux 's 2. 

Or les groupes de n(:> ~) courbes C de 2" seront  renfermds en un syst~me 

cont inu ~ :+~  de courbes irr6ductibles, syst~me qu 'on pourra  d~signer par  [nC] 

et  que l 'on appel lera  mult iple de Y-~[C]  suivant  le nombre  n .  

Le syst~me [nC] sera aussi t ransform5 en lui-m~me par  les t ransformat ions  

de p remiere  et de seconde esp~ce de la surface;  il sera consti tu6 de ~--" syst~mes 

lin~aires In C[ de genre n-~+ ~, de degr6 2n -~ et  de dimension n 2 -  r .  

R e m a r q ~ e .  I1 est  int~ressant  pour  la s~ite de mon t r e r  q u e :  tout syst;,me 

~nC~ e~t invariant vis-b-vi8 des tfans/ormations c!tcliq~es de seco~de esp~ce, d'ordre 

n ,  de la sur/ace F .  

C'est ce qu 'on  p rouve  de la mani~re su ivante :  soit ~ une t ransformat ion  de 

seconde esp~ee, p~riodique d 'o rd re  n;  route  courbe C de 2" est amen~e par  ~r, 

en n - - x  courbes  homologues,  qui avec ]a p remiere  fo rmen t  un cer ta in  groupe  

nC;  on obt ien t  ainsi ~ -  groupes,  invar ian t  vis-a-vis de ~ ,  et  don t  deux quel- 

conque n ' appa r t i ennen t  pas au m~me syst~me lin6aire; ces groupes d~finissent 

done les ~ -  syst6mes linSaires complets  [nC[  de la sdrie [nC], et  l 'on vol t  ainsi 

que tous ees syst~mes InC[ sont  invar ian t  par  r appor t  h :~, C . Q . F . D .  

Sans nous a r r~ ter  davan tage  sur ce t te  remarque,  rappelons que l 'on a le 

th6or~me suivant :  

Les modules de la s~r]aee F ayant des valeurs g~n~rales, route co~rbe apl;ar- 

tenant ~ F est ren]ermde en un s//st$me [nC] de courbes du m~'me ordre. 

C'est 1's une cons4quence immedia te  d ' un  thSor~me 5tabli par  M. SEVERI. ~ 

Memorie della R. Accademia della Science di Tol'ino, t. i I, s. Iii, z9o~, z~ ~ 2 3. 
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Ainsi que nous l'expliquerons tout  ~ l 'heure cette propri6t~ correspond aussi h 

un fait connu de la th6orie des fonctions ab61iennes. 

I1 en d{'coule en particulier que la s~lr/ace de Jacobi ne ren/erme en gt:ndral 

q~t'un seul syst~me de courbes de genre deux ~ans points doubles. 

27. Courbes de genre quelconq~le appurtenant ~'t une sur/ace de Picard de 
modules g~ndraux. 

Nous nous proposons d'~tendre le thdor~me rappel~ ci-dessus aux surfaces 

F,~ de diviseur ~ > I. 

Nous savons que F~ renferme :r courbes C,~ de genre deux, qui sont conte- 

nues dans un syst~me continu oo '~+i [C,~] de genre (i § I et de degr6 2 J', constitu5 

par oo "~ syst~mes ]in6aires. 

Nous voulons 6tablir le th~or~me suivant: 

Toute courbe appartenant ~ une sur/ace F,~ de modules g~n&'aux, est ren/ermde 
en un syst~me [nC~)] de courbes du m~me ordre, c'est-~t-dire en un syst~me multiple 

de [C~] suivant un certain nombre n choisi d'une fa~on convenab]e. 

Nous consid~rerons F,) comme repr~sentant une involution cyclique I(~ sur 

une surface de Jacobi F de modules gSn~raux (n. ri). Les C,~ de F,~ correspondent 

aux courbes C engendrant ]e syst~me "_ de F .  

Soit K une courbe quelconque de F,, et I KI le syst~me linSaire complet 

auquel elle appartient. 

A I KI correspond sur F u n  syst~me lim~aire I K'I,  qui sera contenu totale- 

ment dans le syst~me continu [sC], pour une certaiue valeur de s; cettc valour 

a t~ signification suivante: le degrd de [K I est 

2 8  ~- 

Il faut remarqucr que IK'I ne sera pas un syst~me lin~aire complet; cn 

effet les courbes K' satisfont h la condition d'etre transform~es en elles-m~mes 

par la transformation cyclique de scconde esp~ce ~-~, qui engendre l 'involution I,~; 
en laissant tomber cette condition on trouvera un syst~me lin~aire plus ample 

]sC] renfermant [K'].  La seule chose qu'on peut affirmer, c'est que [K~[ est un 

systbme lindaire complet par rapport dr l'invohttion I,~, c'est-h-dire qu'il n 'y  a pas 

en [sC[ un syst~me lineaire plus ample de [K'[ qui soit transform6 en lui-m~me 

par ~-r et renferme [K'[. 

Ceci pos6, consid6rons une transformation p6riodique de seconde espbce, t,~, 

d'ordre s, engendranb Une involution cyc]ique; on peut supposer que t,~ soit 

choisie de telle faqon qu'il n 'y  ait pas des puissances communes h ~r, t,~. 
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Or nous savons que r t ransforme en lui-m~me notre syst6me lin6aire eomplet 

]sC] ainsi que tou t  aut re  syst6me de la s6ric ~ cons t i tuant  [sC] (n. 26); en 

outre  ~,J t ransforme en elle-mSme l ' involution I~; par eons6quent r t ransformera 

en ]ui-mSme le syst6me lin6aire ]K'  I qui, 6tant  renferm6 en ]sC Ies t  eomplet 
par  rappor t  "~ I,5. 

Passons h la surface F,~. La  t ransformat ion  ~,J de F 6rant  permutable  avee 

;r, donne lieu ~ une t ransformat ion dc seconde esp6ce i~, p6riodique d 'ordre s, 

sur F,~; le syst6me ]in6aire I K[ vient  transform6 en lui-mPme par  ~6. 

On en d6duit  qu'il  y a en ~K I des eourbes unies par  rappor t  ft i;J, se par- 

tageant  en un certain nombre de svst6mes lin6aires; nous eonsid6rerons m~ de 

ees syst6mes I K I ,  de dimension > o. 

Soit I~ l ' involut ion cyelique d 'ordre  s engendr6e par  i,J sur /~',~ et soit Fh ]a 

surface hyperel l ipt ique (ayant  un certain diviseur It) qui repr6sente I~. 

Au syst6me ]K]  de /v~ correspond sur Fh un syst6me lin6aire de courbes 

dont  le degr6 s 'obt ient  de eelui de I KI cn le divisant  par  s; le degr6 du syst6me 

obtenu sur F est donc 

2 8  

Or ee degr6 doit (3tre un nombre entier pair (voir n .  I 5 )  , par consdquent s 
est divisible par J'. 

En posant  

on aura  done sur F ,  que IK ' I  appar t ient  h [n(iC], et sur F,~ que ]K I appar t ien t  
to ta lement  ~t [nC(~l, C. Q. F. D. 

28. Rapwochement entre les rdsultats qui pr(ckdent et la thdorie des s&ies O. 
Reprdsentation des courbes tracdes sur une sur/ace de Jacobi. 

I1 y a lieu de rapprocher  les r6sultats que nous venons d'6tablir, h quelques 

th6orgmes connus de la th6orie des fonctions ab6liennes. 

Nous commengons h rappeler les notions suivantes sur les s(ries 0 et sur 
les [onctions intermddiaires. 

Soit un  systgme de p6riodes normales 

(i) / I  o g h 
! o r h g' 

satisfaisant h l 'in6galit5 c]assique g~g~, > h~, g~, J~l, g',, 6tant  les parties imaginaires 
des pSriodes g, h, gt. 

Acla malhematica. 32. lmprim6 le 19 mars 1909. 40 
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On suppose ord ina i rement  que gt, et par  cons6quent  g', ,  soient  positifs, ce qu 'on  

peu t  tou jours  obteni r  en ehangean t  au besoin les signes de g, h, g' s imul tan6ment .  

Une [onction th(,ta re]at ive au tableau (i), est d('finie par  ]es conditions 

fonetionnelles 
|O(u + I, v) :~ e(~, v + I)= O(.,v) 

(2) ~O(U + g, v + h) -~ (9(Gv)e -'-':~il"+'" 

[ O ( u  + h, v + g')=~ O(~t,v)e -~.'iz':+''' 

(l ent ier ;  v, v' eonstantes  donndes). 

Les eondit ions d ex~.~tenee d 'une  telle fonet ion reviennent  aux  condit ions de 

eonvergenee  de la s6rie qu 'on  obt ient  en ddveloppant  O par  la formule de Fourier .  

On t rouve  ainsi qu' i l  doit  ~,tre .q, gr > h~ et  que le nombre  ent ier  I doll- avoir  le 

signe de y~, e 'est-~-dire, dans no t re  hypoth6se ,  que 1 > o. 

Le hombre  1 est l'ordre de la fonet ion O. 

Les exponentiel les  
e--2:~ilu+v, ~--2nilr+d 

sont  les multiplicate~tr8 de O. 

On t rouve  ais6ment que les fonctions t-I aux m6mes mult ipl icatem's  (e'est- 

h-dire r61atives aux m6mes valeurs des cons tantes  ~', / ) ,  peuven t  s ' expr imer  par  

des eombinaisons lin6aires et  homog6nes 5 coefficients constants ,  de 1 ~ d ' en t re  elles. 

On a aussi, d 'apr6s  un th6or6me bien eolmu de 3I. Po;xc*p&,  que deux  

fonet ions 0 d 'ordres  l, l' ont  21Y z6ros eommuns,  incongrus par  r appor t  aux  

p6riodes. 

Les fonetions 0 p e n v e n t  ~tre g6n6ralis6es en in t roduisant  des fonetions que 

(d 'apr6s une d6nominat ion  de BRIOT et  BOUQVET) MM. POlXCMIs et  t{UMBERT 

ont  appel6es [onctions interm~diaires. 
I1 s 'agit  des fonet ions se reproduisan t  par  l ' addi t ion d 'une  des pdriodes 

i ,  o; o, I ;  g , h ;  h , g  r, "X un multiplicateur pr6s, qui est une exponentiel le  de 

premibre  degr6 s 
En mul t ip l ian t  une fonet ion  interm6diaire  par  une exponentiel le  de seeonde 

degr6 e~+~'""+c"~+d"+f '', on peu t  disposer des eonstantes  a, b . . . .  de faeon que 

la nouvelle fonet ion (f(~l,v) v6rifie les relat ions 

{ ~f (u+  I ,  v ) = e f ( u , v ) ,  ~f(u ,v+ I ) = q ( ~ l , v ) e  0" 

(3) , f (u  + y,  v + h) =:,r ''''+'' 

r + h, v + .q') = , l ( u , v ) e  ~.'''+'''''+''' 

les 0, )~, !~, v, ),', !d, v' 6tang des eonstantes .  

Voir snrtout: PotxcAm':, American Journal, t. VIL I'. 316; Acta math., t. 26, p. SI; lh-.~- 
nm:T, Journal de Math. s. V, t. V :I~99); t. VI (19oo). etc. 
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Pour  que ces ~quat ions soient  compatibles,  il fau t  qu'i l  existe ent re  g, h, g' 

une re la t ion  de la forme 

(4) Aft + B h  + Cg' + D(h"---gg ' )  + E = o ,  

les A ,  B,  C, D,  E ~tant  des ent iers  - -  premiers  en t re  eux - -  d6pendan t  des 

constantes  0, )., tt, )J, f .  

Les relat ions de la forme (4) ent re  les p~riodes g, h, g', ont  ~t6 l 'objcts  

de reeherches  remarquables  de M. H[S~tBERT et  dans la suite nous aurons  h les 

eonsid6rer pa r  r appor t  aux t rans format ions  birat ionnelles d 'une  surface de Jacobi  

en elle-m~me. 

Nous dis t inguerons ees relat ions d ' au t res  re la t ions singuli~res (k eoeffieients 

entiers) qu 'on  pent  avoir  en t re  les p~riodes, en les appe lan t  relations de Humbert. 

En expr imant  les constantes  0, )., !t, ).~, f ,  en fonct ion des entiers  A ,  B,  C, 

D ,  E on a l e s  condit ions 

r + I ,  v) -:  ~(u ,v) ,  q,(u, v + I) - - , / , (u ,v)e  -2"~iI)I'~ 

(5) rf(u + g, v + h) = t f (u,v)e -'-.~i[l~-(c-]ga)kv]+~' 
(f(u + h, v + f )  = t f (u ,v)e  -2:ti[Aku+(l+Bk+Dkh)v]+'' 

oh l, k sont  deux entiers  que M. HUMBERT appelle les indices de la fonet ion ~f. 

Lorsque  k = o, on tombe  sur les fonct ions O d 'o rd re  l. 

Si les p6riodes g, h, f sont  arbi traires ,  de sorte  que la re la t ion (4) soit une 

identi t6 ( A = B - - C - - D - - E ~ o ) ,  la ~p se rdduit  de m~me ~ une fonct ion O 

d 'o rdre  l, c 'est-h-dire que  les /onctions interm/diaires n'existent que pour des valeurs 

particuli~res des pdriodes. 

Les condit ions d 'exis tence des fonct ions interm6diaires  cor respondan t  ~ une 

re la t ion  de H u m b e r t ;  le hombre  des fonct ions l in6airement  ind6pendantes  qu 'on  

t rouve  dans un syst~me de fonct ions ~p aux  m~mes mul t ip l ica teurs ;  et  enfin le 

nombre  des zdros communs  s deux  fonctions ~f r6pondan t  A u n e  m~me relat ion 

singuli~re, ont  6t6 donn6s par  M. HUnIBERT darts ses m6moires sur les fonct ions 

abg~liennes, auxquel les  nous renverrons .  ~ 

Ces noti(ms rappel6es, nous allons nous occuper  de lr~ repr6senta t ion  des 

courbes trae6es sur une  surface de Jacobi ,  repr6senta t ion  que l 'on ob t ien t  au 

moyens  des fonct ions O ou des fonct ions intermddiaires.  

Soit F ]a surface de Jacobi  relat ive au tableau ( i ) e t  u,  v les intdgrales 

normales de premiere  espbce at tach6es h F .  Si ent re  les param6tres  u, v on pose 

l '6quat ion 

Voir en particulier le m~moire dans le Journal de Math., I9oo, p. 313. 



316 Federigo Enriques et Francesco Severi. 

O ( u , v )  = o ,  

la O 6rant  d 'ordre 1 et de mult ipl icateurs  donn6s, on obt ient  une courbe alg4bri- 

que appar t enan t  ~ un syst~me lin~aire ~P-1, car entre  les 6)(u,v) il y e n  a 1 -~ 

lin6airement ind6pendantes.  Ce syst~me lin6aire h son tour, est contenu to ta lement  

dans un syst~me cont inu de ~e syst~mes lin6aires analogues, qui sont  repr6sent6s 

par  l '6quation 

O(u + )~, v + !t) ---- o, 

renfermant  deux param~tres  s !t. On remarquera  que le premier membre de 

cette 4quation est encore une fonction th~ta  de u,  v; mais elle a des mult ipl icateurs 

diff4rents de ceux qui appar t i ennent  s O(u,v). 

Le degr6 du syst~me cont inu envisag6, est ~gal au nombre des z6ros communs 

deux fonctions O d'ordre l, c'est-h-dire s 21 ~. En  se rappelant  la relat ion 

entre le genre et le degr6 d ' u n  syst~me cont inu trac6 sur F (n. i5), on t rouve 

que le genre de notre  syst~me est 

~-~ ~ 1 ~ + I .  

En  particulier, lorsque l ~ i ,  le syst~me cont inu repr4sent6 par l '6quation 

O ( u  + )~, v + , . )  -~ o 

a la dimension, le degr6, le genre 6gaux h 2, e'est-h-dire qu'il  est un syst~me 

(n. 2I). 
Comme entre les fonctions th6ta  d 'ordre  1 et de mult ipl ieateurs donn4s, il 

y a aussi la puissance l"* d 'une  fonetion th6ta  de premier ordre a y a n t  des 

mult ipl icateurs eonvenables, on en conclut  que: 

Le syst~me continu donn~ par l'~quation 

O(u + )~, v + g) = o, 

ol~ la O, d'ordre l, ren/erme l ~ param~tres lin4aires et homog~nes, est le multiple 

d'ordre 1 du syst~me 2" /ormd par lea courbes de zdro des /onctions th~ta de premier 

ordre. 

Si l 'on ajoute que, pour g, h, g' arbitraires,  toute  courbe trac6e sur F 

s 'obt ient  en 6galant ~ z6ro une fonction th~ta,  ~ on tombe de nouveau sur la 

conclusion d6j& 4tablie au n. 26 que: Sur une s~*r[ace de Jacobi i, modules ggngraux 

il n'y a d'autres courbes alggbriq~,es que celles d'un syst~me 2" (d6termin6 d 'une  

fa~on unique) et de ses multiples. 

HCM~ERT, Journal de Math., ~893, p. ;7I. 



~011oire sur ]es surfaces hyperelliptiques. 317 

Lorsque  - -  pour  des valeurs  particuli~res des modules  g, h, i f ' - -  on t rouve  

sur la surface F plusieurs syst~mes 2" diff6rents ent re  eux, il est  ais6 de recon- 

na l t r e  que tou te  courbe d ' u n  de ces syst~mes, peu t  ~tre repr6sent6e en 4galant  

~ z6ro une fonct ion O, pou rv u  que l 'on choisisse convenab lement  ]es int4grales 

normales  u,  v. I[ nous scra permis d ' o m e t t r e  la d6monst ra t ion  de ce fai t  d o n t  

nous n ' au rons  pas besoin dans la suite. 

Supposons ma in t enan t  qu 'on  air fix6 le choix des int6grales normales  u ,  v 

et  qu' i l  s'agisse d 'une  surface F h modules  particuliers.  En  ~galant s z~ro une 

fonct ion O, on aura  une courbe a p p a r t e n a n t  s un systSme d4termin6 2_~[C]  ou 

son mult iple  d 'o rd re  l, [1C]. 

To,ire autre courbe L de F sera reprdsent~e en ~ffalant r zdro une /onetio~t 

intermddiaire, soit ~f(u,v) ~ o. 

C'est l& ~n th6orSme fondamenta l  de M. AFPELL ~ qui expl ique le r61e des 

fonct ions interm6diaires  dans l '6tude des surfaces de Jacobi  s modules  part iculiers.  

On peu t  a jou te r  que, si la re la t ion de HU~IBERT cor re spondan t  s la fonc- 

t ion ~f, d ' indices l, k, es t  

A g  + B h  + Cg ~ + D(h  ~- -gg ' )  + E -- o, 

le syst~me lin6aire complet  I L l  a la dimension 

v = l  "~ + B k l  + ( A C  + D E ) k  ~ -  i ,  

le degr6 2 r + 2 ,  le genre r + 2 ,  et  la courbe L coupe en 2 1 +  B k  points  toute  

�9 courbe C de 2 ~. 

Le  syst~me IL l  appa r t i en t  '~ une s6rie cont inue  o0 -~ de sys tbme lin6aires 

analogues ~p(u + )., v + !~)~  o. 

')" Reprdsentation des courbes trac~es sur ~ne sur/ace F,~ 

Soit  
{x o g h  

( I )  I g, 
oa, h 

le tableau des p6riodes primit ives des int6gra]es normales u,  v a t tach6es h une 

surface F0 de rang 1 et diviseur  (t quelconque.  

On peu t  construire  aisSment des fonctions sat isfaisant  non seulement  aux  

relat ions g6n4rales (2), d u n .  28, mais aussi aux relat ions part iculi~res 

O(u + i ,  v ) = : O ( ~ ,  v + ; ) - - O ( u , v )  

A r r ~ ,  Journal de Math., 189I , p. ~9I; H(m~;RT, ibidem, I89~, p. 42--4t. 
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de sorte que les quat re  paires de p6riodes relatives it 

donn6es par le tableau (I). 

Nous appelerons O,~ les fonctions O satisfaisant h cette condition. 

en part iculier  une fonction O~ en consid6rant le produi t  

o0(u,v) =O(u ,~ , )o  u , .  + o ~ , ~  + ~ ) . . .  o ,,, v + (~ 

off O(u,v) est une fonetion th~ta  relative au tableau 

ces fonetions soient 

On obtient  

(2) {I  o g h 
o I h g'. 

Si la fonetion O(t~,v) est d 'ordre 10, la O,~(u,v)est 4videmment  d 'ordre 1=~lo. 
R6ciproquement,  on peut  d6montrer  que route /onction thSta v&i/iant les relations 

(3) 
@(u+ i , v )  - - O ( u , v +  ~)=O(u,v)  

O(u + g, v + h) =O(u,v)e  -'''~"'+~ 
@(u + h, v + g') -=-O(u,v)e -''ailv+'' 

est d'ordre l multiple de d. 
En effet la derni~re de ces relations donne 

) ( ) ' I I --2ailc--2a.i)+~' 
O u + h , v + - 6  + (J' - - 0  u , v + ~  e 

d'ofl, en ver tu  de la condit ion 

on tire 

O(u, v + ~)=O(r v), 

( I ) 0 u + h , v + } i  +g' ~ 0 (  

II faudra  donc qu'il  soit 

. l  

e -2'*'i~ -- I,  c'est-h-dire : 

l s --~., ilc--'2a i~+ r 
~1 + h , v + g ' ) = O ( u , v ) e  ' �9 

1 
entier. 

d 

On t rouve ais6ment, par  le m6me proe('~d( qu'on emploie dans le eas des 

fonctions 0 g6n6rales, que les fonetions O0 - -  h,s J,, ~,' 6rant des eonstantes  donn6es 

- -  peuvent  s 'exprimer par  des eombinaisons lin6aires ~ coefficients constants  

de ~ d 'ent re  elles. 
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Deux fonctions O~ d'ordres l, l' ont 2ll '~ z6ros communs incongrus par rapport 

2 ll' 
au tableau (2), tandis qu'elles ont seulement - 3  z6ros ineongrus par rapport au 

21Y 
ta.bleau (i), ear les z6ros ineongrus par rapport h (2) se distribuent en - 6  groupes 

de ~ z6ros eongrus par rapport ~ (i). 

Ceei pos6, remarquons qu'au moyen de la eorrespondanee [ i ,  6] entre ]a 

surface F0 et |a surface de daeobi F relative au tableau (2), h nne eonrbe 6' 

O ( ~ ,  v) = o 

d'un ~yst6me "~' trac6 sur F ,  rdpond sur F,~ la eourbe C,) 

O ( u , v ) O ( u ,  v + ~) . . . O(~,, v + ~ - ~ ' )  = o 

appartenant  au syst~me 2~ homologue de 2" (n. 25). 

Lorsque on ne regarde pas comme distinets deux z6ros de O(u,v) incongrus 

par rapport ~ (2), rams congrus par rapport & (i), on peut aussi repr6senter la 

courbe C,~ ~vee la m~me 6quation O(r,,v) ~ o, qui repr6sente ]a courbe correspon- 

dante C. 

]1 s'ensuit que sur  la 8ur/ace F,~ les co~o'bes de zdro des ]onctions th;.ta du  

premier  ordre, rdlatives au tableau (2), sent  de courbes C,~ d 'un  syst~me 2",~. 

Un systbme lindaire complet I C,~] est dora% par l'6quation 

(4) O,~(u,v) = o, 

0,) dtant une fonction d'ordre mini~num ~ s~tisfaisant aux conditions (3) pour 

des valeurs donn6es des eonstantes v, / .  Cette fonetion renferme ~ (~ param~tres 

lin6aires et homog6nes, de sorte que le syst~me IC,,l a la dimension (l ' --I .  Le 

23 ~ 
deg% de ce syst~me est -0'- ~ 2 b "  le g e n r e : r - - 6 + 1  (n. 15). 

Au varier des multiplieateurs de la fonction O~ on obtient route eourbe 

Co de x,~, e'est-~-dire que ee syst6me est donn6 par l'6quation 

(5) O ~ ( u  + )., v + . )  = o.  

Si ]a fonction 6~,~ envisag6e ~ l'ordre l ~ I06, on voit ais('ment que l'6quation 

(4) donne un syst~me lindaire [/oC,~[ et que l'dquation (5) donne le syst6me continu 

complet [/0C,~]. 

Ce que nous averts dit, des fonetions th6t.~ peut se r6p6ter aussi pour les 

fonet.ions interm6diaires. 
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Une fonet ion interm6diaire %~(u,v) dbfinie par  r appor t  au tableau (z), c'est- 

k-dire sat i s fa isant  aux  condi t ions  (5) du n. zS, pourra ~tre rcgardds c o m m e  une  

fonct ion intermddiaire  re la t ive  au tableau (~), lorsqu 'on aura  

,f,,{u, v + ;) =, f , , (u ,  v)e -2.~i~)k''. 

On obt ien t  p. ex. une fonetion interm6diaire  de cet te  esp~ce en considbrant  

le p rodu i t  

( ( 
une fonct ion interm('diaire relat ive au tableau (z); et l 'on d6duit  

th6orie des fonct ions q',~ de cello des fonetions q dtudi6es par  M. 

Le  th6orgme de M. APPELL nous dit ae tue l lement  que route co~wbe alqgbrique 

trac~e sur Fo peut ~tre reprgse~2lde en ggalant ~'r z/ro une /onction ~f,~. 
Lorsque  les modules g, h, g' de la surface F,~ ou de la surface de Jaeobi  

a t tach6e  h F,~ sont  g6ndraux, tou te  fonet ion q,~ se r6duit  h une fonct ion O,~. 

Or, d 'apr~s la remarque  que tou te  fonetion (-),~ a un ordre  mult iple  de 6 on 

re t rouve  ainsi le r6sul tat  6tabli au n. 2 7 , que sur une suljace F,~ 6 modvles 
gdn~raux il n'y a d'autres courbes algdbriques que celles d'un syst~me [ C,~] bien 

ddt~rmind et de ,se.s multiples. 

30. Sur]aces de Picard d'ordre ~ffnimum d@ourwtes de courbes exceptionnelles. 
Les quelques remarques  que nous venons d '6tabl ir  par  des voies diff@entes 

aux  n. 26, 27 et  28, 29 , nous am~nent  h construirc  des types,  p ro jec t ivement  

d6finis, des surfaces de P icard ;  ct ce sera un rdsultat  remarquable  que, en excep- 

t an t  des modules particuliers,  on ob t iendra  ainsi, pour  chaque valeur  du diviseur 

6, les surfaces de P icard  d 'o rd re  minimum, parmi  cclles qui ne r en fe rmen t  pas 

des courbes exceptionnelles.  

Nous  avons  reconnu  qu'h route  surfac~ �9 de Picard F,~ appa r t i en t  un syst~me 

2",~ renfermd en un sys t6me ~,~+1 de courbes (g~ndra]ement irrr6ductibles) de 

genre 6 + I ;  et  nous avons  ajout6 que le syst~me ~,~+1 est const i tu6 par  0r ~ 

syst~mes lin6aires. 

Consid6rons un quelconque ]C,~[ parmi ces svst~mes ling, aires ~,~-1 de genre 

6 + x et  de degr6 2d. 

En  supposant  6 > 3 ( 3 ~ i  > 3) on pour ra  t rans former  F,~ de fa~on que les 

courbes du syst~me consid6r6 dev iennen t  des sections planes eu hyperplanes  de 

la surface;  on obt iendra  ainsi vne s~w/ace F,~ d'ordre 23 apparlena~t h v~ eslxtce 
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S~-l de dimension ~ - -  i e t  cette sur]ace ne ren[ermera pas des courbes exceptionnelles, 
puisque le syst~mE lin&~ire qui nous a fourni la transformation n'~ pas de 

points basE. 

Ajoutons, sans appuyer sur lcs dg, tails, qu'il cst. aim6 de rEconnaitrE que 

notre surface d'ordre 23 nE saurait SE r6duire h UnE surface d'ordre 0' comptdE 

deux fois. 

Faisons maintenant 6 ~ 3, 2. I1 suffira alors d,, considbrer le double d'un 

syst6me lin6aire ]C,~] c'est-h-dire ]2C,~]. 
Ce syst~me est de gEnrE 

6+i-1-5 i-I+2~--I= 4(~q ~, 
de degr6 

80 
et de dimension 

4 3 _  I. 

On obtient done des surlaces de Picard F:, Fa d'ordre 16, 24, q~i appartien~e~t 
respectivement a un espace $7, S**, et qui sont d~po~rvues de courbes exceI)tionnellea. 

Pour ~ = i la dimension de ~eC I e s t  3; il semble donc qu'on sera amen4 h 

une surface de Jacobi d'ordre 8 sans courbes exeeptionnelles. Mais unE eir- 

constance particuli~re se presente; les courbes du syst~me transformant I2C[ 

passant par u n  point, rcnferment en eonsdquence un autre point., qui est eonjugu6 

au premier en une transformation de premiere esp~ce, bien d6finie par la condi- 

tion de laisser invariant le syst~me [2C[. 

Ainsi la surface d'ordre 8 que l'on construit me rSduit h une surface de 

quatri~me ordre (de Ktr~t~tFm,) compt6e deux fois. 

I1 faut done consid6rer un syst~me lin6aire 13C] qui a l e  genre Io, le degr6 

i8 et la dimension 9. On en est amen6 g une s~trlace de Jacobi d'ordre 18 en 
u~ eapace S~, qui eat d@ou,.'vue de courbes exceptionnelles. 

I1 est bien entendu qu'en projetant  les surfaces appartenant g des hyperespaces, 

que nous venons de construire, on obtiendra des surfaces de l'espace ordinaire, 

qui seront d6pourvues de courbes exceptionnelles Et aurons le m~mc ordre que 

les surfaces donn~es, si l'on a projet6 par des points ext6rieurs. 

En projetant p~r des points de la surface l'ordre en est abaiss~, mais des 

courbes exceptionnelles prennent naissance. 

Acta mathematica, a2. Imprim6 le 20 mars 1909, 41 
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I I I .  Classif icat ion des i nvo lu t ions  a p p a r t e n a n t  it une suM:ace de Jacob / .  

31. Invariants  des invol~ttions apparte,~ant 0 une s~lr/ace de Jacobi. 

I ) 'aprbs  les remarques  d6velopp6es dans ]e n. 6, 6tant  donnde une surface 

hypere l l ip t ique  O, on peu t  toujours  cons t ru i re  une surface de Jacobi  F t rans-  

form6e ra t ionnel le  de qJ; on aura ent re  qJ, F une eorrcspondance  [I ,  n],  de telle 

sorte  qu ' aux  points  do q) eo r re spondron t  les groupes G,  de n points d 'une  eer la ine  

involut ion In sur F .  La  surface O est une image de l ' involut ion I,,. Ainsi le 

probl~me de d6terminer  les families, b i ra t ionnel lement  distinctes,  de surfaccs 

hyperel l ipt iques,  se t rouve  ramend fl l 'd tude et "~ la classification des involut ions 

a p p a r t e n a n t  h une surface de Jacob i  F ,  

Et  nous s,upposerons toujours que F ~e ren/erme pas des com'bes excel~tionnelles, 

puisque ces courbes,  si elles existent ,  peuven t  ~tre 4[imindes pa r  une t ransforma-  

t ion de ]a surface. 

Ajoutons  les remarques  suivantes :  

I) Tou te  involut ion I,, donn6e sur F (soit tou te  surface - -  image de I,, - -  

dont  F est une t ransformde rat ionnelle)  a. le genre g6om6trique 

l)g_< I. 

En  effet, si l 'on fai t  abs t rac t ion  des eourbes exceptionnelles ,  il ne peu t  pas 

exis ter  sur 0 des courbes canoniques d 'o rd re  > o, car fl une  courbe canonique 

de tI~ devra i t  correspondre  une courbe faisant  par t i  d 'une  courbe canonique de F.  t 

Cette remarque  p rouve  m6me davantage ,  e'est-fl-dire que (en faisant  toujours  

abs t rac t ion  des courbes exeept ionnel les)  q~ ne saura i t  r en fe rmer  des eourbes 

plur icanoniques  d 'o rdre  > o, et  par  cons6quent,  en d6signant  par  Pi  ses genres 

d 'o rd re  i ~  e, 3 . . . .  , on aura  
P i <  I .  

2) Le genre num6rique d 'une  involut ion  a p p a r t e n a n t  fi F ,  ne saurai t  des- 

cendre  au dessous de - - ~ ,  soit 
p a  E - -  I .  

En  effet  si l 'on avai t  p~ < - - ~ ,  la surface pour ra i t  ~tre ramen6e birat ion-  

ne l lement  A une rdglde don t  18 section plane aura i t  le g e n r e - - p , ;  alors aux  

g6n6ratrices de celle-ci cor respondra ient  sur F les courbes d 'un  faisceau irra-  

t ionnel,  de genre - -  p~ > i ;  mats un tel faisceau ne saurai t  appar ten i r  h une 

surface de Jacobi  (n. i9). 

1 E.XRIQL'ES, Ricerche  di Geometr ia  sulle superficie a lgebr iche  (Memorie  dell 'Ace, di Torino,  
s. I I I ,  t. 44, I893). Cap. VI .  - -  Voir  aussi S~wru, Rendicon t i  del l ' Is t .  Lombardo,  s. I I ,  t. 36, I9o 3. 
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Cos r emarques  nous a m ~ n e n t  ~t 4tabl i r  une d is t inc t ion  des involut ions  qui 

p e u v e n t  a p p a r t e n i r  g F ,  d ' ap r~s  les va leurs  des carac t~res  invar ian ts .  

On pou r r a  avoi r  des involu t ions  irr6guli~res (c 'est-g-dire  des involut ions  

repr3sent6es  pa r  des surfaces  ir%guli~res) ct des involut ions  r6guli6res; nous  

d~signerons en tous  cas, pa r  d ( > o )  l ' i r%gular i t~ d ' une  invo lu t ion  a p p a r t e n a n t  

h F ,  ou de la surface  qui e n e s t  l ' image ;  d scra done  la di f%rence p~--p~,  en t re  

lc genre  g~om6tr ique et  le genre  num6r ique  de q*. 

Or trois cas se ront  possibles:  

d = z ,  d = I ,  d = o .  

les in6gaht4s  pg<_I ,  p ~ - - I ,  ne p e u v e n t  ~tre sa t is fa i tes  qu ' en  8i d ~ 2  

fa isant  

et, eomme  il n ' y  a pas  des courbes  p lur icanoniques  d ' o rd r e  > o, on tombe  sur 

des surfaces @ hypere l l ip t iques  de rang  i ;  ainsi que nous l ' avons  remarqu6  cos 

surfaces r ep%scn ten t  des involu t ions  engend%es  sur  F pa r  des t r ans fo rma t ions  

cycl iques de 2 d~ esp~ee (n. Iz) .  

Si d = i ,  on peu t  supposer  ~t pr ior i  

OU 
p g - - - I ,  p a : - O ,  

mais  la p remi6re  hypo th6se  doi t  ~tre 6cartde pa rce  qu' i l  n 'ex is te  pas  des courbes  

canoniques  d ' o rd r e  > o; l on a u r a  done 

pg == O, pa x -  I .  

On tombe  alors sur des s u r / a c e s  e l l i p t i q u e s ,  doudes d ' un  groupe  el l ipt ique ~ '  

de t r ans fo rma t ions  birat ionnel les  en elles-m6mes;'- '  p a r m i  ces surfaces  on 

p o u r r a  r encon t re r  des surfaces  qui se r a m 6 n e n t  s des rg'gl6es ell iptiques,  e t  des 

surfaces  i r%duct ib les  ~ des %gl4es; on p e u t  d is t inguer  les deux  cas d ' ap r~s  la 

va leur  du  genre  d ' o rd r e  i2 ,  P~e; on 

Pl~ - -  o ( P 4  = PG = o)  

dans  le p remie r  cas;  ct  P,~ > o, et  ici done P , , - ~  i ,  dans  le second,  a 

L Cfr. E-NRIQUES ,>Illtorno alle superficie ~dgebriche di genere lineare p(1) = I:) Atti Accad. 
di Bologna (0Dec. I9o6). 

2 Cfr. Ex~Iqves ~,S~dle superficie algebriche di genere geometrico zero,, Circoto Matematieo 
di Palermo (5 Marzo ;9o~). 

a Ibidem. 
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Si enfin d = o,  on aura  
p ~ - - p a - -  o 

OU 

2a = P a =  1. 

Dans le p remier  eas on pom'ra  consid6rer le bigenre P : ;  si 

P 2  ~ o  

la surface est rat ionnelle  (CAsTEL~UOVO). 1 

L 'hypo thgse  P 2 > o ,  jo inte  b~ nos in6galit6s P i < i  ( i = 2 ,  3 , . . . ) ,  ne peu t  

6tre satisfaite que pour  des surfaces r6duetibles s un type  eonnu, pour  lesquelles 

P~ = i ,  Pa = 0 ( P 2 i  = I ,  P 2 i + I  = 0 ) .  

Les r6sultats  de ee t te  discussion v iennent  rdsum6s par  le tableau suivant ,  

oh nous indiquons les valeurs  possibles des caractbres  invar ian ts  qui appar -  

t iennent  ~ une surface hypere t l ip t ique  queleonque (soit les earaetgres  des involu- 

t ions qui peuven t  appar ten i r  h F ) :  

a) d = p ~ - - p a = 2 ,  p ~ = - - i ,  pa - - - I  ( P i = ~ ;  i - - 2 , 3 , . . . ) ( s u r J a c e s h y p e r e l -  

liptiques de rang 1 - -  n. 16); 

b) d = p a - - p ~ = i  

IPt2 = o (rdgldes elliptiques) 
p ,  = - -  I ,  Pa -- o |p~. = i (sur/aces elliptiques non rbductibles h des r6gl6es) 

e) d = p o - , - p , ~ o  

{P: = o  (sur/aces rationnelles) 
p g ~ p , - ~ o  p = i ,  P a = o .  

p g - - p a = = P : = I  ( P i ~ I ;  i ,  --3, 4 " ' ' ) "  

Ces rbsultats  sont obtenus  ('~ priori d 'aprgs  les th6or~mes de classification 

6tablis r@emment  dans la th~orie des surfaces alg6briques;  il y a lieu m a in t en an t  

de les r e t rouver  h posteriori  en classifiant ]es involut ions  qui peuven t  appa r t en i r  

h une surface de Jacobi  F,  d 'aprgs deux  points  de vue  diff6rents:  

I) d 'aprgs  le nombre des trans[ormations de seconde esp~ce de F qui  les 

r am6nen t  en elles-m6mes; 

2) d 'aprgs  le hombre de leurs co'incidences. 

Chaeun de ces points  de vue  nous fournira  ainsi un eri t~rium pour  r eeonna i t r e  

si une  involut ion donn6e sur F .  appa r t i en t  '~ l 'une ou h l ' au t re  des familles que 

nous venons de d6terminer.  

::Sutle superficie di genere zer(), Memoric della bocieth italimm delle Scienze (z896). 
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Remarque. Les r6sultats auxquels nous serons amen@ subsistent de m~me 

pour les involutions appartenant h une surface de Picard de diviseur quelconque. 

32. Les involutions classi/ides d'apr~s leurs trans/ormations en elles-m~mes. 

Pla~ons nous d'abord au premier point de vue. 

Soit done L, une involution donn@ sur la surface de Jacobi F ,  q> une 

surface image de I,,. 

L'involution I,~ (soit ]a surface O qui la repr6sente) pourra ~tre reguli~rc 

ou irr6guli~re, son irr6gularit6 d(>o)  6tant exprim~e par la diffdrence p a - - p ,  

entre son genre g6om6trique et son genre num6rique. 

Or nous allons d6montrer le th6or~me suivant: 

Une involution appartenant <'~ F sera irrdguli~re ou r&julidre, s~dvant qu'il existe 

o~ qu'il n'existe pas une in/init~ (contin~e) de lrans/ormations de seconde esp~ce 

qui la trans/orment en elle-m~me. 

Consid6rons d'abord une involution I,, r6guli6re; nous prouverons qu'il ne 

peut exister qu'un nombre fini (tout au plus) de transformations de seconde 

espbee par rapport auxquelles /,, jouit de la propri6tr d'invariance. 

Soient u, v deux int6grales ind6pendantes de premiere esp~ce, attach6es h la 

surface F;  6valuons les sommes des valeurs qu'elles prennent aux n points d 'un 

groupe ( x , x  2 . . . .  x=) de I,,. 

Soit  
2~u(xd~u(x , )  + u(x~) + . . . +  u(x,,) h 

2"v(xi ) - -v(x , )  + v(x~) + ... + v(x,,) k .  

En faisant varier le groupe (x~,x 2 . . . .  x,,), h, k demeurent constantes, autre- 

ment elles fourniraient des int6grales de qJ (tandis que le nombre de celles-ci 

est d = o). 

Or une transformation de 2 a~ esp6ce de F est donn6e par les formules 

u ( y ) -  u(x) + a 

v ( y ) ~  v(x) + b. 

Si cette substitution doit transformer en elte-m~me l'involution i , , ,  on aura 

J 2" u(yi) =- ~ u(xA + n a ~ h 
(i) "t 

| 2 v (yi) :~ ~ v(xi) + n b :~:i k 

(les congruences subsistant toujours par rapport aux pdriodes de u, v); il suit 

?~Sf . O 
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et  pa r  cons6quent  a e t  b ne saura ien t  recevoir  q u ' u n  ~ombre /ini de valeurs ,  

d is t inctes  pa r  r a p p o r t  aux  p6riodes.  

Supposons  au con t ra i re  que l ' involut ion  I,, soit  irr6guli~re. Si elle 6tai t  

t r ans formde  en el le-m0me p a r  un n o m b r e  fini de t r ans fo rma t ions  de 2 d~ espbce, 

d ie  serai t  t r anspor t6e  en ~-~ involut ions  dis t inctes  pa r  les ~-0 t r ans fo rma t ions  de 

2 d~ esp6ce; et, commc le groupe  form6 pa r  les t r ans fo rma t ions  est  t ransi t i f ,  on 

au ra i t  ainsi une s6rie cont inue  d ' invo lu t ions  irrdguli?,res jou issant  de la propr i6 t6  

que les groupes  de la s6rie qui passen t  par  un poin t  donn6 de F,  remplissent 
la cur/ace. 

Cette  conclusion est  absurde ;  en effet  .~I. SEVERI a mont r~  ~ que si l 'on  

sur une surface une s6rie cont inue  d ' invo lu t ions  irr6guli~res, les groupes  de 

celles-ci qui r e n f e r m e n t  un point  donn6, a p p a r t i e n n e n t  tous '~ une m~me co urbe 
alg6brique (var iable  dans  un faisceau irrat ionnel) .  

P a r t a n t  on a r r ive  /t la conclusion que ))toute involut ion  rdguli6re de F est  

t r ans fo rm6e  en elle-mr pa r  un n o m b r e  fini de t r ans fo rma t ions  de 2 d~ esp~ee,) 

et r6c iproquement .  C . Q . F . D .  

33. Mais on peu t  en dire davantag( , .  

E n  effet  il est  ais6 de p r o u v e r  que ,)si une involu t ion  I,, donn6e sur la sur- 

face F, a l ' i r r6gular i t6  d = 2 elle demeure  inva r i an t  pa r  r a p p o r t  aux  o~ t ransfor -  

ma t ions  de 2 d" esp~ce de F ,  et  rdciproquement)) .  

Soit O une  surface  image  de I,,. D ' a p r 6 s  le n. 3* on a 

p g =  I ,  p a - - - - I .  

En out re  O n e  renfe rme  pas  des courbcs p lur icanoniques  d ' o rd r e  > o (n. 31). 

On en conclfit  que �9 est  une surface hypere l l ip t ique  de r ang  i, a d m e t t a n t  un 

groupe  oo~ de t r an s fo rm a t i ons  birat ionnel les  en el le-m6me (n. i6). E n t r e  q), F i l  y 

a une cor respondance  a lg6brique [ I ,  n] d6pourvue  de courbe  de d i r ama t ion ;  et  h 

tou te  t r an s fo rm a t i on  bira t ionnel le  de O en elle-m~me r6pondent  n t r a n s f o r m a t i o n s  

de z de esp6ce distine~es de F .  -~ 

Ainsi I,~ v ien t  t ransform6e en el le-m~me pa r  les ~'-' t r an s fo rma t ions ;  en 

par t icul ier  il y a p a r m i  celles-ci n t r ans fo rma t ions  qui la issent  i nva r i an t  chaque  

g roupe  de I,,, et  engend ren t  l ' invo lu t ion  au sens d u n .  ~o. 

L a  propos i t ion  r6ciproque s '6 tabl i t  de suite. Si 1~ est  t r ans fo rm6e  en elle- 

m~me par  les ~-0 t r an s fo rma t ions  de 2 d~ esp6ce de F ,  la surface  q~ - -  image 

�9 1t teorema d'Abel sulle sut)e.~Jicie algebriche (Anna l i  di  M a t e m a t i c a  S. III,  t. XII, ~9o5. 
Cfr. EsulQVns ~Sulle supe r l i c i e  a l g e b r i c h c  t h e  a m m e t t o n o  u n  g r u p p o  c o n t i n u o  di t ras-  

f o r m a z i o n i  b i r az i ona l i  in  se s t e s s e  (n, ~), Circo]o di l h d e r m o  - -  ~4 5Iag~io . I9o5 .  
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de  I , ,  - -  a d m e t  m ~ t r a n s f o r m a t i o n s  en  e l l e - m S m e ;  p a r  e o n s 5 q u e n t  el la  a les  g e n r e s  

T ~  - -  *, P~ = - -  x,  e t  l ' i r r ~ g u l a r i t ~  d ~ 2. 

Que l ' o n  r a p p r o c h e  m a i n t e n a n t  le r 4 s u l t a t  o b t e n u  h ee lu i  d u n .  32; un  

r a i s o n n e m e n t  p a r  e x c l u s i o n  n o u s  p e r m e t  d e  c o n e l u r e  q u e :  

Toute invol~tion irrdg~,li&e donn(e sur F admet ~"- ou ~ tran.~/ormations de 

2 a~ espkce en elle-m&ne, .suivant que son irrt:gulariti est 

d = 2  ou d = I .  

Le cas d-= 2 no~ts famine aux sur/aces hyperelliptique,~ de rang 1. 

Le cas d ~  i nous rmni, n e~ )  des sur/aces elliptiques ~ d e  g e n r e  n u m ~ r i q u e  

?~ = - - I  a t  p a r  cons(~'quent de  g e n r e  g ~ o m b t r i q u e  P,J := o; p a r m i  ees s u r f a c e s  n o u s  

v e r r o n s  q u ' i l  e x i s t e  des  s u r f a c e s  qu i  se l a i s s e n t  t r a n s f o r m e r  en  des  r4gl4cs e l l i p t i q u e s  

(eas  de  d~g~n~reseenee)  e t  auss i  en  des ~ur]aees eUiptiq~es ~on r,:&~etibles h des 

r~gl&s. 

3=[. Lea i,~vol,ttions classi/i&s d'apr~s leurs co'incMences. 

N o u s  a l l ons  n o n s  p l a c e r  m a i n t e n a n t  au  s e c o n d  des  p o i n t s  de  v u e  d e n t  

n o u s  ave r t s  pa r l~  a u  n. 3I .  

D a n s  u n e  i n v o l u t i o n  L ,  de  F ,  i l  p e u t  e x i s t e r  des  g r o u p e s  O , ,  c o n s t i t u 6 s  d e  n 

p o i n t s  qu i  ne  s e n t  p a s  t o u s  d i s t i n c t s  e n t r e  eux ,  e ' e s t - h - d i r e  r e n f e r m a n t  des  

co'/ncidences. Or  t ro i s  eas  p o u r r o n t  se  p r 6 s e n t e r .  

35. Premier cas. 

L'involution L,  possMe une in/init,; de coincidences, c ' e s t - ' a -d i r e  une  c o u r b e  

K de  p o i n t s  de  c o i n c i d e n c e .  E n  ca eas  n o u s  a l l o n s  p r o u v e r  que  I,, est rationneUe 

ou. peut ~tre repr&ent~;e par une sur/ace r/gl& elliptique. 

D 6 s i g n o n s  p a r  m l ' o r d r e  de  la  s u r f a c e  F ,  e t  p a r  ~r le g e n r e  d e  ses  s e c t i o n s  

p l a n e s ;  on a u r a  ( F  ne  r e n f e r m a n t  pas  des  c o u r b e s  e x e e p t i o n n e l l e s ) .  

So i t  

h ( > o )  

l ' o r d r e  de  la  e o u r b e  K ,  et  D l ' o r d r e  de  ]a c o u r b e  d6e r i t c  p a r  ]es n - - I  p o i n t s  

e o n j u g u 4 s  h un  p o i n t  (x) qu i  d 4 c r i t  une  s e c t i o n  p l a n e  d e  F .  

1 O11 appelle ainsi les surfaces admettant un groupe elliptique do transformations en 
el]es-m~mes. Apr~s M~I. I'~c,~n~) et P.~.~:w:- ces surfaces ont ~t~ ~tu(ti~:~es, notamment dans 
le cas 2)g = o, par M. E.x-n~qvEs (Circolo di Palermo ~ Marzo ~9o5 - -  l. c.). 
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Consid6rons sur la surface @, image de I,,, les courbes C cor respondan t  

aux sections planes de F .  

Les courbes C se couperon t  deux "t deux  en D + m points,  chaque point  com- 

mun  g deux  C r @ o n d a n t  h un point  comnnm aux  sections planes homologues 

de F ,  ou bien g u n  groupe (;,, de I,, don t  un point  appa r t i en t  ~ la p remie re  de 

ces sections, e t  un au t re  poin t  (conjugu6 au premier)  ap p a r t i en t  g la seconde. 

Les courbes C au ron t  le genre effectif  :,, ce genre 6tant  bgal b~ celui des 

sections de F ;  mais elles aurons  un cer ta in  hombre  de points doubles variables  

qui p r ennen t  naissance de la far;on suivantc:  la eourbe, d 'o rdre  D,  conjugu~e ,~ 

uric section plane de F,  r encon t re  cet te  section en D points;  de ceux-ci, h t o m b e n t  

D - - h  
sur la courbe de coincidence K ;  les autres  D -  1~ se pa r t agen t  en - -  couples 

2 

D - - h  
de points  eonjuguds par  r appor t  ~'~ I,,; eh bien h c e s  couples c o r r e s p o n d e n t - - g - - -  

points  doubles de la courbe C, homologue '~ la section eonsid6r~e de F .  

Or la sSrie des eourbes C sur O est rat ionnel le;  p a r  eonsSquent  t elle appar-  

t ien t  h un syst/~me lim!aire ICI. Le genre I I  et le degr5 M auron t  respec t ivement  

les valeurs  suivantes :  

D - - h  
. l l :  . 1 +  

2 

3 1 : , = r e + D : = ~  ~--.2 + D .  
P o u r t a n t  on a (h > e)) 

l I  > 2 l I - - 2 .  

D'apr~s un tDSorbme de MM. CASTELNUOvO-ENRIQUES ~ cela suffit  pour  que 

la surface O soit ra t ionnel le  ou puis~e 6tre ranlen6e h une surface r6gl6e i r ra t ion-  

nelle, qui, duns no t re  cas, s t ra i t  une r~gl6e elliptique, son genre num6rique ne 

pouvan t  pas descendre au-dessous de - -  i (n. 3I). 

36. Deuxi~me cas. 

I1 n'existe pas des co'incide~ces de l'involution, I,,.  

D'apr~s une formule de M. SEvERI, on peu t  alors 6valuer ]e genre num6rique 

de la surface @ image de l,~, qui se t rouve  en correspondence [ i ,  ~] avec F ;  puis- 

qu'il n 'y  a pas sur O des points  de diramation,  on t rouve  que ce genre  num6ri-  

que est 

Re la t ivemen t  au genre g~om~trique, on pour ra  dis t inguer  deux  hypothbses :  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

].;.xl~I0.r):s, Itendiconti di Palermo, t. X, 25 Agosto I89~. 
'~ Annali di Matematica, s. III, t. b, p. 16i; I9oL 
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p~==I  on prl=:o.  

Darts l 'hypothkse l,)a = i il y au ra  sur  r une eourbe  eanon ique  d ' o r d r e  z6ro (n. 31) 

et p a r  suite la surface r6suJtera une  surface hypere l l ip t ique  de r ang  z. 

E x a m i n o n s  ensuite  l 'hypolh~se ]~,j ~ o. La surface  q) sera une sur[ace elliFtique 

qui ne saura i t  pas  ~tre ramen6e  h une r6gl6e. 

C'est  ee que l 'on peu t  r eeonna i t r e  en r a i sonnan t  pa r  absurde .  Si une sv, r- 

face r6gl6e est  en eor respondance  [ i ,  ~] avee  _~', aux g6ndratriees de ]a premi6re  

surface  ne sau ra i en t  r6pondre  sur F des eourbcs  r6duet ibles  en n pa r t i e s  rat ionnelles  ; 

par t .ant  sur une courbc homologue  h une des g6n6ratr iees sus-nommdes,  ou stir 

une composan te  irr6ductible de cet te  eourbe,  il y au ra i t  des points  de coincidence.  

Ajou tons  que ]a surface  el l ipt ique q~ renferme deux fa isceaux de eourbes  

ell iptiques,  un p a r m i  eeux fa isceaux 6 tau t  elliptique, l ' au t re  rat ionnel .  Cette 

propri6t6,  qui d6coute i m m 6 d ia t emen t  de la cons t ruc t ion  de la surface O, s ' aecorde  

avee  la e i reons tance  que nous avons  reeonnne au n. 31, que les plnr igenres  de O 

ne p e u v e n t  surpasser  i. 

37. Trois i~me ca~ - -  L ' involu t ion  I,, yo~skde un  h O m b r e / i M  de co;'ncide~wes. - -  

En ce cas il ne peu t  y avoi r  q u ' u n  h o m b r e  fini de t r ans fo rma t ions  de la 

surface F ,  qui la issent  i nva r i an t  1,,, puisque  ces t r ans fo rma t ions  do iven t  6changer  

en t re  eux les points  de eoi'neidences. I1 s ' ensui t  (n. 32) que q~ est  r6guli6re, et  l 'on a 

O U 

En le p remier  eas le bigenre P~ a u r a  l 'une  des valeurs  su ivan tes :  

P2 : -  o 
O U  

P~ = I ;  

et lorsque P2 = o on t ombe  sur  des surfaces rat ionnelles.  

38. Invo lu t ions  appar tenant  h une sur/ace rdgulikre de genres 1. 

II nous  sera uti le pour  I~ sui te  de consid6rer les involut ions,  et  n o t a m m e n t  

les involut ions  de couples de points ,  a p p a r t e n a n t  h une surface r6guli6re de genres  

x(pa=pg=Po=~). 

En ctassif iant  ees involut ions,  on t o m b e r a  tou jours  snr  des surfaces  r6guli6res 

et on au ra  les trois  eas possibles 

Aeta nmthematica. 32, Imprim6 le 20 mars 1~)9. 4"-) 
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pa - -  ~og ~ P2 = o (cas ra t ionnel)  

p~ = pg = o, P2 = z, (P3 = o) 

p a =  P a =  P~ ~ z .  

Nous voulons m o n t r e r  pa r  un exemple que les deux  derniers  cas p eu v en t  

se presenter ,  tous deux,  effect ivement .  

A eet effet  consid6rons une  surface F ,  intersect ion comple te  de trois 

quadr iques  dans un  espace s 5 dimensions S t. I1 peu t  ar r iver  que F s soit t rans-  

form6e en e]le-m6me pa r  une homographic  involutoire  de cet espace, et  cet te  

homographic  pour ra  appar t en i r  /~ l 'une de trois esp~ces suivantes :  

i)  homologie;  

2) homographic  dou6e d 'une  droi te  de points  unis qui ne coupe pas F ,  et 

d ' un  S~ de points  unis;  

3) homographic  dou6e de deux  plans de points  unis, qui ne coupent  pas F .  

Or l 'homographie  t r ans fo rman t  F e n  elle-m6me donne lieu h une involut ion 

I~ sur F .  E h  bien, ce t te  involut ion repr6sente une surface rat ionnel le  dans ]c 

premier  cas;  elle repr6sente  une surface de genres p~, ~ Pa ~ P2 =- i dans le second 

cas; enfin elle repr6sente  une surface de genres p,  = j ) ~ = o  et P2 = i ,  dans le 

t roisibme cas. 

Nous  allons just if ier  ces assertions en laissant de c5t6 le premier  cas, qui 

ne pr6sente  d'ail leurs aucune  difficult6, puisqu' i l  suffit  de r6p6ter le ra i sonnement  

d u n .  35. 
En  nous pla~ant d ' abord  dans le eas 2), consid6rons les sections d6coup&,s 

sur F par  les hyperp lans  r en fe rman t  l ' axe  de l 'homographie .  A c e s  sections 

r6pondrons sur la surface image de 12 ~a courbes de genre 3 se eoupan t  deux h 

deux  en 4 points ;  on en d6dui t  que ce t te  surface est b i ra t ionnel tement  ident ique  

une surface g6n6rale du qua t r i6me ordre  

(P~ = Pg = P2 = z). 

Dans le cas 3) eonsid6rons les sections d6coup6es sur F par  les hyperp lans  

qui renfe rment  Fun ou l ' au t re  parmi  les deux  plans de points  unis. A cos courbes 

r6pondrons  sur la surface image de I2 des courbes de genre 3, qui  donne ron t  lieu 

/t deux  syst~mes or de degr6 4; les courbes de l 'un syst~me couperont  tou te  

courbe de l ' au t re  sys tbme en 4 points fo rman t  sur ce t te  courbe  un groupe de la 

s6rie canonique  g'~. P o u r t a n t  les deux syst6mes seront  adjo in t  Fun h l ' au t re  et  

Fan aura  p a ~ p g  = o, P2 ~ z C . Q . F . D .  

I1 est  ~ r emarque r  qu ' en t r e  les cas z) 2) 3) il y a le cr i t6r ium de dis t inct ion 

su ivant :  dans le cas 2) l ' involut ion donn6e sur F a un nombre  fini de coi'nei- 
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dences, dans le cas 3) l ' involut ion n 'a  pas du tou t  de coincidence;  on en a au 

cont ra i re  une infinit6 dans ]e cas i).  

Or eerie  rcmarque  peu t  ~tre g6n~ralis6e. Tou te  involut ion de couples de 

points  donnSe sur une surface r6gulibre, F ,  de genres I, peu t  ~tre engendr6e par  

une  homographic  sur une surface F' ,  t ransform~e de 2 ' ,  a p p a r t e n a n t / t  un  hyperes-  

pace  convenab]e.  On peu t  donc r6p~ter pour  F '  les considerat ions que nous 

venons de d~velopper  ci-dessus. 

On ar r ive  ainsi, s la conclusion su ivan te :  

Etant  donn~e une sur/ace r@uli~re de genres p~ = p~ = P~ = I ,  on peut  y avoir 

trois sorte.~ d ' involut ions  de couples de points:  

I) involut ions rationnelles (p~ = P2 = o); 

z) i~wolutiona de genres I (p~ = Pa = P 2  = I )  ; 

3) involut ions de genre o et de bigenre i ,  d@ourvues  de courbea bicanoniques 

d'ordre > o (p~,, = p,j : :  P~ - -  o, P~ = ~). 

On a u n e  in/ ini tJ  de co'incidences dana le cas i),  un  nombre / in i  > o de coYn- 

cidences dana le caa 2), point  de co'incidences dans  le cas 3). 

IV. Th~or~me fondamental  au sujet des surfaces hyperel l ipt iques 
de rang r > i .  

39. Soit F une surface hypere l l ip t ique  de rang  i (p~ = I ,  p , , = - - i ) .  Nous 

avons d~jh 5tabli une dis t inct ion entre  les involut ions In qui peuven t  appar ten i r  

~ F ,  su ivant  qu'i[  existe une eourbe de coincidence,  ou bien qu' i l  y a seule- 

merit un nombre  fini N > o de points  de coincidence,  ou qu' i l  n ' y  en a pas du 

t ou t  (N --  o). 

Nous allons considdrer darts la suite ]es involut ions in  qui possbdent  un 

hombre  fini N ( ~ o )  de coincidences. 

Parmi  ces involut ions nous avons  d~js considdrd en par t icul ier  celles qui 

sont  engendrdes par  des t ransformat ions  cycliques de seconde espbce de F ( N  = o) ; 

ee sont  des involut ions reprdsent~.es par  des nouvelles surfaces hypere l l ip t iques  de 

rang i, ou br ibvement  des involut ions de rang 1. 

Or une involut ion I,, ~tant  donnde sur F ,  deux  cas p eu v en t  se prdsenter :  

i) il peu t  a r r iver  que chaque groupe G,, de I,, soit composd pa r  un cer ta in  

uombre  r ( > i )  de groupes G~ de /t(> I) points  ( n = r ~ ) ,  de fagon que les groupes 

G,~ engendren t  une involut ion I~ de rang r; en ce cas on dira que l ' involut ion I ,  

est compos~e par la I~; 
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2) au contra i re  il se peu t  que les groupes de I,, ne soient  pas eompos6s 

par  des groupes d 'une  involut ion de rang x. 

La  mOme dist inction pout  Otre 6tablie aussi (le la fagon suivante :  

On se t rouve  dans le cas i) s'il existe des t r ans fo rmat ions  de 2 ae esp6ee qui  

t r ans fo rmen t  en lui-m6me chaque groupe de I,,; au contra i re  le eas 2 )co r respond  

/~ l ' hypoth6se  que de telles t ransfornia t ions  n ' ex is ten t  pas. 

II y a lieu ma in t cnan t  d '6tabl ir  un critdrium qui nous p e r m e t t r a  de reeon- 

ng i t re  plus ais6ment si une  involut ion I ,  donn6e sur F est eompos6e par  une 

involut ion de rang  i.  

Soient  x 1, x., . . .  x,, les n points  d 'un  groupe  G,, de I,,; d 'apr6s  une locut ion 

d6j~ 6tablie, deux quelconques parmi ces points sont  dits co~jug~td8 par  r appor t  

I , .  Si L~ est compos6e pa r  une involut ion Io(d" > I) de rang I, il y a en G,  des 

points conjugu6s par  r a p p o r t  'g I,,, p. ex. les points x~,.%, qui sont aussi conju- 

gu6s par  r appor t  h I~. 

Cette hypoth6se  en t r a ine  la consequence ~uiv~nte: tou te  t r a n s f o r m a t i o n  de 

2 ae esp6ce de F am6ne les points  x~, x. en des point.s conjugu6s par  r appor t  h I,, .  

En  effet  l ' involut ion I~ est t ransform6e en elle-m~me pa r  les t ransformat ions  

de 2 ae esp6ce, et, conlme I,, est compos6e par  I~, deux points conjugu6s par  

r appo r t  h I,~ sont  aussi conjugu6s par  r ap p o r t  h 1 , .  

Main tenant  il y a lieu de r emarque r  qu'il subsiste la proposi t ion r6ciproque 

suivante.  

Que l'on air s~r F ~o~e involutio~t I,~; si de2~x points x~, x~, conjugu~s par rap- 

port h celle-ci, sont trans/orm~s en de,s poDds con/~guds, par route trans[ormalion de 

2 d~ esp~ce, l 'involution I., est composge par une involutiott de rang 1. 

Nous allons d6montrer  ce th~or~me. 

ConsidSrons une t rans format ion  dc 2 de esp~ce, ~ ,  de F ,  choisie dhme fa(~ou 

g~n(~ra]e; elle amenera  ]e point  x~ en ua point  x'~ et  sera d6finie par  la corres- 

pondance  de ces deux points,  de far qu 'on pourra  la d6signer en ~crivant  

~ - ,  - -  (x, z',). 

Le point  x~ appar t i en t  ~ un groupe G,, de 1,, don t  ]es points sont  ddsiguds 

par  x~, x=, x 3, . . .  xn. 

Or d 'apr~s no t re  hypoth~se,  la t ransformat ion  ~l qui am6ne x~ en x~t, ambne 

x~ en un  point  x'~ qui est conjugu6 h .r', pa r  r appor t  h I,,. II pourra  a r r iver  

aussi que d ' au t res  points de Gn, p. ex. x~ . . . .  x,~, soient transformds par  ~ en des 

points  x~:~ . . . .  x'6, conjugu6s h x'~, et  que cela arr ive d 'ai l leurs quel que soit la 

t ransformat ion  de 2 a~ esp6ce ~r. 

Les points  .%, x ~ , . . ,  x,~ fo rmcron t  cn G,, un groupe G,~ qui se t rouve  ddfini 

de fagon h satisfaire aux condit ions ~uivant.es: 
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a) le grr G,~ est  dg.~termin6 it pa r t i r  du po in t  x , ,  que l 'on peu t  faire 

var ie r  sur  F ;  

b) le g roupe  G,~ est d6fini d ' tme  fro;on sym(~trique pa r  r a p p o r t  it ses points  

x~, x2, �9 �9 �9 x,~, puisqu 'on  a 

11 suit  que G,~ d~erit, au  var ie r  de x,,  une involu t ion  1,2 pa r  laquelle I,, 

r~sulte eompos6e. Mais eomme I,~ est transform(~e en e l | e -m6me par  les t rans-  

fo rmat ions  de o do espgee, elle est une involu t ion  de rang i (n. 3~ Ainsi no t re  

proposi t ion se t r ouve  6tablie. 

40. En  ee qui  suit  nous  allons supposer  que l ' involu t ion  1,~ douse  de 

N )  o points  de eoh~eidcnee, que nous eonsid6rons sur  la surface  F ,  ne soit  pas  

eomposde pa r  une involu t ion  Io((~ > i) de rang  I .  Ce n ' e s t  pas  lh une res t r ic t ion 

essentielle que nous imposons  h 1 , , ,  lmisque eet te  condi t ion pou r r a  toujours  

~tre remplie  en templar ;ant  la surface donnde pa r  ,.me au t r e  surface de Pieard .  

Ceei pos6, nous nous proposons  d 'd tab l i r  que l ' invo lu t ion  I,~ est engendr6e 

pa r  "n t r ans fo rma t ions  birat ionnelIes  de la surface surface  F an elle-m~me, t rans-  

fo rma t ions  f o r m a n t  un g roupe  d 'o rd re  n .  Plus  e la i rement  nous  disons que, si 

l 'on  eonsid5re les n points  x~,x~ . . . .  x,, d ' un  g roupe  var iab le  de I, , ,  ehaeun de 

eeux-ei  d6pend ra t ionne l l ement  de Fun des au t res ;  p. ex. x 2 . . .  x,, song des 

fonet ions  rat ionnelIes  de xt.  

Pou r  a r r ive r  b. ee t te  eone!usion fondamen tah ' ,  nous  poursu ivons  l '6 tude  de 

l ' involu t ion  I , , ,  en r a p p e l a n t  nos hypo thbses  fondamen ta l e s :  

i) que I.,~ soit  dou6e d ' un  nom,bre fini N >  o de points  de cohlcidenee;  

~) que I, ,  ne soit pas  compos~e par  une involu t ion  L ~ ( J  > i)  de rang  I. 

Considdrons sur  F u n  sys tbme  eont inu eomple t  2 ~ de eourbes  C (de genre 

: ~ )  san,s points-base ,  ehoisi d 'a i l leurs  d ' une  faeon queleonque,  et eonst ruisons  

]e sys t~me des eourbes  K ( c o n j u . g u d e s  aux  C) qui song d6finies de la fa~on su ivan te :  

tandis  q u ' u n  po in t  d6erit  une eourbe  U, les ~ -  I po in ts  eonjugu~s d~erivent  

une eourbe  K ,  que l 'on dig eonjugu~e ~ la p remiere .  

Nous  nous p roposons  d '6 tab l i r  que ehaque  eourbe  K se d6eompose en n - -  

eourbes,  b i ra t ionne l lement  ident iques  h la eourbe  C don t  elle p rend  naissance.  

Cette conclusion, qui nous p e r m e t t r a  de d~mont re r  a isdment  le thgor~me fonda-  

men ta l  qne nous avons  en vue,  sera btablie pa r  un proebd6 de r(!duetion '~ l ' absurde .  

Nous  supposerons  d ' abo rd  que les eourbes  K soient (ggmdralement) i r rgduet ibles  

et  nous m o n t r e r o n s  que ee t te  hypo th~se  eont.redit it l ' hypo th~se  ~). EnsuRe  

nous examinerons  le eas off les K sera ient  r6duetibles,  mais  ]e nombre  de leurs 

eomposan tes  irr6ductibles serai t  < n - - ~  et  nous en t i rerons  la m~me conclusion. 
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41. Adoptons les hypoth~se i) 2) du n, prec. et supposons cn outre que la 

eourbe K conjugu~e h une eourbe C (ehoisie d 'une fa~on gSn~rale en 2'), soit 

irr~ductible. I1 y aura sur K une involution 71,,_1 de genre ;~ (~ ~ta.nt le genre 

de C); deux points eonjugu~s par rappor t  ~ 71,~_1- e'est-~-dire deux points 

appar tenant  ~ un m~me groupe de cette s~rie ~ seront conjugu~s aussi par 

rapport  ~ l ' involution I,~. 

Consid6rons les transformations de 2 de esp6ce de |a surface F e n  elle-mOme. 

On pourra supposer: ou bien que ces transformations changent h~ sSric des 

courbes K e n  elle-m~me; ou bien qu'elles changent une courbe K e n  une nouvelle 

courbe K qui n 'est  pas conjugu~e ?t une courbe C de notre syst~mc 2 ". 

Si la s6rie des courbes K est transform6e cn elle-mOme, c'est-h-dire si une 

courbe K est transform~e en une autre courbe K, l ' involution i:,,-a considerSe 

sur la premiere courbe, se transformera dans l ' iuvolution 7~,~_1 qui vient d~finie 

analoguement (par rapport  ~ In) sur ]a seconde courbe; en effet s'il n'en ~tait 

pas ainsi on t rouverai t  qu'une courbe K,  cn tant  qu'clle peut correspondre '1 

une infinit6 de courbes analogues par les ~ transformations de 2 d~ esp~ce, ren- 

ferme une infinit~ continue d'involutions irrationnelles 7~,_~, ce qui contredit  h 

un th60r~me connu de MM. PAtZCLEV~, HUMBERT et CASTELNUOVO. 

II suit de cette remarque que, si la s6ric des courbes K est transform6e en 

elle-m~me par les transformations de 2 d~ esp~ce de F ,  deux points situ~s sur une 

courbe K et conjugu~s par rapport  h. I ,  (c'est-h-dire appar tenant  '~ un m~me 

groupe de I , )  seront amen6s par toute transformation de 2 d~ esp~ce, en des points 

conjugu4s de m~me par rappor t  ?~ In; d'apr~s le critdrium 6tabli au n. 39 cela 

signifie que l ' involution I,~ est une involution de rang x, on qu'elle est composSe 

par une involution de rang ~, ce qui contredit  h notre hypothbse 2). 

Nous devons donc supposer qu'unc transformation de 2 ~ esp~ce (choisie 

d 'une fagon g~n~rale) change uric courbe K en une nouvelle courbe K qui n'est 

pas conjugu6s ~ une courbe C de notre syst~me 2". 

Construisons alors la courbe L conjugu6e a K par rapport  h I,,, c'est-'h-dire 

]a courbe engendr6c par les n - - x  points conjugu6s ~ un point variable sur K. 

La courbe K correspondant ~ K e n  une transformation dc 2 a~ esp~ce ~,  

on peut  faire varlet  K tout  en tenant  fixe K pourvu qu'on laisse varier ~,  et 

d 'une fa~on continue on peut  r~duire ainsi K ~ K, tandis que ~ se rSduit it la 

transformation identique. 

Or, lorsque K variant  d 'une fa~on continue se r6duit '~ K,  la courbe L 

conjugu~e ~ K variera aussi et devra se r~duire h ta courbe conjugu~e h K,  

c'est-k-dire ~ la courbe compos6e ( n - - 2 )  K + C. 

II s'agit de voir comment cette r~duction est possible. 
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Supposons d ' abord  que la courbe L,  qui t end  ~ la limite ( n - - 2 ) K  + C, 

soit irr6duetible.  

Envisageons  un groupe  de points de I,, don t  un poin t  se t rouve  sur K ;  

nous voulons d6signer pa r  x~ ce point., et  pa r  x~,x~ . . . .  x,, les n - -  t points  conju- 

gu6s qui appa r t i ennen t  h L.  

Si, ainsi que nous l 'avons  suppos6, L est irr6ductible, on peu t  6changer 

ent re  eux les points x , x  s, en faisant  d6crire un cycle au poin t  x2 sur K;  il est 

sous-cntendu que l 'on envisage K comme une surface de Riemann.  

Or K se r~duit  d 'une  fagon cont inue  s K;  le cycle d6crit  sur  K par  x~ se 

r6duit  s un cycle sur K,  qui est d 'ai l leurs une surface de R iemann  ident ique s K .  

En  force d 'un  postulat de continuitd qu 'on  a l e  droi t  d 'appl iquer  ici, il dol t  

done ar r iver  ]e fait  su ivant :  consid6rons un groupe de points x ,  x~ . . . .  x,, de I,,, 

et  supposons que le premier  point  appar t i enne  ~ la courbe C, et  les aut res  n - -  I 

points  ~ la courbe conjugu6e K;  on pout  faire d~crire au point  x., sur  K un tel 

cycle que x~ se change avee x 3. 

Comment  ce fait  est-il possible? 

Suivons par  !a pens6e lc mouvemen t  du point  x., qui d6crit  un cycle sur 

K ,  et  suivons de m~me le chemin qui vient  d6crit  pa r  un point  x s conjugu6 ~ x2 

et  situ6 sur la m~me courbe K .  

Pour  que x s se change en x~, ii faut  qu'i l  passe de la courbe K h la courbe 

C, et ce passage ne peu t  avoi r  lieu que par  l 'un des points  communs  s C, K .  

Or x:~ coincidera  avec Fun, A, de ces points,  lorsque x~ occupera  la position A ~ d 'un  

des points conjugu6s sur K ;  mais si on cont inue  le m o u v c m e n t  de x_~ au dels 

de A r, off se t r ouve ra  ]a cont inua t ion  du chemin d6crit  pa r  x37 appar t iendra- t -e l le  

h K ,  ou bien sc t rouvera- t -e l le  sur C ~. 

Pou r  5c]aircir ce point ,  r emarquons  que lorsquc x.~ d6crit  un cycle en passant  

pa r  A ~, il y a toujours  un chemin d6crit  pa r  x 3 qui lui correspond et  qui  est  

situ6 en total i t6 sur K ;  une au t re  b ranche  de la m~me fonct ion alg6brique 

(cor respondant  h l ' involut ion  I,,) est la branche x t qui se meut  sur C; pour  que 

le chemin de x s se continue,  en passant  par  A, sur C, il faut  donc que cet te  

branche  x~ aboutisse de m~me ~, A lorsque x., a t t e ind  A r, c 'est-~-dire quo les 

deux branches  x a et  x~ se r6unissent  en A;  mais cela signifie qu ' en  A dolt  t omber  

un point de co~:~,cidence de l ' involut ion I,~. 

Or ce t te  conclusion cont red i t  s not re  hypoth~se  i). En  effet  s'il n 'y  a qu 'un  

nombre  fini de points  de coincidence de I, , ,  une courbe C choisie d 'une  fagon 

g6n6rale en 2", n ' en  renferme pas. 

On en d6duit quc la courbe L ne saurai t  8tre irr6ductible. Cette courbe sera donc 

composg, e et parmi sea composantes  il y e n  aura  une, que nous pouvons d~signer 
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pa r  X ,  qui r en fe rmera  un seul po in t  x I pa rmi  les eonjuguGs t't. •.,; en effet, si a: 1 

d6cr ivai t  une courbe  r e n f e r m a n t  un au t rc  pa rmi  sos points  eonjugu6s,  p. ex. x3, 

il y au ra i t  sur K un cycle de x._. auquel  eor respondra i t  un 6change ent re  x~, x++, 

et  on en conclurai t ,  comme avan t ,  qu'i] y aura i t  sur C des points  de coincidence.  

Nous venons  de reconnMtre  que L se ddcompose,  et prdcisement  qu' i l  y a 

une de ses composan tes  (X) qui est d6eri te s implement  pa r  le poin t  x, eonjugu6 

au poin t  x+, so m o u v a n t  sur .K. Lorsquc  K se rdduit  pat '  eont inui t6 it K ,  X se 

r6duira '5+ C. 

En effet  on pour ra i t  me dou te r  seu lement  que X se rSduisf; it C + 0, 0 d6sig- 

n a n t  une co~o'be ]ondamentale, lieu des points  conjugu6s ~1i nn ])oi~t /ondamental 

de I,+ a p p a r t e n a n t  5 K ;  mais  une ana lyse  approfond ie  p()rte +'~ exclfire ee t te  

hypo th6se .  

Ce n 'es t  pas  qu 'on  ne puisse supposer  ,', priori qtte ton ics  les courbes  K 

aient  c o m m u n s  des points  f o n d a m e n t a u x  de I,+. qui serai t  mul t ip les  pour  les K ,  

mais  il est  ais6 de r eeonna i t r c  que si l 'on t r ans fo rme  un poin t  f o n d a m e n t a l  en 

unc courbe  except ionnel le ,  ee t te  courbe  ne fait pas  pa t t i e  de la K envisag6e 

comme  limite de  K ,  et  eta cons6quence la courbe  0 eonjugu6 "t la eourbe  exeept ion-  

nelle, ne fai l  pas pa r t i e  de la eourbe  l imite de X .  qui est s implement  C' et non C + 0. 

Ceei pos6, rappe lons-nous  que le sys tbme " des C est un sys t6me  eont inu  

eomple t ;  on en d6duira  que la eourbe  X ,  qui eta va r i an t  pa r  eont inui t6 se r6duit  

une C, a p p a r t i e n t  elle-mC+me "aee sys t6me 2'. Mais eet te  eonsGquenee en t r a ine  

que la courbe  K ,  t r ans formde  d 'une  eourbe K par  une t r an s fo rma t ion  de 2 a~ 

esp6ce, soit le lieu d6crit  pa r  un point  eonjugu6 a une courbe  4-', et pa r  consd- 

quent  qu 'el le  appa r t i enne  au m~me sys t6me  des K .  Ce sys t6me sera done inva-  

r ian t  pa r  r a p p o r t  aux  t r ans fo rma t ions  de 2 a+ esp6ee si, ainsi que nous l ' avons  

suppos6, les K sen t  i r r6duet ibles;  e 'es t  lh une conelusion qui eontredi t  h l ' hypo-  

th6se 2+) d u n .  4 o, ainsi que nous l ' avons  remarqu6.  

On en conelfit  que les courbes K +~e sent pas irrdductibles. 

42. I1 f au t  ana lyse r  m a i n t e n a n t  les diff6rentes hypoth6ses  qu 'on  p e u t  faire 

au suje t  de la d6eomposi t ion  des eourbes  K .  On pout  supposer :  

ou bien que K se d6compose en un cer ta in  n o m b r e  h < ++-- I  de eomposan-  

tes Kt, . . .  Kh; 

ou bien qu'et le  se d6eompose  en n - - x  eomposan tes .  

Si e 'es t  le p remier  eas qui a lieu, il y aura  une pa t t i e  i r r6duet ible  de K,  

soil p. ex. K t ,  qui renferme une involut ion  i r rat ionnel le  ; G ( r >  I) d0n t  chaque 

groupe  e s t  const i tu6 pa r  r points  conjugu6s de I, , .  

Nous  pour rons  m a i n t e n a n t  r6p6ter pour  les K~, le r a i sonnement  que nous 

avons  d6velopp6 a v a n t  au sujet  des K .  
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Nous  t r ans fo rmons  let K~ par  ]es t ransfornmti+ms de _,'~ espbce. Si les 

courbes t ransform6es  sent  des eourbes  K,  du m('m( ~ sys tbme,  il s e i ~ m t  que 

l ' involu t ion  I,, est  eomposfe  pat '  line involut ion  de rang  I. 

II f au t  clone supposer  que la eourbe  KI ,  t ransformde d ' tme  K~, n ' a p p a r t i e n n e  

pas  au sys tbme  de eellc-ei. Main tenan t  K,  peu t  va t i e r  par  contimfit5 se r+}dui- 

sant  5 K~; la eourbe  L eonjugude ~ K~ se rdduit  alors it la eourbe  eonjugn~',c 

it K~, e'est-~t-dire ~ la eourbe  

( r - - I ) K , + K . _ ,  L . . .  4 Kh+!- C. 

Consid6rons un g t oupe  de points  x,,.% . . . .  x,, dc I,, den t  m~ po in t  x., est  

situ6 sur K , ,  et  un po in t  .% est. sur C. Lorsque  x, dderit  un cycle sur K , ,  il 

n ' e s t  pas  possible ~changer  x, avec  un au t re  po in t  ;+'::, du groupe,  n 'exis tant .  

pas  sur  C des points  de eoh~eidenee. Mais d 'un  autr6 c6t6 i~ cause de raisons 

de eontinuit6,  eat  6change devra i t  se prdsenter  e o m m e  possible si un 6charge  

analogue  a lieu snr  L,  e 'es t -h-dire  si la courbe L cst  i~ri+ductible ou si clle ne 

renfe rme  pas une eomposan te  (d(!erite s iml)lement pa r  le poinl x:) qui se r6duit  

h C lorsque K~, se r6dui t  it K , .  

On en eonelfit  que L est  rdduet ible  ct  r enfe rmc  une composan te  appar tcnat~t  

au sys t6mc  eomple t  "" des C; et il s 'ensui t  que K , ,  (,st une pa t t i e  de la eourbe  

eonjugu6 s une C et  qu 'e l le  a p p a r t i e n t  au nl6me svs tbme que K~, e 'es t -h-dire  que 

le sys t6me  des K~ est  inva r i an t  pa r  r a p p o r t  au-: t r ans fo rma t ions  dc 2 ~ espbee. 

C'est  l't une conclusion absurde ,  ainsi que hens l ' avons  ddi5 rcmarqu6.  

Cet a b s u r d e  p rouve  que Ia courbe K co@ugh+& ('~ ~ e  C par rapport () I,,, se 

ddcompose en n - - I  parties ddcrites ,impleme~+t par les n - - i  poi~,ts co~,]ug~s ,; 

celui qui  se meut  sur C,  et par consdff~e~+t biratio~elleme~Tt ide~tiques (; C. 

43. I1 est ais6 m a i n t e n a n t  d ' a c h e v e r  la d6mons t ra t ion  du th6or6me que 

nous  avons  en vae. 

Supposons que ~ soit du type envisag6 aux nil. 21, 25 et eonsid6rons en 

les o~ 1 courbes  C passan t  p a r  un point  x~; les eourb+.,s eonjugu6es h ees C se d6- 

e o m p o s e n t  ell n -  i pa r t i es  C r, . . .  CI"-JI, qui passen t  r e spee t ivemen t  pa r  les po in ts  

x2 . . . .  x,, du g roupe  de I~ d6termin~ pa r  x~. 

Or un  point  queleonque P de la surface F a p p a r t i e n t  h un n o m b r e  fini de 

eourbes  C par  x~, eourbes  qui, se e o u p a n t  en ee point ,  scrvent. "t le d6termincr ;  

aux  C p a r  P co r responden t  des C ~ pa r  x=, se eoupan t  cn un poin t  cmljugu6 P~ qui 

se m e u t  avee  P e t  r6sulte ainsi ddp0ndre ra t ionnc l l ement  de P .  

On voi t  d 'a i l leurs  que eett~ cor respondanco  ra t iom:el le  fait  eor respondre  

au po in t  x~, le po in t  x.,. 

Acta  mathemat ica.  32. Imprim6 le 22 mars 19~)9. 4:~ 
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On arr ive ainsi-~t la"eonclusion su ivante :  

Toute involution I,, apparlenald <', ~ne ~ur/ace hyl;erellil)tique F de rang l e t  

satis/aisant auJc hypotheses 1), 2) dn ~. 40, c.st e~gendr~e par v.n grmq)e de tran.s- 

/ormations birationnelles de la snr/ace en elle-~ng.me," ces lrans/ormations am~nent un 

point quelcon~ue de la sur]ace F respectivement en ses n - -  I conj~gugs par rapport ~ i,~. 

I I .  Th~or~rne [ondamental. 

Le th~or~me que nous venons d '6tabl ir  peu t  8tre 5nonc~ sous une aut re  

forme comme une propribt4 fondamenta]e  des surfaces hyperel l ipt iqucs.  

D 'apr~s  lcs nn. 6, .35 route  surface hypere l l ip t ique  q~ de rang r (>  I) et de 

diviseur d, correspond ~t uric involut ion I,~ d 'ordre  ~)~ ...... rd' a p p a r t c n a n t  'h une 

sarface  de Jaeobi  F ,  et poss&lant  un noml)re fini N > o de points de coincidence 

(les surfaces rat ionnelles et  les rbgldes clliptittues 6tant  laiss~es de eSt6 d 'aprbs  

le n. 4). Lorsque d--= I l ' i~volut ion I,~ rempli t  les condit ions I) ~) demand6es par  

le thdorgme p%cddent .  Si au eont ra i re  d > i l ' involut ion I,~ %sulte  eomposde 

par  une involut ion  I,) de rang i ;  ee t te  involut ion I,) v ient  repr~sent6e par  une 

surface de P ica rd  F,>, et l 'on a sur F,~ une involut ion I~ d 'ordre  r dont  les 

groupes cor responden t  aux points  de la sm'face qJ, et qui rempli t  les m~mes 

condit ions I) 2). 

On a done le th4orbme fondamenta l  su ivant :  

Toute sur/ace t~yperelliptiq~e de ra~g r >  1 ~t de diviseur 6 correspond <~ une 

involution engendr& par un groupe de r tra~s/ormatio~s biratio~nelles s~tr u~te 

sur]ace de Picard F~.  

C'est ce qu 'on  peut  expr imer  aussi de la faTon suivante:  

Soit q>(~, y, z ) =  o une s~tr/ace hyperelliptiq~te, et 8upposons q~e, les x, y, z dlant 

des /onctions abdliennes de deu): parami4res u,  v, il arrive qu'() t(mt groupe de valeurs 

de x,  y ,  z, correspondent r couples (u, v) incongrtt8 t)ar rapport aux p&ioges l)rimi- 

tives, soit : 

(u~,vJ, (~.v~), . . .  (~,., v~); 

en ce cas les u,  v seront l i&s par r - - i  substitutions l in&ires  

ui = ai u~ + biv~ -t- ci } 
v i = d i ? t i  -1- ely, -~- /i_ i = 2 ,  3 , . . .  ~' 

dont les coe[/ieients ~e d@e~de)d pas de x,  y ,  z. 

Ces subst i tut ions,  a jou%e la subs t i tu t ion  identique,  forment  un  groupe 

d 'ordre  r; et les eonstantes  ai, hi, di, ei, sont  des eombinaisons lin4aires h coef- 

ficients entiers  des pSriodes. 
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V. Su r f aces  h y p e r e l l i p t i q u e s  de r a n g  r >  i d~pendant  de t r o i s  modules  

arbitraires. 

45. S~r[ace8 hyperelliptiques de rang r > i d@endant de ~rois mod~des arbitraires. 

D'aprgs  le thdor~me fondamenta l  d u n .  44, la d~te tmina t ion  des familles birat ion-  

nel lement  dist inetes de surfaces hyperel l ipt iques,  se t rouve  ramen6c A eel!e des 

groupes finis de t rans format ions  birat ionnelles d 'une  surface hypere l l ip t ique  de 

rang i en elle-mgme. 

On se r a t t aehe  ainsi h la th6orie des t ransformat ions  des fonctions ab5liennes 

de genre 2, thdorie qui a pris naissance dans les Notes  classiques de HER~IITE 

(1855) ~ et  qui a &5 dbvelopp6e sueeessivem:'nt par les reeherehes de 5IM. FROB~- 

N~us, WEBEg, HUaWITZ, WILTHEISS, HL'.~IB]~P~T, e ee dernier  ay an t  eonsid(,r6 les 

t ransformat ions  dans route  leur ggn6ralit6, ainsi que nous aurons lieu de le rap- 

peler  dans la suite. 

Rappe lons  d'g~bord le rSsultat  anquel  on (,st amen5 darts le eas oh les 

modules  son!  arbi traires .  

Soit F une surface de Jacobi ,  et  u,  v les integra]es normales de z TM esp~ce 

at taehSes 5, F .  On sait que la condi t ion n6eessaire et suffisante pour  que la 

subs t i tu t ion  lin6aire 

u ' : : Z  u + !~v + . 

v' = )/u + g'v + i)' 

6tablisse une  t rans format ion  rationnel]e de la surfaee F e n  elle-m~me, de sorte 

que les eoordonnSes du  poin t  (u ', v ~) soient  des fonetions rat ionnelles des eaordonn6es 

du point  (u, v), est  qua u r, v' augmen ten t  d 'une  des p~riodes simultandes, lorsque 

u,  v augmen ten t  d 'une  telle p4riode. Soit 

z o g h 

o z h g' 

le tableau des p6riodes normales des intSgralcs u ,  v: alers la condi t ion  pr6e4dente 

peu t  s ' expr imer  sons forme ana ly t ique  en 5cr ivant  les relat ions:  

(i) 

Z - -  a o + a a g + a~ h 

Z r = a ~  + a3h + a=g' 

I Z ~ + g h = do + da g + d~h 
Zig + !dh ~-dl + d,h + d2g ~ 

, = b .  + bag+ b=,h 

g ' =  b 1 + bah + b~g' 

Z h + !~ g '=  co + cag+ c.h 

).'h + p'g~ = c~ + cah + c=g' 

oh Ins ai, bi, ci, di sont  i6 entiers caractdristiques de la t ransformat ion .  

Comptes rendns de l'Academie des Sciences, t. XL. 
,l(mrnal de mathOmati~tues )S99--I9oo-q9oI -i~o~ :co.l- I9o6. 
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Si l 'on veut  expr imer  que la trans 'fornmtion est birationnelle,  on doit  sup- 

poser  que 1~ valeur  du d6 te rminant  (degrg de la t r ans fo rmat ion) :  

a o a, (J. 2 ~i  ] 

bo b, b., 

co c, c~ c~[ 

d0 d~ d_~ d 

soit 6gale 5 .+ ~ . t  

En 61iminant les eoustanb:s  Z, k', , ,  !d ent re  les 6quat ions (i), on a l e s  relat ions 

(A) q'aa + 9h(a~_ + b:~) + h"& + y(ao--da)  + h ( b o - - d 2 ) - - d o - - o  

(B) ghaa + gg'a2 -!- h~b~ + hg'b~ -'-ge, + h ( b , - - d ~ ) - - g ' d , - - d ~  = o 

(C) gha3 + ggrba + h2a.., # h y' b , - -yea  + h fit,,--c2) + g~bo--c. = o 

(D) h~aa + by' (a2 -i- b:) + g"-'b~ -> h (a~ - -  c:,) + g' (b,  - -  c..,) - -  c~ ~ o. 

Si les p6riodes g ,  h ,  g' song arbitraires,  ces relat ions se %duisent  g des identit6s 

et  l 'on tombe sur les t ransformat ions  

de i ~ et  de ~d~ esp~ee. 

Nous le~s appelerons  los 

~,':~ • c + c o n s t .  

lral~s/ormaliomx ordMaire8 de Ia surface F e n  die-  

mSme, ear  elles ezistent sur F pour route valeur de,, module:,'. 

Si au lieu de eonsid&'er m~e sm'face de J~leobi, on se r appor t e  g u n e  surface 

tie Pieard F,~ de diviseur d > I ,  on arr ive de m6tne i~ la conclusion que, pour  des 

modules arbitraircs,  eet te  surface ne ~aurait adme t t r e  d ' au t res  t ransformat ions  en 

el!c-mf~me qu~ les trans/ormatio~s or&)~aires: 

u ~ • u -t- const.  

v' ~ -k v + eonst. 

Or parmi  ees t ransformat ions ,  ce!les qui ~ont, (pd r iod iques )de  ,a,  esp~ee 

novs amO~ent b. des nouvelles surfaces hypercll i t) t iques de rang z (n. i I ) ,  ainsi 

do!~c !es seules t ransformat ions  eor respondant  .5 des surfaces hyperel l ipt iques  de 

ralig ) '> I, seront  les t ransformat ions  de ~"~ esp/~ces, que l 'on peu t  toujours  

r&tuire ~t la forme 

"lA' . . . .  l l  ~ t~' == --- U .  

z tl  i~au~ toujours  p rendre  ]a va!eur  § r ]orsque, t:h:si que nous lo supposons,  on a en t r e  tes 
par t ies  iu :aginai res  des pdriode.-:, l'i,~'.u~;li{,) c lassique .'/1J'~ > h~. Voir  Hvmnu,r,  Jour l /a!  de 
.Math.. ~9oo, p. 29L 
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On en d6dui t  le th6or6me suivant :  

I1 n 'y  a d'autres Bur/ace8 hyperelliptiq~ee.s' de rang r >  i, d@endant de trois 

modules arbitraires, que des sur]aces rdyuli~rcs de ral~g r -~  2. Ces s ur[accs peuvent 

8tre reprdsentdes e~ exprimant les coordo~nges de leurs pellets par des/onctions hyperel- 

liptiques paires, d'ailleurs arbitraires. Elles se lartagent en une in/in.itd de/amil les  

birationnellement distinctes, d'aprG' la valeur dtt hombre et~tier 6 qui en est le diviseur. 

Los surfaces hyperel l ip t iques  de rang r~=_~ et  de diviseur  c~= i ont  6t6 

l 'objet  d '6 tudes  classiques (Ku~L~R,  W ~ E R ,  HUMBleST); le cas 6 > I a appel6 

r6eemment  l ' a t t en t ion  de MM. TRAYNARD et I~E.~[u 

46. Sur/aces de KUMMER. NOUS allons consid6rer d 'abord  les surfaces %gu- 

li~res de rang r - ~ 2  et de diviseur 6 =  I;  s'il n 'y  aura  ici r ien d'essentiel h a jouter  

aux %sul ta ts  connus, nous aurons  au moins l 'oceasion de d6velopper  la m6t.hode 

que nous employerons  dans la suite pour  4tudier  les cas nouveaux  qui se p%sen- 

t en t  pour  r > 2. 

Remarquons  d ' abord  que tou te  surface hypere l l ip t ique  %guli6re de rang 

r = 2  ct de diviseur (~ : - I ,  cor respond 5 une involut ion de couples de points  

a p p a r t e n a n t  h une surface de Jacob i  et repr6sent6e sur celle-ci par  

(2) u + u r --  )., v + v ' =  !r 

()., g eonstantes) .  

Ceci pos6 eonsid6rons sur F le syst6me fondamenta l  5 consti tu6 de ~ 

courbes C de genre 2, se coupan t  deux it deux en 2 points (n. 2~). 

Nous a llons supposer  d ' abord  que les C soient ir%duetibles,  ce qui est ]e 

eas g6n6ral. 

Le syst6me Z e s t  t ransform6 en lui-m~me par  toute  involut ion  du type  (2). 

Ainsi si l 'on se donn6 une involut ion I_~ de ce type,  il y aura  ~ couples de 

courbes C conjugu6es pa r  r ap p o r t  h I2. Construisons une surface O image de 

I..,, d en t  les points  cor respondent  sa~s exceptiol~ aux couples de cet te  involut ion.  

Aux courbes C % p o n d r o n t  sin" @ des courbes K ;  chaque  K rep%sente ra  deux C 

conjugu6es pa r  r appor t  t~ I~. 

I1 est ais6 de reconnMtre  que deux courbes K se eoupent  en 4 points,  

puisque deux  couples de courbes C sur F o n t  eommuns  8 points  (qui se par-  

t agen t  iei en 4 couples de I,) .  De m~me on voit  que les eourbes K (dent  le 

genre est 2 eomme cehfi des C) ont  un point  double variable;  en effet  tou te  K 

renferme un poin t  double eor respondan t  au couple de I~ qui est  commun aux 

deux  C homologues '~ K et conjugu6es entr 'elles par  r appor t  s k .  

La  surface @ 6tant  %guli6re, c'est-~'~-dire d6pourvue  d ' int6grales simples, 

on aura  d 'apr6s  une remarque  de M. HUMBERT, que le~ z'-' courbes K ,  trac4es 
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sur O, appart iennent  ~ un syst~me linSaire sans point.s base, de courbes de genre .3 

se coupant deux /~ deux en 4 points. 

On peut  mSme supposer que les courbes de cc syst6me +~ soient les sections 

planes de la surface O. En effet il est ais~ de reconnaitre que, ~tant except5 le 

cas de la surface de Jacobi particuli~re associ6e ~ une courbe rdductible, los 

courbes K passant par uu point de q> ne renferment pas en consequence d'aut.rcs 

points variables avec celui-l~, et par suite on peut toujours transformer la sur- 

face ctmisie comme image de I,,  de faTon que eourbes K vicnnent coupSes 

par des plans. 

Alors la surface qI> sera du quatriSme ordre /~ sections planes de genre trois 

(c'est-h-dire d@ourvue de com'bes multiples); les o~ -~ courbcs K qui r@ondent  

aux C de F ,  seront les sections d~eoup@s sur q> par les plans t angen t s  

En outre q~ am'a des points doubles qu'on d~terminera de la fa~on suivante: 

I1 y a sur F ~6 points de coincidence de l ' involution I:  qui tombent  dans les 

points 

2 2 

(o~ et (o, dgsignant un couple de p6riodes simultandes des int6grales u, v 

A chacun de ces points correspond un point de O dont nous allons calculer 

la multiplicit6. 

A cet effet considgrons le systbme lin6aire [K[ form6 par les sections planes 

de q>. A ce syst~me correspond sur F u n  syst6me lin~airc auquel appart iennent  

les oo ~ couples de courbes C + C ~ de 2~, eonjugu~es par rappor t  ~ l ' involution I~; 

syst~me lin~aire qu'on pourra d6signer par 

ID I --]C + C'I. 

Ceci posS, eonsid~rons les o~ 1 couples de eourbes C + C' qui passent par m~ 

point uni P de Is. I1 a lieu de rappeler que les o~ 1 courbes C par P forment 

une sbrie d'5lSments de genre 2, et qve dans cette s~rie il y a u~e g~, qni est 

eonstitu@ par les o~1 couples de courbes C se touchant en P ;  on en conclfit que, 

les ool couples C + C r formant  aussi une g~, sont constituSes de courbes tan- 

gentes en P .  

I| s'ensuit que le syst~me lin~aire ~ des eourbes D passant par P, a en P 

un point-base double, de sorte que deux courbes de ce syst~me se coupent hors 

de P e n  8 - - 4  ~ 4  points mobiles. Par  eons6quent aux courbes D par P cortes- 

pondent  sur O des courbes de [K[ par up point P' ,  se coupant deux h deux hors 

de pr en */~ = z points mobiles; ainsi donc P' est un point double dc O. 



3[~moire sin' It's surfa('cs hyperelliptiques. 343 

On rcconnalt ais6ment qu'il s'agit d'un point double conique, parce que 

route courbe D, arbitrairement ehoisie parmi eelles qui passent par P, a en P deux 

branches distinctes, auxquelles eorr('spondent deux branches distinctes de la sec- 

tion plane homologue de O, et parec que d'un autre c5t6 le eSne tangent it q* 

en P' correspond 616merit par 616ment au domaine de P sur F et il est en eons6- 

qucnce irr6ductible. 

Nous venons de reeonnaitre qu'aux i6 points de eoi'neidenee de I_, sur F,  

r~pondent i6 points doubles coniques de O. 
I1 y a lieu maintenant de rappeler le principe de dualit~ que nous avons 

btabli au n. 23. 

Le syst~me x. des eourbes C constituc nne vari4t~ ~'-' d'414ments, biration- 

nellement identique "h. la surface F ,  et transform~.e en e]le-m~me par l 'involution 

I.,; aux couples de C eonjugu4es correspondent Ies sections de q, par les plans 

tangents, qui formcnt une vari6t6 identique ;t la surface qJ e]le-m~me. 

I1 y aura done I6 eourbes C de coincidence, transform4es en elles-mSmes 

par I~, auxquelles r4pondront ~6 plans si~guliers qui touchent q* suivant des coniq~ms. 
On trouvera d'ailleurs ais6mcnt que: toute courbe C de coincidence ten- 

ferme 6 points de coincidence de I~ (puisqu'une g~ sur une courbe de genre deux 

a justement 6 coincidences); par dualit6 tout point de coincidence appartiendra 

h 6 courbes C de coincidence. 

Dcux C de coincidence se couperont en ~0 points de coincidence, et r~eipro- 

quement deux points de coincidence appartiendront 5 ~ courbes C de coinci- 
dence, etc. 

Ces propri6t6s se r6flcehissent en des propri(~t~s analogues des I6 points 

doubles et des I6 plans tangents suivant des coniqucs de la surface qJ; on a ainsi 

les propri6t~s bien connues des points et des plans singuliers d'une 8ur/ace de 
Kummer. 

Ces propri4tbs trouvent leur expression la plus simple en une repr&entation 

symbolique qui a bt6 introduite par M. HU~IBERT, ct qui est la suivante. 

Consid6rons les deux s6rics de hombres 

x, ~, 3, 4, et ~', :', 3', 4', 

et d6signons par c:, ~)', 7, ~ l e s  hombres de la premigre s6rie pris suivant un 

ordre quelconque, et analoguement par c: ~, / ,  ;,', ,)" les hombres de ]a seconde s6rie. 

On peut reprdsentcr les x0 plans singuliers de O par 

~!  . ) { ~ t  .7 o) t 

et les i6 points doubles par 
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de fagon que 

i) les six plans 

('-'7, a'd etc.; 
2) eorr61ativement 

l:'ederigo l,:nri.lueS et l:'ram'es,'. S~_,V~-l'i. 

( .  ~ ), ( - J ) .  ( ~ ' . ' ) . . ,  .,, ' . . . . ,  , ( , , , , )  . . . . .  

singu|iers par los points (..~) soient ~q)", a,,', ~:8 ~, (:':r 

Its six points doubles appartenant au plan ~:~:' soient 

( - i~ ' ) ,  ( a / ) ,  ( J ) ,  ( - ' f i ) ,  ( -~7) ,  ( . %  etc.  

Remarque.  Ce m6me symbolisme serf h representer ]a configuration des 

points et des eourbes de coincidence de l'involution I~ sur F.  

t7 .  Cas de ddqdndrescence. Nous venons d'dtablir le th6or~me emmu qu'on 

peut 6noneer de la fagon suivante: 

Toute ~ur/ace hyperelliptiq~e de ral~,q r 2 et de diviscur 3 == i e.s't biration- 

nellement idenlique ,'l une s'ur/ace de Kummer du q~atri~,me ordre, doude de 16 points 

double,s et de 16 plans tam, gelds suiva,~t de.s co~iques, qui /orment Ia con/iguratio~ bien 

C O . h U e .  

II y a pourtant u~ ca8 d'exception, dans leq~el la sur]ace de Kummer q~ se rd&dt 

h une quadrique double Q, dou~e d'une eourbe de diramation. 

C'est le cas off l'ou part  d'une surface de .Iaec2bi qui repr6sente les couples 

de deux eourbes elliptiques, 

Alors les eourbes C de 2' sent r4duetibles; ehaeune se compose d'une combe 

elliptique C~ et d'une eourbe elliptique C~_ s~, eoupant en un point; et C~ et C~ 

appartiennent respeetivcment h deux faisceaux elliptiqucs. Si l'on eonstruit, 

eomme avant, une surface O image de I._,, on trouve sur q~ deux faisceaux lin;,aires 

de eourbes etliptiques K~, K~, homologues aux C~, C~ respeetivement; une K~ et 

une K~ se eoupent en 2 points. Or ]es z~ eourbes K~ + /~2 seront renferm(,es en 

un syst+me ~u de eourbes K de genre 3, se eoupant deux h deux en 4 points; 

mais il est ais6 de voir: 

x) que les K sent des courbes hyperelliptiques, puisqu'elles sent couples en 2 

points par les eourbes du faiseeau ]K,] ou par les eourbes de ]K~_]; 

2) que par consequent les eourbes K passant par un point de q~ passent 

par un point eonjugu4, deux points brant conjugubs lorsqu'ils sent eommuns h 

une Kt et it une K~; 

3) qu'h eanse de cette eireonstanee la surface transform6e de O ayant  eomme 

sections planes les eourbes K, se r(,duit h 1me quadrique double Q, ainsi que 
nous l'avons 6none6. 

Quant h la, eourbe de diramati~n sur Q, on w~it d'abord qu'elle est d'ordre 

8, eoupant ]es droites des deux sys~bmes (~6ndratriees et direetriees) de l~ qua- 

drique 6galement en 4 points. 
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I1 y a sur F i6 points de coincidence de 12, et il y a 4 courbes de coinci- 

dence C~ et 4 C1, qui se coupent en ces i6 points. 

Or aux 4 C~ r4pondent 4 droites, soit 4 g4n4ratrices de Q, aux 4 C~ quatres 
directrices de la m~me quadrique. Eh bien, il est ais4 de reconnaitre que ces 8 

droites ferment la courbe de diramation de la surface Q, regard4e comme une 

image double de q). 

48. La sur[ace hyperelliptique (r ~ z, ~ =  I) repr4sentde Bur un plan double. 

La surface de Kummer peut  ~tre projet4e par un de ses points doubles sur un 

plan; on peut  la transformer ainsi en un p/an double, c'est-h-dire en une surface 
de la forme 

z ' - -  l(~,y); 
la courbe de diramation du plan doubles, 

se compose de 6 droites tangentes ~ une mtme conique C. 

En cette representation se trouve renferm~ aussi le cas particulier que nous 

venons de consid4rer; il correspond ~ une d4g4n4reseence de la conique C, consi- 

d~r~e comme enveloppe, c'est-~-dire au cas oie / -~ o se compose de deux ternes 

de droites passant respectivement par deux points. 

49. La sur/ace du quatri~me ordre hyperelliptique caractdrisde par ses points 

doubles. Nous venons de reconnaltre que route surface hyperelliptique r~guli~re de 

rang r-----2 et de diviseur (~ = I, peut  ~tre transformde en une surface de Kummer 

du 4 ~" ordre h i6 points doubles et i6 plans singuliers; fait exception le cas patti-  
culler off la surface de Kummer se r~duit s une quadrique double. 

Or il y a lieu de rappeler que atoute surface du quatri~me ordre poss4dant 

i5 points doubles, poss~de aussi i6 plans tangents suivant des eoniques, plans qui 

ferment avec les I6 points la configuration de Kummer, que nous avons dSfinie,. 

C'est 1~ une cons4quence imm4diate de ce fait, que en projetant  la surface 

donn4e �9 par un de ses x6 points doubles sur un plan double, on a sur celui-ci 

une eourbe de diramation dou4e de I5 points doubles, qui se d4compose en 6 

droites. En effet il suit de cette remarque que pour chacun des I6 points doubles 

de �9 il passe 6 plans tangents suivant des coniques, renfermant chacune 6 points 

doubles; et par tant  il y a x6 plans singuliers. 

Or la configuration form4e par ces plans en union aux x6 points doubles de 

O, jouit  des propri~t4s connues de la configuration de Kummer, propri~t6s que 

l'on peut  exprimer au moyen du symbolisme de M. HUMBERT, et qui d~coulent, 

de la propri4t~ fondamentale ~tablie, savoir que: 
A~r mathamatlca. 32. Imprim~ le .~2 mar~ 1909. 44 
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il y a 6 plans 
singuliers par 

ohaque point 

double. 

il y a 6 points 

doubles sur 
chaque plan 

singulier. 

Ceci poe6, consid6rons la s6rie des surfaces du quatri6me ordre (de Kummer) 

dou6es de i6 points doubles. Cette s6rie est ~s et elle est irrdductible; ainsi 

toute surface q) d6pend exclusivement de trois modules. 
En supposant ce point bien 6tabli, il en r6sulte que route surface q} est une 

surface hyperelliptique de rang r ~ 2 et de diviseur ~ ~ I .  

Partant ,  si l'on se donne une surface du quatri6me ordre �9 dou6e de I6 

points doubles, il dolt 6tre possible de construire une surface de Jacobi F dent  

q) e s t  une transform6e rationnelle, et telle que les coordonn4es de see points 

s 'expriment par  celles des points de �9 h l'aide d 'une racine carr6e. 

Nous aliens montrer comment on peut  effectuer cette construction. Celh 

signifie que nous nous proposons le probl6me suivant:  

Etant donnde une sur[ace du quatri$me ordre �9 do'age de 16 points doubles 
et par consdquent aussi de 16 plans tangents suivant des coniques (points et plans 
/ormant la con/iguration de Kummer), il s'agit d'exprimer lee coordonndes des points 
de �9 par des /onctions 0 de deux param$tres. 

Ce probl~me peut  6tre r6solu par  le proc6d6 qui suit. 
Soit 

O(xx, z~, z~, z , )  = o 

l '6quation homog6ne de la surface donn6e. 

Consid6rons une forme alg6brique 

I(:~,, x2, z,, z,) 

de degr6 pair 2n, que nous aliens d6terminer dane la suite, et construisons dane 

l'espace ~ 4 dimensions (Yl Y2Y.~Y~ Ys) la surface F qui est ddfinie par 

y , = x ? ,  y~=x?-lx~, y3=z~-~z, ,  y , = ~ - ~ x ~ ,  y ~ V ] .  

Cette sur/ace est repr6sent~e sur la sur/ace double q); la courbe de diramation 
est donn6e par /----o; toutefois il faut  retrancher de l 'intersection de / = o ,  

�9 == o, lee parties qui comptent  doubles. 
Nous tgcherons de d6terminer i t de fa9on que la surface double q)ne poss6de 

d'autres points de diramation que ses I6 points doubles, et nous montrerons 

qu'en ce cas la surface av est une surface hyperelliptique de rang i {ainsi donc, 

d'apr6s nos hypoth6ses, une surface de Jaeobi). 
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II y a lieu de supposer d'abord clue / ne renferme pas comme facteur une 

forme alg6brique des x ~ une puissance sup~rieure ~ la premiere. 

Ceci pos6 consid6rons l'intersection de ] = o, �9 ~ o: 

I) Si parmi les composantes de cette courbes il y e n  a une compt~e 2s 

lois, cette composante ne fait pas partie de la courbe de diramation; s'il y a une 

composante compt6e 2s + i fois, celle-ci doit 6tre compt6e comme si elle 6tait 

simple. 

2) Si / -~  o renferme un point double, O, de O, ct si toute droite du c6ne 

tangent par 0 a, en 0 ,  8 intersections avec ~ ~ o, il arrive que le domaine du 

point O sur q} dolt 6tre regard6 comme une courbe de diramation infiniment 

petite de O, lorsque s est impair; au contraire s i s  est pair, ce m6me domaine ne 

eonstitue pas une courbe de diramation de O. 

Cette remarque se ram~ne k la premiere en effectuant une transformation 

birationnelle de l'espace (x), de fa~on que le point O soit transform6 en une courbe. 

3) La surface F peut ~tre r6ductible en deux parties dont chacune soit 

repr6sent6e simplement sur O. En ce cas fl n 'y  a pas des points de diramation 

sur la surface double q). 

Ceci pos6, rappelons les propri6t6s de la configuration de Kummer appar- 

tenant  h q). On sait qu'il y a des t6tra~dres de Rosenhaim se composant de 

4 plans tangents suivant des coniques, qui renferment dans leur ensemble les i6 

points doubles de la surface. 

On peut supposer d'avoir pris un t6tra~dre de Rosenhaim comme t6tra~dre 

fondamental 

soit 

P o s o n s  

pour le syst~me des coordonn6es auxquelles nous nous rapportons, 

/ ~--- X t X= X s X~ 

et consid~rons la surface F ddfinie par los 6quations 

(3) y,=x~, Y2=x2x~, Ys~X3x~, y , ~ x , x ,  Ys=V/" 

Comme / ~  o est tangent ~ O suivant les 4 r situ~es dans les plans 

�9 t ~ - O ~  X~ ~-- O ,  ~g3 ~--- O,  X 4 ~ O ,  

on voit que ces coniques ne sont pas des courbes de diramation de la surface 

double ~ ,  leurs points 6rant des points critiques apparents. 

Au contraire ~ ~ o a en chaque point double de q) une multiplicitd i ou 3, 

et n 'a aucun contact particulier avec les droites du cSne tangent ~ ~)en  ce 
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point; ainsi donc le domaine de tout  point double de q) dolt ~tre regard~ comme 

une eourbe de diramation infiniment petite. 

I1 s'ensuit d 'abord que la surface F d~crite par le point (g) est irr~ductible. 

Evaluons les genres de F .  

D'abord on aura 

Pg ~ P2 ~ Ps . . . .  I; 

c'est 1s une eons6quence imm6diate de ce qu 'aux sections planes de q} corres- 

pondent  sur F des courbes de genre 5 se coupant deux ~ deux suivant de groupes 

eanouiques de 8 points. Aux courbes de diramation infiniment petites constitu6es 

par les domaines des points doubles de q), r6pondrons sur la surface F ,  ou sur une 

transform6e de eelle-ci, des points simples ou des eourbes exceptionnelles. 1 

Pour  caleuler ]e genre num~rique p~ de F, nous consid~rerons l ' invariant 

de ZEUTHEN-SEORE 

off (~tant P~ ~ I) le genre lin~aire 

La valeur de cet invairant  pourra ~trO d~duite de celle qui appart ient  h 

l ' invariant analogue de q), qui est 
I r ~ 20. 

On sMt que l ' invariant I ~ peut  6tre dvalu~ de la fa~on suivante: 

Consid~rons un faisceau de sections planes C de la surface O. Elles sont 

de genre ~7: ~ 3 et il y a n ~ 4  points-base, par tan t  

d~signe iei le nombre des courbes C douses d 'un point double, mais les sections 

planes C qui passent par  un point double de �9 comptent  deux lois dans ce 

nombre. 

Ainsi on a / 
J ~  2 .  I6 + r 

oh d ~ - 4  est  la classe de la surface, et  on retrouve la valeur de T:  

1~ ~-~ 20. 

AUX courbes C correspondent sur F des courbes K de g e n r e / / ~  5; formant  

1 Autrement ces courbes seraient des courbes canoniques proprement dites (ENRIqUES ~Ri- 
cerche di Geometria sulle superficie algebriche, Accad. Torino Mem. I593, VI) tandis que F 
ne renferme pas de relies courbes (Pi~= i). 
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un faisceau qui a N = 8 points-base. On aura  

I = g - - N - - 4 H = g - - 2 8  , 

off g d6signe le nombre  des courbes K de notre  faisceau qui sent  dou6es d 'un  

point  double. 

Or, parmi ces courbes K ,  il y e n  a d ' abord  sr = 4 dou6es chaeune de 2 points 

doubles, eorrespondant  au point  double de ]a courbe homologue C; en second 

lieu il y a i6 K correspondant  aux C qui passent  par  les points doubles de O, 

et  dou6es chacune d 'un  point  double tomban t  en un point  simple de F (ou d 'une  

surface transform6e de celle-ci). Il s 'ensuit  

J = 2 . 4 +  1 6 = 2 4  
I - - - - - -4  (=~ ~2pa + 8) 

Pa = - -  I .  

On conolfit que la surface F ,  a y a n t  les genres 

p = = - - z ,  P o = P , = z ,  

est une surface hyperel l ipt ique de rang z (n. 26). 

Ainsi notre  probl~me se t rouve r6solu, au moins th6oriquement.  En effet 

il est ais6 d 'expr imer  les coordonn6es des points de �9 en renversant  les formules 

(3), ee qui se fai t  ra t ionnel lement ;  en suite il faudra  eonstruire les deux int6grales 

simples de premiere esp~ee u ,  v attach6es ~ F ;  ]es coordonn6es des points  de �9 

seront  des fonctions hypereIIiptiques de u,  v. 

50. S u r / a c e s  h y p e r e l l i p t i q u e s  de  d i v i s e u r  ~ > z. Passons ma in tenan t  aux  sur- 

faces hyperell iptiques r6guli~res de rang r = 2 et  de diviseur d > z. 

Touts  surface �9 de cette esp~ce correspond ~ une involut ion I2 sur une 

surface hyperell ipt ique de rang z et de diviseur ~. 

L ' involut ion  Iz est engendr6e par  une t ransformat ion  de i re esp~ce: 

u + u'~_). 

V + V t ~ ,it, 
par  rappor t  aux p6riodes 

o g h 

1 g, .  

Par  eons6quent on a, comme pour  ~ = i ,  16 points de coincidence de 12 qui 

tombent  en les points  
Z ........ + ~ol !L_+t~,~. (teL, to~ p6riodes 

' i u l t  6 ) 2 2 S m a n  e s  
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Or il y a sur F0 un syst~me ~2 de eourbes C0 de genre _% dou~es de 6 - - i  
points doubles, se coupant deux ~ deux en 26 points. Ce syst~me est invariant 

par rapport  ~ toute involution 12 de i TM esp~ce. 

Aux couples de courbes Co conjugu~es par rapport  h 12, correspondent, sur 

une surface q) image de 12, des eourbes de genre 2, se coupant deux h deux 

en 4c~ points et doudes de 2 6 - - I  points doubles. La surface �9 ~tant r~guli~re, 

ces courbes seront renferm~es duns un m~me syst~me lin~aire oo2~+1 de genre 

26 + i et de degr6 46. 

On peut  supposer que (9 soit transform~e en une surface de l'espace Sz0+~ 
de telle fa~on que ses sections hyperplanes soient les courbes de genre 2 que nous 
venons de nommer. 

Alors �9 sera une surface d'ordre 46, dent  les sections hyperplanes sent des 

courbes canoniques; elle aura r6 points doubles correspondant aux i6 points de 

cofncidence de 12 sur Fo. 

I1 y aura en outre I6 hyperplans singuliers touehant  �9 suivant des courbes 

rationnelles normales d'ordre 26; ces hyperplans correspondent aux I6 courbes 

C0 qui sent transform6es en elles-m~mes par 12. 

Les points et les hyperplans singuliers de la surface q) en S~+I formeront 

unc configuration qui pourra 6tre repr6sent6e par le m6me symbolisme de M. 

HUMB~aT, que nous avons adopt6 pour la configuration de Kummer. Ce sym- 
bolisme exprime en effet les propri6t6s fondamentales suivantes: tout  hyperplan 

singulier renferme 6 points doubles, deux hyperplans ont communs (outre que 

6 - -  r points simples de la surface) deux points doubles et eorrelativement. A e e  

symbolisme on est aussi amend par la repr6sentation param6trique de la surface. 

C'est ce qu'on exprimera en disant que ces points et ces byperplans ferment une 

con/iguration semblable ~ celle de Kummer.  

Ainsi nous pourrons 6noncer le th6or~me suivant:  

Toute sur/ace hyperelliptique rgguli~re de rang r = 2 et de diviseur 6 > I peut 

~tre trans/ormde en une sur[ace d'ordre 46 (i sections de genre 26 + i en 82~+1, ~ur- 

/ace possddant 16 points doubles et 16 hyperplans singuliers qui la touchent suivant 

des courbe8 rationnelles normales d'ordre 26; ces 16 points et ees 16 hyperplans sin- 

guliers ]orment une con/iguration semblable ~celle de Kummer pour 6 = I. C'est 

pourquoi on dira aussi que O est une sur/ace de Kummer ggngralisde. 

Remarque.  I1 est ais~ de reeonnaltre que pour 6 > x la surface q) ne d4g~- 
n~re pas en une surface double, m~me duns le cas auquel donne naissance une 

courbe de genre 2 r~ductible. 

51. La sur/ace hyperelliptique d'ordre 46 en S,~+l caract~'isde par ses point~ 

et ses hyperplans singuliers. Nous venons de prouver que toute surface hyperel- 



M~moire sur les surfaces hyperelliptiques. 351 

Iiptique rdguli~re de rang r ~ 2 et de diviseur $ > I peut  etre transformde on 

une surface d'ordre 4 b' de $20+1, doude de i6 points doubles et de i6 hyperplans 

singuliers, qui touchent la surface suivant des courbes rationnelles d'ordre 2~ for- 

mant une configuration semblable /t celle de Kummer. 

I1 y a lieu d'dtablir la proposition rdciproque suivante, qui est d'ailleurs 
analogue k celle que nous avons 6tablie pour ~ ~ I.  

Toute sur]ace q)4o d'ordre 45 en S~+1, douge de 16 points doubles et de 16 
hyperplans singuliers ]ormant une con/iguration semblable ~'t celle de Kummer, est 
une sur/ace hyperelliptique de rang 2 et de diviseur ~. 

I1 suffit de rdp6ter iei la ddmonstration que nous avons ddveloppde pour 

$ = I.  On construira ainsi une surface F reprdsentde sur O4~ compt6e deux fois, 

oh il y aura I5 points de diramation qui tomberont  en les i6 points doubles; il 

s 'ensuivra que la surface F aura le genre gdomdtrique pg = i e t  le genre num6ri- 

que p , - ~ -  i .  Comme il n 'y aura pas d'ailleurs des courbes plurieanoniques, F 

sera une surface hyperelliptique de rang I (n. i6). Quant h son diviseur il est 
aisd de reeonnaltre qu'il aura la valeur d, ou tout  au moins qu'il sera < 5. 

La surface hyperelliptique O4~ peut  ~tre caractdrisde aussi d 'une autre fa9on 

remarquable. Rappelons d 'abord que le syst6me lindaire des sections hyper- 

planes de ~4~ correspond k un systbme lin6aire de F0 auquel appartiennent les 

couples de courbes C~ + C'~ conjugudes par rapport  h l 'invotution I~, systbme 
qu'on peut  d6signer par ]C0 + C'~]. 

Or ce systbme est renferm6 dans un syst~me lin6aire complet 12 Ca] qui a la 

dimension 4 5 - -  i .  

On peut  supposer que le syst6me 12C~[ soit ddcoupd sur F0 par les hyper- 
plans d 'un espace S~0-~. Alors l 'involution I~ sera engendrde par une homographic 

de eet espace, homographie qui laisse invariant la surface F~. 

Parmi les byperplans de S~0_~, il y e n  a ~ + ~  ddcoupant sur F~ les courbes 

du systbme ]Ca + C'01; ce sont des hyperplans doubles pour notre homographie 

involutoire. I1 y aura done une seeonde s6rie ~ - ~  de hyperplans doubles cou- 

pant  sur F0 ~.0-a courbes unies par  rapport  ~ 12. 

Ces ~ 0 - ,  eourbes unies forment un syst6me lindaire qui a i6 points-base, 
tombant  en les x6 points doubles de I~. 

En eorrespondance ~ ces eourbes on a sur q)~0 un syst6me lindaire de eourbes 

passant par les z6 points doubles de la surface, et telles que compt6es deux fois 

appartiennent au syst~me complet double de celui qui est d6coup6 par les 
hyperplans. En se rappelant que ce syst6me double est d6coup6 tout entier 

par les quadriques de S~+~, ~ on volt que les courbes nomm6es ci-dessus sont 

Cfr. E~RxQvss JRicerche .... I. c. (w V, 5.) 



352 Federigo Enriques et Francesco Severl. 

des courbes de contact de ~2~-~ quadriques passant par los i6 points doubles 

de la surface. 

Ainsi donc: 

Toute sur/ace hyperelliptique 04~ de S~+1 (~> i) poss~de ~ - 3  quadriques 
passant par ses 16 points doubles, qu i la  touchent suivant une courbe d'ordre 4 ~. 

Rdciproquement toute sur/ace d'ordre 4 ~ de S~o+1 ~ sections de genre 2~ + i,  
possgdant 16 points doubles et une quadrique tangente suivant une courbe d'ordre 4(~' 

qui passe par ces points, est une sur/ace hypereUiptique. 
En effet en d6signant par xi(i = i ,  2, . . . 2 ~ + 2) les coordonn6es homog~nes 

des points de la surface, et ~tant / ( x l ) ~  o l'~quation de la quadrique eonsid~r~e, 

on voit que la surface 

yl = xi, Y2~+3 =V]  

est une surface hyperelliptique de rang i 

( p a = - -  I, pg--~-- P , - -  I). 

Maintenant une question se pose: l'existence de quadriques tangentes qui 

passent par les i5 points doubles de la surface O4~, ne serait-elle une consequence 

de ce que la surface poss~de i6 points doubles? 

S'il c n e s t  ainsi les surfaces hyperelliptiques q)4~(p, = Pa -- P2 = I) seraient 

caract6ris~es tout  simplement par la propri~t~ d'avoir I6 points doubles, ainsi 

que cel~ arrive pour ~ = I. 

Nous croyons qu'on doit r~pondre par l 'affirmative s la demande posse 

dessus. Cependant pour ~abl i r  ce beau th~or~me, il faudrait  pouvoir calculer en 

g~n6ral le nombre des modules dont d~pendent les diffdrentes familles de surfaces 

de genres p,  = pg = P~ = I ,  familles quise  distinguent d'apr~s la valeur d 'un entier. ~ 

Or c'est l~ une question d~licate qui demeure en suspens. 

Par tant  nous nous bornerons s remarquer que: 
Toutc sur/ace d'ordre 8 de S~, ayant les sections hyperplanes de genre 5, et 

possddant 16 points doubles, est une sur]ace hyperelliptique. 
C'est ce qui d~coule d'un compte de modules, qui se fait ici d'une fa~on 

imm4diate. En effet les surfaces d'ordre 8 dont i! est question, sont ehacnne 

intersection complete de trois quadriques, c'est-A-dire surfaces-base d'un r~seau; un 

tel r~seau d~pend de 19 invariants (modules de ]a surface-base) ; x5 points doubles 

entralnent  autant  de conditions, ce qui r~duit s 3 le nombre des modules. 

52. Sur/aces hyperelliptiques du quatri~me ordre (r > i).  Les surfaces hyperel- 

liptiques r~guli~res de rang r = 2 et de diviseur ~ > x ont ~t4 l'objet de plusieurs 

1 Cfr .  ENRIQUES ~ R i c e r c h e  . . . . .  1. c. (w I I I ,  6.) 
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Notes  et d 'un  M4moire de M. TRAYSARI), ~ qui en se pla~ant dans les premiers 

cas $ ~ 2, 3, 4, a 4tudi4 n o t a m m e n t  les surfaces d 'ordre  4 que l 'on obt ien t  par  

pro jec t ion  des surfaces ~4~ consid~r~es ci-dessus. 

D 'au t res  remarques  concernan t  ces m~mes surfaces ont  ~t6 faites pa r  M. 

R ~ I Y ,  ~ qui en part icul ier  a rencontr4  toute  une s~rie d4nombrable  de surfaces 

hypere l l ip t iques  de diviseur  ~ > ~, se r amenan t  h des surfaces d 'o rd re  4 dou6es 

de ~5 points  doubles. 

A no t re  poin t  de vue la quest ion de d4terminer  ]es surfaces hyperel l ip t iques  

du  quat r i~me ordre  (de rang r = 2 et  de diviseur ~ > 0,  peu t  ~tre t rai t6e de la 

fa~on suivante .  

I1 s 'agit  de d6terminer  les types  p ro j ec t ivemen t  dis t incts  de surfaces du 

quatr i~me ordre,  qui r4sultent  d 'une  t r ans fo rmat ion  birationnelle,  en p a r t a n t  d 'une  

surface donn6e O~.  

Or le syst~me lin6aire t r ans fo rman t  pour ra  ~tre d~coup6 sur q)~ pa r  des 

vari4~4s d 'un  cer ta in  ordre  y, se compor t an t  dans les ~6 points  doubles de la surface 

comme si ceux-ci 6talent  des points  mult iples d 'ordre  x ~ ( i - - ~ , . . .  ~6). La  dimen- 

sion d 'un  tel  sys t4me est 

2b'y -~ + ~ --~x-~:, 

et  son degr6 est 

46ye - -  2~x~-i; 

en ~galant ce degr6 ~ 4, ou la dimension h 3, on tombe  sur [ '~quation ar i thm6t ique  

2(~y2-- 2~x~i ~ 2. 

On peu t  avoir  aussi d ' au t res  surfaces du quat r i~me ordre  t ransform6es de 

O4~, qui  ne sont  pas obtenues  pa r  un syst~me t r ans fo rman t  mult iple du syst~me 

des sections hyperp lanes  de 04~, tel que le syst~me que nous venons de consid6rer. 

En  tous cas, en rappe lan t  le th40r~me du n. 27 concernan t  les surfaces de 

Picard,  il est  ais6 de r econna i t r e  que, si les modules sont arbi t raires ,  le syst~me 

d6coup6 sur ]a surface du  quat r i~me ordre  par  les quadriques,  sera repr6sent6 

sur q)4~ pa r  un syst~me d6coup6 par  des vari4t4s a y a n t  dans les points  doubles une 

cer ta ine  multiplicit6,  e t  n ' a y a n t  d'ailleurs des courbes-base. 

Ainsi donc on tombe  sur la discussion ar i thm4t ique  de l '4quation 

2 ~y'-'-- 2~x~ ~ 8. 

I Comptes rendus: I9o4, I p. 339, II p. 718: I9oi, I p. 218, 931. Annales do l'l~colo 
normale I9o7, pg. 77- 

' Comptes rendus: 19o6 , I p. 768, I I p .  767. Bulletin de la Soc. ~Iath. de France: I9o7, p. 53. 
Acta mathematica. 32. Imprim6 le 5 aoilt 1909. 45 
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La question de ddterminer routes les s~r/aces hyperelliptiques du quatri~me ordre 

de diviseur d > i ,  clans le cas de modules arbitraires, se ra~n~ne h la discussion de 

cette dquation de Pell gdndralisge. II /aut rzdanmoins lenir compte de certaines 

indgalitds qui expriment l'irr~ductibilit~ du syst~me transformant considerS, et 

qui, dans un cas particulier, ont ~t~ ~tudi~es de pros par M. Remy. 

53. Quelques remarques au su]et du probl~me qui a pour ob]et de reeonnaltre 

si une sur/ace donnde est hyperelliptique. Soit une famille de surfaces alg~briques 

d@endant  de trois modules; si ees surfaces sont hyperelliptiques de rang r >  r, 

elles seront des surfaces r~guli~res de rang r ~ 2, birationnellement identiques h 

des surfaces de Kummer g4n6ralis~es, c'est-'~-dire, s des 046 pour une valeur 

convenable de d. 

Ainsi done la question de recon~aitre si une sur/ace donnde (d@endant de trois 

modules) est hyperelliptique de rang r> i,  se ram~ne ~ celle de reconua~tre l'identitd 

birationnelle de notre sur/ace avec un type de sur/aces, qui vient caractdrisg ~ u n  point 

de vue invariant par l'existence d'un certain groupe de courbes (le groupe qui cor- 

respond h celui des points doubles et des courbes de contact des hyperplans 
singuliers de 04~). 

Partant,  apr~s avoir reconnu que les genres de la surface donn6e sont tous 

~gaux ~ i ( p ~ p g ~ P ~ i ) ,  il s'agira d'exprimer que la surface renferme un 

certain groupe de courbes rationnelles (de degr~--2) .  

Or d'apr~s un th~or~me de M. SEV~RI, qu'il a r~cemment complete, routes 

les eourbes appartenant ~ une surface r~guli~re, peuvent  ~tre obtenues par  addi- 

tion et soustraction en partant  d 'un nombre fini de syst~mes lin~aires. Par ce 

proc~d~ la question posse se ram~ne ~ la discussion arithm~tique d'un syst~me 

d' dquations quadratiques. 

Ces remarques suffisent h montrer quel est en g~n~ral le caract~re du pro- 

blgme qui a pour objet  de reconnaitre si une surface donn6e est hyperelliptique 

de rang r > i .  On serait amen~, toujours s des discussions analogues, dansle  cas 

de surfaces r~guligres correspondant s des O dont les modules satisfont h des 

relations particuli~res. 

Lorsqu'il s'agit de surfaces irr~guli~res, la question devient beaucoup plus 

simple et, comme nous aurons lieu de le montrer, on arrive ~ d~finir les surfaces 

hyperelliptiques irreguli~res par les valeurs de certains caract~res invariants. 
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VI. Surfaces hyperel l ipt iques irr6guli~res de rang r >  L 

54. D'apr6s  les nn. 31, 36 tou te  surface hyperel l ip t ique irr6guli~re de rang 

r > I, cst  une surface ell iptique de genres 

p g ~ O ,  ~Oa = - -  I 

renfe rmant  deux faisceaux de courbes  elliptiques. 

Le th6or6me fondamenta l  que nous avons  6tabli au  n. 44, pe rmet  de d6- 

te rminer  toutes  les familles b i ra t ionnel lement  dis t inctes  de surfaces hyperel l ip-  

t iques irr6guli6res, et cc t te  analyse,  en laquelle nous avons 6t6 pr6ced6s pa r  

MI~. BAGNERA et DE FRAZqOHIS, am6ne ~ t r o u v e r  toutes  les surfaces ell iptiques 

r en fe rman t  deux  faisceaux de courbes elliptiques. 

De no t r e  c6t6, et  d 'une  fa~on ind6pendante  de ces recherches,  nous avons  

6tab]i la classification des surfaces hyperel l ip t iques  irr6guli~res en t~chan t  de 

d6mont re r  d i rec tement  la r6ciproque de la proposi t ion d u n .  36; il s 'ensui t  que 

les surfaces hypere] l ipt iques  irr6guli6res cor respondent  aux  valeurs  

r = 2 , 3 , 4 , 6  

du rang r, et  qu'elles peuven t  6ire d6finies d 'apr~s  les valeurs  de leurs plurigenres. 

On a ainsi le th6or6me fondamenta l  suivant .  

Tou te  surface de genre ar i thm6t ique  p~ = -  I e t  d e n t  le genre e t ] e s  pluri-  

genres g6om6triques ont  les valeurs  o, i ,  est une surface hyperel l ipt ique.  Le 

tableau des familles diff6rentes cor respondantes  ~ ces hypotheses ,  se t r o u v e ra  in- 

diqu6 en d6tail  au n. 57. 

55. Rappel de quelques notions concernant les sur/aces elliptiques. I1 fau t  

rappeler  d ' abord  quelques propri6t6s des surfaces ell iptiques de genre pg == 0.1 

Il y a sur tou te  surface de cet te  famille un faisceau elliptique de courbes 

C de genre zr > o, et  un  faisceau ra t ionnel  de courbes elliptiques K;  une  courbe  

C et  une courbe  K se coupen t  en un  cer ta in  nombre  n de points,  e t  ee nombre  

vient  appel6 le ddterminant de la surface. Nous  consid6rerons en par t icul ier  le 

cas Jv ~ i ,  qui nous interesse ici. 

Tou te  surface ell iptique de genre pg ~ o e t  de d6 te rminant  n,  peu t  6tre  re- 

pr6sent6e sur un  eyl indre  elliptique, mult iple  su ivant  le nombre  n,  

(x, y) ~ o; 

Cfr. E~Rm~Es, Rendicontt del circolo mat. di Palermo, I~5. 
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il y aura  aur ~ une courbe de d i ramat ion  form~e par  lea courbea 

z ~ a i ,  z ~ a 2 , . . ,  z ~ a t ,  

eompter respectivement suivant  les ordres 

81)  8 2) �9 �9 �9 8 t .  

Si la surface elliptique doit  renfermer un faisceau elliptique de courbes C 

de genre i ,  on aura  
i = t  

~ S i - - I  
~ 2, 

i~ l  

et par suite l 'on tombera n6cessairement aur un des caa suivants :  

a) t = 4 ,  8 1 ~ 8 2 ~ 8 3 ~ 8 4 ~ 2  , n = 2 ~  

(d &an t  un entier ?e priori quelconque). 

La  surface ainsi d6finie d6pend de deux )nodules c'est-h-dire du module de 

et du rappor t  anharmonique  (a~ as as a4). Les valeurs de aes genres et de ses 

plurigenrea aont donn6ea par la formule de E~mc~l:v.s (1. e. w 8): 

t 
P,,, = I -]- m (t -- 2) -- ~ qi, 

i= l  

ot~ qi eat un entier sat isfaisant  aux condit ions 

m m 
- - <  q i<  + i  
8 i - -  8// 

et ot~ l 'on prend P m =  o lorsque le second membre de la formule r6aulte n6gatif. 

On obt ient  ainsi 
~ a = - - I ,  P 2 i + 1 ~ o ,  P 2 i = = I .  

R&iproquement  eea valeurs auffisent h earacteriser lea surfaces elliptiques dont  

il s 'agit. I1 suffit  m~me de savoir que 

P a  = - -  I ,  p g  = O,  P2 ---- P(  = I.  

En effet &an t  p ~ = - - I ,  pg = o, on a une surface elliptique dont  lea plurigenrea 

peuvent  &re calcul6a d 'apr~s la formule cit~c d 'Enriquea.  Or si P2 = t - - 3  = I ,  

il suit t = 4 ;  et si P~ = I ,  6 tant  s i >  2, il suit  

b) 
8 t ~ 8 ~ 8  s ~ 8  4 ~  2 .  

t =  3, s ~ = s 2 = s a = 3 ,  n = 3 ~ .  
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La  surface ainsi d6finie d6pend d 'un  module,  c 'est-h-dire du  module  de ep 

(les courbes C sen t  en ce cas 6quianharmoniques) .  

On a 

p a ~ - - I ,  P 3 i + z  = P ~ i + 2  = o ,  P 3 i =  I .  

Ces valeurs  des invar ian ts  suffisent  g caracter iser  les surfaces d e n t  il est 

question.  I1 suffit  m~me que l 'on air 

p ~ = - - I ,  P , = I ,  Ps-----o, 

ear  d 'apr~s ]a formule  habi tuel le  on en d6dui t  t ~ 81 = s2 = s~-~ 3. 

c) t ~ 3 ,  8 1 = 2 ,  s 2 = s ~ = 4 ,  n = 4 ~ .  

La  surface ainsi d6finio ~ r en fe rman t  un  faisceau de eourbes ha rmoniques  

C - -  d6pend d ' un  module.  On a 

~a=--I, P4~+l=P41+2=P4i+3=o, P4 i=I .  

Ces valeurs  des invar iants  suffisent  s earacter iser  les surfaces ell iptiques 

den t  il est quest ion.  I1 suffi t  m~me que l 'on ai t  

d) 
p a = - - I ,  P ~ = P t 0 = o ,  P ~ = I .  

t = 3 ,  s 1 = 2 ,  s2-----3, s 3 = 6 ,  n = 6 ~ .  

La  surface ainsi d6finie - -  r en f e rm an t  comme dans le cas b) un  faisceau de 

eourbes 6quianharmoniques  - -  d6pend aussi d 'un  module.  On a 

pa ~ - -  I ,  P 6 1 + l  = P 8 i + 2  . . . . .  e e i + 5  : o ,  P e t  = I .  

Ces valeurs  des invar ian ts  carac ter i sent  les surfaces ell iptiques d e n t  il s 'agit.  

I1 suffit  m6me que l 'on air:  

i o ~ = - - i ,  P ~ = P 3 = P 1 4 = o ,  P 6 = I -  

Dans  ce cas la discussion re la t ive  est peut-fi tre moins simple et  par  suite 

nous l 'exposons ici br i~vement .  

]~tant P2 = o e t  pa r  suite pa = o, il s 'agit  d 'une  surface elliptique. La  re- 

lat ion P2 = o a m i n e  t = 3, tandis  que la re la t ion Pe = x donne  

a) s~>3 ( i = z ,  2,3) 
ou 

#) sl = 2, s~ > 3, a, > 6. 
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Ceci pos6, remarquons que P~ ~ o, car s'il 6tait P4 > o, 6tant P6 ~ - i ,  on aurait 

P= = i .  La relation P~ = o jointe aux a) fl), donne respectivement. 

a r) 8 1 = 8 2 = 8 a = 3 ,  o u  arr) 8 1 - 8 ~ = 3 ,  8~>4, 

fl') sl-----2, s 2 = 3 ,  a3 > 6 .  

Comme les valeurs d) a ')  donnent />3 ~ - i ,  la relation P3 = o rend possible 

seulement l 'hypoth~se fir). Enfin la relation P14 = o nous montre qu'fl doit ~tre 

8 s = 6. 

56. Construciion d'une sur/ace de Picard repr~sentde sur une ,ur/ace elliptique 
multiple ren/ermant deux /aisceaux de courbes elliptiques. Soit q)(x,y,z)-~ o l'~qua- 

tion d'une surface elliptique d'ordre m -  douse de singularit6s o r d i n a i r e s -  

appartenant  h un des types a) b) c) d) envisages au n. prSc., et soit X(x ,y , z )=o  
l '6quation de la surface r-adjointe d'ordre r (m--4)  attach~e ~ O, oil r ( ~ 2 ,  
3, 4, 6) est l'indiee du premier plurigenre diff6rent de z6ro. 

Envisageons la surface F repr6sent6e par les 6quations 

~ o ( z , y , z ) ~ o ,  
( i )  I u~ = X ( x , y , z ) ,  

x, y,z,u 6rant les coordonn6es d 'un point d 'un espace k quatre dimensions. Nous 

prouverons que les courbes coup6es sur F par les hyperplans paraU~les s la 

droite u, sont des courbes irrdductibles se coupant deux ~ deux suivant des groupes 

canoniques. 
Ce r6sultat 6tant 6tabli, on aura s consid~rer une correspondance (I, r )en t re  

les surfaces irr6ductibles O, F ;  dans cette correspondance il n 'y  a p a s  de points 

de coincidence, car la X ~ - o  ne coupe la O =  o hors de la ]igae double de O, 

et par suite sur la surface le radical l fX (x,y,z) ne pr6sente aueun point de dira- 
mation e//ective. D'apr~s une formule de M. SEVErn ~ on pourra pourtant  cal- 

culer le genre num6rique p~ de F;  on trouve ainsi pa-~- - I .  Comme la F 

vient renfermer des courbes pluricanoniques d'ordre z 6 r o -  transform6es des 

courbes plurieanoniques de @ - -  elle sera ou bien une surface elliptique de genre 

Pa = o, ou bien une surface ayant  les genres Pa = z, Pa = - - z  et ]a courbe cano- 

nique d'ordre z6ro. La premiere hypoth~se s'~carte tout  de suite en se rappelant 

que F renferme un syst~me lin6aire dont la s6ric caract6ristique est canonique; 

on en d~duit que F est une surface hyperelliptique de rang i, e'est-~-dire une 

surface de Picard (ou de Jacobi). 

Rendiconti del R. Ist. Lombardo, (2), t. 3 6, I9o3. 
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D'apr6s la d6finition du rang, r ddsignera le rang de la surface hyperellip- 
tique O. 

I1 s'agit maintenant  d'dtablir que les sections hyperplanes de F, sont irrd- 

ductibles, e t  de ddterminer leurs mutuelles intersections. Soit z =  z0 un hyper- 

plan parall61e ~ la droite u et envisageons la courbe gauche F, qui est repr6sen- 

t6e par les 6quations: 

I O ( x , y ,  zo) ~ o ,  

{2) t u~ = X ( x , y ,  Zo). 

Consid~rons le faisceau IF  I coup~ sur le cylindre �9 (x,y,  zD ~-o  par le faisceau de 
surfaces 

u~ = ~ X (x,y ,  Zo). 

Pour ~ ~ o on obtient la courbe �9 (x,y, z0) = o, que nous d~signerons par C, 

compter r fois, et les g~n~ratrices h l'infini du cylindre, formant un groupe que 

nous d&ignerons par I ,  dont chacune doit ~tre compt~e r ( m - - 5 ) f o i s .  Pour 

= ~ on obtient le groupe H form6 par les couples de g~n~ratrices qui coinci- 

dent avec les g~n~ratrices doubles du cylindre, dont chacune dolt ~tre compt~e 

r fois. On en tire que les courbes 

(3) r C + r ( m - - 5 ) I ,  r H  

appart iennent totalement au faisceau IF  I. Comme ces courbes n'ont pas des 

parties communes, si le faisceau liP[ est rdductible, en vcrtu d'une proposition 

connue de MM. NOETHER et EsmQUES, toute courbe P sera composde par un 

certain nombre h ) I  de parties irrdductibles J ,  formant une involution d'ordre h 

dans un faisceau I J ] ;  celui-ci sera lin6aire puisque sur le cylindre on n 'a pas des 

faisceaux irrationnels diff6rents du faisccau des gdndratrices. Les courbes (3) 

donneront des dldments multiples de cette involution. I1 s'ensuit que r e s t  dgal 

un multiple hl  de h ( r =  hl ,  r > 1), et que les courbes IC + l ( m - - 5 ) I ,  I H  sont 
des courbes d .  

Pourtant  les groupes coupds par ces courbes sur une section plane C1 du 

cylindre seront dquivalents. Or la courbe IC + l ( m - - 5 ) I  coupe sur une C 1 un 

groupe dquivalent ~ la section sur C1 d'une courbe d'ordre l (m- -4 ) ,  et la courbe 

I H  rencontre C~ suivant les 2d couples coincidant dans les d points doubles de 

C~, s compter chacune l fois. On en tire aisd.ment que le multiple d'ordre 1 du 

groupe coup6 par une droite sur une section plane de notre surface O, est dqui- 

valent ~ un groupe /-canonique. 
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Cette conclusion est absurde, car le plurigenre Pt de �9 r6sulterait > o, tandis 

qu'on a suppos6 que Pr soit le premier plurigenre non nul. Par tant  h ~ I e t  les 

courbes (2) sent irr~ductibles. 

I1 nous reste ~ montrer que les plans parall~les h la droite u coupent sur 

la courbe F des groupes canoniques. La courbe F 6tant l'intersection complete 

d'une surface d'ordre m ,  O ( x , y ,  Z o ) ~ O ,  et d'une surface d'ordre r ( m - - 4 ) ,  

u r = X ( x , y , % ) ,  on pourra couper sur F ]a s6rie canonique au moyen des surfaces 

adjointes ~ F - -  d'ordre (r + i) ( m - -  4) ayant  la multiplicit6 sl + s~ - -  2 en 

tout  point sl-ple pour q ) =  o et s~-ple pour u r =  X (NOETHER). 
Pour plus de clart6 nous d6velopperons le raisonnement dans le cas de r ~ 2 .  

Colnme dans le sommet O~ du cylindre on a s l - - m ,  s 2 -  2 m - - l O ,  les sur- 

faces d'ordre 3 (m- -4 )  adjointes ~ F, auront en O~ un point multiple d'ordre 

3 ( m - - 4 )  et par suite elles seront des cylindres ayant  le sommet 0~. A tout 

point double de la courbe O(x,y, z0 )=o  correspond un point P quadruple par 

rapport  h F :  deux branches de F 6rant trac6es sur une nappe du cylindre et 

deux branches sur l'autre. On en tire que les cylindres adjoints h F doivent 

passer doublement par tout  point P, e'est-h-dire qu'ils doivent ~tre des cy]indres 

biadjoints au cylindre O. 

I1 est maintenant  n6cessaire de bien fixer le comportement de ces cylindres 

en O~. La courbe F passe par ce point a v e c l a  multiplicit6 2 r e ( m - - 5 )  et y 

poss~de m tangentes distinctes, qui sent les g~n6ratrices h l'infini du cylindre O. 

On voit ais6ment qu'en correspondance de chacune de ces tangentes, F poss~de 

un point 2 (m--5)-ple  et m - - 5  points doubles successifs, qui tombent en des 

points doubles de la surface u ~  X.  On en tire que les cylindres adjoints h F 

passent simplement par chacun de ces points, c'est-h-dire qu'en correspondance 

de chacune des m tangentes ils ont avec I" la multiplicit~ d'intersection 

2 (m - -  5) (3 m - -  II). 
Or les conditions d6finissant un eylindre adjoint ~ F, sent satisfaites en pre- 

nant  le cylindre form6 par X = o, par le plan h l'infini compt6 m - - 5  fois et 

par un plan passant par O| on en eonelut que ce plan coupe sur F u n  groupe 

canonique. 

Lorsque r prend une quelconque des valeurs restant (3, 4, 6) on volt ana- 
loguement qu'une surface d'ordre (r + i) (m- -4 )  adjointe ~ F, est form6e par le 

cylindre X ~  o, augment6 du plan h l'infini tempt6 m - - 5  lois et d 'un plan ar- 

bitraire passant par O~; et l 'on arrive en eons6quence ~ la m~me conclusion que 

ci-dessus. 

En nous r6sumant et en rappelant que les surfaces hyperelliptiques de rang 
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I s en t  caracter is6es pa r  les va leurs  pa = -  x, pg ~ P4 ~ i des i nva r i an t s  (n. 16), 

on peu t  ~noncer  le th~or~me su ivan t :  

Les conditions ngcessaires et su/]isantes pour qu'une sur/ace irrdguli~re q) soit 

hyperelliptique, peuvent ~tre exprim&s en disant r la sat]ace a l e  genre numgrique 

pa ~ -  I e t  que ses plurigenres Pi  (i ~ I ,  2 . . . .  ) prennent les vaIeurs o, I .  

En  dgsignant par r le rang de q), on a r = i ,  2, 3, 4, 6, et ces di[[~rents eas 

sent caractdris~s par les valeurs suivantes des genres et des plurigenres: 

----2, p g ~ o ,  P 2 = P ~ I  

~a=--I = 3 ,  P s = o ,  P3~---I 

~4, Po~P~o~o, P,~I 

~r~6, P2-----Ps =P~4~o, Pe~ I. I 

~7. D~lermination de la valeur du diviseur ~ appartenant aux sur]aces hyper- 

elliptiques irrdguli$res.-  Types des substitutions lindaires sur u, v qui correspondent 

ces s u r / a c e s . -  E n  nous a p p u y a n t  sur  le th6or~me 6tabli  au  n. pr6c. nous  

p o u v o n s  d6 te rmine r  a is6ment  tou tes  les classes dis t inctes  de surfaces hypere] l ip-  

t iques  irr6guli~res,  ce qui  r ev ien t  ~ calculer  les va leurs  qu ' on  p e u t  donne r  it ]eur 

d iv iseur  6. On r e t r o u v e r a  ainsi sous une au t r e  forme,  ]es r6sul ta ts  d ' une  classi- 

f i ca t ion  ~tablie d i r ec t emen t  p a r  MM. BAQZ~m~A e t  D~ FRAZ~'CmS. ~ 

D6signons p a r  ~ le d iv iseur  de ]a surface  hypere l l ip t ique  F de r ang  i ,  re- 

pr6sent6e,  d ' ap r~s  le n. pr6c. sur  la surface  r-pie ~ ,  de rang  r .  Aux deux  fais- 

ceaux  de courbes  el l ipt iques de q), co r r e sponden t  sur  F deux fa isceaux de courbes  

el l ipt iques,  c 'es t -s  qu ' f l  y a deux  int6grales elliptiques u, v at tach6es  ~ F .  

Les  groupes  de r po in t s  de 2'  c o r r e s p o n d a n t  aux  po in t s  de ~,  no p e u v e n t  

pas  6t re  ramen6s  en eux-mSmes  pa r  une  t r ans fo rma t ion  de 2 TM esp~ce do la 

surface,  car  a u t r e m e n t  on pou r r a i t  cons t ru i re  une au t re  surface  F de r ang  I 

repr6sent6e sur  la sur face  r~-ple q) (r ~ & a n t  un d iv iseur  de r), e t  eela de  far 

qu ' i l  n ' y  a i t  pa s  sur  �9 des  poin ts  de  d i ramat ion ,  de sor te  que  le p lur igenre  P,, 

de q), a u r a i t  la va leu r  P , , - ~  i ,  t and is  que P~ est  le p remie r  p]ur igenre non nul. 

On en t i re  que l ' involu t ion  /~ image de O, est  engendr6e sur  / '  p a r  un 

g roupe  G~ de t r ans fo rma t ions  b i ra t ionnel les  de F en e l le-m~me (n. 44), et  que 

le d iv iseur  de  �9 es t  6gal au  diviseur  6 de F.  

Les t r an s fo rm a t i ons  de G~ se ron t  repr6sent6es pa r  des subs t i tu t ions  de ]a 

forme 

1 Nous averts d~jA publi~ ce r~sultat dans les Atti della R. Acc. dei Lincei (s~ance du 5 
janvier I9o8). 

Atti della R. Acc. dei Lincei, 2i Avril I9o7; no 5. 
Acta mathematica. 32. Imprim~ le 5 aoflt 1909. 46 



362 Federigo Enriques et Francesco Severi. 

2.~i 2n~ 

(4) u ' ~ u + k ,  v ' = , , v ,  ( ~ - - i ,  e 3 ,  e 3 ,  i ) ,  

u ~ const . ,  v ~ const . ,  ~ tan t  les fa isceaux el l ipt iques de F qui  co r responden t  re- 

s p e c t i v e m e n t  au  fa isceau el l ipt ique e t  au faisceau ra t ionne l  de O. Il s ' ensui t  que 

G, est  un groupc  cycl ique (et l 'on  r e t rouve  ainsi que r =  2, 3, 4, 6). 

Quan t  k la cons tan te  k, elle dev ra  8tre  d~termin~e de faqon que rk ,  et non  

r ' k  (r'< r), soit  une p~riode de l ' in t~grale  el l ipt ique u;  a u t r e m e n t  G, r en fe rmera i t  

une t r a n s f o r m a t i o n  non ident ique 

u t ~ ?.i, ~ 'p t  ----- , l l  V 

et  il y au ra i t  la courbe  de coincidence v (p ~ x ) =  o, c 'es t -h-dire  que /~ serai t  

repr~sent~e pa r  une  r~gl~e. 

Ceci pos~ examinons  les diff~rents cas co r r e spondan t s  aux  va leurs  de r. 

P r e m i e r  eas :  r - - 2 .  Le  groupe  G~ est  engendr~ pa r  la subs t i tu t ion  

S) u ' ~ u + ~ ,  v ' ~ - - - v  

O ~tan t  une p6riode de l ' in t~grale  el l ipt ique u. On a pa r  sui te  sur  F ]a t rans -  

fo rma t ion  bira t ionnel le  

T)  u ' = u ,  v ' = - - v  

qui poss~de une courbe  de coincidence ( v ~  o). P o u r t a n t  sur t ou te  courbe  u 

const . ,  la T donne  une s~rie lin~aire gl douse  de 4 coincidences.  Comme  la 

courbe  de co inc idence  de la T e s t  compos4e  pa r  un  ce r ta in  n o m b r e  y de  courbes  

v ~ const .  - -  p a r m i  lesquelles l a v  = o - -  en d ~ i g n a n t  pa r  x le n o m b r e  des in- 

tersect ions  de deux  eourbes  u ~ const ,  v = eonst . ,  nous aurons  n$cessa i rement  

e t  p a r  sui te  

x ~ I ,  Y = 4 ;  

x y  ~ 4 

x = 2 ,  y = 2 ;  x ~ 4 ,  y = z .  

a) x ~ i ,  y ~ 4. La  surface F est  alors la surface  de Jacob i  qui cor respond  

s une  courbe  de genre  deux  d~compos~e en deux  courbes  elliptiques, e t  p a r  con-  

s~quent  on a l e  t ab leau  des p~riodes 

u i o g o 

v o z o g r .  

Ef fec t i vem en t  dans  ce cas la subs t i tu t ion  
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Ut .~ .  U -]- I Ut ~ 
~ j  ~ V  

engendre  sur F une  involut ion  repr6sent6e par  une  surface ell iptique a y a n t  

b) x ~ y ~ 2 .  On a sur  P deux  faiseeaux d e n t  les courbes se coupen t  on 

deux  points.  D6mont rons  que la F a l e  diviseur  z. Soit en effet  

u (01 (.oz (03 s 

v 0 L 02 O~ 04 

le tab leau  des pdriodes normales  des int~grales u, v, les indices i ,  3 e t  2, 4 6 ten t  

associ6s. 

L ' invo lu t ion  J2 engendr6e sur F e n  coupan t  deux  /~ deux  les courbes des 

deux  faisceaux, sere repr6sent6e par  une subs t i tu t ion  de 2 m' esp~ce de la forme 

"t{ ~ u + (0_L, V r ~ V + 01 
- - 3  

2 2 

car  le premier  couple ((01 01) des p6riodes normales peu t  6tre ehoisi a rb i t ra i rement .  

Comme J2 est ident ique  ~ une surface de diviseur I - -  la surface des couples de 

points  de deux courbes clliptiques - -  on pour ra  conelure que le tableau 

0 )  1 
- -  (0 2 {o 3 s 4 

2 

O~ 02 03 04 
2 

doit  se r appo r t e r  ~ une surface de diviseur  I, et  pa r  suite que  

(01 0 - -  ~ O~ ~ ~ -  + (0~0~--(0~0~ = o. 

Cet te  re la t ion mont re  que no t re  surface F a l e  diviseur  c1 ~ z. 

De la forme des p6riodes de la surface de JACOBI repr6sentan t  J2, on t i re  

que les p6riodes normales de u, v, sur la surface F ,  au moyen  d 'une  subs t i tu t ion  

lin6aire sur u, v, peuven t  se r6duire ~ la forme 

1 I 

u ~ ~  z 

I gr  
0 I - -  �9 

2 
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On voi t  que la subs t i tu t ion  

I 
- -  v r ~ - - v  u r l e + 4 ,  

engendre  sur  F une involut ion  repr6sent6e p a r  une surface ell iptique q} de rang 

r = 2  et  de diviseur  3 = 2 .  

c) x ~ 4, Y = i .  Sur  la surface F qui se rappor te  ~ ce cas, consid6rons Pin- 

volut ion J4 qu 'on  obt ien t  en coupan t  deux  ~ deux  les courbes des deux  faisceaux 

u =  const. ,  v =  const . ;  ce t te  involut ion  p e u t  aussi ~tre engendr6e pa r  un  groupe 

/'~ de t rans format ions  de 2 m~ esp6ce qui r am6nen t  en elle-m4me la courbe de 

coincidence de la t r ans format ion  T et  pa r  suite la t r ans fo rmat ion  T elle-m4me. 

E n  mul t ip l iant  T pa r  les t rans format ions  de F4 on engendre  un  groupe F8 

form4 par  des t ransformat ions  permutab les  involutoires.  

E n  subs t i tuan t  ~ T la t r ans format ion  S, d6pourvue  de coincidences,  nous 

obt iendrons  un groupe  d8 en isomorphisme olo6drique avec  r s .  Sur  la courbe 

v ~ o qui res te  invar ian t  vis-s des t r ans fo rmat ions  de Ja ,  ce groupe  donne  

lieu g u n  groupe ,d' s engendran t  une involut ion ell iptique 781. Comme JY8 est 

isomorphe g ,/8, J 8  rcnfe rmera  7 t ransformat ions  involutoires  de 2 m* esp6ce sur 

v ~ o, tandis  que sur une courbe eUiptique on ne t rouve  que 3 de telles t rans-  

formations.  - -  On en conclut  que le cas c) est impossible. 

Deuxi~me cas:  r ~ 3- Le  groupe  Gs est  donn4 par  

( S) u ' = u +  0-, v '=~v  ~=e  
3 

0 6 tant  une p6riode de l ' int6grale el l ipt ique u. On a la t r ans fo rma t ion  

T )  u r ~ u ,  v v ~ ~, v ,  

poss6dant une courbe  de coincidence,  d e n t  fair par t ie  l a v  ~ o. Sur  route  eourbe 

u ~ const. ,  T donne une  s6rie g~, dou4e de 3 points  triples. E n  d6signant  pa r  

y le hombre  des courbes v ~  const,  qui f e rmen t  la courbe  de coincidence de T, 

e t  par  x le nombre  des points  communs  5, u ~ const. ,  v ~ eonst. ,  on a par  suite 

i On peu t  cons t ru i re  a i s6ment  des surfaces pour  lesquelles  x = 4 ,  y ~ I  et  qui renfer-  
m e n t  des groupes  du type  r s ;  teile es t  p. ex. la surface de JACOBI co r re spondan t  au tab leau  

o 9 ~ Mais sur  eet te  surface on n 'a  pas des t r ans fo rma t ions  iuvolu to i res  sans  eoInei- 
i gr 

I i 

dences du type  
~ r _ ~ _ ~  COllSt., v r - ~ - - v .  
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d'oh 

d) x = I ,  Y=3"  
le tableau 

x y = 3  

x = I ,  Y = 3 ;  x = 3 ,  y = i .  

Lo faisceau v----const, sera dquianharmonique et l 'on aura 

u I o g o 

~) O I O ~. 

Effectivement dans ce cas la substitution 

U r = l  I + I --, yr--,St; 
3 

engendre sur F une involution I ,  identique ~ une surface elliptique pour laquelle 

r -~3 ,  ~ = I .  

e) x-~ 3, Y ~ I. Comme dans le cas b), on volt que le tableau des p6riodes 

relatives k F, so rdduit au diviseur i en ajoutant  la troisi~me partie d'une p6- 

riode, et l'on en tire quo 2' a l e  diviseur 3. On voit aussi eomme en b) que le 

tableau correspondant g F peut 6tre mis sous la forme 

li I 
u ~ o g 3 

I I I--s 
~) 0 I 

3 3 

et par suite que F poss~de la transformation 

I ~r ~ ?), 

u',~ u + 9 , 

qui engendre une involution repr6sent6e par une surface elliptique ayant  r ~ d = 3 .  

Troisieme cas: r = 4 .  Lo grot~pe G, est donnd par 

la transformation 

S) u ' = u + 0 - ,  v ' = i v ;  
4 

T) u'==u, v ' = i v  

donne sur route courbe u----const, une g,' doude de 2 points 4-ples et de 2 points 

doubles. Les deux points 4-ples peuvent varier en y >  x courbes v == const.; on 

a la condition 
xy-~-2  

et par suite 
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x ~ I ,  y ~ 2 ;  ; e ~ - 2 ,  y--~I .  

f) x~=x,  y = z .  On a l e  tableau 

La  subs t i tu t ion  

u i e g o  

v o I o i .  

I v ' ~  iV 

donne  sur F une involut ion reprdsent~e par  une surface el l ipt ique a y a n t  r = 4, 

g) x = z ,  y = I .  

tableau : 

On tombe  sur une surface du type  b) cor respondant  au 

I I 

u ~ o g  z 

i g,. 
V 0 I - -  

2 

Comme le faisceau v = c o n s t ,  doi t  ~tre harmonique,  on peu t  poser  g , = i + i  
2 

et  alors on vol t  que la subs t i tu t ion  

I 
u ' = u +  g ,  v ' = i v  

donne sur F une  involut ion repr~sent6e par  une surface ell iptique a y a n t  r = 4, 
~ 2 .  

Qautr i~me cas :  r = 6 .  E n  su ivant  la marche  habitueUe on t rouve  sur les 

courbes u----const, une g~ dou~e d ' u n  point  6-ple, de deux  points  3-ples et  de 

trois points  doubles. Le poin t  6-ple d~crit  la courbe v ~ o, qui, pa r  consequent ,  

v ient  eouper  tou te  courbe  u ~  const,  en un seul point .  Comme le faisceau 

v ~ const,  doit  ~tre ~quianharmonique,  on aura  le tableau 

u x o g o 

V 0 I 0 8 

I ~t la subs t i tu t ion  u ' =  u + ~ ,  v ' = - - e  v engendrera  sur F une  involut ion repr~- 

sent~e pa r  une surface ell iptique pour  laquelle r ~ 6, 6 = i. 

En  r6sumant ,  on peu t  fo rmer  le tableau suivant  qui donne  les valeurs du 

rang r, du diviseur ~ et du d~terminant n ( =  r6) ainsi que les p~riodes et les aub- 

stitutions lingaires 3ur u, v, qui correspondent aux sur]aces hyperelliptiques irrlgu- 

li~rea de rang r > x. 
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r ~ n Pdriodes  S u b s t i t u t i o n s  sur  u ,  v 

9 

4 

I o 9' o 
0 I 0 

I 
2- o g 

I 
0 I - -  

2 

I O g 

0 I 0 

I 

3 ~ g 

I 
0 I 

3 i! o 
I 0 

o g 

I 
I 

2 

{ i o g 

0 I 0 

Ul U + I 
g, 2 

I 

2 
u , = u  +I_ ,  

g, 4 

0 I 

3 

Z 

3 
Ut _ u + I 

i - - e  9 
3 

0 U t = U  + I 
P 

i 4 

I 

2 
Ur I 

I + i  = u  + g ,  
2 

I 0 u t ~ u  +~, 

V t ~  ~ V  

V t ~ V  

v ' = i v  

v ~ i v  

VII .  Surfaces  h y p e r e l l i p t i q u e s  a d m e t t a n t  une  representa t ion  param6tr ique  

propre  par des fonc t ions  0 i rr6duct ib les .  

58. - -  Quelques remarques au su]et des sur/aces admettant une reprdsentation 
paramdtrique par des ]onctions hyperelliptiques irrdductibles. - -  Nous  avons  reconnu 

d'abord que les surfaces hyperel l ipt iques  de rang r >  I se rdduisent, pour des 

valeurs arbitraires des modules,  aux  surfaces rdguli~res de rang 2 (surface de 

KUMMER et ses g~ndralisations pour $ > I). 

Pour des valeurs particuli~res des modules,  il se prdsente d'autres surfaces 

hypere]l iptiques correspondant  s des surfaces de JACob1 (ou de PICARD) qui ad- 

mettont  des transformations birationnelles en elles-m6mes outre que les transfor- 
mations  ordinaires de i re et  de 2 me esp~ce. 
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Le probl~me g6n6ral de d6terminer routes les familles birationnellement di- 

stinctes de surfaces hyperelliptiques de rang r > I, peut  6tre trait6 en proc6dant 

de la fa~on suivante: 

On d6terminera d 'abord toutes les surfaces de rang i admet tant  des trans- 

formations birationnelles en elles-m6mes; ~ tout  groupe fini de transformations 

correspond une involution qui e n e s t  engendr6e; celles parmi ces involutions qui 

ne sent pas rationnelles ou repr6sent6e par des r6gl6es, nous am~nent ~ des sur- 

faces hyperelliptiques dent  le rang est 6gal h rordre  du groupe. 

Or il y a lieu ~ distinguer deux eas: 
I) celui off il s'agit d' involutions appartenant  h une surface de JAOOBI 

associ6e h une courbe de genre 2 irdductible; 

2) le cas off il s'agit d' involutions sur une surface de JACOBI associ6e h. 

une eourbe dductible. 

]~tant donn6e une surface hyperelliptique de rang r, correspondante h une 

involution du type (I), on dira que la repdsentation paramgtrique de la surface 

est obtenue par des ]onctions ]~yperelliptiques de rang r irdductibles. En ce cas 

il est impossible de remplacer los fonctions hyperelliptiques de u,,v, qui four- 

nissent notre repr6sentation, par des fonctions elliptiques Pl (au + by), p~ (cu + dr), 

lorsque, bien entendu, on construit la surface de rang i, F,  correspondante g O, 

au moyen des p#iode$ primitives des fonctions qui donnent la repr6sentation de 

q) (voir le n. 12). 

Lorsqu'on envisage la p6riodicit6 par rapport  s un tableau non primitif, la 

repr6sentation de �9 peut devenir r~ductible. Il y a lieu d'6claircir cette remarque 

par un exemple. Consid6rons les deux tableaux 

I I I 
i o g ~  

a ~ )  I 0 2 g  I . 

I gr o I I 2 g' 
0 I - -  

2 

D'apr~s la remarque d u n .  12, la surface de JACoBI F correspondant ~ a) 

repr6sente une involution sur la surface de JACOBI F'  correspondant k /~); et 
tandis que F est associ6e ~ une courbe de genre 2 irr6ductible, F t est associ$e 

une courbe rMucfible. Pour tant  une surface hyperelliptique q) qui admet une re- 

presentation irrMuctible (de rang r) par rapport  ~ a), admet aussi une represen- 

tation rMuctible (de rang 4 r) par  rapport  ~ fl). 
Dans la ,uite nous ~ous rapporterons au cas (I), en supposant aussi pour aim- 

plicitg, ~ z I.  
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E n  se r a p p e l a n t  le r6sul ta t  6tabli  t ou t  ~ l ' heure  pour  Ies surfaces hyper -  

e l l ipt ique irr6guli~res, on voi t  que les t ypes  a y a n t  d = I a m ~ n e n t  h des repr6-  

sen ta t ions  r6duetibles.  

Su ivan t  no t r e  p r o g r a m m e  il s ' ag i ra  de classifier les surfaces  de JACOBI (asso- 

ci6es h des. eourbes  irr6ductibles)  qui a d m e t t e n t  des t r ans fo rma t ions  non ordinai-  

res en el les-m~mes.  E t  on p o u r r a  laisser de c5t6 les t r ans fo rma t ions  cycl iques 

de la fo rme :  
U r ~ t t  + It, V l ~  ItV, 

parce  que celles-ci am ~ nen t  ~ des surfaces  hypere l l ip t iques  irr6guli~res off ~ des 

involut ions  sur  de telles surfaces,  et,  lorsque ~--= i ,  elles co r r e sponden t  h des cas 

de r6ductibil i t6 de la repr6sen ta t ion  pa ram6t r ique .  

E n  d ' a u t r e s  t e rmes  nous aurons ~, dtudier les 9"oupes appartenant r une sur- 

/ace de Jacobi attachde ~ une courbe de genre 2 irrdductible et ne ren/ermant pas des 

trans/ormations sans points unis. 1 

R e m a r q u e .  - -  Les  involu t ions  r6guli~res engendr6es sur une surface de rang  

i p a r  des groupes  r e n f e r m a n t  des t r ans fo rmat ions  singuli~res sans points  unis,  

r e s t en t  p a r t a n t  exclues de no t re  6tude. E]les am~nen t  h des surfaces r6guli~res 

de genre  p~ = o e t  de bigenre P2 = I ,  qui  on t  6t6 ob je t  des recherches  de MM. 

BAGNERA et DE ]~tANOmS. ~ 

59. Trans/ormations d'une surface de Jacobi en elle-m6me: tvans/ormations 

de HEI~MIT~. et de M. HUI~m~RT. - -  Soit F une surface de JACOBI co r re spondan te  

au  t ab leau  de p6riodes normales  

i o g h 

o I h g' 

L ' a n a l y s e  des eas oh il y a des t r ans fo rma t ions  birat ionnel les  non ordinaires  

de Y e n  elle-m~me, nous  r am~ne  g consid6rer les re la t ions fondamen ta l e s  (A), (B), 

(C), (D), du  n. 45, savoi r  

(A) g'aa + gh(a:  + b3) + h2b~ + g(ao- -d3)  + h ( b o - - d ~ ) - - d o  = o  

(B) ghas  + ggfa2 + h~b3 + hg'b2 + ga, + h ( b ~ - - d 3 ) - - g r d 2 - - d ,  = o 

(C) gha3 + ggrbs + h~a2 + h g ' b 2 - - g c 3  + h(ao- -c2)  + g ' b o - -Co = O  

(D) h2a3 + hg ' (a  2 + b~) + gf~b 3 + h(a~- -cs )  + g~ (b~--c~)--c~ = o. 

Que ~toute transformation cyclique sans points unis se ram~ne ~ la forme ur= u + k, 
v ~= gv, c'est une consequence immediate du th6orbme de M. HAMBURGER sur les substitutions 
lin6aires homog~nes; il suffit de se rapporter au cas off l'~quation caract~ristique a la racine I. 

Rendiconti dei Lincei, 21 avril 19o7, no 5; Comptes rendus, 4 novembre 19o7. 
Acta mathematica. 32. Imprim~ te 6 aoilt 1909. 47 
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Nous avons dit  que ces relations se r6duisent h des identit6s pour  dos va- 

leurs arbitraires de g, h, gr, et  on tombe alors sur les t ransformat ions  ordinai- 

res de F. 

Si les relations (A), (B), (C), (D) ne sont  pas des identit6s, on dira  que lea 

p6riodes g, h, g~ sont  li6es par des relations enti~res, qui doivent  se r6duire au 

plus ~ trois distinctes.  

Une relation enti~re peut  se presenter quelque fois sous la forme partieuli~re 

A g  + Bh  + Cg' + D(h ' - -gg ' )  + E~-o .  

On d6montre que si les (A), (B), (C), (D) ne sont  pas identiques, les p6riodes 

sont li6es au moins par une telle relation singuli~re. 1 

Au moyen des i6 entiers caract6ristiques, M. HU~B~RT a compos6 deux 

autres entiers l, k, qu'il  a appel6s les indices de la t ransformation,  et  qui jouent  

un r61e fondamenta l  dans la th~orie. Rappelons ici ]a d~finition de ees hombres. 

Des relat ions (A), (B), (C), (D) on tire ais6ment la relation 

[(a c)0s + (ac)12]g + [ (bc) j2 - - (ad)o3- - (adh2]h  + [(db)03 + (db)12]gr + 

+ [(a b)0, + (a b),~] (h ~ -  g g') + [(c d)0s + (c d),,] = o, 
off l 'on a pos6 

(a c)0~ = a0 c, - -  a, co, (a c),, = al c~ - -  a2 c,, etc. 

Eh  bien, si les coefficients (entiers) de eette relat ion ont  un facteur  com- 

mun  - -  se r~duisant  h z6ro lorsque la relation devient  identique - -  ce facteur  

s 'appelle l'indice k de la t ransformation.  

Apr~s avoir divis6 par  ce facteur  (s'il est diff6rent de z6ro), la relat ion s e  

pr~sente sous la forme 

A g  + B h  + Cgr + D(h  ~ -gg~)  + E ~ o ,  

A, B, C, D, E 6tant  des entiers premiers entre eux. 

Le second indice l est d6fini par  

l -~ (a d)o, + (a d),, 

et entre les deux indices de la t ransformat ion  birationnelle, on a la relation 

I ~ l  * + B k l  + (A C + D E )  k ~. 

En  particulier,  lorsque k ~ o, on tombe sur les translormations de Hermite 

(d'ordre i), caraet~ris6es par  les relations 

1 HUMBBRT, Journal de Math., I9oo, p. 33o. 
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{ (ac)03 + (ac),2 = (bd)o~ + (bd),~ + (ab)o3 + (ab)~2 = (ed)o, + (cd),2 ~- o 

(bc)os + (bc),2 = (ad)o3 + (ad),2 = i.  
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La classe des transformations de HERMITE comprend les transformations 

ordinaires de i r8 et de 2 de esp6ce: mais pour des valeurs particuli~res des modules 

on a aussi des trans/ormations singuli~res de Hermite. 

Les transformations correspondantes ~ k r  o sont toujours singuli~rcs et 

nous les appelerons trans[ormations de Humbert. 1 

60. Revenons au cas g6n6ral d'une transformation d'indices l, k arbitraires. 

Nous allons former une combinaison de l, k ayant  une signification gdomdtrique 
remarquable. 

Le systbme ~ repr6sentd par 

O(~t + r v + a ) = o ,  

ot~ O est une fonction thfita de I" ordre et Q, a sont des param~tres (n. 28), est 

changd par la transformation birationnetle envisagde, en un syst~me ~ analogue, 

de degrd 2 et de genre 2. L'6quation des courbes de ce dernier syst~me s'ob- 

tiendra en transformant la fonction O au moyen de la substitution ]in6aire 

u ' = i t u  + ~tv + a 

v' = ;~' u + ,.' v + fl, 

qui rdpresente notre correspondance birationnelle. On obtient ainsi l 'dquation 

~ ( u +  e, v + a ) = o ,  

oh ~ est une fonetion intermddiaire d'indices l, k (n. z8). 1 

En appliquant une formule donnde par M. HUMBERT (J. d. M., Igoo, p. 313) 

on trouve que les fonctions O, ~ ont 21 + B k zdros eommuns, et par suite on 

peut 6noncer la proposition suivante: 

Une trans/ormation birationnelle d'indices l, k, attaehde ~t la relation singuli$re 

A g  + B h  + Cg' + D(h ' - - -g9 ' )  + E = o, 

change le syst~me Y, ]ormd par les courbes de niveau z~ro des ]onctions 0 du i" ordre, 

en un syst~me analogue ]ormd par les courbes de niveau z~ro des ]onctions intermg- 

1 -~. HUMBERT rdserve s eu l emen t  / t c e s  t r ans fo rma t ions  la ddnomina t ion  de , s ingul ibres , .  
2 HUMBERT, J. de M., xgoo, p. 3II. 



372 Federigo Enriques et Francesco Severi. 

diaire, d'indices l, k; et ces derni~res courbes coupent une des premieres en 21 + B k  

points. 

En particulier si k = o, et par suite l = I, les courbes transform6es coupent 

les courbes primitives en 2 points. I1 s'ensuit qu'elles appartiennent au syst~me 

:~ donn6 (n. 24). 
On arrive k la m6me conclusion en se rappelant que les tran$]ormation, de 

Hermite nont caractdrisdes par la condition de changer une /onction tMta en une 

/onclion analogue. 

61. - -  Sur la reprdsentation paramdtrique d'une sur]ace hyperelliptique par des 

/onction80. - -  Envisageons sur la surface de JACOB1 F une involution (r6guli~re) 

/ r  engendr6e par les transformations birationnelles d 'un groupe G~, et soit �9 une 

surface hyperelliptique image de I~. 
Supposons d 'abord que l e s r  transformations de G~ soient des transforma- 

tions de HERMITE, OU bri~vement que G, soit un groupe de Hermite. 

Alors, on tenant  compte du fait que les transformations de G~ changent en 

hfi-m6me un syst~me ~ fix6, on construit ais6ment un syst~me lin6aire irr~duc- 

tible I DI,  appartenant  totalement au multiple d'ordre l de Z, de telle fa~on que 

toute courbe D soit chang6e en elle-m6me par G,, c'est-k-dire que I DI appartient 
l 'involution I~. Si, commo on peut  le supposer sans restriction, le syst~me 

lin6aire I F I  de (/) correspondant ~ I DI,  est ,imple, on peut transformer biration- 

nellement la surface O, de telle sorte que I F I  r~sulte le syst~me des sections pla- 

nes (ou hyperplanes) de la surface transform6e, que nous d6signerons encore 

par O. 
Comme par un choix convenable des int6grales u, v, les courbes du syst~mo 

2~ viennent ~tre repr~sent6es en ~galant ~ z~ro les fonctions O du i r ordre, le 

syst~me I DI viendra repr6sent6 par une 6quation de la forme 

(2) )~o O0 (u, v) + )*i O~ (u, v) + . - .  + ;~ Od (u, v) ---- o, 

les el  6tant des fonctions th~ta d'ordre l. 
En d6signant par (x0, xl . . . . .  xd) les coordonn~es homog~nes d 'un point va- 

riable sur O, on pourra donc poser 

(3) e x ~ O i ( u , v )  ( i = o ,  I, 2 . . . .  d). 

Pour des valeurs donn6es des variables x les 6quations pr6c6dentes admet t ront  

seulement un nombre /ini de solutions incongrues (u,v), car deux courbes D ar- 

bitraires se eoupent en un nombre fin] de points. 
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On remarquera que quelqu'une des solutions susdites pourra ne varier pus 

avec les x, lorsquc le syst6me ]D I s i t  des points-base. 
Faisons maintenant le raisonnement r6ciproque. Soit $ une surface hyper- 

elliptique de rang r repr6sent6e par les formules (3), les 69i 6tant des fonctions 

d'ordre l relies que les 6quations (3) aient un nombre fini de solutions pour des 

valeurs arbitraires des coordonn6es x d'un point de qL Au syst6me lin6aire IF]  

coup6 sur q) par les plans (ou hyperplans), r6pond sur F l e  syst6me lin6aire IDI, 

repr6sent6 par (2). Comme le syst6me ]D] appartient  ~ l 'involution 1~ dent  los 

groupes r6pondent aux points de q~, route courbe D sera chang6e en elle-m6me 

par les transformations du groupe G~ engendrant I~. II s'ensuit qu'une, T, de 

ces transformations change une courbe C de ~ en une courbe Co telle que les 

eourbes 1C, lC,  appartiennent au m~me syst6me continu. On en tire que Co 

coupe en deux points C et par  suite (n. 24) que T change en lui-m~me le sy- 

st6me ~. On arrive pour tant  ~ la conclusion que Gr est un groupe do H~RMIT~. 
D o n e  : 

Toute sur]aee hyperellipti~ue de rang r, rgpondant ~ une involution engendr~e 

par un groupe de Hermite G~, se lais~e reprgsenter au moyen des ]onctions {9, par 
des [ormules d~ type 

e z ~ O ~ ( u , v )  ( i = o ,  ~, 2 . . . .  ); 

ce8 dquations admettant seulement un nombre fini de solutions incongrues (u, v), pour 

des valeur, arbitraires des coordonndes x d'un point variable sur la sur]ace. - Rdci- 

proquement, route sur/aee hyperelliptique admettant une telle reprdsentation, rdpond 

un groupe de Hermite. 

Nous exprimerons bri~vement ees propri~t+s en disant que les sur]aces r$- 

pendant h des groupes de Hermite sent caraetdrisdes par la condition d'admettre une 

representation propre par des ]onetions th~ta. 

Si, au contraire, la surface q) r6pond ~ un groupe Gr de HUmbErT (form6 

par des transformations de HUMZ~T), aux sections planes de (/) r6pondront sur 

F des eourbes D n 'appartenant  pas totalement s un syst~me 15; mais on pourra 

touiours a]outer aux eourbes du syst~me lin6aire I DI une courbe fixe H, de 
telle sorte que les eourbes H + D appartiennent totalement h un syst~me l :~. 

Le syst~me r6duetible H + I DI sera repr~sent~ par une 6quation du type  (2) et  

par suite la ~ admettra une repr6sentation du type  (3); mais darts le cas aetuel 

le8 ~quations (3) poss~deront un hombre injini de solutions ]ixes, r~pondant auac 

points de la eourbe [ixe H, et un hombre ]ini de solutions variables avec les x. 

On dira par cons6quent que route sur[ace hyperelliptique rdpondant d~ un 

groupe de Humbert adme$ une ~'epr~entation impropre par des ]onction, ~9. 
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Comme toute courbe trae6e sur F peut ~tre repr~sent6e d'une fa~on com- 

plete en $ga]ant h z6ro une fonction interm6diaire, dans le cas actuel le systbme 

[D[ pourra toujours ~tre repr6sentd par une 6quation du type 

~0 (PO (U, V) -~- ~1 (fl (U, 1)) -~- ""  "~- ~d~d (U, V) = O, 

les cp 6tant des fonctions interm6diaires n 'ayant  deux h deux qu'un nombre fini 

de z6ros communs. Donc: 

Toute sur/ace hyperelliptique rgpondant h u n  groupe de Humbert admet une 

reprgsentation propre par des /onctions intermddiaires. 

6~. ~ Quelques propridtgs des trans/ormations d'une surface de Jaeobi en eUe- 

mdme. -- Consid6rons une 

rationnelle en elle-mfime 

(T) 

surface de JACOBI admet tant  une transformation bi- 

u'----lu + ,try + a 

v' --~ l ' u  + It'v + 15. 

En multipliant cette transformation T par les transformations de 2 d* esp~ce, on 

obtient la s6rie continue ~ ! de transformations analogues 

u'=lu + , u v  + h (~) 
v' ----l'u + ~t'v + Ic 

(off h, k sont des param~tres). 

En transformant T par la transformation de z d' esp~ee 

u r = u  + 7 
(S) v ' =  v + 

on obtient la transformation S -1 T S  

u ' = l u  + , u v  + a - - ( ) ~ - - I ) 7 - - , t t ~  

v' = l' u + ,u' v + f l - -  ~' 7 - -  (!t' - -  I) ~, 

transformation qui appartient h la m6me s6rie ~ '  ( i ) e t  peut ~tre identifi6e 

avec une transformation arbitraire de cette s~rie, si le d6terminant 

I o. ,It' -- I 

Cette condition analytique se traduit  en ce qu'il y a un nombre fini > o de 

solutions des congruences: 
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( ~ - - I ) u  + , . v  - - - - a  
~'u + (,.'-- I)v------ 8, 

e'est-h.-dire que T poss~de un  hombre  fini > o de points  unis. 

Ainsi donc :  

Touie trans/ormation T de F, ayant un hombre ]ini de points unis, vient trans- 

]orm6e par les trans/ormations de 2 de esp~ce en des trans/ormation8 semblables /or- 

mant unc s6rie oo ~; cette m~me sdrie peut ~tre obtenue en multipliant T par les 
trans/ormations de 2 de esp~ce. 

Remarque .  - -  Dans la s6rie ~ 2 consid6r6e, il y aura  une t ransformat ion ,  

semblable ~ T, qui aura  le poin t  uni  u = v = o, de sor te  que la subs t i tu t ion  sur 

u, v se r6dui t  homog~ne.  

Si T e s t  une t r ans fo rmat ion  p6riodique d 'o rd re  n, routes  les t ransformat ions  

semblables a u r o n t  la m~me p6riode;  parmi  celles-ci il y e n  a une qui laisse in- 

va r i an t  le poin t  u = v = o, e t  qui  peu t  se r6duire h la forme suivante  

( ~"% 
u ~ = ,r u, v' = e 'v  ~.* = e%-J 

(u, v 6 tant  des int6grales convenables  non  normales).  

Une  au t re  remarque  qui se r a t t ache  s ce qui pr6c~de est ]a suivante.  

E t a n t  donn~e Bur F une  t rans format ion  birat ionnelle  T poss6dant  des points  

unis, il y aura  des t ransformat ions  ordinaires  qui r amSnen t  T e n  elle-m~me; ce 

seront  les t r ans format ions  de i TM et  de 2 d~ esp~ce qui fon t  correspondre  ~ un 

po in t  uni  de T un  poin t  uni  de la m~.me t ransformat ion .  

Cette  propri6t6 peu t  @tre reconnue  ais6ment au  point  de r u e  g6omStrique. 

Soient  `4, B deux points  unis dist incts ou coincidants  de T, et  soit  S la trans- 

fo rma t ion  de x re ou de 2 de esp~ce p o r t a n t  ,4 en B. La  transform~e de S par  T 

sera une  t r ans fo rma t ion  de ]a m~me esp~ce que S, faisant  correspondre  B s A, 

e t  pa r  suite ne d i f f6rem pas de S; il s 'ensui t  que S, T sont 6changeables, et  pa r  

cons6quent  que  S t r ans fo rme  T en elle-m@me. 

6 3 . -  Trans]ormatiwns her rn i t i ennes . -  Les propri6tSs que nous venons 

d '6 tudier  se r a p p o r t e n t  de m~me aux diff6rentes sortes  de t ransformat ions  sin- 

gu]i~res qui  peuven t  appa r t en i r  ~ une surface de JACOBL T~chons ma in t enan t  

de caract6r iser  au point  de r u e  g~om6trique les t rans format ions  hermit iennes.  

Soit T u n e  tel]e t r ans format ion  de la surface F .  AprSs avoir  multipli6e T 

pa r  une t r ans fo rmat ion  de 2 de esp'~ee convenable ,  on peu t  supposer  tou jours  

qu'el le  poss~de un  point  uni P .  F ixons  un  syst~me ~ de courbes C appar te -  

nan t  /t F et  envisageons la vari6t6 H form6e p a r  ]es oo 1 courbes C issues par  P .  



376 Federigo Enriques et Francesco Severi. 

Comme T t ransforme en lui-m~me le syst~me Z, on aura  ent re  les 616ments 

(courbes) de la vari6t6 H une t rans format ion  birationnelle,  et  par  suite l 'on aura  

une t rans format ion  analogue entre  les points  de la courbe  de genre  deux a t tach6e 

a F (n. 22). Ainsi done:  

Toute trans/ormation hermitienne d'une sur/ace de Jacobi correspond & une 

trans/ormation birationnelle de la courbe de genre 2 associde 5 la sur/ace. 

Rdciproquement & toute trans]ormation de cette courbe correspond une Mrie, en 

gdngral ~ ~, de trans[ormations hermitiennes de la sur[ace de Jacobi. 

64:. - -  Apergu sur les sur/aces hyperelliptiques de diviseur ~ > I. En  ce qui 

pr6c~de nous nous sommes rapport~s  aux surfaces hypere l l ip t iques  de diviseur 

r = i e t  pa r  sui te  s la surface de Jacobi .  

I1 y a lieu d '6 tendre  les eonsid6rations 6tablies, aux surfaces de diviseur $ > i.  

E t a n t  donn6 sur F une  t ransformat ion  birat ionnelle 

u ' ~ ) ~ u  + p v  + a 

v' = ;~' u + , , 'v  + fl 

on expr ime tou t  d ' abord  g, p, ~, ~l I au moyen  des p6riodes par  des relat ions qu 'on  

obt ien t  des relat ions (I) du n. 45 en changeant  a ,  bt, c,, d~ respee t ivement  on 

al bl e I d~ 
$ '  7 '  7 '  ~ " 

On ar r ivera  ainsi aux relat ions enti~res analogues aux relat ions (A), (B), 

(C), (D). 

Les t rans format ions  birat ionnelles ex is tan t  sur F se pa r t age ron t  en deux  

families: trans/ormations de Hermite, qui changent  ent re  elles les fonct ions O0 

(n. 29) et  trans/ormations de Humbert qui changent  une  fonct ion Oo en une  fonc- 

t ion  interm6diaire  epo. 

Les consid6rations relat ives h ]a represen ta t ion  d 'une surface hypere l l ip t ique  

de rang  r au  moyen  des fonct ions th~ta  ou interm~diaires,  s '6 tendent  sans 

aucune  difficult6 aux  surfaces de rang r e t  diviseur  ~ > I. On a une  repr6sen- 

t a t ion  propre par  des fonet ions Oo seulement  pour  les surfaces r6pondan t  k des 

groupes de HER~qTE; tandis  que pour  les surfaces r6pondant  aux groupes de 

HUMB]~RT, on a une  repr6senta t ion  p ropre  par  des fonct ions ~%. 

Ceci pos6, on peu t  r econna l t r e  que tou te  surface hyperel l ip t ique a d m e t t a n t  

une  repr6senta t ion  propre  pa r  des fonct ions O0 irr6ductibles correspond k une  

courbe  de genre 2 poss~dant des t ransformat ions  en elle-m~me. 
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E n  somme la d6 termina t ion  de ces surfaces hyperel l ipt iques,  se ram%ne b, 

celle des involut ions I~ a p p a r t e n a n t  h une surface de JAco~I et  invar ian t  par  

r a p p o r t  ~ un  groupe  de t ransformat ions  de celle-ci. 

Le  rang 6 tant  > 2 on t rouve ra i t  que J ne peu t  reeevoir  qu 'un  nombre  fini 

de valeurs.  

Mais nous laisserons de c5t6 ce t te  discussion pour  nous borne r  au cas 5 = i ;  

la r emarque  qui pr6c~de mont re  d 'ai l leurs comment  ce t te  analyse  serait  h com- 

pl6ter,  e t  que les types  qui se pr4sen ten t  pour  J > I se r a t t a c h e n t  4 t ro i tement  

ceux que nous nous proposons  de classifier, off J = I. 

65. - -  La classi]ication des sur/aces hyperelliptiques admettant une representa- 

tion propre ~aar des 0 irr~ductibles, ramende & l'analyse des courbes de genre 2 qui 

poss~dent un groupe de trans/or~nations en elles-mr - -  Nous nous proposons de 

classifier les surfaces hypere l l ip t iques  (r4guli~res) de rang r >  x et de diviseur 

J = i,  a d m e t t a n t  une repr6senta t ion  p ropre  par  des fonctions O irr4ductibles.  

En  laissant de c6t6 ]e c a s r  = 2 (ch. V), cos surfaces cor responden t  K des 

surfaces de JAconI  singulibres a d m e t t a n t  un  groupe  G~ de t ransformat ions  en 

elles-m6mes, t rans format ions  poss6dant  chacune un nombre  fini de points  unis, 

et  cor respondantes  ~ des t ransformat ions  analogues de la courbe de genre 2 asso- 

ci6e ~ la surface. 

I1 s 'agit  donc de classifier les groupes Gr satisfaisant  aux  condit ions 4tablies. 

I%emarquons d ' abord  que parmi  les t rans format ions  de G~ il p e u t y  avoir  

une seule t r ans fo rma t ion  ordinaire  (de premiere  csp~ce), parce  que le p rodui t  de 

deux  t rans format ions  de i re esp~ce donnera i t  une t rans format ion  de 2 d" espbce, 

et  le groupe G, n 'en renferme pas (6tant  J = i).  

I1 s 'ensui t  que si le groupe G, renferme des t ransformat ions  ~ p6riode pair  

2 p, 2 q . . . .  , les puissances d 'o rd re  p, q . . . .  de cetles-ci, donneron t  lieu ~ une  m6me 

t rans fo rmat ion  de :I re esp~ce. En  effet  chacune de ces puissances est une trans-  

fo rmat ion  p6riodique d 'o rdre  2 dou4e de points  unis en nombre  fini, et  par  con- 

s4quent  elle est  une  t rans format ion  ordinaire  de I *e espbce. 

On voi t  aussi que si G, renferme une  t rans format ion  de z ~ esp~ce z ,  celle-ci 

est  6changeable avee les aut res  t ransformat ions  du groupe,  car les t ransform6os 

de z en G sont  des t ransformat ions  p6riodiques d 'ordre  2. 

Enf in  si ~ c6t6 de z il y a en G, une t r ans fo rmat ion  T h p6riode impair  p, 

la t r ans fo rmat ion  T zv sera s p4riode 2 p, et  sa puissance d 'o rd re  p sera ~r. 

Ces remarques  faites, consid4rons la courbe / de genre 2, qui est associ6e h F .  

Nous  allons d6mont re r  que ] admet  un groupe de t ransformat ions  isomor- 

phe  ~ G~. 

I1 faut  dis t inguer  deux  cas: 
Acta mathematlca. 32. Iiaprim6 le 6 aofit 1909. 



378 Federigo Enriques et Francesco Severi. 

a) I1 peut  arriver que les transformations do Gf aient sur F u n  m6me 

point uni O. 

En ce cas consid6rons parmi les courbes de genre 2 d 'un syst~me ,$, appar- 

tenant  s F ,  celles qui passent par O. On aura une s6rie r de courbes qui 

correspondent 616ment par 616ment h ]; et cette s6rie sera invariant par rapport  

s Gr. I1 s'ensuit que le groupe Gr de F correspond ~ u n  groupe isomorphe 

engendr6 sur / par les transformations homologues s celles de Gr. 

b) Supposons au contraire que les transformations de G, n 'aient  pas sur F 

un point uni commun. 

Toute transformation de Gr appart ient  ~ une s6rie oo~ de transformations 

p6riodiques du m~me ordre, que l 'on obtient en multipliant la transformation 

donn6e par les o~ s transformations de 2 de esp~ce. 

Darts la s6rie oo ~ des transformations p6riodiques nomm6es dessus, il y en a 

une admet tant  un point uni O arbitrairement choisi sur F .  De cette fa~on aux 

r transformations de G~ on peut  faire correspondre r transformations p6riodiques 

du m~me ordre, admet tant  un m~me point uni O. Ces transformations engendre- 

ront un groupe Gr~ isomorphe s G~. 

C'est l~ une cons6quence du fai~ que deux transformations quelconques de 

G~ ne donncnt  jamais pour produit  une transformation de 2 d" esp~ce. 

Par tan t  on en d6duit le r6sultat suivant: 

Toute sat]ace hyperelliptique (rdguli~re) de rang r > I e t  de diviseur I ,  admet- 

rant une reprdsentation propre par des 0 (u, v) irrdd~tctibles, correspond ~ une courbe 

de genre 2 possdAant un groupe de r trans]ormations en elle-mdme, et ce gro~pe est 

isomorphe it celui /or~nd par les substitutions l in~ires  sur u, v, qui laissent inva- 

riant les O. 

R6ciproquement, si l 'on se donne une courbe de genre 2 admet tant  un groupe 

Gtf de transformations en elle-m~me, la surface de Jacobi correspondante admet- 

tra un ou plusieurs groupes G~ isomorphes h Gr~; chacun de ceux-ci donne lieu 

s une involution, et, en 6cartant les cas oh l 'on tombe sur des involutions ration- 

nelles ou repr6sent6es par des r6gl6es, on aura autant  do types de surfaces hyper- 

elliptiques satisfaisant aux conditions demand~es. 

66. Courbes de genre 2 admettant des trans/ormations en elles-mdmes. D'apr~s 

le n. 65 nous sommes ramen6s E l 'analyse des courbes de genre 2 admet tant  des 

transformations birationnelles singu]i~res en elles-m~mes. 

Cette analyse a 6t6 l 'objet d 'une 6rude de M. BOLZA, ~ dont il nous con- 

:viendra de rappeler ]es r6sultats. 

1 ,On binary sextics with linear transformations into themselves, (American Journal of 
Math. t. X, I888). 
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Soit une oourbe do genre 2 

I = y '  - -  ~p (z)  = o ;  

q0 est un polynome d'ordre 5 ou 5, qui peut 6tre remplac6 par  une forme homog~no 

d'ordre 6 en posant x-~ ~-', l '6quation ep = o repr6sente les 6 points de dirama- 

tion de ]. 

I1 s'agit de classifier les 6quations cp-~ o qui admet tent  un groupe do trans- 
formations lin6aires en elles-m6mes. Or d'apr~s lo th6or~me de M. Jordan eon- 

cernant la classification des groupes lin6aires, un groupe qui laisse invariant ep =~ o 
pourra 6tre: 

a) un groupe eyelique d'ordre 2, 3, 4, 5, 5; 
b) un groupe di6drique d'ordre 4, 6, I2; 
c) un groupe tetra6drique d'ordre 12, ou un groupe oeta6drique (exa6drique), 

d 'ordre 24; 

D6signons par i, 2, 3, 4, 5, 6 les points de diramation de ], raeines de ep = o. 
I1 pourra arriver que ~ = o adme~te une transformation lin6aire en elle-m~mo 

qui soit p6riodique d'ordre 2, de fa~on que sur les 6 points I, 2, 3, 4, 5, 6 il se 

produise une substitution de la forme: 

~) (~ 2) (3 4) (5 6) 

ou bien de la forme 

2) (I I) (22) (34) (56). 

En ee dernier eas il y aura aussi les transformations lin6aires 

3) (I2) (36) (45) 
( I2)  (35) (46) 

qui engendrent un groupe di6drique 3) d'ordre 4, auquel appartient  la substitu- 
tion 2). 

Si q0 = o admet  un groupe cyclique d'ordre 3 engendr6 par  

4) (I23) (456), 

il y t~ura aussi les transformations d'ordre z 

( I4)  (26) (35) 

5) (x6) (25) (34) 

( I5)  (24) (36), 

engendrant un groupe di6drique 5) d'ordre 6, qui renferme 4). 
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Si ep ~ o admet  un groupe cyclique d'ordre 4 engendr~ par 

6) ( I1)  (22) ( 3 4 5 6 ) ,  

il y a un groupe octa6drique 7) de 24 substitutions lin~aires qui ram~nent ~f ~ o 

en elle-m~me. 

Dans ce groupe sont renferm4es 6 substitutions d'ordre 4 analogues h 6) et 

leurs 3 carr4es d'ordre 2 et du type 2), 8 substitutions d'ordre 3, et 6 substitu- 

tions d'ordre 2 et du type  1). I1 y a: 

8) un sous-groupe tetra~drique d'ordre 12 renfermant les 8 substitutions 

d'ordre 3 et les 3 substitutions d'ordre 2 et du type 2); 

9) un sous-groupe de celui-ci, di~drique d 'ordre 4, renfermant lea 3 involu- 
tions nominees; 

enfin des sous-groupes di6driques d'ordre 4, 6 appartenant  aux types 3), 5), 
et leurs sous-groupes cycliques. 

Si ~0-~ o admet  une transformation d'ordre 5 telle que 

IO) (1I)  ( 2 3 4 5 6 ) ,  

il n 'y a que le groupe cyelique d'ordre 5 engendr6 par cette transformation. 

Enfin si ~ ~ o admet une transformation d'ordre 6, telle que 

11) (i z 3 4 5 6), 

outre le groupe cyclique engendr~ par eeile-ci, il y aura 6 substitutions d'ordre z 
telles que 

(14) (2 3) (5 6); . . . . . . .  

I2) 
( i1)  (44) (26) (35); . . . . .  , 

qui engendrent un groupe di6driquo d'ordre 12. 
Dans ce groupe sont renferm6s des sous-groupes di6driques d'ordre 4, 6, sem- 

blables aux types 3), 5), et un sous-groupe di6drique d'ordre 6 renfermant les 

substitutions 

(135)  (246)  
13) 

( I I )  ( 4 4 ) ( 2 6 )  (35); . . . . . . .  

En r~sumant il y a 23 types diff~rents do groupes de substitutions lin~aires 

qui laissent invariant une forme ~0 d'ordre 6, mais cette forme no donne lieu qu's 

6 types diffSrents. 

Nous allons $erire, d'apr~s M. BOLZA, les formes normales de ~p eorrespon- 
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dantes ~ ces types, en distinguant en chaque eas lea groupes de transformations 
qui laissent invariant la courbe 

/ - y~ - -  c,o (x) = o ,  

et en indiquant k c5t4 de chaque type le tableau des p~riodes normales appar- 
tenant  ~ la courbe 1. 

On aura donc les types suivants: 

I )  ,f  = ~6 + ,  ~, 7 '  + fl ~ '  r,' + r 

o n  

= x 6 + a x  ~ + fix '  + ~:. 

La courbe / admet:  

a) un groupe d'ordre 4 engendr4 par les transformations 

x r ~ _ _ x ,  y , ~ y ;  x r ~ _ x ,  y r = _ y ;  x ' = x ,  y ' = - - y ;  

b) un sous-groupe d 'ordre z de celui-ci, outre que (x' = x ,  y r =  _ y ) ,  p. ex. 

( x '  = - -  x ,  y '  = y ) .  

Ces groupes correspondent au groupe i) sur les racines de ef----o. 

Le tableau normal des p~riodes de / est 

x o g h 

o i h gr, 
off 

h i 
2 

II) ~p = ~ (~5 + ~5) 

OU 
~p= x (z~ + I ) .  

La courbe / admet  

a) un groupe eyclique d'ordre io 

x r = e x ,  y~ -~eSy ;  e = e  ~-  

b) un sous-groupe d'ordre 5 de eelui-ci. 

Ces groupes correspondent ~galement h u n  groupe Io) op4rant sur les racines 
de ~ = o .  
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P6riodes normales de ]: 

g ~ x - - ~  t ,  h ~ - - ~ - - ~  t,  g ' = ~ .  

P6riodes normales de 1: 

La  courbe / admet  

cf = x (x~ + a x 2 + I ) ,  

g=g', h=~-. 
2 

a) un groupe d 'ordre  8 qui est en isomorphisme di6drique avee le groupe 

di6drique engendr6 par  les trois involutions qui laissent invar iant  ~p = o op6rant 

sur les racines de ~0= o comme le groupe 3); 

b) un sous-groupe de a) cyclique d 'ordre  4 

(s y ' =  :k iy) 

qui correspond au groupc 2) sur les racines de r = o. 

IV) ep = gs + a gs r/s + F6 

o n  
e p = x  ~ + a x  s +  I ;  

I 
I 2 g g '  + I-----o, h = - .  z 

La  courbe I admet  
a) un  groupe d 'ordre  iz  en isomorphisme di6drique avee le groupe di6drique 

d 'ordre  6 qui laisse invar iant  cp = o ( type 5); 

b) un  sous-groupe de a) cyclique d 'ordre 6, correspondant  au groupe cyclique 

d 'ordre 3 de ~p = o ( type 4): 

2~i l 
x r ~ e x ,  y r _ _ _ _ y ;  e ~ e  T I  

c) u n  s o u s - g r o u p e  do  b)  d ' o r d r e  3- 

V) 9~ = ~6 + Vs, 

ou, en changeant ~ en i~ + rp = g6_ ~, d'ofi l'on tire 
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g = g r =  i h = i .  
2V 3'  2 

La  courbe / admet :  

a) un groupe d 'ordre 24 en isomorphisme di6drique avec le groupe di6drique 

d 'ordre  12 qui laisse invar iant  9 = o ( type i2); 

b) un sous-groupe de a) d 'ordre 12, qui correspond au groupe cyclique 

d 'ordre 6 op6rant  sur les racines de ep = o ( type I I ) ;  

c) deux sous-groupes cycliques de b), d 'ordre 6, engendr6s par  

23i ) 
x r = - - e x ,  y r =  4 -y  ~ = e  ~ 

d) un  sous-groupe d 'ordre  i2 de a), qui est en isomorphisme di6drique avec 

|e groupe di6drique, d 'ordre  6, op6rant sur les racines de ~ = o comme 13) 

X = r x ,  y r = 4 - y ;  X ~ 6 ~ x ,  
( �9 
x r~__~, y ~ =  4- ~g. x r ~ 

yr= + y ;  

yr 4- i y .  
x ' =  x, y r  + y 1 

6 2  " . 
x 

La eourbe ] admet  aussi d 'autres  groupes renferm6s en a) et appar t enan t  

aux types  I), III) ,  IV). 

VI) 

ou respect ivement  

9 = 5 ~ (~' + ,~4) ou bien cf = ~ ,; (~' - -  ,,4), 

~ = x  5 + x, ~ x S - - x ;  

g=g,_--~ + iV~ h=~ 
2 2 

La courbe ] admet :  

a) un groupe d 'ordre 48 en isomorphisme di6drique avec ]e groupe octa- 

6drique de 24 subst i tut ions lin6aires, qui laissent invar iant  ~ = o ( type 7); et les 

sous-groupes suivants;  

b) groupe d 'ordre 24 en isomorphisme di6drique avec un groupe tetra6drique 

de 12 subst i tut ions lin6aires ( type 8); 

e) groupe cyclique d 'ordre 8 correspondant  ~ un groupe 6) sur les racines 

de ~ = o :  

(x' = ix ,  y' = V~y; Vi ~ e~ ) , 
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d) groupe d'ordre 8 en isomorphisme di~drique avee le groupe di~drique 

d 'ordre 4 op4rant sur les racines de ef ~ o comme 9)- 
En outre il y a e n  a) des sous-groupes des types I), III), IV). 

67. Comment on passe des groupes de la courbe de genre 2, ~ ceux de la aur- 

/ace de Jacobi associde. Etant  donn~e une courbe / appartenant & l'un des types 

I) . . . .  , VI), /~ cbaque groupe de transformations de / on peut  faire correspondre 

au moins un groupe de transformations de la surface de Jacobi  F associde ~ /, 

et cela de la fa~on suivante: rempla~ons tout  couple de / par le point homologue 

F ;  ~ toute transformation de /, consid~r~e comme operant sur les couples de la 

courbe, r6pondra ainsi une transformation de F;  pourtant  on aura sur F u n  groupe 

de transformations isomorphe s celui de ], et qui laisse invariant le point homo- 

logue h la g~ de /. 
R4ciproquement, si l 'on a u n  groupe de transformations de F ,  qui laissent 

invariant un m~me point uni O de la surface, on peut toujours consid~rer une 

courbe / associ~e ~ F de fa~on qu'au point O corresponde la g~ d e / ;  cette courbe 

/ admet un groupe de transformations isomorphe au groupe de F (n. 65), et 

celui-ci prendra naissance du groupe de /, par la construction pr~c~dente. 

Cependant il peut  arriver qu'~ un groupe de / (appartenant h u n  des types 

que nous avons analys~s) correspondent plusicurs groupes de F ,  isomorphes 

entre eux, mais birationnel]ement distincts; dans ce cas il y aura des groupes de F 
n 'admet tant  pas des points unis communs h routes leurs transformations. Ce cas 

ne saurait done se presenter lorsqu'il s'agit de groupes cycliques, car route trans- 

formation cyclique T de la surface F ,  associ~e s une courbe ] irr~ductible, a des 

points unis (n. 58), qui sont unis aussi pour les puissances de T.  
D'apr~s ces remarques, nous aurons lieu d'analyser les types  diff~rents de 

groupes de F ,  qui peuvent correspondre ~ un m6me groupe de /, lorsqu'il s'agit 

d 'un groupe qui n'est pas cyclique. 

Mais parmi les groupes de F il y e n  a qui donnent lieu s des involutions 

repr~sent~es par des surfaces rSgl~es; ce sont lh des cas de surfaces hyperellipti- 

ques que nous devons 4carter d'apr~s le n. 4. 
Nous commen~ons par rexamen de ces cas. 

68. Cas ~ dcarter. En premier lieu considdrons le cas I, b). 

On obtient sur F une transformation p~riodique d'ordre 2, qui admet une 
courbe de points unis; en effet ce sont des points unis pour cette transformation 

les ~ ~ points de F qui repr~sentent les couples de l 'involution elliptique engen- 

dr~e sur / par la transformation 

x ~ _ x ,  y r y .  
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Ainsi le cas I, b) nous amine  h une involution qui ne correspond pas k uno 

surface hyperelliptique proprement dite (n. 4). 

Or les groupes I, a); III ,  a); IV, a); V, a), b), c); VI, a), renferment tous un 

sous-groupe d'ordre 2 du type I, b); par tant  les involutions correspondantes hces  

groupes poss~dent un nombre infini de coincidences, et am~nent ~ des surfaces 

qu'on peut  transformer en des r6gl6es {n. 35). On en conclut que les cas I); III, a); 

IV, a); V, a), b), c); VI, a) sont ~ 6carter. 

Nous venons d'6carter une premiere s6rie de eas qui nous am~nent A des 

surfaces hyperelliptiques d6gdn6rescentes. Pour ce qui concerne les autres types, 
on reconnait d 'abord ais6ment qu'ils correspondent A des involutions ayant  un 

nombre fini de coincidences, et par suite r6guli~res (n. 37). 

Mais on verra que les eas cyeliques II) et VI, c) donnent lieu ~ des invo- 

lutions rationnelles et pour cette raison doivent fitre dcart6s ainsi que les pr6- 

c6dents. 

A cet effet il faut ealculer la valeur du genre p, = P u  appartenant ~ chaeune 
des involutions que nous venons de construire sur F .  

Ce calcul peut 6tre fait de deux mani6res diff6rentes: on peut calculer le 
pa, ou bien le pg; nous savons que les deux valeurs sont 6gales. 

Pour  ealculer le Pa on peut proc6der de la mani~re suivante. 

Soit q) une surface repr6sentant une involution donnde sur F .  Consid6rons 

un faisceau de courbes appartenant  ~ q~ et le faisceau homologue sur F ;  en con- 

sid6rant dans chaque faisceau les courbes dou6e d 'un point double, on pourra 

6valuer les invariants de Z~UTn~.~-SEGRE de q~, F ;  celui de q~ se trouvera ex- 

prim6 par celui de F, et d'apr~s la formule connue on en tirera la valeur du 
genre num6rique p,  de q~.l 

Ce calcul pr6sente une seule difficult6 remarquable: e'est qu'aux points de 

coincidence de l'involution donn6e sur F, correspondent des points singuliers et il 

s'agit de reconnaltre combien de fois les courbes du faisceau consid6r6 sur q), qui 

passent par ces points, doivent ~tre compt6es parmi eelles qui ont un point double 

(il est sous entendu que le faiseeau dont on parle n'a pas comme points-base ces 
points singuliers). 

La difficult6 que nous venons de signaler se ram~ne d'ailleurs s la question 

suivante: 6tant donn6 sur F u n  syst~me lin6aire de courbes appartenant  b. l'in- 

volution, reeonnaltre quelles singularit6s acqui~rent les courbes du syst~me lors- 

que on leur impose de passer par des points de coincidence. 

1 Ce proc6d6 fourn i t  en  g6n6ral  la re la t ion  en t re  les genres  num~r iques  de deux surfaces 
en  cor respondance  LI hi, c'est-~-dire la formule  de M. SEVERI que nous employerons  dans  les 
ch. suivants .  

Aeta  mathematiea.  32. Imprim6 le 6 aoQt 1909. 49 
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Nous aurons lieu de traiter en d~tail cette question qui se rattache h la 

construction effective des surfaces hyperelliptiques que nous venons de classifier. 

Nous verrons alors que les types III,  b); IV, b); V, d); VI, b), d )nous  am~nent 

s des surfaces de genre p ~  i .  

Ce m~me proc6d6 de construction nous a fait d~couvrir que les surfaces 

correspondantes aux types II) et VI, c) sent rationnelles. Mais sans r~p~ter ici 

cette construction qui nous amine  en somme s un r~su|tat n~gatif, nous verrons 

que ce r~sultat peut  6tre ~tabli plus simplement aussitSt que l'on air reeonnu 

que p~ ~ pg ~ o. 
A cet effet on peut  s 'appuyer sur une simple remarque de MM. BAONERA 

et DE FRANCHIS, remarque qui permet d'~va]uer le pg des surfaces O. 
Cette remarque consiste en ce que s'il y a une integrale double de premiere 

esp~ce attach~e s O, cette int~grale devra se r~duire s f f d u  d v  lorsqu'on ex- 
prime les coordonn~es des points de (l) par des fonctions rationnelles des points 

de F ,  et par consequent par des fonctions hyperelliptiques de u ,  v .  I1 s'ensuit 

(cyelique) repr~sent~e par �9 est engendr~e par  la transfer- que si l ' involution 

mation 
u'~- a u  + #v 

v r ~ 7 u  + 6 v ,  

le d~terminant Jacobien de cette transformation sera 

a 6 - - / ~ 7 = I .  

Ceci pos~, il suffit de reconnaltre la forme des substitutions lin~aires sur 

u, v engendrant les involutions des diff~rents types consid~r~s sur, F .  

Envisageons d 'abord le eas II, b). 

La courbe 
y~ ~ x (x ~ + I) 

poss~de deux int~grales de premiere esp~ce 

~x Y d x, j "  *dy_ x u=j 

Par la substitution 
2•i ) 

x r ~ e x ,  yt__eSy e = e  ~ 

qui transforme la courbe en elle-m~me, les int~grales u,  v viennent chang~es en 

Ur = ~4, U~ V f = ~.$V. 
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La m6me substitution subissent les sommes donnant lieu aux int6grales at- 

tach6es ~ la surface de Jacobi F,  qui correspond h la courbe. Comme le d~ter- 

minant de cette substitution est e ~  z, on en conclut que la surface O corres- 

pondante s ]'involution du type II, b) a le genre pg ~ o. 

Par cons6quent il en est de m~me de la surface correspondante au type II, a), 

qui repr6sente une involution appartenante ~ la surface II, b). 

Envisageons maintenant  le cas VI, c). 

La courbe 
y~ = x (x 4 + I) 

poss~de les deux intSgrales de premiere esp~ce 

et par la substitution 

il vient 

f xdx f ~Ix u = f l - ~ - - ,  v =  - ~ ,  

x'=ix, y'=Viy 

u'  - - -  I v' V ~  v - - ~ - U ,  = , 

de sorte que le d~terminant de la substitution est - - I .  On en d~duit que l'in- 

volution cyclique d'ordre 8 correspondante au type VI, c), a pg = o. 

Le proc6d6 que nous avons rapidement exquiss6 nous amine k la conclusion 

que les involutions eorrespondantes aux cas II) et VI, c) ont le genre 

p~=pg=o. 

Nous allons prouver en outre que leur bigenre n'est pas P2 = z, de sorte 

que, d'apr~s le n. 3z, on pourra conclure que ces involutions sont rationnelles. 

Posons-nous d'abord dans le cas II, b), et en supposant P2 = z, construisons 

une surface q) image de l'involution, qui ne poss~de pas des courbes exception- 

nelles. 

]~tant P2 = z, il y aura sur �9 deux syst~mes lin6aires I C I, [ C' I, sans points- 

base, adjoint l 'un k l'autre, auxquels correspondent sur F deux syst~mes lin6aires 

renferm~s dans le m6me syst~me complet; on a donc 

et par suite 
15o1=15o'1 

P 6  ~ :1". 
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Cette conclusion est absurde at tendu que la surface O, ayant  pg = o et 6rant 

d6pourvue de courbes pluricanoniques d'ordre > o, on doit avoir (n. 3I) 

P5 ~ o .  

Maintenant on peut  affirmer aussi que la surface correspondant au cas 

II, a), est rationnelle. En effet cette surface vient repr6sentge par une involution 

de couples de points appurtenant  ~ la surface qui correspond au cas II, b); et, 

d'aprbs M. CASTWL~CVOVO, toute involution sur une surface rationnelle est ra- 

tionnelle. 

Consid6rons enfin le eas VI, c). 

La surface �9 vient repr6sent6e par une involution de couples de points, I3, 

appartenant ~ la surface r6guli6re O' qui correspond au cas III, b); et il est ais6 

de remarquer qu'il y a sur O' des coincidences correspondant ~ la gl de / .  D'apr~s 

le n. 38 on conclut donc que cette involution 12 est ratiormelle, puisqu'elle ne sau- 

rait avoir P~ = z. 
En rdsumant les r6sultats obtenus nous dirons que les cas I); II); III,  a); 

IV, a); V, a), b), c); VI, a), c) correspondent dt des sur/aees hyperelliptiques ddg~nd- 

rescentes, qui so'at dcartdes de notre dtude. 

69. - -  Genres des cur/aces hyperelliptiques correspondantes aux types qui ne sont 
pas dggdndrescentes. ~ En ealculant la valeur du d6terminant des substitutions 

lin6aires p6riodiques d'ordre 3, 4 qui forment les groupes III,  b); IV, b); V, d); 
VI, b), d), on reconnait que ees types nous am~nent s des surfaces de genre 

log = I. Ainsi done nous pouvons 6noncer d~s s pr6sent la conclusion suivante 

qui sera 6tablie s posteriori dans la suite: 
Les cas III,  b); IV, b); V, d); VI b), d), correspondent ?t des sur/aces hyper- 

elliptiques de genres 

Pa = Pg = I (P3 = I). 

Parmi ees eas ~)ous aeons d~jh remarqu~ que les groupes eyeliques [tels que 

III), IV)] correspondent chacun h u n  type  bien d6termin6 d'involution sur la sur- 

face de JACOBI F,  involution poss6dant un point uni pour toutes les transfor- 

mations du groupe. 
I1 reste h classifier les types qu'on peut appeler bi-diddriques et bi-tetraddri- 

ques, c'est-~-dire les types correspondants ~ des groupes bidi~driques d'ordre 8 
(VI, d) et  Iz (V, d) et les types correspondants k des groupes bi-tetra6driques 

(VI, b). 
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7 0 . -  Analyse des groupe~ bi-di~lriques el bi-tetra~lriquea, d'ordre 8, 24, 
appartenant ~ u n e  sur/ace de Jac~bi. ~ Consid6rons une surface F eorrespondante 
au cas VI). On aura sur F plusieurs types de groupes Gs et G3~ isomorphes au 
groupe bi-di6drique d) et au groupe bi-tetra~drique b) de /. T~chons de con- 
struire ees types. 

Un groupe G 8 se t rouvant  en isomorphisme di6drique avec un G, engendr6 
par deux involutions 6changeables (Vierergruppe), on pourra l 'engendrer par deux 

transformations cycliques d'ordre 4, U ,  U 3, qui ne seront pas 6changeables, mais 
dent  l'une transformera l 'autre en son inverse; U~', U~ donneront lieu g la m6me 
transformation K, qui sera une transformation ordinaire de I r8 espAce de la sur- 

face F. On peut supposer que dans la correspondance point par couple entre la 
surface F et la courbe /, K r6ponde ~ la g~ de /. 

Ceei pos6, rappelons-nous que la transformation K possbde I6 coincidences 
(n. 46). En ayant  6gard aux propri6t6s des points unis de la transformation 
p6riodique d'ordre 4 qui r6sulte d6finie sur /, on d6duit aisdment, au moyen de 
eonsid6rations qu'on trouvera ddvelopl~es en d6tail a u n .  84, qu'une transforma- 
tion hermitienne donnant  pour carr6 K, laisse invariant quatre cos de 

K et distrJbue les autres coincidences en six cycles de 2 d~ ordre. 

Soient P, Q, R, S les points unis de la transformation U~. Comme U~ dolt 
transformer U~ en son inverse, U2 ehangera en lui-m~me le groupe P, Q, R, S. 

I1 y aura done g distinguer quatre hypothAses: 
i)  La transformation Uz laisse invariant P. Alors toutes les transforma- 

tions du groupe G8 engendrd par U~, U~, ont en commun le point uni P et par 
suite elles laissent invariant la vari6t6 oo ~ birationnel]ement identique ~ / 
(n. 21) ~ form6e par les courbes C passant par P et appartenant  ~ un syst~me 

quelconque. Le groupe G8 vient correspondre ainsi, au moyen de la corre- 
spondance point par couple entre F, ], au groupe bi-diddrique d). 

Dans ce cas on volt de plus (n. 92) que U2 laisse aussi invariant les autres 
points unis Q, R, S de U~. 

2) Les couples (P, Q) (R, S) donnent deux cycles de 2 d~ ordre de la trans- 
formation Uv Un groupe Gs de ce type existe effectivement. 

En effet pour le construire il suffit de consid6rer les substitutions U~, U2 
gdn6ratriees du type i) et de poser 

Utl ~ U .  U'2 ~ U~ .4, 

A 6tant la transformation de 2 de esp~oe qui fair correspondre Q ~ P. 

Nous ddsignerons par G~e le groupe engendr6 par U'I, Ur, en rdservant le 
symbole Gs pour le type i). 
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3) Los couples (P, R ) ( Q ,  S) donnent deux cycles de U~. On obtient le 
~ r  p t �9 

groupe G 8 correspondant ~ co cas, en prenant pour substitutions generatrmes 

t s  _ _  t t  

U1 = U ,  U, -- U2 B, 

B $tant la transformation de 2 d~ esp~ce qui amine  P en R. 

4) Les couples (P, S ) (Q,  R) donnent deux cycles de Us. On obtient le 

groupe G]' correspondant, en posant 

U':' =-- U1, U' ; ' -  U, C, 

ot~ C est la transformation de 2 ae esp~eo qui fait correspondre 2 /L P. 
On a ainsi h priori sur la surface F 4 types de groupes bi-di6driques form6s 

par des transformations hcrmitiennes. 
Une analyse plus approfondie, que nous renvoyons ~ un autre ohapitre de 

ce m6moire, nous montrera que los quatro points unis P, Q, R, S de la transfor- 

mation UI, se distribuent en deux couples (P, Q) (R, S), de sorte que les points 

d 'un couple jouissent des m~mes propri6t6s ct ils se comportent  de la m~me 

fa~on par rapport  aux points de l 'autre couple. 
On verra ainsi que les types G~, G'~' ne sent pas distincts. On aura donc 

en d6finitive trois types de sur/aces hyperelliptiques birationnellement distinctes cor- 
respond, antes ~ des groupe, bi-di6iriques d'ordre 8 de la sur/ace F [cas VI)]. 

I1 est ais6 maintenant do construire sur F les diff6rents types de groupes 

G~4 isomorphes au groupe bi-tctra6drique VI, b) do /. 
On partira de la remarque que Lout groupe G24 renferme un sous-groupo 

invariant bi-di6drique Gs. 
Or donnons-nous sur F u n  groupe bi-di6drique appartenant  ~ l'un des types 

que nous venons de d6finir, et tgchons de construire un groupe bi-tetra6drique 

qui le renferme comme sous-groupe invariant. 

On aura les cas suivants: 
I) Le groupe bi-di6drique donn6 es~ le Gs du type i), dent  toutes les substitu- 

tions laissent invariant los points P, Q, R, S. 
Dans ce cas le G24 cherch6 6changers entr 'eux los points P,  Q, R, S suivant 

un groupe de substitutions G,, qui se trouve en isomorphisme m6ri6drique avec 

G2,. Comme au Gs correspond en cot isomorphismo la transformation identique, 

on aura r = 3, et par  cons6quent lo groupe G~ = Gs sur (P, Q, R, 8) sera cyclique 

d'ordre 3, et laissera invariant un point parmi les quatre:  p. ex. le point P. 
I1 s'ensuit que le groupo G24 a sur F u n  point uni que l'on pout supposer 

correspondant ~ la g~ do {; on a ainsi un premier type bien d6fini do groupo 

bi-tetra~drique. 
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2) Le groupe bi-di6drique donn~ est le groupe G(? du type i) oh ?"-----2, 3, 4. 

Les trois substitutions 
v(~, U~, u?) U~), 
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(d'ordro quatre) existant en G~J) poss~dent trois groupes de 4 points unis, qui 

n 'ont  pas des points communs. 

Sur le groupe des quatre coincidences restant de la transformation K, les 

substitutions de G~J) produisent un groupe di6drique G~. 

Les m~mes quatre points devront  ~tre 6ehang6s entr 'eux par le groupe bi- 
tetra~drique c h e r c h 6 -  que nous d6signerons par ~,,~(J~- suivant les substitu- 

tions d 'un groupe tetra6drique G~2, qui renferme Gd comme sous-groupe invariant. 

Or ce groupe G~2 r~sulte ainsi bien d6termin6, et  l'on en d6duit que le 

groupe ~(~'~ r6sulte aussi bien d6termin6. ~ 2 4  

On en conclut qu'il y a rant de surfaces hyperelliptiques birationnellement 
distinetes correspondantes s des groupes bi-tetra6driques, que de surfaces distinc- 

tes correspondantes aux groupes bi-di6driques, e'est-s qu'il y aura sur F 

(cas VI) trois types di]]$rents de groupes bi-tetraddriques d'ordre 24, amenant h des 

sur/aces hyperelliptiques birationneUement distinctes. 

71. - -  Groupes bi-diddriques d'ordre x2. - -  La courbe ] appartenant  au type  
V), elle admet un groupe de transformations en elle-m6me V, d), c'est-h-dire un 

groupe G~2 bi-di~driquo d'ordre x2. 

Combien de groupes isomorphes h GL2 peut-il y avoir sur la surface de 

J_~COBI F associ6e s 17 
Il est ais6 de r6pondre h cette question en remarquant que GL2 admet un 

sous-groupe invariant Ge cyclique d'ordre 5; en effet dans le groupe di6drique 

d 'ordre 6 qui est en isomorphisme 6mi-6drique avec G,~, il y a u n  sous-groupe 

invariant d'ordre 3, et s eelui-ci correspond en G,~ un G~ du type IV, b). 
Ceci pos6 remarquons encore que le G6 du type  IV, b ) d o n n e  lieu s un 

groupe de transformations de F ayant  un seul point uni qui correspond h ]a g~ 

de /; il s 'ensuit qu 'un groupe d'ordre r2 de F renfermant un tel sous-groupe 

invariant, a u n  point uni (invariant par rapport  ~ routes les transformations du 

groupe). En rappelant ce que nous avons dit au n. 67 on en eonclut que: 

Sur une sur]ace F assoeide h la courbe [ (cas V) il y a u n  seul type de groupe 

bi-digdrique d' ordre I2, en considgrant comme identiques deux groupes amenant h des 

sur/aces hyperelliptiques en correspondance birationnelle entre elles. 

72. - -  Rdsumd et programme de l'dtude qui suit. - -  En r6sumant les r~sultats 

obtenus nous 6noneerons le th6or~me suivant: 
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Lea surfaces hyperelliptiques de rang r > i et de diviseur ~5 ~ I, admettant une 
representation propre par des /onctions 0 irrbiuctibles, so'at des surfaces rdguli~res de 
genres P a = P a = P ~  . . . . .  I. Elles se parta!lent en i i  familles birationnellement 

distinctes, correspondantes ~ des groupes de transformations d'une courbe de genre 2 en 

elle-m~me. Ces farnilles sent indiquges par le tableau suivant: 

surfaces dgpendantes de trois modules: 

I) r = 2 (surface de Kummer); 
surfaces dgpendantes d' un module: 

II) r = 3  (groupe cyclique d'ordre 3); 

III)  r = 4  (groupe cyclique d'ordre 4); 

IV) r = 6 (groupe cycligue d'ordre 6); 

surfaces n'ayant pas de modules: 
V, VI, VII) r = 8 (groupes bi-di&lriquez d'ordre 8); 

VIII) r =  12 (groupe bi-digdrique d'ordre 12); 

IX, X, XI) r = 24 (groupes bi-telra&triques d'ordre 24). 
Les nombres I - - X I  (qui n 'ont  rien & faire avec ceux employ6s avant  dans 

la classification des courbes de genre 2 admettant  des transformations en elles- 

m~mes), nous servirons dans la suite pour d6signer les diff6rents types de sur- 

faces hyperelliptiques que nous nous proposons d'6tudier en d6tail. 

Pour chaque type nous Mlons construire une surface projectivement d6finie 

(d6pendant suivant les cas de modules arbitraires), g laquelle toute surface hy- 

perelliptique du type donn6 peut 6tre ramen6e par une transformation biration- 

nelle. 

Les surfaces mod~les que nous allons construire pour r > 2, seront des sur- 

faces d'ordre 2 r appartenant k des espaces Sr+~ de dimension > 3, et seront ca- 

ract6ris6es par certaines configurations de points singuliers et de hyperplans ayant  

un certain contact suivant des courbes rationnelles. 

I1 sera ais6 d'ailleurs de projeter de telles surfaces dans l'espace ordinaire, 

et m6me d'en abaisser l 'ordre (jusqu'~ 4). Cependant les surfaces d'ordre plus 

61ev6 d 'un hyperespace, auxquelles nous nous rapportons, sent en g6n6ral les 

plus simples de leur classe ~ ce point de vue, que leur configuration caraet6ris- 

tique jouit de la plus grande sym6trie possible. 


