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RECHERCHES SUR UN CAS REMAROUABLE D'EPREUVES 
DI PENDANTES. 

PAR 

A N D R E  ]~IARK OFF 

S:~ ~ETI~,RSB OURG. 

Le cas r e m a r q u a b l e  d '~preuves  d~pendantes ,  que  nous  allons ~tudier,  a 4t4 

indiqu~ p a r  moi  au  n o m b r e  des exemples  ~ de Ia possibilit~ d '~ tendre  aux  va-  

leurs d~pendan tes  la loi de g rands  nombrcs ,  d~montrde p a r  TC~IEBYCItEF, si 

s imp lemen t  et  ing~nieusement ,  p o u r  les va leurs  inddpendantes  dans  son mdmoire  -" 

~)Des va leurs  moyennes)).  

E n  e m p l o y a n t  la m6thode  de TCH~.BYCHEF, j ' a i  consider6 l ' esp6rance  math~-  

m a t i q u e  (la va leu r  probable)  du  carr~ d ' u n e  cer ta ine  somme.  Or en considdrant  

aussi  les esp6rances  m a t h ~ m a t i q u e s  des puissances  de la m~me somme,  je me suis 

persuad4,  que dans  le cas p resen t  ont  lieu aussi les formules  limites, ~tablies pa r  

TCH~BYCH~Y p o u r  les va leurs  i n d @ e n d a n t e s  dans  le m~moire  a ))Sur deux  th~o- 

r~mes relat ifs  a u x  probabilit~s~). P a r  consequen t  no t r e  cas fourn i t  un exemple ,  

m o n  avis  le premier ,  des valeurs  ddpendantes ,  p o u r  lesquelles, ainsi que pou r  

les va leurs  ind@endan tes ,  nous pouvons  d6montrer ,  ~ que l ' int~gralc de Lap lace  

t~ 

t i  

1 Bulletin de la soci~t~ physico-math~matique de Kasan. I I  sdrie, T. XV, ~. 4. 
2 Oeuvres de P. L. TCHEBYCHEF. T. I, p. 687--694. 
s Acta mathematica. T. XIV, p. 3o5--315. 
4 Voir les travaux de TCH~SYC~E~, mentionn6s dans le m6moire cit~ ci-dessus, ma th~se 

de doctorat ))Sur quelques applications des fractions continues alg~briques,, publi~e en russe, 
le travail de M. C. Poss~ au m~me titre, publid en franqais, et ma note ))Sur les racines de 

l'dquation ex2dme--~=o~ (Bull. de l'Acad, des sciences de St. Pdtersbourg. T. IX, .N. 5). dx,n 
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sert de limite ~ la probabilit6 que la somme de ces valeurs sera comprise entre 

des limites fix6es. 
w i. Nous allons eonsid6rcr les 6preuves successives, assujetties par rapport  

un dvdnement E aux conditions suivantes: 
i) la probabilit6 de E pour cbacune de ces @reuves est 6gale au m6me 

hombre p,  tant  que leurs r6sultats restent absolument ind6termin6s; 

2) la probabilit6 de E pour chaque 6preuve est 6gale ~ l 'autre nombre p,, 

si les r6sultats des @reuves suivantes restent ind6termin6s et on sait, que 

l'dpreuve immddiatement prdcddente a fair arriver l 'dvdnement E,  inddpendam- 

ment des r~sultats des autres 6preuves; 
3) la probabilit6 de E pour chaque 6preuve a la troisi6me vMeur P2, si les 

r6sultats des 6preuves suivantes sont ind6termin6s, comme auparavant,  mais 
l'on sMt, que l'6preuve imm6diatement prdc6dente a fait arriver l'dvdnement 

contraire ~ E,  inddpendamment des r6sultats des autres 6preuves. 
Pour  le dire en peu de mots, nous allons nous occuper des 6preuves iden- 

tiques li6es en chaine. 

Nous d6signons par F l '6v6nement eontraire ~ E et par 

les prob~bilit~s de F ,  6gMes 

q, q,,  q~ 

i - - p ,  I - - p , ,  I - - p 2 .  

Quant aux hombres p, p~, P2, nous ne pouvons pas les donner tous trois arbi- 

trMrement, car ils sont li6s par l'dgalit6 

(•) P = pp,  + qp~. 

facile ~ d6duirc, en consid6rant les 6preuves voisines. 

Ayant  6gard s cctte 6galit6 et en posant 

( 2 )  P l  - -  P2 = 5 ,  

nous r6duirons les six nombres 

li6s par les bgalit4s 

(3) 
aux trois hombres 

P, Pl, P2, q, ql, q2, 

P + q ~ P l  + ql = P 2  + q2 = i 

p , q , ~ ,  
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en ~tablissant les formules 
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(4) 
p ~ p + 6 q ,  q l = q - - 6 q ,  

p : ~ p - - 6 p ,  q : = q + 6 p .  

En  a b o r d a n t  no t re  probl~me, nous nous oeeuperons en premier  lieu de la re- 

cherche de la fonct ion g6n6ratrice pour  la probabil i td  que dans les n 6preuves 

l 'dvdnement  E a r r ivera  m fois et  l '6v6nement  F a r r ivera  n - - m  fois. 

Soit  

P,,, l, 

la probabil i t6 que dans les k premi6res  6preuves  l '6v6nement  E a r r ivera  juste-  

men t  m fois; soient  ensui te  

P~z,k,  P~m,k 

les m~mes probabil i t6s g la condi t ion suppl6mentaire,  laquelle pour  P&,k con- 

siste dans ce que l '6vdnement  E n ' a r r ive  pas h la k i~me 6preuve,  et  pour  P',~,k 

consiste au contra i re  dans ce que l '6vdnement  E a lieu h la k i~m 6preuve;  ainsi 

nous avons  

(5) P . , , k = P , ~ , , k  + P' , , , ,~ .  

Pour  
f 

P~,,, ~., P .,, k, Pro, 

nous formons,  

ratr ices 

(6) 

en in t roduisan t  un  nombre  ~ arbi t ra i re ,  les trois fonctions g6n& 

"%' 0 ~ t l l  } f 12m ~ m  (fk = -- P,,,, ~ ~/'k ~ 2 P m, ~ -_ , ~ok = 2 P,,,, k -~ , 

qui sont  li6es, en ver tu  de (5), pa r  ce t te  formule simple 

(7) { ~  + ~k. 

Cela dtant,  il est  facile d 'ob ten i r  les formules suivantes  

(8) 
! o P L , ~ . + t = q ~ P , n , k  + q . .P , , , , k  

! o Ptm, k + l ~ Pl P m-l ,~" + ~)2 P m - l , k  

pour  passer des k 6preuves aux  k + i 6preuves,  et  par  cons6quent  nous avons  

(9) 
cfk + 1 = ql q'k + q: ~fk, 

A c t a  m a t h e m a t i c a .  33, I m p r i m d  le  2 aof i t  1909. 1"2 



90 Andr6 Markoff. 

Or en 61iminant des 6quat ions  (9) l ' une  ou l ' au t r e  des fonct ions ~p et  tp, 

nous  ob tenons  pou r  ces fonct ions deux 6quat ions  t ou t  h fai t  ident iques  

q'~+2 - -  (p~ ~ + q~) q)k+~ + (p, - -  p~)~ ~k = o ,  

d ' oh  pa r  l ' add i t ion  on t rouve  

( io)  cok + ~ - -  (p, ~ + q~) ~ok + ~ + (p, - -  p~) ~ cok ~ o. 

E n  v e r t u  de ce t te  6quat ion,  si l 'on pose 

( ~ )  ~2 (~, t)  = COo + ~o, t + ~o~ t '  + ~o~ t ~ + . . . . . .  

en in t rodu isan t  un  second n o m b r e  a rb i t r a i r e  t et  en d~ te rminan t  co o pa r  l '~galit6 

(I2) w2 - -  (pt ~ + q~) ~ot + (Pt - -  Pa) ~o~ = o, 
on t r o u v e  

.Q (~,t)  = L o + L ~ t  
i - - ( P t  ~ + q~.)t + (p~ - - l ) : )  ~t  ~' 

oh l 'on a 

L 0 = c o  o et  L t = ~ o ~ - ( p ~ + q z )  Co0. 

D ' a u t r e  par t ,  il est  facile de t r o u v e r  i m m 6 d i a t e m e n t  

~ = p ~  + q,  ~o~ = p p ,  ~ + (pq~ + qP2)~ + qq~, 

d'ofi  il r6sulte 

e t  ensuite  

400 ~ I 

L 0 ~ I  e t  L l = ( p - p ~ ) ~ + q - q ~ .  

E n  s u b s t i t u a n t  ces valeurs  de Lo et  L~ dans  l ' express ion indiqu6e de ~2 (~, t)  e t  

en a y a n t  6gard aux  formules  (4) nous p a r v e n o n s  enfin h la formule  

(I3) L) (~, t) = I - -  c~ (q ~ + p) t 
i - - { p ~ + q +  J ( q ~ +  p)~ t  + ~ t  ~" 

w 2. La  formule  (I3) nous servira  aux  reeherches des esp6rances m a t h 6 m a -  

t iques des puissances  du n o m b r e  d 'a r r iv6es  de l ' 6v6nement  E:  ces esp6rances  ma-  

th6mat iques  s ' e x p r i m e n t  pa r  les sommes  

.,~ mk Pm, n (m ~ o, I,  2, . . . ,  n ) .  
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D'apr~s ces sommes nous trouverons les sommes 

5 (m - -  pn)  k Pro, ,,, 

qui expriment les espdrances math6matiques des puissances de la difft~rence 

m ~ prt, 

p n  ~tant 6gal ~ l'esp6rance math6matique de m. 

sid6rer l'esp6rance math6matique du produit 

m ( m  - -  I )  . . . .  ( m  - -  i + I ) ,  

en remarquant, que celle-ci est 6gale ~ la valeur de la d6riv6e 

pour ~ I  et par cons6quent peut 

dans le d6veloppement de la fonction 

d i ton 

d~ ~ 
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Mais en premier lieu il faut con- 

on trouve 

l 'esp,  math. de m = n p  

l'esp, math. de m (m- -  i) = n ( n - -  I) p2 § 2pqci ( n - -  i + ( n - -  2) ~ + (n - -3)  ~ +-- - )  

. . . . . . .  de m (m--  i) (m--  2) = n (n - -  i) (n ~ 2) p3 

+ 6 p '  q ~ ((n - -  ~) ( n - -  2) + ( n - -  2) ( n - -  3) ~ + . . . .  ) 

+ 6 p q ' ~ Z ( r t - - 2 + 2 ( n - - 3 ) d + 3 ( n - - 4 )  d~+ . . .)  

suivan$ les degr6s positifs et croissants de t. Conform6ment h cela, en diff~ren- 

t iant In fonction O ( ~ , t ) ,  d6termin~e par la formule (I3), et en posant ~ = I ,  

on trouve 

(I4) / dgl - /  x . . . . .  

Au moyen de cette formule, on ob$ient pour les petites valeurs de i des rd- 

sultats assez simples; en posant, par exemple 

i ~  I, 2, 3, 4, 

6tre d6termin6e comme le coefficient de t n 
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l 'esp, m. de m (m - -  i )  ( m - -  2) ( m  - -  3) = n (n  - -  i )  (n  - -  2) (n  - -  3) P~ 

+ 12 p3qd  ((n - -  I) (n - -  2) ( n - -  3) 

+ 0 ~ - - 2 )  ( n - - 3 )  ( n - - 4 )  d ~ . . . )  

+ 36 p2 q~ d.~ ((n - -  2) (n - -  3) 

+ 2 (,~ - -  3) (n - -  4) d + . . . )  

+ 24pq333 ( n - - 3  + 3 ( n - - 4 ) d  

+ 6 ( n - -  5 ) ~ +  . . . .  ). 

En  passan t  au cas g6n6ral, nous remarquons ,  que la fonct ion 

d' o.({, t/ 
d ~  --}~_~' 

en ve r t u  de la formule (x4) , se ddcompose en termes 

( i - -  ~) ( i - -  2 ) . . .  (i - - j )  
1 . 2  . . . j  

En  ddveloppant  ensuite la f ract ion 

1 .2  . . .  i l )~-J(dq)Jt  ~ 
"(I  - - / ) i ~ j  + t {I - -  ~ l )J"  

t~ 
(~ - - t ) ~ - ~  +~ (~ - -  ~t )~  

en une  s6rie su ivant  les puissances croissantes de t, on t rouve  que le coefficient 

de t n dans cet tc  s6rie s ' expr ime par  la somme 

( n - - j )  ( n - - i - -  ~ ) . . .  ( n - - i  + ~) 
~. 2 . . .  ( i - - j )  

+ j d ( n - - J - -  I) ( n - - j - -  2 ) . . .  ( n - -  i) 
~ .  2 . . .  ( i - - i )  

+ J(J + I ) ) d z ( n - - j - - 2 ) ( n - - j - - 3 )  . . . .  ( n - - i - - I )  
I .  2 I .  2 . . . .  ( i - - j )  

. . . .  , 

arr6tge aux  termes 6gaux & z6ro; or en a j o u t a n t  les plusieurs te rmes  6gaux k 

z6ro, on peut  prolonger  ce t te  somme jusqu 'k  6 n - j -~  inclusivement.  

Ayan t  6gard aux  produi ts  

( n - -  j - -  ),) (~/,-- j - -  ). - -  I ) . . .  (11,-- i - -  ). -{- I ) ,  

eons t i tuan t  ce t te  somme, nous les r6duirons aux polynomes  ordonn6s su ivant  les 

puissances d6croissantes de n:  

n g _ j ~  ( / - - j )  (i -t- j -~ 2 ~ . - -  i )  ~ b i _ j _  1 ~ - . ,  o 

2 
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Par cons6quent notre somme se prdsentera sous la forme d'un polynome 

(I5) Co n ~-~ + CI n ~-~-1 + . . . . .  , 
dont les coefficients 

Co, C ~ , . . . .  

s 'expriment par  les sommes des premiers n - - j  termes des s6ries infinies, qui ne 

d4pendent de n et sont ordonn6es suivant les puissances croissantes de ~. D'ail- 

leurs il est facile de se persuader, qu'en vertu des in6galitds 

o < p < I ,  o < p ~ < I ,  o < p 2 < I  

le carr6 de ~ dolt 4tre plus petit  que l'unit6 et que l'in6galit6 

J 2 < i  

suffit pour la convergence de notres s6ries infinies. 

Pour notre bu final il est important d'6tab]ir la formu]e eonditionnelle 

(16) ~ .  2 . . .  ( i - -  j) Co = (~ - -  ~)-~, 

off au lieu de la somme infinie 

I + j~ + J(J~+I~)(t' + j ( j  + i ) ( j  q- 2)~ 3 + . . . .  

1 .2  1 . 2 . 3  

6gale h ( I -  ~)-J, il faut prendre 

i + {~ + J(J~+ 1--)(5'+ . . . .  + 
1 . 2  

j (j + I ) .  �9 . ( n - -  2) (sn-j-1 

La formule (i6) fair 6vidente la limite de Co, lorsque n augmente infiniment. 

En vertu des calculs indiqu6s l'esp6rance math6matique du produit 

m ( m - - i ) . . . ( m - - i +  i) 

s 'exprime sous la forme d 'un polynome, ordonn6 suivant les puissances enti6ros 
et positives de n. 

Les coefficients de ce polynome s 'obtiennent des sdries convergentes infinies, 

qui ne d6pendent pa,s de n et sont ordonn6es suivant les degrds croissants de ~, 
si l'on 6carte t ous l e s  termes contenant J" et les plus grands degr6s de ~. 

En m6me temps il est facile de voir, que notre polynome, exprimant l'espd- 
rance math6matique de 

m ( m - -  i ) . . .  ( m - -  i + i),  
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ne contient les nombres p et q que dans les degr6s entiers et positifs, et que 

dans tous ses termes la somme des degr6s de p e t  de q est 6gale s i e t  le degr6 

de p n'est pas moindre que le degr6 de n. 

Enfin si l'on dcarte tous l e s  termes, off le degr6 de p surpasse le degr6 de 

n,  et l'on d6signe le reste de l'expression consid6r6e par le symbole 

[(m, i)]0, 

les calculs indiqu6s donnent la formule 1 

(~7) 

[(m, i)]o = (nP) i + i (i - -  I) ( np ) i_  1 + i (i - -  I.I)'2(i - -  2) ]-----d~q (np)i-"-  

. I  �9 . . . . ~  

i .2 . . . )  

le membre droit de cette formule, d6velopp6 en s6rie suivant les puissances crois- 

santes de ~, ne doit ~tre prolong6 que jusqu'g jn-1 inclusivement. 

D'autre part, en exprimant les puissances de m par les produits de la forme 

consid6rde, on ob~ient la formule connue 

( I 8 )  
m i - - - m ( m  - i ) . . . ( m - - i  + i) + At, i r a ( m - -  i ) . . .  ( m - -  i + 2) + 

+ . . . .  + As, i m ( m - -  i ) . . .  ( m - -  i + ~ + I) + . . . .  , 

dont les coefficients 

Al, i, A2,i . . . . .  Ai - l , i  

ne d6pendent pas de m. 

On peut caleuler AS, ~ au moyen des 6gaht6s t 

A~, ,  i ( i  - -  ~) ,  A~,j  = o 
2 

Aj, i+ l  ~ A j ,  i + ( i - - j  + I) A r  

faciles a d6duire; de ces 6galit6s on trouve successivement 

Nous n 'avons pus ~gard ~t l'6galit6 p + q ----- i. 
Les m~mes coeff icients  Aj, i en t ren t  aussi dans la formule 

dif(e~) dx4 = vxi f ( i )  (ez) + Al,  i e z ( i - 1 )  f ( i - -1)  (ese) + A 2 ' i g r ( i - 2 )  f ( i - 2 )  (ex) + . . . .  
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Al,2-~-I, ALa= 3, AL4=6 ,  A l , ~ I O ,  A~,e~I5,  A l , ~ 2 I ,  

A~,8=I, A2, t=7,  Ae,.~=25, A.2 ,~65,  A'~,7=I4O, 

A~,~ = I, A3,~ ~ 15, A~,~ = 9 o, A~.~ ~ 350, 

A4~ = I, A,t,a ~ 31, A4,~ = 3Ol, 

A~,~ = I, A.~,7 = 63, 

A6,7 ~ I, 
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Al,s ~ 28, Al,o = 36 

A2s = 266, A2,0= 462 

Aals ~ lO5O, A3.o ~ 2646 

A4,s = 17Ol, A4,9 = 6951 

A.~,s = 966, A5,9 = 7770 

As, s = 127, Ae,~ = 3o25 

AT,~ = i, AT,~ = 255 

A s ,  9 = I .  

Or les 6galit6s (19) fournissent aussi la formule 

(20) & , i  = i ( i - -  I )  " " ( i - - J )  ( i i -~  + a i i - *  + f l i~-a . . . )  
2 . 4 . . . 2 1  

off a, fl . . . . .  ne d6pendent pas de i. 

En nous servant de la formule (20), nous pouvons introduire dans nos cal- 

culs les quantit6s Aj.0, Aj,1 . . . . .  , Aj,~, 6gales ~ z~ro, qui ne se pr~sentent pas 
dans la formule (18). 

Cela 6tant, il est ais6 de parvenir aux conclusions suivantes. 

L'esp6.rance math6matique de ra ~ peut  ~tre pr6sent~e sous la forme d 'un 

polynome, ordonn6 suivant les puissances entibres et positives de n. 
Les coefficients de ce polynome s 'obtiennent des s6ries convergentes qui 

sont ordonn6es suivant les puissances croissantes de ~ ct ne d~pendent pas de n, 

si l'on 4carte tous les termes, contenant ~" et les plus grandes puissances de ~. 

Quant aux nombres p e t  q, ils n 'entrent dans ce polynome qu'aux degr6s 
entiers et  positifs, la somme des dcgr4s de p e t  de q ne surpassant pas i e t  le degr6 

de p dans chaque terme de ce polynome n'~tant pas moindre que le degr6 de n. 

Enfin, si l'on 6carte t o u s l e s  termes, oh le degr~ de p surpasse le degr4 de n, 

et l'on d6signe le reste par le symbole [mi]0, il est facile d'obtenir la formule 

[ [mi]0 = (np )  i .v AI,~ ( n p ) i - l +  A2,i (np)  i -~  + . . . .  

+ { i ( i - - i ) ( n p )  i - l  + A l , i ( i - 1 ) ( i - 2 ) ( n p )  i - 2  + . .} i~-qo,  

J r  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  " . . . .  

] A~, (i-- I) (i-- 2) (i-- j) ( i--  j - -  11 
t '" I _ 2 : . - ~ . . . j  ( nP)~ - i -1  + " "  

- - ~  �9 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  ~ 

qui a le m~me sens conditionnel que la formule (17). 
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Passons ~ l'esp6rance math6matique des puissances de la diff6renco 

m - -  pn .  

En nous servant de la formule 

(22) ( m - -  pn )  k ~  m k - k i n  k-1 pn + k (k - -  I) ~ k - ~  (pn)~ - - . . . .  

nous d~duisons des r~sultats pr~c~dentes les conclusions suivantes. 

L'esp6ranee math~matique de 

(m - -  pn )  k 

peut ~tre pr~sent~e sous la forme d'un polynome 

(23) _n(2) ,~  + R(2• , , ~ - ~  + . . . .  + R ? ) n '  + . . .  + R(2 ,  

dont les coefficients 

R(k~), R (~) , R~), R~) 
�9 k - - 1  . . . . . .  ~ . . . .  

6rant des fonctions enti6res de 

p , q ,  6, 

s 'obtiennent des s6ries convergentes infinies, qui ne d6pendent pas de n e t  sont 

ordonn6es suivant les puissances croissantes de 6, par l'6cartement de tousles termes 

contenants 6" et les plus grandes puissances de 6. Nos calculs font 6vident aussi, 

que la fonction R~ k) contient le facteur pi et que la somme des degr6s de p e t  de q 

dans chaque terme de cette fonction ne surpasse pas k. 

•ous sommes parvenus au polynome (23), en ~,tudiant les calculs fix6s; 

maintenant il est important de remarquer, que les coefficients R~ k) du polynome 

(23) ne d6pendent pas de la m6thode employde mais sont tout ~ fait d6termin6s 

par la condition qu'ils s'obtiennent de sdries, qui ne ddpendent pas de n e t  

sont ordonn6es suivant les puissances eroissantes de 6', par l'6cartement de tousles  

termes contenants 6" et les plus grandes puissances de ~5. 

Or nous pouvons parvenir h la m~me expression (23) de l'esp6rance math6- 

matique de 
(m - -  pn )  k 

par une autre voie, en consid6rant au lieu du nombre des arrivdes de l'6v6ne- 

ment E le nombre des arriv6es de l'dv6nement F,  contraire ~ E. 

Pour effectuer cette passage de E h F, il faut prendre n - - m  au lieu de m 

et transposer p et q, conform6ment aux formules (4)- 
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De cet te  mani~re on remplace ]a diff6rence 
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pa r  la suivante  
m - -  p n 

qui ne diff6re de la prgc6dente que par  le signe ~ ,  car leur somme 

m - - p n  + n - - m - - q n  

est 6v idemment  dgale b~ zdro. 

Pa r  consdquent  les puissances paires de ces diffdrences sont dgaux et leurs 

puissances impaires ne diff6rent  que par  le signe + .  

I1 en r6sulte, que l 'expression t rouvde (23) de l 'espbranee ma th6mat ique  de 

(m - -  pn)  k 

ne change pas sa valeur absolue, si l 'on t ranspose p e t  q; en sorte  que ce t te  

t ransposi t ion ne change pas R~ k), si k est pair, ct  t ransforme R~ k) e n -  R! k), 

si k est  impair.  

Cela 6rant,  ayan t  ddcouver t  dans R~ a~ le fac teur  p~, nous pouvons  assurer, 

que R~k) doi t  conteni r  aussi un fac teur  ident ique avec qi en ver tu  de l'dgalit6 
p + q = L  

Pa r  cons6quent,  si la fonct ion R~3) ne se r6duit  h z6ro, elle doit  conteni r  

les termes, off la somme des degr6s de p et q n 'es t  pas moindre  que 2 i ,  en vc r tu  

de quoi on a 

(24) 2 i < k, 

car  1~ somme des degr~s de p et  de q dans la fonet ion R~ k) ne surpasse pas k. 

Done on a 

R <2~-~' = R( "2~-" - -  = R y - "  = o 
e t  

R~l) = R(~I) = _ RI2tl = o, ' 2 1 - - 1  . . . . . .  - -  ~ * l + 1  

1 6 tan t  un nombre  ent ier  positif, et  par  suite 

(25) 

et  

(26) 

? n  - -  n p ~ 2 / - - I  

lim. de l;esp, math .  de ~ V n  ! 

m ,  - -  n p l  ~ l  
lira. de l'esp.,,~ math .  de ~ /  

Aeta  ma themat i ca .  33. I m p r i m 6  le  2 aol l t  1909. 

~ O  

= lim. R~ 2t). 

1 3  
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La  quant i t6  R~ ez) se repr6sente,  en vc r tu  de nos calculs, sous la forme de 

telle somme 

a0 pz + at pl q + a2 pl qO_ + . . . .  + a t - ~  pl qt-~ + al pl q~ 

+ b0 pt+l  + bl pl+~ q + b.~ Id +~ q~- + . . . . .  t- bz-1 p:+l qZ-~ 
- { -  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

don t  les coefficients ne d6pendent  pas de p et de q. 

Or cet te  somme se d6termine ais6ment par  la ligne premiere  

ao pz + a~ pz q + a2 })l q"- + . . . .  + a t  i ~)l q l -1  A-, al pl ql. 

En  effet,  en mul t ip l ian t  les termes de la somme 

pa r  
a o p  1 + aj pz g + a~ ?)l q~ + . . .  + az_~ pl q l -1  + a l p l  qZ 

(I __p)2, (I __p) l -1 ,  ( i  __p)l-'~, . . . . .  I -  p, I, 

nous la t ransformons  dans la somme 

(27) S = a o p ~ ( i - - p ) l + a ,  p t ( i - - p ) l - - l q + . . . + a t - - l p t ( i - - p ) q l - - a + a L p t q t ,  

laquelle est  6gale h 

( a o + a l + a s + . . . + a t - l + a t )  Pzqt 

et  ne se change pas par  la t ransposi t ion de p e t  q. I I e n  r6sulte, que la t rans-  

posi t ion de p e t  q ne change pas aussi la diffdrence 

R~2z) _ S .  

D'au t r e  par t ,  il est 6vident,  que cet te  diff6rence cont ien t  le fac teur  pt+~, 

et  pa r  suite elle doit  contenir  aussi un  fac teur  ident ique  avec qt+l en ve r tu  de 

l '6galit6 p + q = I;  ce qui est impossible, si elle ne se r6duit  ~ z6ro; car elle ne 

cont ien t  que les termes, off la somme des degrds de p et  q ne surpasse pas 21. 

Done o n  a 

(28) 

]a somme 

R~ 2t) = (aQ + al + a2 + . . . + a l - i  + al) pZ qt,  

ao pt + al pl q + az pl q"- + . . . .  + az pt qt 

6tant  6gale au coefficient de n z dans l 'expression 

[ ( m  - -  p n)  2 z] 0 , 
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ddduite de [ 'expression (23) do l 'esp~ranee math6mat iquc  de 

( m  - -  p i*) ~l 
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par l '6car tement  de t o u s l e s  termes, off Ic degr5 de p surpasse I. 

Enfin, ayan t  6gard '~ la formule 

2 l ( 2 1 - - I )  
[ ( r i g  __. p .B , )2 l Jo  [i~,/2/JO - -  2, l l )  lg [~ ' /~2 l - -1 ]0  + . . . . . . . .  l ) 2 1 6 2 1 7 1 6 2 1 - - 2 1 9  . . . .  

I o 

et en nous servant  de l 'expression de [ml]0 t rouvde plus haut ,  nous obt(,nons la 

formule 

( d )~ ( l ' + J ) ( l + J - - ~ )  ~ . . . .  ( t . ~ ) ~ l  
a~: ~ = 1 . 2  . . . .  j Al-j,~.l 

_ 21(l  + j - -  1) (1 + J - -  2 ) " . . .  l 2 (1--  1)Al_j ,2z_l  
I 1 . 2  . . . j  

2 l ( 2 l - - I ) ( l + j - - - 2 ) ( l + j - - 3 ) " - . . . ( l - -  I)~ ( l - -  2) At_j,  2z_ 2 + 
1 . 2 ,  I . ~ 2 . . . ~  

2 / ( 2 / - - I )  (l + 2) ( j  + I ) j ~ ( j - -  I) "-'. ~" . . . . .  ~:-. I A l - j ,~+l ,  
• z . z . . ( t - - z )  1 . 2 . . . j  - 

qui en ve r tu  de la formule (20) nous donne 1 

aj=.z121 ( x +  j - - 1 ) ( x +  j - - l - - i )  ~ . . . .  ( x - - l +  i)  ~ ( x - l )  Az_j ,x  i ~  
~-o z.2.3 . . . .  j 

1 . 2 . . . j .  2 ~ 4 , . .  2 ( / - -  j) I L - d  

l(1--~)...(l--j+ ~) ( ~ ) J  
= z . 2 . 3 . . . j  z - 3 - 5 . - - ( 2 1 - -  I) 

et  par  cons6quent  

( 2 d J  
(29 ) a o + a t + a 2 + . . .  + a t -  1 . 3 . 5  . . . .  ( 2 1 - - I )  i + i - - - '  " 

Oes formules ont  6videmment  le m6me sens eonditionnel,  que la formule (I6). 

La  formule (29) fournit  la limite de la somme 

~0 +a~ q a 2 + . . .  ~ al, 

lorsque n augmente  infiniment. 

1; k ( k - -  I) f ( k _ _  2) -- •  ,/k f ( x ) x , o  = ) C ( k ) -  T f ( k  - -  i)  + ~ . . 2  . . . . . . . .  
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Nous  parvenons  de cet te  mani~re s l '6galit6 

iI + 0 \t 
lira,,_ ~ R~ 2t) - -  z.  3 . 5  . . . .  ( 2 / -  x) ~ f  pq] 

et  par  sui te  

(30) l im. de l 'esp, math.  de --  i .  3 . 5  . .  ( z l - -  I) pq  

Done nous avons  

et  

i t t t  - -  p ?t) 2 l -  l 
lim. de llesp, math .  de I Vn , = o 

lim. de !I 2Y" m,m . d e  V'i I ' 

et  en ve r tu  des recherches lnentionndes ci-dessus nous pouvons  6tablir  la pro- 

posi t ion suivante.  

La probabilitd des indgalitds 

V i + 6  V z + J  n p +  t, z p q i - - ~ ( i  u < m < n p  + t~ z p q  ~-__ 6 n,  

ore n est le hombre des @reuves considdrges, m est le hombre d'arrivdes de l'dvdne- 

ment E et t~, t~ sont deux hombres coustauts arbitraircs, converge fi la limite 

t 2 

{'e-t~ dt  
v : u  ' 

ti 

lorsque n augmente in/iniment.  

w 4. Not re  quest ion admet  une g&l~ralisation considerable,  signal~e par  

M. A. LIAPOU~OFF; s savoir, en conservan t  les autres  conditions,  on peu t  poser, 

que la probabili t~ de E ,  t an t  que h.s r6sultats dc nos dpreuves sont  absolument  

ind~termin6es, n 'a  pas une mSme valeur  pour  routes ces 6prcuves,  mais d+pend 

de leur position. En  abordan t  eerie  g6n6ralisation de no t rc  quest ion et en d~- 

signant pa r  
p ' ,  p ' ,  . . . .  , 1 / n ) ,  . . . . 

la probabili t~ de E pour  les dpreuves sueeessives, nous obtenons  au  lieu de (I) 

l '6quat ion suivante  

(3I) p(") - -  p, p("-~) + p~ (~ - -  t / " - ' ) )  
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dont  la r6solution aux termes prdcddents s'exprime par la formule 
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(32) p(-) _= p + (p' - -  p) 6 "-1 . 

I1 est 6vident de cette formule, que p serf maintenant de la limite, h la- 

quelle s 'approche p("~, quand n augmente infiniment. 

D'autre part, il est facile d'obtenir, pour la question g6n6ralis6e, la mfime 
dquation 

cok+2 - -  (p,  ~ + q~) c,,1,+ ~ + (p,  - -  p~) ~ok  = o,  

en conservant routes nos ddsignations, employdes auparavant.  

Quant ~ la fonction .(2 (#, t), la fonction g6n6ratrice de to,,, pour la question 

g6n6ralis6e elle ne diff6re de la fonction ~:.~ (~, t) prdc6dente que par son num6- 

rateur; le nouvel numdrateur s 'obtient du num6rateur, trouv6 auparavant,  par 

changement de t,~, la nouvelle expression to~ dtant 6gale ~ 1/# + q' au lieu de p# + q. 

Cela 6rant, pour la g6n6ralisation signal6e de notre question il faut et il suffit 

la fonetion ~2 (#, t), trouv6e auparavant,  ajouter la fonction ~ (#, t), d6terminde 
par la formule 

(33) J (#, t) -~ (P ' - -  p) (# - -  ~) t 
- {p~ + q + 6 (q~ + p)} t + ~ t  ~ 

Or d'aprbs l'aecroissement de $2(#, t) il est facile de trouver aussi les ac- 

croissements correspondants des esp6rances math~matiques consid6r~cs par nous; 

car leurs accroissements se d6terminent par les m~mes formules, que ces valeurs 

m~mes, & la seule diffdrence, que la fonction .Q(#, t ) d o l t  b~re remplae6e par 
d @, t). 

En premier lieu l'accroissement de l'espdrance math6matique du produit 

m ( m - -  i )  . . . .  ( m  - -  i + I )  

s'exprime par le coefficient de t" dans ]e d6veloppement de 

Jdij(#,t)~ 1 . 2 . . . i ( p ' - p )  t' I p 6q I '-1 

en sdrie ordonnde suivant les puissances croissantes de t. En dtudiant ces coeffi- 
cients et en passant du produit  

m ( m - -  I )  . . .  ( m - -  i + I )  
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suceessivement aux puissances de m e t  de m - - p n ,  on trouvera, que l'a.eerois~- 

ment de l'esp4ranee math6matique de 

( m  - -  p n)  k 

peut ~tre prdsent6, 

lynome 

(35) 

par la mdthode employde ei-dessus, sous la forme d'tm po- 

analogue au polynome (z3). 

Les rapports 

p' - -p '  p ,  p'" . . . . .  t/__p 

sont des fonctions enti~res de p et q; la m4thode pr6eddente fait 4vident aussi, 

que la fonction 
T?): (p' -- p) 

contient la facteur pi et que la somme des degr6s de p et q dans chaque terme 

de cette fonetion ne surpasse pas k -  I. 
D'autre part il n'est pas difficile de ddmontrer, par le passage de E h F, 

que l'accroissement consider6 de l'cspdrance mathbmatique de 

( m  - -  p n )  k 

ne change pas sa valeur absolue, si l'on transpose simultan6ment 

p e t  q, 1 / et r  

De lh d4coulent les 4galit4s 

T~t-21) = T~t_-31) . . . . .  = T~ 2 ' - '  = o 

et 
Tin) =TO2;> ~T~  ~;) = o .  

2 l - - 1  2 / - - 2  ~ . . . .  

Done la g~n6ralisation de notre probl~me, signal~e par 5I. A. LIAPOUNOFF, 

ne change pas la limite trouv4e auparavant,  s laquelle converge l'esp~rance ma- 

th6matique de 

lorsque n augmente infiniment; et par cons6quent, en g~n~ralisant de cette ma- 
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nibre notre probl~me, nous pouvons maintenir la proposition, 6tablie plus haut, 

sur la limite de la probabilit6 des in6galit6s 

V:;; + e / 
n p + t ~  ~ i - - ( ~ / n < m < n ? ) + f ' ~  _ n.  

w 5. Nos consid6rations sont basdes en grande partie sur |a sym6trie de 

eertaines expressions par rapport h p e t  q. Cette eireonstanee partieuli~re em- 

p6ehe beaucoup de g6n6raliser nos resultats. 

En eherchant h les 6tendre h des valeurs queleonques li6es en ehaine, j'ai 

modifi6 les consid6rations expos6es de telle mani~re qu'il devient superflu de 

s 'appuyer g la sym6trie susdite. 

Pour ce but nous remarquons que l'esp6ranee math6matique do 

( m  - -  p n )  i 

peut ~tre d6termin6e imm6diatement par Ie coefficient de t" dans le d6veloppe- 
ment de la fonction 

Id'.Q.(e'~, t e -P" ) [  

suivant les puissances positives et croissantes de t. Or en 6tudiant eette fone- 

tion de t et en posant 

V ~ i - -  (pt e'~ + q2) te-P'~ + (p, - -  P2) e'~ t~ e-~P'~ 

et  ~q(e'~, t e - P ' O -  U ,  

nous pouvons nous servir des formules tr~s connues 

(o=/~ V + ~  + - - -  

et 

off l'on a 

(- 
4! It! 

v'") 
v! 

g + ! , + v +  . . . .  ? 'e t  ~ + 2 ! , + 3 r +  . . . .  i .  

Au moyen des ces formules il n'est pas difficile de tirer de l'expression 

d'.Q ( e'~, t_e-~',!( 
d~  i ~, - o  
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son terme principal de la forme 

A A 
i O U  i + 1 ~  

(~-- t )~  +' (~ - - t ) - -  

d~terminant nos resultats. 

Nos eonsid6rations modifibes peuvent 8tre 4tendues aussi h des valeurs quel- 

conques li6es en chaine, ce que j'ai fait dans le m4moire ))Amplification des 

th6or~mes limites du ealeul des probabilit~s h la somme des valeurs li~es en 

ehalne)), publi6 en russe (Mem. de l'Aead, des sciences de St. Petersbourg. VIII  

s~rie, Vol. XXII,  N. 9). 


