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RECHERCHES SUR UN CAS REMARQUABLE D’EPREUVES
DEPENDANTES.

PAR

ANDRE MARKOFF

A 8T PETERSBOURG.

Le cas remarquable d’épreuves dépendantes, que nous allons étudier, a été
indiqué par moi au nombre des exemples! de la possibilité d’étendre aux va-
leurs dépendantes la loi de grands nombres, démontrée par TCHEBYCHEF, si
simplement et ingénieusement, pour les valeurs indépendantes dans son mémoire *
»Des valeurs moyennes».

En employant la méthode de TcHEBYCHEF, j’ai considéré 'espérance mathé-
matique (la valeur probable) du carré d’une certaine somme. Or en considérant
aussi les espérances mathématiques des puissances de la méme somme, je me suis
persuadé, que dans le cas présent ont lieu aussi les formules limites, établies par
TCHEBYCHEF pour les valeurs indépendantes dans le mémoire® »Sur deux théo-
rémes relatifs aux probabilitéss. Par conséquent notre cas fournit un exemple,
4 mon avis le premier, des valeurs dépendantes, pour lesquelles, ainsi que pour
les valeurs indépendantes, nous pouvons démontrer,* que I'intégrale de Laplace

|73
= f e—t*dt
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! Bulletin de la société physico-mathématique de Kasan. II série, T. XV, N. 4.

? Oeuvres de P. L. Temesycmer. T. I, p. 687—694.

% Acta mathematica. T. XIV, p. 305—3I5.

* Voir les travaux de TcHEBYCHEF, mentionnés dans le mémoire cité ci-dessus, ma thése
de doctorat »Sur quelques applications des fractions continues algébriques», publiée en russe,
le travail de M. C. Possé au méme titre, publié en francais, et ma note »Sur les racines de

—z2
dm e =0» (Bull. de I'’Acad. des sciences de St. Pétersbourg. T. IX, N. 5).
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sert de limite & la probabilité que la somme de ces valeurs sera comprise entre
des limites fixées.

§ 1. Nous allons considérer les épreuves successives, assujetties par rapport
4 un événement £ aux conditions suivantes:

1) la probabilité de E pour chacune de ces épreuves est égale au méme
nombre p, tant que leurs résultats restent absolument indéterminés;

2) la probabilité de E pour chaque épreuve est égale a Pautre nombre p,,
si les résultats des épreuves suivantes restent indéterminés et on sait, que
Pépreuve immédiatement précédente a fait arriver I'événement £, indépendam-
ment des résultats des autres épreuves;

3) la probabilité de E pour chaque épreuve a la troisiéme valeur p,, si les
résultats des épreuves suivantes sont indéterminés, comme auparavant, mais
Pon sait, que P'épreuve immédiatement précédente a fait arriver I’événement
contraire & E, indépendamment des résultats des autres épreuves.

Pour le dire en peu de mots, nous allons nous occuper des épreuves iden-
tiques liées en chaine.

Nous désignons par F Pévénement contraire a K et par

g, %> 42
les probabilités de F, égales &

I—p, I— 7P, I—Pa

Quant aux nombres p, p,, p,, Nous ne pouvons pas les donner tous trois arbi-
trairement, car ils sont liés par I'égalité

(1) p=pp + qP:

facile & déduire, en considérant les épreuves voisines.
Ayant égard & cette égalité et en posant

(2) pl”‘pz:a’

nous réduirons les six nombres

P Pis P2r €5 95 925
liés par les égalités

(3) pHeg=p+¢ =Dt =1

aux trois nombres

P, ¢, 9,
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en établissant les formules

p,=p+dq, ¢ =q—Jq,

{(4) \
P,=p—0p, ¢=q+ dp.

En abordant notre probléme, nous nous occuperons en premier lieu de la re-
cherche de la fonction génératrice pour la probabilité que dans les n épreuves
I'événement K arrivera m fois et ’événement F arrivera n — m fois.
Soit
Pm k

4

la probabilité que dans les k premiéres épreuves I’événement E arrivera juste-
ment m fois; soient ensuite

Pk, Pk

les mémes probabilités & la condition supplémentaire, laquelle pour P, iz con-
siste dans ce que I’événement E n’arrive pas & la ki*®e épreuve, et pour Py x
consiste au contraire dans ce que 'événement E a lieu & la ki®®¢ épreuve; ainsi
nous avons

(5) Pm,k:Pr‘r)z,k‘}‘Pynl,k-
Pour
P;’n,k, le,k; Pm,k

nous formons, en introduisant un nombre & arbitraire, les trois fonctions géné-
ratrices

(6) Fr = EPloll, k 5’", u'l; == EP'm.I: §"', W = EPm,k :tm,
qui sont liées, en vertu de (3), par cette formule simple

(7) wp = % + Y.

Cela étant, il est facile d’obtenir les formules suivantes

(8) an,k-}-l'——“qxplm,k +q;:P:)n,k
P,m,k+1:p1 le~1,k + P, Pf(;l——l,k

pour passer des k épreuves aux k + 1 épreuves, et par conséquent nous avons

Pre1=q ¥ + ¢ %%,
YVeer=p S + 22 S

Acta mathematica. 33. Imprimé le 2 aot 1909. 12

(9)



90 André Markoff.

Or en éliminant des équations (g) l'une ou l'autre des fonctions ¢ et y,
nous obtenons pour ces fonctions deux équations tout a fait identiques

Pri2— (D S+ @) Prer +(pp—p)EPr =0,
Yeyo— (0§ + @)Wk + (P, —p)S¥e=o0,

d’out par l'addition on trouve

(10) Wrs2— (D 5+ @) o1 +(p, —p) Ewr=0.

En vertu de cette équation, si I'on pose

(11) QE)=w, + ot + W, + wt*+ ... .. ,

en introduisant un second nombre arbitraire ¢ et en déterminant w, par ’égalité

(12) w,— (P, § + @) o, + (P, — p) wy=0,
on trouve

L,+ Lt
T—(p S+ )+ (p,—p.) 587

2(8,1)=
ou l'on a
Ly=w, et Li=0,—(p,§ + ¢;) w,.

D’autre part, il est facile de trouver immédiatement

w=p5+¢q, 0,=pp 8+ (pg +qp.)5+ 49,
d’ou il résulte
Wy =1,
et ensuite

Li=1et Li=(p—p)5+q—q..

En substituant ces valeurs de L, et L, dans Vexpression indiquée de 2(£,t) et
en ayant égard aux formules (4) nous parvenons enfin a la formule

. —d(gS +p)t
S) = = = I .>-- \ g2
(13) (5, T—{p§+qg+d(gs+pht+ st

§ 2. La formule (13) nous servira aux recherches des espérances mathéma-
tiques des puissances du nombre d’arrivées de ’événement E: ces espérances ma-
thématiques s’expriment par les sommes

SmMF Py pm=o0,1,2,...,m).
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D’aprés ces sommes nous trouverons les sommes
) (m — ])”)k I’m, ny
qui expriment les espérances mathématiques des puissances de la différence
m—pn,

pn étant égal & Pespérance mathématique de m. Mais en premier lieu il faut con-
sidérer I’espérance mathématique du produit

mm—1)....(m—1+ 1),
en remarquant, que celle-ci est égale & la valeur de la dérivée

df wy

T

pour £=~1 et par conséquent peut éire déterminée comme le coefficient de ¢*
dans le développement de la fonction

e

suivant les degrés positifs et croissants de ¢. Conformément a cela, en différen-
tiant la fonction R(&,¢), déterminée par la formule (13), et en posant & =1,
on trouve

|

Fegol  _x2.. iptyp 8¢ Kt

- B i e e T

1—1t 1—dt

Au moyen de cette formule, on obtient pour les petites valeurs de ¢ des ré-
sultats assez simples; en posant, par exemple

t=1,2, 3,4,
on trouve

I’esp. math. de m =np

Pesp. math. de m(m—1)=n(n—1)pt+2pgdn—1+(n—2)d+(n—3}6"+ ...}

....... dem(m—r1)(m—2)=n(n—1)(n—2)p?
+6plgd{(n—1)(n—2)+(n—2)(n—3)d+....)
+6pg?dt(n—z2-+2(n—3)d+3(m—4)d2+ ..))
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Pespm.dem(m—1)(m—2)(m—3)=n(n—1)(n—2)(n—3)p*

+ 12p*qd ((n—1) (n—2) (n—3)

+(n—2)(n—3)(n—4)0+

+ 36 p*q*d* ((n —2) (n — 3)
+tzn—3)(n—4)d+..)

+24pg*8*(n—3+3(n—4)0
+6(n-—5)0%+....).

En passant au cas général, nous remarquons, que la fonction

{dis;(gi)};_l,

en vertu de la formule (14), se décompose en termes

(i—1)(t—2)...({—j) 1.2...7pi=i(dg)its

1.2...9 (1 —ty~3+1 (1 —6t)°
En développant ensuite la fraction

t¢
(L T 1

)

en une série suivant les puissances croissantes de £, on trouve que le coefficient

de t» dans cette série s’exprime par la somme

m—pm—j—1)...(n—1 4 1)

Ln—)—1y(n—j—2)...(n—1)
1.2...(—7) SRl ;

1.2...{t—19)

+ ZL7+ I)d‘z(n"—j_"2)("——7'—‘371)_;:.;(n—"7""'—1)
1.2 1.2....(0—7)

+ o,

arrétée aux termes égaux & zéro; or en ajoutant les plusieurs termes égaux a

zéro, on peut prolonger cette somme jusqu'a 6"—/—! inclusivement.
Ayant égard aux produits

n—j—n—j—2—1)...(n—t— 4+ 1),

constituant cette somme, nous les réduirons aux polynomes ordonnés suivant les

puissances décroissantes de n:

ni—d — Q:Jlt%ifl:_lz W=t 4,
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Par conséquent notre somme se présentera sous la forme d’un polynome

(15) Coni~=i + Cymi—3—14 ... ,
dont les coefficients
' C,,C,,...

s’expriment par les sommes des premiers n — j termes des séries infinies, qui ne
dépendent de n et sont ordonnées suivant les puissances croissantes de d. D’ail-
leurs il est facile de se persuader, qu'en vertu des inégalités

o< p<r1, 0<p, <1, 0<P,<I
le carré de d doit étre plus petit que P'unité et que l'inégalité
<1

suffit pour la convergence de notres séries infinies.
Pour notre bu final il est important d’établir la formule conditionnelle

(16) 1.2...(8—j§)Co= (1 —6),

ou au lieu de la somme infinie

1.2.3
égale & (1 — d)—J, il faut prendre
I+70+ (7+1)62 +7(7+»—~—I) (n—2) gnj,
1.2....(n—j—1)

La formule (16) fait évidente la limite de C,, lorsque n angmente infiniment.
En vertu des calculs indiqués ’espérance mathématique du produit

mm—1)...(m—1i+ 1)

s’exprime sous la forme d’un polynome, ordonné suivant les puissances entiéres
et positives de n.

Les coefficients de ce polynome s’obtiennent des séries convergentes infinies,
qui ne dépendent pas de n et sont ordonnées suivant les degrés croissants de d,
si Pon écarte tous les termes contenant d" et les plus grands degrés de 4.

En méme temps il est facile de voir, que notre polynome, exprimant 1’espé-
rance mathématique de

mm—iI)...(m—1+ 1),
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ne contient les nombres p et g que dans les degrés entiers et positifs, et que
dans tous ses termes la somme des degrés de p et de g est égale & i et le degré
de p n’est pas moindre que le degré de =n.

Enfin si 'on écarte tous les termes, ou le degré de p surpasse le degré de
n, et I'on désigne le reste de I'expression considérée par le symbole

[(m, ¥)L,

les calculs indiqués donnent la formule!

| e
( )[(m,i)10=(nm'+i(i—x)l—"}é(nm'—l+»’—(’ D=2 (2L oy
17 TV

..... e e T SR

le membre droit de cette formule, développé en série suivant les puissances crois-
santes de d, ne doit étre prolongé que jusqu’a d*—! inclusivement.

D’autre part, en exprimant les puissances de m par les produits de la forme
considérée, on obtient la formule connue

mi=m{m—1)...(m—i+ 1)+ Aim(m—1)...(m—i+2)+

(18) .
+....+Aj,.~m(m——1)...(m—z+7+I)+....,

dont les coefficients
Avri, Agiy. ooy Aiyi

ne dépendent pas de m.
On peut calculer 4;; au moyen des égalités?

t—n
(19) A],.—— > , A,,,—o

Ajipr=Aj i+ (@—7+ 1) 41

faciles a déduire; de ces égalités on trouve successivement

! Nous n'avons pas égard a l'égalité p+¢=1
? Les mémes coefficients dj i entrent aussi dans la formule

%ﬁﬂ = ¢xi f(§) (ex) + Al,ie‘“_l)fﬁ—l) (er) + Az,..gl(i—2)f(i—2) ez} +....
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dro=1, A13=3, 414=6, A15=10, d1e=15, Ai1=21, A1g—=28, Aij9=36
Aos=1, Aos=7, Aoy — 25, Asg=065, As7=140, Agg =266, Ajq¢= 462
Az g=1, Ass =15, Ase=qo, As;= 350, A3:g = 1050, Aag=2646
Ays =1, Ase=131, Ag47=301, Ays=1701, A49=06051
As6=1, As1=063, Ass=0966, As9=7770
Aer=1, Ades=127, Ass=3023
Ar5=1, Azrg =255
Agg=1.
Or les égalités (19) fournissent aussi la formule
i(t—1)...(

VD) (55t it 4 iS4 o)

(z0) Aji= 2.4...29

ol , #,.... ne dépendent pas de 1.

En nous servant de la formule (20), nous pouvons introduire dans nos cal-
culs les quantités A;,, Aj;,...., A;;, égales & zéro, qui ne se présentent pas
dans la formule (18).

Cela étant, il est aisé de parvenir aux conclusions suivantes.

L’espérance mathématique de m‘ peut &tre présentée souns la forme d’un
polynome, ordonné suivant les puissances entidres et positives de n.

Les coefficients de ce polynome s'obtiennent des séries convergentes qui
sont ordonnées suivant les puissances croissantes de J et ne dépendent pas de n,
si Von écarte tous les termes, contenant " et les plus grandes puissances de d.

Quant aux nombres p et g, ils n’entrent dans ce polynome qu’aux degrés
entiers et positifs, la somme des degrés de p et de ¢ ne surpassant pas 7 et le degré
de p dans chaque terme de ce polynome n’étant pas moindre que le degré de n.
Enfin, si 'on écarte tous les termes, ol le degré de p surpasse le degré de =,
et Pon désigne le reste par le symbole [m‘],, il est facile d’obtenir la formule

[m*]y = (np) + Ay (npy—1+ Ay (np)i—2+ - s
PG 1) (ph =+ A (i — 1) (— 2) (npF—2 4+ y L
+ e v s e e e e e e [ . A
P—1) .. ((— 1R —)
(1) +J I.2...... j (npy= + (,63_)’
[P I R ey R
I.2...... j
+ . .

qui & le méme sens conditionnel que la formule (17).
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§ 3. Passons a Pespérance mathématique des puissances de la différence
m-—pn.
En nous servant de la formule

(22) (m— pn)f =mk —km*~1pn + k(];,__ji) mF—2(pn)t—. ...

nous déduisons des résultats précédentes les conclusions suivantes.
L’espérance mathématique de

(m —pn)
peut étre présentée sous la forme d’un polynome
(23) RPnk+ R nF~14 . 4+ RWaf4 ...+ RP,
dont les coefficients
R®, RP .. .. .. , BR® . .. R®,

étant des fonctions entiéres de
p, q; 6,

s’obtiennent des séries convergentes infinies, qui ne dépendent pas de n et sont
ordonnées suivant les puissances croissantes de J, par 'écartement de tous les termes
contenants d" et les plus grandes puissances de §. Nos calculs font évident aussi,
que la fonction R¥ contient le facteur p* et que la somme des degrés de petdeg
dans chaque terme de cette fonction ne surpasse pas k.

Nous sommes parvenus au polynome (23), en étudiant les calculs fixés;
maintenant il est important de remarquer, que les coefficients R¥*) du polynome
(23) ne dépendent pas de la méthode employée mais sont tout & fait déterminés
par la condition qu’ils s’obtiennent de séries, qui ne dépendent pas de n et
sont ordonnées suivant les puissances croissantes de d, par I’écartement de tous les
termes contenants d* et les plus grandes puissances de J.

Or nous pouvons parvenir & la méme expression (23) de P’espérance mathé-
matique de

(m — pn)

par une autre voie, en considérant au lieu du nombre des arrivées de I’événe-
ment £ le nombre des arrivées de ’événement ¥, contraire & £.

Pour effectuer cette passage de E & F, il faut prendre n —m au lieu de m
et transposer p et ¢, conformément aux formules (4).
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De cette maniére on remplace la différence

m—pn
par la suivante
n—m-—gqn,

qui ne différe de la précédente que par le signe +, car leur somme

m-—pn+n—m—gn

est évidemment égale & zéro.

Par conséquent les puissances paires de ces différences sont égaux et leurs
puissances impaires ne différent que par le signe 4.

Il en résulte, que Pexpression trouvée (23) de I'espérance mathématique de

(m — pn)*

ne change pas sa valeur absolue, si I'on transpose p et ¢; eun sorte que cette
transposition ne change pas R, si k est pair, et transforme R¥® en — R,
si k est impair.

Cela étant, ayant découvert dans R%® le facteur g/, nous pouvons assurer,
que R® doit contenir aussi un facteur identique avec ¢’ en vertu de I'égalité
ptg=1

Par conséquent, si la fonction R® ne se réduit a zéro, elle doit contenir
les termes, on la somme des degrés de p et ¢ n’est pas moindre que 217, en vertu
de quoi on a

(24) 21<k,
car la somme des degrés de p et de ¢ dans la fonction R*¥ ne surpasse pas k.
Donc on a
(21—1) o RE2I—1) — pRI-1) —
REI-D = REI- o= RS 0
et
@) —— Reh  — — RED
RED = RED — . ... = R{) =o,

I étant un nombre entier positif, et par suite

—_— V21 —1
(25) lim. de 'esp. math. de (&r—nj =0
n=w Vn
et
— R¥
(26) lim. de Pesp. math. de (’Lvéi’ — lim. R,
21 = O n

Acta mathematica. 33. Imprimé le 2 aofit 1909. 13
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La quantité RPD se représente, en vertu de nos calculs, sous la forme de
telle somme
WP tapgta,p@+.. . taapdt+apd
Fo, P b P g b p Fhoy pitlig?
+ -

dont les coefficients ne dépendent pas de p et de g.
Or cette somme se détermine aisément par la ligne premiére

apta,pgtap@t . taapd T Fape
En effet, en multipliant les termes de la somme

G ta,pgta, P+ .. o P ¢+ ap g
par

(1—p), 1— )=, (x—p)P—2, .. ... , I—p, I,

nous la transformons dans la somme
(27) S=a,P(1—pl+a, P (x—pV g+ ... +a1p (1—p ¢ +apg,

laquelle est égale &
(ao+ al +a2+ . ."}"Gl—] +al)plgl

et ne se change pas par la transposition de p et ¢. Il en résulte, que la trans-
position de p et ¢ ne change pas aussi la différence

Rph— 8

D’autre part, il est évident, que cette différence contient le facteur p'+1,
et par suite elle doit contenir aussi un facteur identique avec ¢'+! en vertu de
Pégalité p + ¢==1; ce qui est impossible, si elle ne se réduit & zéro; car elle ne
contient que les termes, ou la somme des degrés de p et g ne surpasse pas 2l.

Done on a
(28) RED —(a,+a, +a,+ ...+ ar—1 + ) p' ¢,
la somme

&P +apgtapet. . tapd

étant égale au coefficient de n! dans 'expression

[(m — pn)*],,
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déduite de Pexpression (23) dc 'espérance mathématique de
(m—pn)
par P’écartement de tous les termes, ou le degré de p surpasse [.
Enfin, ayant égard a la formule

[(m — pn)2, = W3], — 2lpn [mFI-1], + & l—(—“;t 1 pPt{mt ] — -

et en nous servant de l'expression de [mi], trouvée plus haut, nous obtcnons la
formule

PR MG UES ES SR

1—4 I.2....5 Aljnl

2t —2)p.. Bl —T)

1 I.2...9 iz
+72’i£2l—«1)(l+}-’)(l J—3)- (l‘l)( )Al~;91 ,
I.2 I.2...9
2l(el—1)... I+ 2)G+10)3PG—1)...2°.1
IT=1 1.2...) Ai—ji131,

qui en vertu de la formule (z0) nous donne!

;o I N 2 e 2. Jj
VIR A el C o o B ) ST Clond e e e Y ]( g )

1.2.3....9 \1— 08
27 d 7
Y S S S
& 1.2. }.2.4...2(l-—j)(1~6)
l(l~1) (l~—7+1) ( 20 )f
1.2.3...7 - (2l—1) =5
et par conséquent
2d \!
(29) ao+a1+a2+...+al:r.3.5.u.(zl—1)I+}—_j—6).

Ces formules ont évidemment le méme sens conditionnel, que la formule (16).
La formule (z9) fournit la limite de la somme

@t a, +a,+ ... +a,

lorsque n augmente infiniment.

LAk (2 zno—/(k)——%f(k* “‘

*-f(ll— 2y + /{0,
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Nous parvenons de cette maniére & P'égalité

TRV
im R —=1.3.5....(2l—1) (—I—:S.pq)

n=w

et par suite

in— 21 1
(30)  lim. de Pesp. math. de (-'ILM Ln) =1.3.5...(20—~1) (i}g pq) .

N=w /')L

Done nous avons

— ppi2i—t
lim. de P'esp. math. de (L:}?ﬁ) =0

n="n

et

2l z
lim. de 'esp. math. de (QL-V—M) =1.3.5...(2l—1) (I + 4 pq) ,

n=w I 1—0

et en vertu des recherches mentionnées ci-dessus nous pouvons établir Ja pro-
position suivante.
La probabilité des inégalités

TN I+
np+ i Vzpq—i{% n<m<np-t+i, ]/zpqi—l—a; n,

olt n est le nombre des épreuves considérées, m est le nombre d’arrivées de Uévéne-
ment E el &, t, sont deux nombres constants arbitraircs, converge & la limite

ty

,,I, —-Pdt
Vo f e an

4

lorsque n augmenie infiniment.

§ 4. Notre question admet une généralisation considérable, signalée par
M. A. L1APOUNOFF; & savoir, en conservant les autres conditions, on peut poser,
que la probabilité de K, tant que les résultats de nos épreuves sont absolument
indéterminées, n’a pas une méme valeur pour toutes ces épreuves, mais dépend
de leur position. En abordant cette généralisation de notre question et en dé-
signant par

P, s p™

la probabilité de E pour les épreuves successives, nous obtenons au lieu de (1)
Péquation suivante

(31) P = p T & p, (1 — pinh)
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dont la résolution aux termes précédents s’exprime par la formule
(32) P =p+ (p'—p) o=l

Il est évident de cette formule, que p sert maintenant de la limite, & la-
quelle s’approche p™, quand n augmente infiniment.
D’autre part, il est facile d’obtenir, pour la question généralisée, la méme
équation
wrrer— (P15 + @) oksr + (py— pa) S =0,

en conservant toutes nos désignations, employées auparavant.

Quant a la fonction 2 (&, ¢), la fonction génératrice de w,, pour la question
généralisée elle ne différe de la fonction (&, t) précédente que par son numé-
rateur; le nouvel numérateur s’obtient du numérateur, trouvé auparavant, par
changement de w,, la nouvelle expression w, étant égale a p'& + ¢' au lieu de p§ + ¢.
Cela étant, pour la généralisation signalée de notre question il faut et il suffit a
la fonction (£, 1), trouvée auparavant, ajouter la fonction .7 (&, t), déterminée
par la formule

_ W—p)(E—n)t
(33) T = T g S (gE T i og

Or d’aprés I'accroissement de (&, ¢) il est facile de trouver aussi les ac-
croissements correspondants des espérances mathématiques considérées par nous;
car leurs accroissements se déterminent par les mémes formules, que ces valeurs
mémes, & la seule différence, que la fonction 2(§, ¢) doit étre remplacée par
A (&, t).

En premier lieu 'accroissement de Pespérance mathématique du produit
mm—r1)....(m—1<+ 1)

s’exprime par le coefficient de ¢» dans le développement de

d&

T (x—t)(1— 61)

daE ) _1.2...ip—pt| p | dgq }"*‘
fel 1—¢t 1—dt

(34)

en série ordonnée suivant les puissances croissantes de {. En étudiant ces coeffi-
cients et en passant du produit

mm—1)...(m—7+ 1)
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successivement aux puissances de m et de m — pn, on trouvera, que l'accroisse-
ment de Iespérance mathématique de

(m — pn)k

peut étre présenté, par la méthode employée ci-dessus, sous la forme d’un po-
lynome

(35) T wk=14 T0 k=24 .+ TH

analogue au polynome (23).

Les rapports
(k) (k) (k)
Tie Tize !

p—p p—p T p—p

sont des fonctions entiéres de p et ¢; la méthode précédente fait évident aussi,

que la fonction
T® : (p' —p)

contient la facteur p’ et que la somme des degrés de p et ¢ dans chaque terme
de cette fonction ne surpasse pas k£ — 1.

D’autre part il n’est pas difficile de démontrer, par le passage de E a F,
que l'accroissement considéré de lespérance mathématique de

(m — pn)k
ne change pas sa valeur absolue, si 'on transpose simultanément
petq, petg=1—7p.
De 14 découlent les égalités

(21—1) ., 2I—1) . . el—1
TE D = TR oo =T o
et
(21 — peh = el =
T =TEh, o =1T 0.

Done la généralisation de notre probléme, signalée par M. A. LiaPoUNOFF,
ne change pas la limite trouvée auparavant, a laquelle converge I'espérance ma-
thématique de

"L:L’E)"
"V

lorsque n augmente infiniment; et par conséquent, en généralisant de cette ma-
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niére notre probléme, nous pouvons maintenir la proposition, établie plus haut,
sur la limite de la probabilité des inégalités

np -+t ]/zpq(ii—g)n<m<np+ t, Vzpqi ign

§ 5. Nos considérations sont basées en grande partie sur la symétrie de
certaines expressions par rapport & p et ¢. Cette circonstance particuliére em-
péche beaucoup de généraliser nos resultats.

Y

En cherchant & les étendre 4 des valeurs quelconques liées en chaine, j'ai
modifié les considérations exposées de telle maniére qu’il devient superflu de
g’appuyer 4 la symétrie susdite.

Pour ce but nous remarquons que l'espérance mathématique de

(m —pny
peut étre déterminée immédiatement par le coefficient de # dans le développe-
ment de la fonction
[diQ(en, te—pn)|
di} Jy=0

suivant les puissances positives et croissantes de f. Or en étudiant cette fonc-
tion de ¢ et en posant

V=1—(p e+ q)te? + (p,— p,) ert?e2r1

et Q(er, te=rr) = I—If

nous pouvons nous servir des formules trés connues
U@ \@® 4 p\GE-D
(V) (V) MR/ *

I N _Iu my
(_I..)“’:Zi'- vy (37 | (=237 )

V [ZE T ! I

et

ou l'on a
Atu+v+--=jetdt2ut3v+ =1

Au moyen des ces formules il n’est pas difficile de tirer de 1’expression

{d".Q(e'l, te—P'i_)_}
dt =0
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son terme principal de la forme

4 A
—— Oou

i i
(x1—1)

(1—t)
déterminant nos resultats.

Nos considérations modifiées peuvent étre étendues aussi & des valeurs quel-
conques liées en chaine, ce que j’'ai fait dans le mémoire »Amplification des
théorémes limites du calcul des probabilités 4 la somme des valeurs liées en
chaine», publié en russe (Mem. de I'Acad. des sciences de St. Petersbourg. VIII
série, Vol. XXII, N. 9).




