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SUR LES FONCTIONS TRIPLEMENT PERIODIQUES
DE DEUX VARIABLES.

PAR

P. COUSIN

4 BORDEAUX.

La théorie des fonctions méromorphes triplement périodiques de deux vari-
ables complexes semble n’avoir été jusqu’ici ’objet d’aucune étude spéciale. Tan-
dis que dans la théorie des fonctions d’une seule variable, I’étude des fonctions
simplement périodiques et, en particulier, des fonctions trigonométrigues a pré-
cédé celle des fonctions elliptiques, au contraire pour les fonctions périodiques
de deux variables les mathématiciens ont abordé directement le cas des fonctions
abéliennes. 11 s’est trouvé ainsi, dans la théorie des fonctions périodiques, une
lacune que M. APPELL avait signalée & notre attention il y a plusieurs années.
Tout le présent Mémoire a pour but de combler ce vide dans une certaine mesure,
en établissant les principes fondamentaux de la théorie des fonctions triplement
périodiques de deux variables.

Notre travail est divisé en trois parties. L’introduction est consacrée &
des propriétés des systémes de périodes; nous avons dii reprendre sommairement
quelques résultats connus pour les adapter, en les précisant, & la suite de notre
Mémoire. Nous introduisons ensuite la notion nouvelle d’un invariant pour (n+1)
systémes de périodes (dans le cas de n variables) et les entiers caractéristiques
correspondants. Dans la premiére Partie nous étudions les zéros des fonctions
triplement périodiques et nous sommes ainsi conduit & démontrer que linvariant
défini dans P'Introduction est nécessairement positif. Cette condition d’inégalité
que nous rattachons & la loi de distribution des zéros d’une certaine fonction
entiere d’une variable, donne, lorsqu’on Papplique aux fonctions abéliennes tou-
tes les inégalités de RiemMANN. On a ainsi une interprétation nouvelle de ces
inégalités classiques. La fin de la premiére Partie est consacrée a la recherche
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d’une expression analytique générale des fonctions méromorphes triplement pé-

riodiques,
a seconde Partie est consacrée tout entiére & des classes spéciales de

fonctions triplement périodiques que nous appelons semi-rationnelles. Ces fonctions
ont les propriétés des fonctions abéliennes avec quelques modifications qui rappel-
lent tout & fait la dégénérescence des fonctions elliptiques en fonctions trigono-
métriques. Cette analogie se trouve pleinement confirmée par le théoréme sui-
vant qui termine notre Mémoire.

Si une fonction méromorphe de deux variables admet trois systémes de
périodes non exceptionnels et n’admet aucun systéme de périodes distinct des
précédents, si en outre cette fonction est liée & ses deux dérivées partielles du
premier ordre par une relation algébrique, on peut, aprés avoir effectué sur
les variables une substitution linéaire convenable, mettre cette fonction sous
forme d’une fraction rationelle en e¥, les coefficients étant des fonctions O de la
seule variable z. La fonction est alors, d’aprés cela, ce que nous appelons une
fonction semi-rationnelle.

Introduction.?

1. On dit que les zéros d’une fonction entiére f(z, y) des deux variables
z et y admettent le systéme de périodes (a, b) ou encore que (a, b) est un sy-

stéme de périodes appartenant aux zéros de f(z, y), lorsqu’il existe une identité
de la forme suivante:

f(x +a y+ b) = ed&Y) f(x’ y);

out g(x, y) est une fonction entidre de x et y; en d’autres termes f(x + a, y + b)
et f(z, y) admettent les mémes zéros et au méme degré de multiplicité.

Si nous considérons deux systémes de périodes (a,, b,) et (a,, b,) appartenant tous
deux aux zéros de la fonction entiére f(z, y) et les deux identités correspondantes

(1) H@ + a5, y + by) = 20 (2, y)
(2) Hz + a5, y + b)) = e @0 (2, )

les deux fonctions entiéres g, (z, y) et g,(x, y) satisfont & la relation suivante:

* Sur les questions traitées dans cette introduction on pourra consulter entre autres tra-
vaux: le Mémoire de M. Arerrr Swr les fonctions périodiques. (Journal de Liouville 1891). —
Un mémoire de M. Poixcarg Sur les fonctions abéliennes (American Journal); enfin notre Mémoire
sur les fonctions périodiques (Annales de I'Ecole normale supérieure 1902) et notre Note (Société
des Sciences physiques de Bordeaux 1903).
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(3) 9i(x + any + b)) —g:(z, y) —[g.(x + ay, y + b)) — g, (2, y)] = 2 twmy,a,

ou my» est un entier positif, négatif ou nul. Cette identité s’obtient immédiate-
ment par le procédé habituel qui consiste & changer x et y en x + a,, y + b, dans
(1) et en = + ay, y + b, dans (2).

Nous dirons que l’entier m;. est 'entier caractéristique (ou simplement
I'entier) relatif aux deux systémes de périodes (a,, b,), (a,, b,). De la forme de

la relation (3) qui sert de définition & m; s, il résulte que
my,2 = — Ma,1

c’est-a-dire que le signe de l'entier change lorsqu’on échange entre eux (a,, b,)
et (@, b,). Lorsque nous parlerons de I'entier relatif & deux systémes de péri-
odes, il faudra donc tenir compte de 'ordre dans lequel sont énoncés les deux
systémes de périodes; de telle sorte que Pentier relatif & (a,, b;), (a,, b,) est égal
et de signe coutraire & l'entier relatif & (a,, b,), (a,, b,).

Rien n’empéche de supposer dans ce qui précéde que les deux systémes de
périodes (a,, b,) et (a,, b,) sont identiques, c’est-i-dire que @, =a, et b, =b,.
L’entier caractéristique est alors évidemment nul ce qui peut s’exprimer par
I’égalité: m;,=0.

Si I'on effectue sur les variables z et y une substitution linéaire qui remplace
ces deux variables par les variables X et Y, si (4,, B,) et (4,, B,) sont les deux
systémes de périodes qui pour X et Y correspondent & (a,, b,) et (a,, b,), il est
clair que l'entier caractéristique pour (4,, B,), (4,, B,) est le méme que celui
qui est relatif & (a,, b,) et (a, b,). On voit aussi bien facilement que si on
multiplie I'une par l'autre deux fonctions entidres dont les zéros admettent les
deux mémes systémes de périodes (a,, b,) et (a,, b,), pour le produit obtenu
Pentier caractéristique sera égal & la somme des entiers caractéristiques des deux
facteurs.

Enfin si f(x, y) est une fonction qui ne s'annule pour aucun systéme de
valeurs de x et y, on voit sans peine que l'entier caractéristique m;,e est nul.

Il en résulte que si I'on multiplie une fonction entiére dont les zéros ad-
mettent les deux systémes de périodes (a,, b,), (@, b,) par une fonction entiére
qui ne s’annule pas, on n’altére pas, par cette opération, la valeur de I'entier m,s.

2. La relation entre quatre systdmes de périodes appartenant aux zéros de
f(z, y) et les six entiers caractéristiques relatifs & ces quatre systémes pris deux
a deux des six fagons possibles est la suivante:

@ my,2(@sb, — a,by) + My 3(a,b, — a,b,) + my,4(aby— asb;)
4

+ m%g(a, b‘ —a, bl) + ma, 4 (d,bl -0y b,) -+ m3,4(a1 b, —_ a,bl) = 0,
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dans laquelle (a,, b,). (a,, b,), (@, b,), (a, b,) sont les quatre systémes de péri-
odes et les'm sont les entiers caractéristiques conformément aux notations précé-
dentes. La relation précédente peut encore s’écrire comme il suit:

(5) Emg”ga}:bé=0

la sommation s’étendant aux douze permutations (a, 8, 7, d) des quatre nombres
1, 2, 3, 4 pour lesquelles le nombre des inversions (au sens de la théorie des
déterminants) a une méme parité; en tenant compte de ce que mg ;= —mgaq,
les relations (4) et (5) sont évidemment les mémes.

La relation (4) est absolument générale; elle a toujours lieu, que les quatre
systémes de périodes soient distincts ou non; quelques uns d’entre eux peuvent
méme &tre identiques. La relation est vraie méme si f(z, y) se réduit a une con-
stante non nulle, car alors tous les entiers caractéristiques sont nuls. Le seul
cas d’exception, sans aucun intérét, est celui ou f(z, y) est nulle identiquement.
Dans le cas ol les quatre systémes sont distincts, cette relation (4) est oelle qui
lie nécessairement les périodes d’une fonction abélienne. La démonstration qui
a été donnée par M. APPELL et que nous avons étendue au cas des fonctions de
n variables (n + 2)-fois périodiques, s’applique trés bien au point de vue gé-
néral auquel nous nous plagons ici.

Pour le montrer, remarquons que si 'on effectue sur « et y une substitution
linéaire quelconque définie par les équations

z=IX+nY
(6)

y=I0IX+2'Y
et que l'on désigne par (Ai, Bx) le systdme de périodes relatif & X et Y qui
correspond & (ax, bx), (k=1, 2, 3, 4), la relation (4) écrite & 1'aide des périodes
(Ax, By) conserve la méme forme; car les entiers caractéristiques ne changent
pas par une substitution linéaire et, d’autre part, chacune des parenthéses telles
que (a,b,—a,b,) est égale & la parenthése correspondante (4, B, — 4, B,) multipliée
par le déterminant de la substitution.

On peut, d’aprés cela, pour vérifier (4) effectuer une substitution linéaire.
Nous pouvons d’ailleurs supposer que l'une des parenthéses (a,b,—a,b,) est dif-
férente de zéro, car si elles sont toutes nulles, il N’y a pas lieu & démonstration.

Supposant donc que (a,b, —a,b,) est différent de zéro, déterminons la sub-
stitution linéaire suivante:

X=lLz+ny
(7) :
Y=12+ ny
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par les conditions

(8) ztmw=1la, +n,b,, o=1,a, + nb,,

(9) o==1la, + n,b,, 21w = l,a, + n,b,,

ce qui est évidemment possible; on aura I, n,—I,n, #o.

Par cette substitution les quatre systémes de périodes seront remplacés par
les suivants: (zin, o), (o, 2tx), (4,, B,), (4,, B,) et f(z, y) deviendra F(X, Y).
Il suffit de continuer la démonstration comme le fait M. APPELL pour arriver
& la relation suivante, sans aucune hypothése restrictive relativement aux valeurs

de A,, B, A, et B,:

(r0) 2mgvmd, + 2mzsin B, + 2myaim A, + 2 mo4in By +

ma,1(A4s B, — A By)+47*mss =o.

On vérifie immédiatement que cette relation se réduit a la relation (4) écrite
pour les systémes de périodes (2 i, o), (o, 237), (4, B,), (4,, B,). La relation
se trouve démontrée dans toute sa généralité. Remarquons que la relation (4)
n'est une relation entre les quatre systémes de périodes qu’autant que les six
entiers ne sont pas tous nuls. Pour établir I'existence d’une relation entre les
périodes pour le cas des fonctions abéliennes, il faut prouver que les entiers dans
ce cas ne sont pas tous nuls. La démonstration que donne & ce sujet M. Ap-
PELL ne s’étend pas au cas des fonctions de n variables (n + 2)-fois périodiques.
Pour ce cas général nous avons donné une autre démonstration dans le Mémoire
déja cité; dans la suite de celui-ci nous en indiquons, incidemment, une autre
fondée sur des considérations différentes.

3. Nous avons vu l’invariance des entiers caractéristiques dans une sub-
stitution linéaire. Nous allons étudier maintenant P'effet produit sur ces entiers
par une transformation effectuée sur les périodes. Remarquons tout d’abord
que si my, est Dentier relatif aux deux systémes de périodes (a,, by), (aq, by),
Pentier relatif anx deux systémes (a,, b,), (—ag —by) sera —m,, comme on le
voit sans peine. Considérons ensuite trois systémes de périodes (a,, by), (aq, by),
(a,, b} quelconques, distincts ou non. Soient, conformément aux notations pré-
cédéntes, my 4, mye, Mg les entiers caractéristiques relatifs & ces systeémes.
Posons toujours comme plus haut

(x1) Hz + ap, y + by) =etsa0) f(z, y), (k=p, q,r)

On a ensuite
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(x2) 9p(x + ar, y + b)) —gp(x, y) —[gr (X + ap, y + bp) — g+ (2, )] =2 iwMp,,
12

9a(x + ar, Y + br) —gg(x, ¥) —[g:(x + ag, y + bg) —gr(x, )] =2 1wMg,r.

Cherchons Pentier caractéristique relatif aux systémes de périodes (a, + aq, bp+bg)
et (ar b,). Il est égal & I'expression suivante divisée par 2i7:

9p(& + ag + @r, Y + by + br) + go(x + ar, y + by) —gp(X + ag, Y + bg) — ga(@, y)
— g + ap + ag, y + bp + bg) + g- (2, ¥)

qui, en vertu des relations (12) ol 'on change dans la premiére » et y en x+aq,
y+by, se réduit & 2 in(mp, + my,,).

L’entier caractéristique pour les deux systémes (a, + aq, by + bg) et (ar, by)
est donc my, . + mg, ..

Plus généralement, soient n systémes de périodes (az, bx) (k=1, 2,...7%)

et posons
A =la, + 2,0, + - + nan

B, = Ab, + bb, + o + Abn

(x3)

les 4 étant des entiers quelconques. Par 'application répétée des résultats pré-
cédents nous obtenons lentier relatif & (4,, B,) et (ap, by). (p ayant I'une des
valeurs 1, 2,...n). En désignant par », cet entier, nous avons ainsi:

(14) vp=llm1,p+ )-z’m&,p‘{" -+ lnmn,p'
Posons maintenant

Ay = 1,0, + (38, + -+ Haln
(15)
B, =,b, + (b, + -+ + ttabn

et cherchons l'entier caractéristique My, relatif a (4,, B,) et (4,, B,); en appli-
quant la méme régle on l'obtient par la formule suivante:

Moy = — v, — ¥y — gV - — ftnVn

et en remplagant les » par leurs valeurs (14)

My, = —Zuphgmep (pet gq=1,2,...m)
ce qui peut s’écrire aussi, en remarquant que Mg p==-—mpq 6t Mz1=— My;:
(16) M2 = Zmp,q(Apptg— Aqttp)

la sommation s’étendant ici & toutes les combinaisons (p, g) des n premiers nom-
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. \ n(n-—1
bres entiers deux & deux (car m,,=o0) et renfermant donc en tout n(n—1)

termes.
Nous avons ainsi par la formule (16) I'expression des nouvelles valeurs des
entiers caractéristiques aprés une transformation sur les périodes.

4. Comme application de cette formule considérons trois systémes de péri-
odes (a,, b,), (a, b,), (ay, b,) et les entiers caractéristiques correspondants m;y,s,
ma,3, my1. Nous allons montrer que ’on peut, par une transformation du pre-
mier ordre effectuée sur ces trois systémes de périodes les remplacer par trois
autres (4,, B,), (4,, B,), (4;, B;) pour lesquels les entiers caractéristiques seront
Miyz=0 Mys—=d Msy=o0 ou d est le plus grand commun diviseur (positif par
exemple) des trois entiers my s, mys ms, supposés non tous nuls. Appelons en
effet m'ys, m'y s, m'ys les quotients respectifs de mis mys My par leur plus
grand commun diviseur d. Ces entiers étant premiers entre eux, nous pouvons
choisir six entiers 4,, 1,, 4,, #, 4, g tels que le déterminant

! 1
Mg 3 m’a,l mi,

soit égal & 1.
Posons alors

A, =m's3a, + m's1a, + m', 2a, A, =Aa, + L,a, + Aa,
B, = m’2,3b1 + m!3,1b2 + m'y,2b, B, =14,b, + 1,5, + 4;b,
A= w0, + w0, + yya,

By = 1, b, + p3b, + w5 by

et calculons les entiers Mys, Ms,, M. a l'aide de la formule (16) dont le se-

Y

cond membre se réduira dans le cas actuel & un déterminant du troisiéme
ordre. Pour M;3; nous aurons:

Mys=1{2, A i

i
Ce déterminant est évidemment égal & d et 1’on a bien

Mys—d.
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Les déterminants qui donnent Mj; et M;. seront nuls comme ayant deux
lignes proportionelles. Nous avons donc obtenu le résultat annoncé.

6. Comme autre application de la formule (16) nous allons indiquer, pour
trois systémes de périodes et les entiers correspondants, une expression qui pos-
séde des propriétés d’invariance d’une importance capitale pour la suite.

Les mémes notations étant conservées, posons:

0, = a,b, — a,b,, 0, = ayb, —a,b;, d;=a,b,—a,b,;

puis dans les formules suivantes, mettons en évidence les parties réelles et ima-
ginaires de d,, 3, et d,:

0, =a, + By, O, =uq, + 78 0 =a; + 18,
et posons:

(x7) I =myleyf;— ey B,) + mas(ay By — a3 f,) + man(es 8, — &, B5).

On peut vérifier par un calcul tout & fait élémentaire les deux propriétés sui-
vantes de 1’expression réelle 1.

Si l'on effectue sur les variables z et y une substitution linéaire quelconque
de déterminant D, si lon calcule ensuite la nouvelle expression de I pour les
trois systémes de périodes correspondant, pour les nouvelles variables, aux trois
anciens (les entiers m restant comme nous 1'avons vu inaltérés) la nouvelle ex-
pression de I sera égale A D’ancienne multipliée par le carré du module de D,
propriété qui s’exprime par Uégalité suivante:

I, =|D2|I.

On en conclut que la quantité réelle I conserve son signe dans une substitution
linéaire. ,
En second lieu, si I'on effectue sur les trois systémes de périodes une trans-
formation d’ordre n, on vérifie & l'aide de la formule (16), que I'expression de I,
aprés cette transformation, se reproduit multipliée par n®. Donc, par une trans-
formation quelconque, le signe de I n’est pas altéré. Nous verrons plus loin
que I est nécessairement positif, non nul lorsque les trois systémes de périodes ne
sont pas exceptionnels, et que la condition 7 >0 est la seule condition pour
quil existe une fonction entiére dont les zéros admettent les trois systémes de
périodes considérés avec les entiers caractéristiques correspondants mys, mss,
ms,1. Dans le paragraphe suivant nous précisons ce que nous entendons ici par
exceptionnels. Nous indiguerons d’abord comment I’expression de I peut étre
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étendue au cas de n variables et de (n + 1) systémes de périodes avec 2(—752;{'——1)

-entiers caractéristiques définis exactement comme dans le cas de deux variables.

Désignons par (alh, al®,...af) (p=1,2,...,n+ 1) les n + 1 systémes de
périodes conjuguées. A chacun de ces systémes, imaginons que I’on ajoute un
(n + 1)¥éme élément quelconque a{*+) de fagon & former un déterminant d’ordre

(n + 1) dont la p*me ligne sera
all), a®, .. .a(V, D (p=1,2,...0+1).

Soit alors dp, (p=1, 2,...n + 1) le coefficient de ag‘“) dans le déterminant
précédent, et mettons en évidence la partie réelle et la partie imaginaire de
dp; soit

Op=0p + 1P (p=1,2...,mn+ 1)

Nous définirons I par égalité
(18) I = Zmy,q(cpfg— g )

la sommation 3 s'étendant aux nn + 1) combinaisons (p, g) des (n + 1) premiers

nombres entiers deux & deux.

I ainsi défini possédera les deux propriétés d’invariance énoncées ci-dessus
pour le cas de n—2. Son signe est donc invariable lorsqu’on effectue soit une
substitution linéaire sur les variables, soit une transformation sur les périodes.
Nous n'insistons pas sur ce cas général, car I'objet du présent Mémoire est
I’étude du cas de deux variables. Mais les indications sommaires qui précédent
sur le cas de n variables, éclairciront dans la suite la nature de I'inégalité I >o
que nous rencontrerons.

6. Revenons au cas de deux variables et de trois systémes de périodes
conjuguées, désignés par les mémes notations que plus haut.

Ces trois systémes de périodes seront exceptionnels ¢’ils satisfont & I'une
ou a l'autre des deux conditions particuliéres suivantes:

1°. Il existe entre les trois déterminants du second ordre

6, —a,b,—a,b,, 0,=a,b,—ab, 0,—ab,— a,b, une relation linéaire, homo-
géne, a coefficients entiers non tous nuls.

2° 1l existe deux relations simultanées de la forme:

Acta mathematica. 33. Imprimé le 15 septembre 1900. 15
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Aa, + Ba, + Cay=o,
A4b, + Bb, + Cb,=o.

(19)

A, B, C étant des constantes réelles non toutes nulles.

Il est clair que chacune des conditions (1°) et (2°) subsiste aprés une sub-
stitution linéaire ou une transformation.

Si les trois déterminants d,, J,, d, sont nuls les trois systémes de périodes
sont proportionnels; laissons de cdté ce cas trés-facile & discuter, et supposons
par exemple d,=o. On pourra, dans ce cas, trouver quatre constantes l, m,
U, m' telles que l'on ait:

la, + mb,=21in la, + m'b,=o

la, + mb,=o la, + m'b,=21n
avec Im'—1U'm = o.
Si on effectue la substitution

2 =Ilz+my

y!= Uz + mry

les trois systémes de périodes deviendront pour les variables z' et y': (21w, 0),
(0, 24m), (a', ¥'). La condition (1°) serait alors une relation linéaire, homogéne,
3 coefficients entiers non tous nuls entre a', ' et 247. Nous avons étudié ce
cas dans le Mémoire cité. La condition (z°) serait pour les systémes actuels de
périodes que a' et b' soient tous deux purement imaginaires. Il est facile d’aper-
cevoir les raisons pour lesquelles ce cas doit &tre écarté de I’étude des fonctions
triplement périodiques.

7. On peut, d’aprés ce qui précéde, ramener trois systémes de périodes non
exceptionnels par une simple substitution linéaire faite sur les variables, a la
forme (214m, 0), (0, 2im), (@, b) ou Pon a, en mettant en évidence les parties
réelles et les parties imaginaires de a et b:

a=»A + 171, b=14,+ u,t

Pune des deux quantités 4, ou A, étant nécessairement différente de zéro. De
plus il n’y a aucune relation linéaire homogéne, & coefficients entiers non tous
nuls entre a, b et 2127w,

On s ainsi une forme normale pour trois systémes de périodes non excep-
tionnels. ('est celle qui a été employée par presque tous les auteurs pour la
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théorie des fonctions abéliennes. Nous allons en donner une autre que nous
avons déja employée dans le Mémoire cité et qui nous semble beaucoup plus
propre & mettre en évidence les propriétés des fonctions triplement périodiques:
nous l'utiliserons presque constamment dans ce qui suivra.

Supposons pour fixer les idées A, = o et effectuons la substitution linéaire

x ~——l~zx+ ;
y - }vl y,

les trois nouveaux systdmes de périodes seront (en changeant 1'ordre), (o, 2 i),
(w, 18), (o, i8') en posant: '

ST L S
= 7 B8 271:11,
w'=2ziwr—2 n%‘; {9'5——*}"“2;—12#1'
1 1

7
On voit que g et 8 sont fous deux réels et que le rapport Zuui est imaginaire.

On a ici:

6, =1(flw—pB0), 0 ,=2in0, dy=—21inw0.

Pour qu'il y ait entre §,, d, et §, une relation linéaire, homogeéne, a coeffi-
cients entiers g;, ¢, et ¢, non tous nuls il faudrait que l'on eut:
(Blo—Bw)+z0m0 —20mw=0
c’est-a-dire: “ e @
w(ef —2me) + w(zgmw—ef)=o

!
w . . . Py
et comme — est imaginaire et que 8 et §' sont réels cela entraine les deux con-
w

ditions:
ef —2m0,=o0

08 —2mp, =0

ce qui n’aura lieu que si § et g sont tous deux commensurables avec 7.
Réciproquement, les trois systémes (o, z i7), (0, i3), (v, 18') ou B et g’ sont
réels et w, o' quelconques mais & rapport imaginaire ne seront pas exceptionnels
si B et 8 ne sont pas tous deux commensurables avec = (ou nuls comme cas
plus particulier).
Il peut arriver que dans la forme normale que nous venons d’indiquer, il
y ait entre @, 8 et 2 une relation linéaire homogéne & coefficients entiers non
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tous nuls, sans que pour cela les trois systémes soient exceptionnels: c’est ce qui
aurait lieu, par exemple, si I'un des deux nombres § ou 2’ était commensurable
avec 7. Un tel cas particulier n’est pas exclu par ce qui précede.

Premiere Partie.

8. Avant d’aborder I'étude de quelques propriétés des zéros des fonctions
triplement périodiques, nous donnerons, pour une fonction réguliére de trois
variables complexes un théoréme qui est un corollaire d’un théoréme classique
de WerersTrass. Nous désignons par f(x, y, z) une fonction des trois variables
complexes z, y, z régulidre pour un domaine D limité par trois contours fermes
simples (C,, C,, C,) tracés respectivement sur chacun des trois plans représenta-
tifs des variables. Nous comprenons dans ce domaine tous les points situés sur ses
frontiéres. En outre nous supposons qu’il n’existe aucun couple de valeurs de
y et de z appartenant au domaine (C,, ;) pour lequel f(z, y, z) soit nulle qu’elle
que soit la valeur de . Dans ces conditions pour un point quelconque (z,, ¥, 2,)
du domaine D, il existe un polynéme de WEIERSTRass P, (z) entier en x —z, qui
a les propriétés suivantes: 1° Le coefficient du terme du plus haut degré en
x—z, est l'unité; 2° Il existe un nombre positif ¢, tel que pour le domaine d,
défini par |z —=z,|<e,, |y —v.| <o, |2—2,| <o, tous les coefficients du polynéme
sont des fonctions régulidres de y et z et tel en outre qu’a l'intérieur de d, les
équations f(x, y, z) =0 et P,(x)=o0 sont équivalentes; 3° Tous les coefficients
du polynéme P,(z) ordonné suivant les puissances de (z —a,) (& part celui qui
est égal & 'unité) s’annulent pour y =y,, z2==z,.

Remarquons que si au point considéré f(x, y, z) ne s’annule pas, on a
P, (z)=1.

Nous ferons la remarque suivante, bien qu’elle soit évidente, pour mieux
faire comprendre ce qui suit.

Supposons que les racines du polynéme P,(z) s’échangent entre elles dans
le voisinage de y=1v,, 2=2,. Si nous prenons un systéme de valeurs (y,, 2,)
non particuliéres et irés-voisines de (y,, 2,) le polyndéme P,(x) admet pour y=y,,
z =12, une racine x =z, trés-voisine de x, et, en général, racine simple de P, (x).
Au point (z,, y,, #,) correspondra alors un polynéme de WEIERSTRASS P, () qui
sera du premier degré et pour lequel le nombre positif correspondant ¢, sera
trés-petit puisqu’il sera au plus égal 4 la plus grande des quantités fy,—y,|,
|2,—2,]. Mais si nous ordonnons le polyndme P, (z) suivant les puissances de
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(x — x,) nous obtiendrons un polyndéme @Q(z) qui aura, relativement au point (z,,
Y¥:, 2,) toutes les propriétés du polynéme de WEIERSTRASS, a part la trowsiéme.
D’une fagon plus précise si nous appelons ¢ le plus grand des modules |z, —x, |,
ly.—w:l, |2.—2,| nous voyons que: 1° le polyndme Q(x) a pour coefficient de
son terme du plus haut degré l'unité. 2° Pour le domaine |x—ux,|<¢,—¢,
ly—y.1<e,—e |2—2,| <o, —e les coefficients de @(x) sont des fonctions
réguliéres de y et z et de plus ’équation Q(x) = o est équivalente & f(x, y, z) = o.
Nous appellerons polynéme normal relatif au point (z,, y,, 2,) tout polynome
possédant les deux propriétés précédentes pour un domaine déterminé du point
Z,, Y», 2,. Il est clair qu'au point z,, y,, 2, correspondent une infinité de poly-
némes normaux.

Si I'on compare le polynéme Q(x) au polynéme de WEIERSTRASS P,(r) relatif
au point (z,, y,, %,), on voit que le rayon ¢, du domaine pour lequel P,(x) est
valable, est au plus égal & ¢ qui est trés-petit, tandisque le rayon du domaine
pour lequel Q(x) est valable étant ¢, — ¢ est trés-voisin de g, .

Cette remarque faite, démontrons le théoréme suivant ou f(z, y, z) reste
soumise aux mémes hypothéses que ci-dessus. Il existe un nombre positif r tel
que, quel que soit le point z,, y,, 2, pris dans le domaine D, il lui correspond
un polyndéme mormal Q,(x) valable pour le domaine |z —uz,|<7r, jy —y.l<r,
|z—2z,| <.

(Il est clair que cet énoncé serait faux en général si 'on remplagait le mot
polynéme normal par polyndme de WEIERSTRASS.)

Supposons que le théoréme précédent ne soit pas vrai et prenons une suite
de nombres positifs décroissants et tendant vers zéro; soit

€1y Egpenen Epyunnnn

cette suite. Le théoréme énoncé n'étant pas vrai, nous pouvons prendre un point
(%n, Yn, 2:) dans le domaine D tel qu’a ce point ne corresponde aucun polynéme
normal valable dans le domaine

2 —2n|<én, |[Yy—Unl<tn |2—2a|<én,

& étant un terme choisi dans la suite précédente. Supposons que l'on prenne
successivement n —1, 2,...+ ®. On aura un ensemble infini dénombrable de
points (%, ¥a, 2,) appartenant tous au domaine D. Il existera un point limite
de cet ensemble (@, b, ¢) qui appartiendra & D (puisque D comprend ses fron-
tiéres). A ce point (a, b, c¢) correspond un polynéme de WEIERSTRASS valable
pour un petit domaine de rayon ¢ autour de ce point. Si Pon considére le

domaine ~§ du point (a, b, ¢) et un point quelconque (a', b', ¢') de ce domaine,
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il correspond & (@, ¥, ¢') un polynéme mormal convenablement choisi, comme nous

Pavons vu plus haut, qui sera valable pour un domaine de rayon —g autour de

(@, b, ¢'). La contradiction avec ce qui précede est évidente. Le théoréme
énoncé est donc vrai.

9. Prenons maintenant une fonction méromorphe 9.(z. Y) triplement pério-

gz (x, y)
dique les trois systémes de périodes mon exceptionnels étant sous la forme nor-

male (o0, zi7w), (v, t3), (', 18); g (=, y) et g,(x, y) sont deux fonctions entiéres
sans facteur commun.
Nous allons étudier les zéros de 1’équation

(1) g, (z, y)

————— — :0’

ga(x, y)

u étant une valeur donnée arbitrairement; ’équation précédente s’écrira:

(2) gl(x7 y)_ugz(x> y)"—"o'

Appelons €, un parallélogramme du plan de la variable # construit avec o et
w pour cOtés.
Mettons en évidence la partie réelle et la partie imaginaire de y en posant:

y==5+1in;
puis considérons le rectangle du plan de la variable y défini par:

a<§<b
c<y<c+zm

(3)

ol a, b, ¢ sont trois valeurs réelles arbitraires (a < 6). Soit O, ce rectangle.

Enfin, soit ¢y un contour fermé simple quelconque du plan de la variable
u, par exemple un cercle pour fixer les idées.

Il n’y a aucun systéme de valeurs de y et u pour lequel la différence
g, (x, y) —ug,{x, y) soit nulle identiquement quelle que soit z. Car si cette
circonstance se présentait pour un systdme de valeurs (y, u,), elle se présen-
terait aussi, par suite de la triple périodicité, pour les systémes de valeurs
(yo+miB+nif +2pin, u) m, n et p étant trois entiers guelconques.

Mais les valeurs de mg8+ n3' + 2pn forment un ensemble qui admet, pour
valeur limite, toute valeur réelle lorsque l'on suppose que § et §' ne sont pas
tous deux commensurables avec 7z, ce qui est le cas. Donc k étant un nombre
réel quelconque on aurait:
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gl(x) yo"f-ik) —
gz(x: yo + ’l«k)

0

pour toutes les valeurs de = et les valeurs réelles de k. On aurait par suite

g, (x, ?/)s
9 (z, y) *

(]

pour toutes les valeurs de x et y (voir & ce sujet notre Mémoire cité pages 32 et
33). La fonction considérée serait donc une constante.

Remarquons qu’il peut au contraire exister des systdmes de valeurs de z
et u pour lesquels I’équation (2) soit satisfaite quelle que soit y. Si nous appe-
lons («',, «'y) un tel systéme de valeurs, la méme circonstance se présentera pour
les systémes de valeurs (z, + mw+ no', 4,) ce qui montre que la différence

7. (x, y) —ug, (x, )

contiendrait en facteur une fonction @ de la seule variable #, ce qui évidemment
peut avoir lieu. Nous pouvons appliquer maintenant le théoréme du paragraphe
précédent & la fonction des trois variables x, y, u

g, (%, y) —ug,(x, y)

dans le domaine (C,, C,, C,) (parallélogramme, rectangle, cercle) défini ci-dessus:
il existe un nombre positif r tel qu’a tout point de ce domaine correspond un
polyndme normal entier en x valable pour un domaine de rayon r autour du point
considéré.

Considérons maintenant pour les variables 2, y, « un domaine 4 compre-
nant: pour x tout le plan de cette variable (excepté z = ); pour y toute la
bande paralléle & 'axe des 7 et définie par

a<E<b

(le point y = o excepté); enfin pour u le méme cercle C; que précédemment.

Il résulte immédiatement de la triple périodicité de la fonction %}%g que
le théoréme précédent s’applique & tout le domaine 4. En effet, soit (z,, y,, %,)
un point quelconque du domaine /; parmi les points (z,+ mw+no', y,+mig+
+nip'+2ipn), (m, n et p entiers quelconques) il y en a un qui appartient au
domaine (C,, C,, C,;); car m et n peuvent &tre choisis de fagon que le point
z,+ mo+ ne' appartienne au parallélogramme C, et ensuite on peut choisir p de
fagon que la partie imaginaire de y, +mig+ nig +2pisr appartienne & linter-
valle ¢ & ¢+ 27 des inégalités (3). Si nous posons alors
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au point (x,, y,, %,) du domaine (C,, C,, C,) correspond un polyndéme normal
valable pour un domaine de rayon r autour de z,, y,, %,. En remplacant dans
ce polyndme x et y respectivement par x+mo+nw et y+mif+nig +2pin
il deviendra un polynéme normal relatif au point (z,, y,, %,) et valable pour un
domaine de rayon r antour de ce point: cela résulte de la triple périodicité de

thz,%. Le rayon r est, d’aprés ce qui précéde, le méme pour tous les
2 ’
points de 4.

. 5 \ . 1
Remarquons maintenant que si dans 1'équation (1) on pose v = w et qu’on

renverse le rapport du premier membre, ’équation conserve la méme forme. Donc,
ce que nous avons dit précédemment pour une valeur finie u, de u, s’appliquera

.. . 1
encore ici pour u =, en changeant comme d’habitude % — u, en ” et en appe-

lant domaine de rayon r du point u celui qui est défini par I'inégalité

1
u

Ces conventions et remarques faites, on voit par un raisonnement bien

<r

simple, que I'on peut prendre pour C,, dans I’étude actuelle, tout le plan de la
variable % sans méme en excepter le point 1 = .

En résumé: il existe un nombre positif » qui convient pour tous les points
du domaine formé par: tout le plan de la variable x (x = ® excepté); toute la
bande du plan de y définie par a <& <b (y = excepté); tout le plan de la
variable %, le point & Vinfini compris.

Il résulte de la la conséquence suivante: si dans I’équation (1) on considére
x comme fonction des deux variables indépendantes y et u, jamais x ne devient
infinie et cette fonction n’a d’autres singularités que des singularités de nature
algébrique (sauf pour y = ). En effet, (y,, u,) étant un systéme quelconque de
valeurs de y et u du domaine défini ci-dessus recherchons si ce couple de valeurs
peut étre une singularité pour I'une quelconque des déterminations de x et de
quelle nature peut &tre cette singularité. Appelons § le domaine de rayon r
autour du point (y,, %,); prenons un systéme de valeurs quelconques (y,, u,)
dans le domaine J et désignons par z, P'une quelconque des déterminations de
x pour y =1, u=1u,. Cette détermination est racine d’un polynéme normal
@(z) relatif au point (z,, y,. u,) et valable dans le domaine » de ce point; or
le point (y,, »,) appartient au domaine r du point (y,, %,); donc comme les
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coefficients de @(x) sont des fonctions réguliéres de y et » dans ce domaine et
que le coefficient du terme du plus haut degré en z est I'unité, on voit qu’aucune
racine de ce polyndéme ne devient infinie pour y =¥,, = u,. Quant & la nature
de la singularité possible pour y =y,, u ~u,, elle est par ce qui précéde, évi-
dente. Comme pour la bande du plan des y

a<&<b
a et b sont arbitraires, on voit que la derniére conclusion que nous venons d’énon-
cer est vraie pour toute valeéur finie y, et nous pouvons dire que x ne devient
jamais infinie pour aucune valeur de y finie et de u finie ou infinie; les diverses
déterminations de x ne peuvent admettre de singularités essentielles que pour y infinte.

Il est & peine besoin de faire remarquer que la fonction 9., ¥) peut,

7.(z, y)
comme cas particulier, se réduire & une fonction de x tout seul: c’est alors une
fonction elliptique de x aux périodes w et w' et la proposition précédente se
réduit & la proposition classique que x est une fonction de u (intégrale abélienne
de 1% espéce) qui ne devient jamais infinie méme pour u = et qui n’admet
que des singularités algébriques.

10. Si dans I'équation (1) nous donnons & z et y un systéme de valeurs
non particuliéres x, et y, il en résultera pour u une valeur bien déterminée u,.
Si I'on choisit alors pour y =y,, u = u, la détermination de = qui est égale & z,
et si 'on suppose que y et u varient d'une fagon continue & partir des valeurs y,
et u;, x variera d’aprés ce qui précéde d’une fagon continue quelle que soit la suite
de valeurs attribuées & y et w. Il pourra y avoir ambiguité sur la continuation
de x, si y et u prennent quelque systéme de valeurs pour lequel il y a ramifi-
cation, mais il est clair qu’on aura par continuité constamment au moins une
valeur de » correspondant & n’importe quel systéme de valeurs de y et u (y finie).
Donc Péquation (1) admet en z au moins une racine, pour tout systéme de
valeurs y =y,, w=u,. Le seul cas d’exception serait donc celui que notre

raisonnement a écarté dés le début pour lequel la fonction g:(x, y) serait une

. ga(x, y)
constante.

I1. Nous pouvons compléter notre dernier résultat de la facon suivante:
étant donné un systéme de valeurs quelcongques y =y,, u = u,, il existe un nombre
entier positif g tel que st Uon construit dans le plan de la variable x un réseau
de parallélogrammes de cotés qu, qu' Péquation (1) aura au moins une racine dans
chacun des parallélogrammes du réseau.

En effet, soit z ==, une racine de I'équation (1) pour y=1y,, u=1u,
Prenons la bande

Acta mathematica. 33. Imprimé le 15 septembre 1909. 16
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de telle sorte qu’elle contienne la valeur y, de I'énoncé et supposons que y décrive
le segment reotiligne qui joint le point y, au point y,+ 217, 4 restant constant
et égal & u,. Dans I'équation (1) z est alors fonction de y seulement, et si 'on
suppose que z part de la valeur z, pour y = y,, on pourra suivre par continuité
la valeur de z jusqu’a une valeur z, pour y =y, + 2i7; il peut y avoir ambiguité
dans cette continuation pour certaines valeurs de y qui sont des points de rami-
fication pour la branche de fonction choisie; ces points d’ambiguité seront en
nombre fini puisque chaque polyndme normal peut étre choisi de fagon & étre
valable pour un domaine de rayon r le méme pour tous Jes points du domaine
considéré actuellement. En choisissant, pour chaque point d’ambiguité, arbi-
trairement la détermination de continuation, la variable z décrira une ligne
déterminée (I') dans son plan, lorsque y parcourra le segment rectiligne y, &
Y,+ 217 dans le sens positif. Comme « est une fonction continue, jamais infinie,
de y, la ligne I" est tout entidre dans une portion finie du plan de z. Nous
pouvons donc prendre I'entier positif ¢ assez grand pour que la ligne I' soit tout
entiére & l'intérieur d'un parallélogramme P;o convenablement choisi de cbtés
quw, quw'. (Notons que I' peut se réduire & un point si = est constant lorsque y
varie: cela n’infirme en rien nos raisonnements). Ceci posé, m et n désignant
deux entiers quelconques positifs, negatifs ou nuls, on peut évidemment choisir
Pentier p de fagon que 'on ait:

o<mgf+nqf +2pr<2n
La valeur
Y=y, +mqif+nqif + 2pin

sera alors un point du segment (y,, y,+ 2i7); il lui correspondra donc une valeur
de z, x=u2x,, sur I, c’est-d-dire & l'intérieur de Py,. Mais alors le point
T, n = %, — Mg —Ngu', y=1y,, u=1u, par suite de la triple périodicité supposée,
vérifie I'équation (1). Or z,, est & Dintérieur du parallélogramme qui se déduit
de P,,, par la translation (—mqw, — ngw'). Comme m et n sont arbitraires le
théoréme énoncé se trouve démontré.

12. Lorsqu’on donne dans ’équation (1) & y une valeur constante y,, x se
trouve définie comme une fonction de la seul variable u. Cette fonction a, d’aprés
le paragraphe précédent une infinité de déterminations (qui peuvent toutes
s’échanger entre elles) et chacune de ces déterminations est une fonction continue
de u, ne devenant jamais infinie, méme pour u = et n’admettant, comme
singularités que des ramifications algébriques.
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Si 'on donne, au contraire, 4 u une valeur constante u, et que y varie,
I'équation (1) définit # comme une fonction de y seul. Nous allons établir dans
les paragraphes suivants quelques propriétés de cette fonction: nous ne parti-
culariserons pas la question en supposant u, — o0, l'équation qui lie # & y étant
alors:

(4) 9 (z, y) =0,

ou g, (z, y) est une fonction entidre dont les zéros admettent les trois systémes
de périodes (o, 2i7), (w, 18), (o', ¢8).

Remarquons que nous pouvons supposer que dans P’équation (4) g,(z, y)
est une fonction entiére quelconque dont les zéros admettent les trois systémes
de périodes; ce que nous avons dit plus haut pour I’équation (z) s’appliquera
(en supposant u = o) & 1’équation (4) pourvu toutefois que g,(x, y) #annule pour
quelque systéme de valeurs (z,, y,) de et de y. Car alors en partant du systéme
de valeurs (z,, y,), comme plus haut du systéme de valeurs (z,, Y1, %,) tous les
mémes raisonnements seront applicables; en particulier le théoréme du para-
graphe 11, en supposant u, — o, sera vrai pour P'équation (4).

Ceci posé, si nous considérons la multiplicité & deux dimensions réelles des
zéros de I'équation (4), les points de cette multiplicité pour lesquels il peut y
avoir ramification de x considérée comme fonction de y sont des points isolés
dans la représentation des variables z et y dans 1'’hyperespace & quatre dimen-
sions. Par conséquent dans un domaine d’étendue finie de cet hyperespace il
n’y aura qu'un nombre fini de tels points exceptionnels. Si nous reprenons
maintenant la représentation de x et de y sur deux plans et que nous considérions
4 nouveau le domaine (C,, C,) (parallélogramme et rectangle de hauteur 2zm)
envisagé plus haut, nous voyons que, dans ce domaine, il n’y a qu'un nombre
fini N de systémes de valeurs (2,, y,) (n=1, 2,... N) pour z et y correspon-
dant & des ramifications de z.

Par chacun des N points y, du rectangle C;, menons une paralldle D, &
Paxe des imaginaires. Nous divisons ainsi la bande a <£<b en un nombre
déterminé de bandes indéfinies analogues mais plus petites. Montrons qu'a
Vintérieur de chacune d’elles (frontiéres exclues) il n’y a aucun point y =y' pour
lequel Pune quelconque des déterminations de z puisse admettre une ramification.
En effet, soit z' I'une quelconque des déterminations dé x pour y =y'; on pourra
prendre les entiers m, n et p (comme plus haut) de telle sorte que le point
#',, y',) défini par

2, =2 +mew+nd, Y=y +tmig+nif +2ipn
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appartienne au domaine (C,, C,). Mais si il y avait ramification pour @ =/,
y=1y', il y aurait aussi ramification, par suite de la triple périodicité, pour x =z,
y=1y',. Le point ¢, serait donc Pun des N points y,; mais cela est impossible
puisque y' n’est pas sur I'une des paralléles D, .

D’autre part, le point y, correspondant & unec ramification de la branche
X =1, le point y,+m'ig+n'if +2pimw (m/, n' et p étant trois entiers quel-
conques) correspondra & une ramification pour la branche z —=x,+m'w+n'e.
Or on sait que B et g’ n’étant pas tous deux commensurable avec =, la quantité
m'g+n'8' +2p'n pourra étre aussi voisine que l'on voudra de toute quantité
réelle donnée, pour un choix convenable des trois entiers. Donc les points
Yn+m'iB+n'¢f + 2p' ¢ forment un ensemble admettant pour points limites tous
les points de la droite D,. Donc si, comme cela est évident, pour chaque
branche de la fonetion x les valeurs de ramification pour y sont isolées, pour
Pensemble de toutes les déterminations de x ces valeurs admettent comme points
limites tous les points des droites D,: nous appellerons ces droites les droites des
ramifications. On voit par ce qui précéde que tout le plan de la variable y se
trouve subdivisé par les droites de ramifications en bandes paralléles 4 'axe des
imaginaires telles qu’a Pintérieur de chacune d’elles, chacune des déterminations
de x est une fonction wniforme et réguliére de y. Cela se déduit de ce qui pré-
céde par un raisonnement bien connu. En outre, entre deux paralléles quel-
conques & 'axe des imaginaires §-=a, £=25, il n’y a qu’'un nombre limité de
droites de ramifications.

13. Pour établir certaines propriétés des zéros de g, (z, y) nous supposerons,
ce qui ne restreint pas la généralité (voir Note I & la fin du Mémoire) que la
fonction ¢, (x, y) satisfait aux identités suivantes:

gx(x: y+2i”)=gl(x! !/)
(5) g (z+ o, y+if)=esW+mvg (z, y)

gi(x+ o, y+if) =evW+idzstmuiy g (2, y)

dans lesquelles ¢ (y) et ¥ (y) sont deux fonctions entiéres de la seule variable y,
admettant I'une et Pautre la période 2417, et satisfaisont en outre & I'identité

(6) _ Yy +1i8) —Yly) =y +:i8)—o(y);
en outre A est une constante dont la valeur est la suivante

n A=m1,3ﬂ+m2,1ﬂ'+ 2ma2 7T
w
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mi3, Mg, M32 sont les entiers caractéristiques relatifs aux trois systémes de
périodes pris dans l'ordre (o, 2:7), (w, i8), (o', ¢8'). Prenons dans le plan de
la variable y un segment rectiligne ayant pour origine un point arbitraire y, et
pour extremité le point y,+ 2¢w. Lorsque y parcourt ce segment de y, 4 y, +2¢n
les différentes déterminations de x dans I’équation (4) décrivent dans le plan
représentatif de x certaines courbes. Choisissons dans ce plan un segment recti-
ligne d’origine z, et d’extrémité x,+ w de telle sorte que z, et z,+ w ne soient pas
situés sur les courbes décrites par les différentes déterminations de z.
Posons

a
F(x, y) = J—CE_ LOg gl(x) ?/)

et considérons l'intégrale, prise le long du segment rectiligne (z,, z, + w),

Zo+w

8 F(z, y)dz =1L 7, (% + , y),
(8) (= y)dz =Log = G 9

Zo

dans laquelle nous donnons tout d’abord & y la valeur y, et nous prenons pour

9: (o5 Yo)
Nous supposerons ensuite que y varie en se déplacant sur le segment recti-

ligne (y,, y,+ 2tx) tonjours dans le sens de y, vers y,+z2:z. Remarquons que
g:(xy, y) et g,(, + w, y) ne s’annulent pas, d’aprés ’hypothése faite, dans cette
variation de y. Nous pouvons donc définir une fonction X(y) uniforme sur le
segment (y,, y, + 2i7z) par 'égalité:

le second membre la détermination qui convient pour Log

— Log 9:&+ @, ¥)
(9) X (y) = Log 4. @0> 1)

X(y,) ayant une valeur égale a celle de I’intégrale (8) pour y = y¥,.
L’intégrale précédente est fonction continue de y tant que I’'une des valeurs

de x qui annulent g, (x, y) ne traverse pas le chemin d’intégration. Lorsqu’une
telle valeur traverse le segment (x,, 2, + w) dans le sens direct [sens de la direction

obtenue en faisant tourner de +7_2v le segment (z,, ,+ w)] lintégrale augmente

de 277; elle diminue de 2¢~ lorsque la traversée a lieu en sens inverse. Il en
résulte que la détermination du second membre de (8) doit étre augmentée ou
diminuée de 2:7 dans les mémes conditions. La valeur de I'intégrale (8) pour
Y=Y, + 247 sera donc égale a:
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X(y,+ 2i7) +2ninm,

ou n est la différence algébrique entre le nombre des racines de g,(x, ¥) qui ont
traversé dans le sens direct et le nombre de celles qui ont traversé dans le sens
indirect.

Nous aurons d’aprés cela:

zo+ Zo+ @

fF(x, Yo+ 2im)de— [ F(z, y,)dx = X(y, + 2¢7) + 2niw — X (y,).
&To

Mais d’aprés les identités (5)

F(z, yo+2im) = F(2, y,)
et par suvite

(x0) anim = X(y,) — X(y, + 21m).

D’aprés la premidre des identités (5), g,(z, y) est fonction uniforme de z et de
ev; lorsque y parcourt le segment (y,, y,+2¢7) la valeur de e¥ décrit dans le
sens direct un cercle I' de rayon égal au module de e¥ et la variation totale de
Pargument de ¢,(z,+ w, y) est un multiple entier de zz; ce multiple restera
évidemment le méme si e¥ fait le tour de I' dans le sens direct en partant d’un
autre point de I' que précédemment. Cela revient & dire que si k désigne un
nombre réel quelconque les variations totales des arguments de g, (z,+ w, y) et
de g,(x,+w, y+ik) seront les mémes lorsque y décrira le segment rectiligne
(%o, Yo+ 2¢7) dans le sens direct. La différence

S [X(yo+2im) — X (y0)]

g (z+ w, y)
(20, y)
le segment (y,, y, + 2i); elle est donc aussi égale & la variation totale de l'ar-

gument de

est d’aprés (9) la variation totale de I'argument de lorsque y parcourt

g, (o + w, y+18) ,
9:(%, y)

fraction qui est égale d’aprés (5) & e?W+mav,
La variation de largument est donc 2mm,, et d’aprés (10) on aura en
tenant compte de ce que mg; ==-—my, 2:

N == 1Mmz2.
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Donc lentier caractéristique my,o est égal & la différence algébrique entre le nombre
des traversées par les racines de Uéquation (4) du segment (z,, z,+ w) dans le sens
direct et le nombre des traversées dans le sens indirect, lorsque y parcourt le segment
(Yo, Yot21m) de y, & Y, +2im.

D’une fagon tout analogue, 'entier m; ; & la méme signification relativement
& un segment (x,, z,+ ').

14. L’intégrale du premier membre de (8) nous servira encore & établir une
propriété trés importante des zéros de I’équation (1).

Remarquons tout d’abord que la partie imaginaire de cette intégrale a un
sens bien déterminé et une valeur finie pour chaque valeur de y appartenant au
segment (y,, y,+ 2¢) méme si une racine x de I'équation (4) est sur le segment
(#y 7, +w). La partie imaginaire de I'intégrale (8) ne différe que par des mul-
tiples de = de la partie imaginaire de X(y) laquelle est continue sur tout le
segment (y,, y,+2¢n). Ces multiples de 7 proviennent des traversés du segment
(%5, o+ w) par les racines de l'équation (4). Ce nombre de traversées étant
évidemment fini lorsque y parcourt le segment (y,, y, +277) dans le sens de y,
4 Yo+ 2im, il en résulte que: =z, ef y, étant donnés, il existe un nombre positif B
tel que la partie imaginaire de Pintégrale (8) a un module mférieur & B pour toute
valeur de y appartenant au segment (y,, y,+ 2i7) et, par suite, pour toute
valeur de y appartenant & la droite indéfinie qui joint les points y, et y,+ 217
puisque F(z, y) admet la période 217 relativement & la variable y.

Ceci posé, prenons dans le plan de la variable 2 un parallélogramme Py ,
construit sur les deux segments (z,, z,+ pw) et (z,, z,+gu') p et ¢ étant deux
entiers positifs pour fixer les idées. Nous pouvons supposer, le point z, n’étant
pas choisi de fagon particuliére, qu’aucune des racines de

gl(xv yo) =0.

n’est située sur le périmétre de P, ,.
Dans ces conditions, le nombre N, , des zéros de g,(z, y,) intérieurs au
parallélogramme P, , est donné par:

217t Ny, =fF(x. Y, dz

Pintégrale étant prise dans le sens direct tout le long du périmétre de Py, ,.
Posons:
zo+(m+1) o
m=p—1
8,=2 fF(x, y,)dz,
me=(Q

Zot+t moe
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Zot(m+1) @’
m=q—1
S,==23 fF(x, yo)d,
m=0
Zo+m o'
Zo+q o’ +(m+1)a
me=p—1
8= fF(x, yoldz,
mee=(
Zo+g o' +mw
Zo+p w+(m+1) o
ma=g—1
8,73 f Pz, yo)de;
m=0

Zotpa+ma’

chacun des chemins d’intégration est un segment rectiligne qui appartient aun
périmétre de P, , et I’ensemble de ces chemins comprend tout le périmétre du
parallélogramme, de telle sorte que Uon a:

(11) 20 Npg=+(8;,—8,+8,—8S,)

le signe & prendre devant la parenthése est celui du coefficient de ¢ dans le
(U,
rapport o

Les expressions de §,, S,, S, et 8, peuvent &tre écrites sous la forme
suivante:

Tot @

fF(x +muw, y,)dz,

Zo

Mm——p—
8,=3
m=0

Zo+ '
me=g—1

S,=2 fF(x—f-mw’, Y, dz,

me={
Zo

Zot+w
M= p—

1
Sy=23 fF(x+q:o'+ ma, y,)dz,
m=0

&

1
Zo+w’
Memg—

1
S, =3 fF(x + pow+me, y,)de.
m=0 )
Zo

Des identités (5) on conclut immédiatement les suivantes, ot m est un
entier quelconque:

F(x+muw, y)= F(z, y —mip),
Flz+md, y)=miAd + F(z, y —mif').
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A Taide de ces formules on peut transformer les expressions précédentes de S,
S,, 85, S, en les suivantes:

To+ o'

. m=qg—1
S, = Q(Q?I) Aidd + b fF(zy Yo—mif)de,
m=0
To

Tot+w
me=p—1

S;=pgdiw+Z2 |[F(x, y,—qig —mi)du,
=0
m :20
m 1 Zot o'
— ol
S,=q—(qTI—)Aiw'+2 fF(x, y,— pif—mig)de.
m=0

o

Appelons pour abréger 3, 3,, X,, I, les sommes d’intégrales qui figurent
respectivement dans ces expressions de S,, S,, S,, S, de telle sorte que

8, — X, SZ:MZ:E—)AZ'LU'-!—EZ, S, — pgdio+ 3, AS,:L(quAitu'+E4

et par suite de Ia formule (r1):
2twNpg= 4+ (—pqdivw+ 3 —=,+ 2, —3,).

Comme Aw est réel (formule 7), les parties réelles de =, =,, =,, =, se détruisent
dans cette somme. D’autre part, en vertu de la remarque faite au début de ce
paragraphe, les parties imaginaires de chacune des intégrales figurant dans les
sommes I, I,, X, et 3, sont toutes inférieurs & un nombre positif fini B, qui
dépend de z,, y,, mais pas du tout de p et ¢. Il résulte de I3 que les parties
imaginaires de =, et X, ont des modules inférieurs & pB et celles de =, et X,

des modules inférieurs & ¢B, de telle sorte que 'on peut poser:
20 Np g =+ (—pgdio + 1o, + 10, + ta; + iat,)

les a étant quatre nombres réels tels que

(12) le,}<pB, |o,}<¢B, || <pB, |a,|<¢B.

La rélation précédente peut encore s’écrire:
Acta mathematica. 33. Imprimé le 16 septembre 1909. 17
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E\f_pﬁzi(_é_w a,+az+a3+a4).

q 27 27T pq

Comme
ol B |l B ol B lal B
Pq q rq P Pq q ') Yy

on voit que si p et ¢ augmentent fous deur indéfiniment on aura:

Np,qz¢éﬁ’x

lim—f—)—q— :Fm1,3ﬁ+m2,1ﬁ'+2m3,27v;

27T 27

7
. ;. \ .. . w ..
le signe supérieur se rapporte au cas ou le coefficient de ¢ dans o est positif.

. . . —: |
On peut exprimer le résultat précédent en disant que le nombre réel F ~2—;—z

est le nombre moyen de zéros de la fonction g,(z, y,) par parallélogramme con-
struit sur les périodes w et o' et ce nombre moyen ne dépend pas de la valeur
choisie pour y,: il ne dépend que des entiers caractéristiques et de 3, 3. Ce
pombre ne peut &tre évidemment négatif; on en conclut donc que la quantité

, Aw . N . . oy
réelle o est de signe contraire & la partie imaginaire de o On peut se de-
7 (1

mander toutefois si ce nombre ne peut pas étre nul. On voit que c’est impossible
de la facon suivante.
Nous avons montré que 'équation

g,(z, Yo) =0

admet au moins un zéro dans chaque parallélogramme du réseau construit avee
les cOtés q,w, g, si g, est un entier positif convenablement choisi qui peut
dépendre de y,; ceci a été établi (paragraphe 11) sous la seule hypothése que
g9.(%, y) n’est pas une fonction ne s’annulant pour aucun systéme de valeurs de
x et y et sous 'hypothése de la triple périodicité de ses zéros. ~Prenons

P=qg=3¢

s étant un entier positif. Dans le parallélogramme P, , il y aura au moins s*
zéros de g, (z, y,) et Uon aura:

Si s augmente indéfiniment, on voit que la limite de %ﬂq—q est au moins égale &
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L, et par suite différente de zéro. Par conséquent A ne peut pas étre nul et
1

par suite les entiers my s, ma1, mae ne peuvent étre tous nuls, si g¢,(x, y) n'est pas
une fonction entiére qui ne s’annule pas, les trois systémes de périodes étant
toujours supposés non exceptionnels.

15. Si nous considérons une fonction f(z,y) méromorphe aux périodes
(0, 22m), (w, 18), (', ¢8") on peut la mettre sous forme du quotient de deux fone-
tions entiéres g,(z, y) et g,(z, y) n'admettant aucun facteur commun qui s'annule.
Les entiers caractéristiques communs & g,(z, y) et ¢,(z, y) seront appelés les en-
tiers caractéristiques de f(z, y); ils sont ainsi définis d’une fagon unique, puis-
que les entiers caractéristiques de g¢,(z, y) et g.(x, y) ne changent pas lorsqu’on
multiplie ces fonctions par une fonction entiére qui ne s’annule pas. Si my,
Ma,3, Mgy sont les trois entiers communs & ¢,(z, ¥) et g,(x, y), expression my 33 +
mg,1' + 2mgsw ne peut pas étre nulle si f(z, y) n’est pas une constante. Car
si cette expression est nulle g,(z, y) ne peut pas s’annuler, par conséquent f(x, y)
serait une fonction entiére avec trois systémes de périodes non exceptionnels, et
par suite une constante.

16. Pour mieux interpréter le résultat précédent relatif au signe de + 2o

27
mettons en évidence les parties réelles et imaginaires de w et «'; soit

w=>~i+ui, o=41+u's.

!
. . w .
Le signe de ¢ dans — sera celui de 2y’ — ud/, de telle sorte que nous aurons
W

dans tous les cas:
(A —pulYAw<o

ou bien, en remplacant 4 par sa valeur et remarquant que mg;=— mys:
(Ag ——gtl’)(ml,gﬂ’ + 2mg 3 + m31f) > o.

Formons maintenant pour les trois systémes de périodes (o, 2¢7), (v, ¢8),
(o, 18") l'invariant I dont nous avons donné la définition au paragraphe 5 de
I'Introduction. Il vient:

I=z2maAu —ul)(mi2f + 2ma st + msif3).
La condition d’inégalité précédente s’écrit donc

I>o.
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Nous avons signalé Pinvariance du signe de I: il en résulte que si les trois
systemes de périodes sont pris sous la forme la plus générale, au lieu de la forme
normale, Yinégalité I >o doit toujours &tre vérifiée. Il résultera de la suite de
ce Mémoire que cette inégalité nécessaire est la seule condition pour l'existence
d’une fonction méromorphe triplement périodique admettant trois systemes de
périodes non exceptionnels donnés arbitrairement avec des entiers caractéristi-
ques donnés également.

L’inégalité précédente que nous avons indiquée antérieurement (C. R. 3 Déc.
1900) s'étend sans aucune difficulté nouvelle au cas des fonctions (n + 1) fois
périodiques de n variables. Elle contient en elle-méme toutes les inégalités de
Riemanx relatives aux périodes des fonctions abéliennes.

Bornons-nous ici, pour ne pas trop nous écarter de Pobjet spécial de notre
Mérnoire, & signaler briévement comment on rattache au résultat qui précéde les
inégalités de RIEMANN pour les fonctions abéliennes de deux variables. Si O(r, y)
est une fonction @ sous forme normale, avec les quatre systémes de périodes
(zim, 0), (0, 217), (a,b), (b, c) ses zéros admettent les trois systémes de pério-
des (2, 0), (0, 2%:), (ma + nb, mb + nc) m et n étant des entiers quelconques.
En écrivant pour ces trois systémes l'inégalité I >0 on obtient une forme qua-
dratique en m et n qui doit &tre définie et positive: c’est la condition classique.
Le méme procédé s’applique & = variables. On peut donc dire que l'inégalité
I>o0 contient, en elle-méme toutes les inégalités de RiEmMann: Ces inégalités
se trouvent ainsi rattachiées & la distribution des zéros de la fonction entiére
9.(x, o).

17. Nous continuerons 'étude des zéros de léquation
L) (27, y) =0

en considérant les différentes déterminations de z pour les valeurs de y appar-
tenant 4 une bande B du plan de y comprise entre deux des droites de rami-
fications définies plus haut et ne contenant & son intérieur (frontiéres exclues)
aucune droite de ramifications.

Soit alors

(13) r=f,(y)

I'une des déterminations de z; f,(y) sera donc, comme nous l'avons vu, une
fonction uniforme et réguliére 4 Pintérieur de B.
Nous aurons une infinité d’autres déterminations de x par la formule

(14) x4+ mo+ ne =f(y +mig +nip + 2s87)
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ou m, n et s sont trois entiers quelconques positifs ou négatifs ou nuls; car si
(#', y') est un zéro de g,(x, y) vérifiant I'équation

on aura un autre zéro en posant 2 =2’ —mo—no', y=y' —mif—nif —28x
et (z, y) seront liés par la relation (14) et inversement.

Nous allons montrer que toutes les déterminations (14) ne sont pas distinc-
tes entre elles, c'est-a-dire que f,(y) satisfait & une identité de la forme

(15) iy + myiB + nif +28im)—mo—n o =
= fi{y + myif + n,if + 28,in) —mw—n,¢

ou (my, n, 8,), (m, n, 8) sont six entiers dont les trois derniers ne sont pas
respectivement égaux aux trois premiers.

Supposons qu’une telle identité n’existe pas. Deux quelconques, détermi-
nées, des valeurs de x fournies par (14) ne seront égales que pour des valeurs
isolées de y; on peut donc toujours attribuer & y une valeur y, du domaine B
n'appartenant pas a l'ensemble dénombrable des valeurs de y pour lesquelles
deux des déterminations de z deviennent égales.

Soient A4, et 4, les points du plan de la variable y correspondants respec-
tivement aux valeurs y, et y, + 2 uim, u désignant un entier positif choisi arbi-
trairement. La longueur du segment rectiligne A, 4, est égale & zun. Parmi
toutes les valeurs y, —mif-—nif'—2simr ne prenons que celles qui correspon-
dent & des points du segment 4,4,; pour chaque systéme de valeurs attribuées a
m et n, il y aura ainsi u valeurs de s acceptables et u points correspondants sur 4,4,.
(en supposant, pour plus de précision que 4, fait partie du segment mais pas
4,). Sur le segment 4,4,, f,(y) a un module inférieur &4 une quantité fixe po-
sitive R. Les valeurs de x correspondant aux valeurs considérées pour y, sont
de la forme:

(16) Z=mw+ 1o + Cpns

avec
Iam,n,sl <R.

Pour chaque couple de valeurs arbitraires de m et de n, il y a u valeurs de am q,¢
distinctes entre elles, puisque les valeurs de = le sont, et auxquelles correspon-
dent, dans le plan de 2, ¢ points intérieurs au cercle de rayon R et de centre
mo + ne'. Considérons & nouveau le parallélogramme P, , construit sur les seg-
ments (x,, ¥, + pw) et (x,, x, + quw); N,

]

¢ désignera encore le nombre des zéros
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de g¢,(z, y,) intérieurs & ce parallélogramme. Prenons un second parallélogramme
P' concentrique au précédent et de cdtés (p— v)w et (¢ —v)o'; p et g sont sup-
posés trés-grands et positifs, et I’entier positif » est supposé choisi assez grand
pour que tout cercle de rayon R et ayant son centre & 'intérieur de P, soit tout
entier contenu dans P,, La valeur de » ainsi choisie sera indépendante de
p et g.

Le paraliélogramme P' contient (p—»)(g—») des points mw + nw'. Le
cercle de rayon R et de centre mw + nw' contenant u des points (16), on voit
que P,, contiendra au moins pu(p—v)(g —v) des points mw + nw' + tm,a,s
comme ces points sont tous des zéros de g,(r, y,) on voit que

Np,qZM(P—V) (g—7);

Yoss u(i—2) (1—2).
rq q P

Si p et ¢ augmentent indéfiniment, » restant fixe, on aura

ou bien:

lim Noq >
rq
3 . . . g . - Np’q
Or cela est impossible puisque u est un entier positif arbitraire et que g

a une limite déterminée.
Il y a donc nécessairement une identité de la forme (15).

18. Recherchons maintenant tous les systémes de valeurs des entiers m,,
ny, §, My, M, 8, pour lesquels a lieu I'identité (15).
Posons pour cela

1 — of
(17) m—m,=m, n—n,=n', §—8==:

et remplagons dans (15) y par y —m,i8 —n,if' —2 ;17
Il viendra:

(18) flly + m'ig +n'if 4 28in)=f,(y) + mw+n'w'.

Soient m',, n',, &', les quotients de m', n', s' par leur plus grand commun diviseur
positif et posons:

(19) y=m pf+n,8+287et Q=m'ow+n .

La relation (18) pourra allors s’écrire comme suit:
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(20) fily+idy) =/ (y) +dR

d étant le plus grand commun diviseur de m', n', &'
Si y était nul, 2 le serait nécessairement aussi d’aprés la derniére identité;
. o'
mais comme — est imaginaire on aurait m',=o0 et n/, —0; et ensuite de y —=o,
on conclurait §,=o0. On aurait donc m'=n'=s =0 ce qui est contraire &
Ihypothése que m,, n,, s, ne sont pas respectivement égaux tous trois & m,, n,, s,.
y étant donc différent de zéro, la différence

2
fl (y) - T}’y’
qui admet la période idy et qui est régulidre dans la bande B, sera dévelop-

pable & Pintérieur de cette bande en une série d’exponentielles et nous pouvons
poser:

2 rJe im
(21) f.(y)=5y+2—a,.e47”.

Or on voit bien facilement, en considérant la dérivé de f,(y) qu’il n’y a
pour la fonction f,(y) qu’'un seul développement de la forme (z1). Or comme

mo+ n'o 2

mp4+ng +2dn  y’

si m", n", 8’ est un autre systéme d’entiers pour lequel I'identité (18) est satis-
faite, on aura:

m”(U + n”(l)'___ _8 )
m”ﬂ+ n”p”+ 28"7l‘~ y
En remplagant 2 et y par leurs valeurs (19), il vient, toutes réductions faites:

(’o[(,,n’H”j1 — mll n”)p)! + 2 ”(mllsll _m!l S”)] +

+ w! [(nllm!1 _ n’lm”)ﬂ + 2 ﬂ(n”s’l —_n'1 8”)] = Q.
o
Comme o est imaginaire, cette condition entraine les deux suivantes

(,munr1 _ mrl n”)ﬂ’ + 2 ”(mnsrl _mvlsn) =0

(n'"m,' —n',m")B + 2 x(n"s', —n',§") =o.

L'un au moins des deux nombres 8 ou S’ est incommensurable avec =. Si
c’est 3, la deuxiéme relation donne
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' mrl ___,nflmu =0, ' srl . nrlsu =0,
et ensuite la premiére donne:

m's, —m' 8" =o.

Comme m',, n';, &, sont premiers entre eux, on conclut des trois derniéres

relations:
m'=dm',, n'— on',, §'=4ds,,

oll d est un entier positif ou négatif.
La relation

(22) flly+m"ig + n"ig +28"im)=f,(y) + m'w +n" o'

s’écrit alors

(23) fily + idy) =f,(y) + 3£

et il g’agit de trouver tous les entiers ¢ pour lesquels cette relation a lieu.
Soit, pour cela, d, le plus petit entier positif non nul pour lequel on a

(24) [y +diy)=1.(y) + d, 2
Un tel entier existe puisque I'on a la relation (20) ot d n’est pas nul. Posons
(25) 6 = ng + o,

olt ¢ est un entier positif ou négatif ou nul convenablement choisi et ¢ un entier
positif ou nul inférieur & d,. De (24) on conclut

f,(y +ded,7)={f,(y) + ed, 2.

Changeons dans cette identité y en y + {oy; elle devient en tenant compte
de (25) ) '
fily +idy) =y + doy) + ¢d, &

et d’aprés (23) et (25):
fily + toy) = fi(y) + 0.

Comme ¢ est positif ou nul, inférieur & d, qui est le plus petit entier non
nul vérifiant (24), on a nécessairement:

6=o0
et d’aprés (25) et les relations m" = dm',, n" =dn',, s" =d¢', il vient:

!
m' =od,m',, n'"=pdn',, §'=ped3s,.
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Réciproquement, si ¢ est un entier quelconque dans ces derniéres formules,
les valeurs précédentes de m', n", s" conviennent bien & I'identité (22); cela ré-
sulte immédiatement de (24). Posons:

n=dyy=d,(w\f +n\p +25:7),
2 =d 2=d (m v+ o).

La relation (24) devient

fx(?/ + li}/l) :fl(?/) + 9.
On en déduit:

fuly —ey) = 1ly) — £

Nous pouvons d’aprés cela supposer que le nombre réel y, est positif, sans
quoi on le changerait en —y, en méme temps que £, en —£,. Les quantités
1y, et £, sont ainsi définies par ce qui précéde d’une fagon unique. Nous les
appellerons les augments conjugués relatifs & f,(y) et nous poserons:

2, =u 0+ 7,
(26)
yi=w,B+v3 +200>0;

i, 7, et o, sont des entiers définis par 12 d’une fagon unique. Revenant main-
tenant a l'identité (15) et aux formules (17) et (18) nous voyons que les conditions
nécessaires et suffisantes pour que l'identité (15) soit satisfaite sont données par
les relations:

my—m, = @'t
(27) ny—mn; =0'v,

1
8 — 8 =00,

ol ¢' est un entier quelconque positif ou négatif.

Ces propriétés établies, on voit par un raisonnement trés simple que I'on
obtient toutes les déterminations distinctes fournies pour a par la formule (14)
et chacune une seule fois, en prenant pour m, n et s toutes les valeurs entiéres
positives, négatives, ou nulles pour lesquelles les inégalités

(28) : o<mpB +np + 28w <y,
sont satisfaites.
Plus généralement si M est un entier positif quelconque on aura chaque

détermination distincte répétée M fois, en donnant & m, n et s toutes les valeurs

pour lesquelles
o<mB+np +2sn< My,
Acta mathematica. 33. Imprimé le 16 septembre 1909. 18
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19. L’ensemble des déterminations distinctes de 2 dans la formule (14)
constitue un ensemble de déterminations telles que 'on passe de 'une & l'autre
en ajoutant & wx et & y des multiples conjugués des trois systémes de périodes,
et inversement, si on ajoute a x et & y des multiples conjugués des périodes,
on passe d'une des déterminations 4 une autre ou a la méme détermination.
Nous entendons par 14 que si dans ’équation qui définit 'une des déterminations
de x pour y intérieur & B, on ajoute & a et y des multiples conjugués des pério-
des on a une équation définissant encore une des déterminations de a. Choisissons,
par cxemple, la plus simple des déterminations de x dans les notations préce-
dentes:

x = [, (y)-

Nous dirons que z=f,(y) est une branche principale, relative 4 la bande
B, de la fonction o définie par

g:(x, y) =o.

(8,, iy,) seront appelés les augments conjugués relatifs & cette branche principale.
Les autres déterminations de la formule (14) ne sont pas considérées comme des
branches principales distinctes de la précédente, parce quelles n’en différent que
par des multiples conjugués des périodes. Toutes les valeurs distinctes de » four-
nies par la formule (14) seront appelées les zéros de g, (x, y)= o relatifs ou se
rapportant & la branche principale x == f, ().

Remarquons que tout ce gui précéde s'applique méme au cas o f,(y) serait
une constante, cas qui peut se présenter. La relation f,(y + iy,)=f(y) + £,
montre qu’alors £, est nécessairement nul, ¢’est-a-dire que g, = », = o; ensuite
y1=20,7 doit &tre le plus petit multiple positif non nul de 2. pour lequel a
lieu Iidentité précédente: donc o, ==1; les deux augments conjugués sont dong ici
(o, 2 522).

11 peut arriver que tous les zéros de g,(x, ) qui se rapportent a la branche
principale x = f,(y) soient tous des zéros doubles ou triples, etc. ... et cela pour
une valeur quelconque de y du domaine B. Nous dirons que la branche princi-
pale x-=f,(y) a un degré de multiplicité égal a deux, trois ete....

Si la fonction entiére g,(x, ) admet des zéros qui ne se rapportent pas &
la branche principale précédente, (y restant toujours dans le domaine B) nous
mettrons n évidence une seconde branche principale z — f,(y) avec des augments
conjugués ({2, ¢y,) donnés par les formules

2, == 0 + v,

Yo =, 3 + v,3' + 20,6 > 0.
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On aura ainsi une suite de branches principales

1), L.y L), - -

Nous allons montrer que leur nombre est nécessairement fini. Dans tout
ce qui va suivre nous supposons toujours, lorsque nous parlerons de l'ensemble
des branches principales que chacune d’elles est comptée un nombre de fois égal
a son degré de multiplicité et que dans la suite

fx(?/): f’:(.’/), fs)s - -

chacune d’elles est écrite ce nombre de fois.
Ceci posé y, étant une valeur quelconque de la bande B posons:

9“5?7 ::f];(yo)’ k= I,2,3,...

Soit II un parallélogramme du plan de 2 construit sur des c¢otés w et ©
et soit

x}y_” = .’z‘ﬁ)) + m @+ Nk(r)’
I'homologue de () dans II. Posons
Ye =1, + mpip + ni i3 + 28l

en choisissant l'entier s; de facon que y; appartienne au segment (¥, o + 2 1.7).
Des lors (afV), y,) sera un zéro de g, (w, ) se rapportant a la branche principale
fr(y), =, y, appartenant respectivement au parallélogramme IT et au segment
Yoy Yo +2121).

Si les branches principales étaient en nombre infini, les points yx que nous
venons de définir sur le segment (y,, y, + 2 {:¢) auraicnt un point limite y =0
appartenant 4 ce segment. Or pour un domaine choisi assez petit autour du
point b, ¢,(2, #) n’a qu'un nombre fini de zéros appartcnant au parallélogramme
II et se rapportant & des branches principales déterminées en nombre fini. Or
cela est manifestement en contradiction avec ce qui précéde. Par conséquent,
il W'y a qiun nombre limité de branches principales relatives ¢ la bande B cha-
cune des branches étant comptée par son degré de. multiplicité. Chacune des
fonctions fi(y), peut étre développée sous la forme (21) pour tout lintérieur de
la bande B, et 'on voit que toutes les déterminations de a dans I’équation

g.(z, y) =0

ol y appartient a la bande B se déduisent d’un nombre limité de développements
de cette forme.
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20. Il résulte de ce qui précéde que la fonction entiére g,(x, y) dont les
zéros admettent les trois systémes de périodes (o, 2:7), (0, 13), (¢, i3") ne peut
pas 8tre le produit d’un nombre infini de fonctions entiéres ayant la méme pro-
priété et dont chacune s’annule pour quelque systéme de valeurs de z et y.
Car la branche principale z == fi(y) doit appartenir & I'un des facteurs du produit
et, par suite de la triple périodicité des zéros de ce facteur, toutes les détermina-
tions de x relatives & cette branche fi(y) appartiennent au méme facteur. Il
résulte donc de 14 que le produit contient au plus un nombre de facteurs égal
au nombre des branches principales dans la bande B, chacune étant comptée
avec son degré de multiplicité.

Supposons que ¢, (z, y) puisse étre mise sous forme d’un produit de plusieurs
facteurs de cette nature. Si 'un des facteurs est lui-méme décomposable de la
méme fagon, remplagons le par ses facteurs. Aprés un nombre limité d’opéra-
tions de cette sorte g,(x, y) se trouvera mise sous forme d’un produit d’'un nombre
fini de fonctions entiéres dont les zéros admettent les trois systémes de périodes,
dont chacune s’annule pour quelque systéme de valeurs de x et de y, et dont
aucune n’est décomposable en un produit de plusieurs facteurs de méme nature.
Nous arrivons ainsi & la notion de factewr irréductible ou premaer, relativement aux trois
systémes de périodes (o, 2 i), (v, 1), (v, 13'). Remarquons qu’il est essentiel de
spécifier les trois systémes de périodes; car un facteur irréductible relativement
& (0, 2¢7), (w, 1), (o, i8') peut se trouver étre réductible relativement a (o, z isr),
(2 0, 2¢83), (¢, 1f).

Si I'on ne considére pas comme distincts deux facteurs dont le quotient est
une fonction entiére qui ne s’annule pas, on voit facilement que g,(x, ) n’est
décomposable que d'une seule fagon en ses facteurs irréductibles relativement &
(0, 2¢7), (w,18), (o, ¢f8'). 1l suffit de remarquer que si les zéros de deux fonc-
tions entiéres admettent les trois systémes de périodes, les zéros communs a ces
deux fonctions admettent les mémes périodes et par suite le plus grand commun
diviseur des deux fonctions entiéres est une fonction entiére ayant la méme pro-
priété. Deux facteurs irréductibles relativement aux trois systémes de périodes
précédents, sont donc ou bien identiques, ou bien sans facteur commun s’annulant.

21. Revenons aux augments conjugués (£2,,7y,). On peut donner une
interprétation des entiers u, ‘et », qui figurent dans les expressions de £, et 7.

Supposons tout le plan de la variable 2 subdivisé en un réseau de parallélo-
grammes de c¢dtés w, w'. L’un d’eux étant désigné par Iy, nous désignerons par
II,4 celui qui se déduit de Iy, par la translation (pw, go') p et ¢ étant des
entiers positifs ou négatifs ou nuls.

Prenons une valeur quelconque y, dans la bande B et posons
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To = f1(Yo)-

Si y décrit le segment rectiligne (y,, y, + 7y,) dans le sens positif c’est-a-dire de
Yo vers ¥, + ¢y,, le point x = f,(y) décrira dans son plan une ligne déterminée I',
partant du point x, et aboutissant au point z, + £2,, c’est-a-dire au point x, +
tyo + 7. Le sens dans lequel se déplace » dans ce mouvement sur I" sera le
sens positif sur I". Dans ce qui suit lorsque nous parlerons d’un déplacement
de y, il s’agira toujours, sans qu’il soit besoin de le répéter, d’'un déplacement
dans le sens positif, sur la droite indéfinie joignant y, & y, + 17,.

Si nous supposons, pour fixer les idées, que le point x, appartient au paral-
lélogramme IToo, le point z, + 2, appartiendra au parallélogramme II, ..

Nous désignerons par a, celui des sommets du parallélogramme IToo qui est
tel que @, + w et @, + o' sont deux autres sommets de ITy.

Supposons que y parcourant le segment (y,, ¥, + ¢7,) le point x = f,(y) vienne
4 passer d'un parallélogramme II, , & un parallélogramme II,, 4+ €t soit (2, ¥,)
le couple de valeurs de (z, y) pour lequel a lieu ce passage; de telle sorte que
le point z, est situé sur le segment rectiligne [a, + p,0 + (g, + 1) &', ag -+ (P, + 1)+
(9. + 1)w'] et P'on a

(29) z, =f1 (y1)~

Nous aurons un autre zéro (%', ¥',) de g,(z, y) relatif & la branche principale
/. () en posant
'y =%, —pow—(q + 1)
(30) _ _ .
Y=y —pif—(q + 1)if —z2rax

r, étant un entier choisi de fagon que y'; soit situé sur le segment (y,, y,+2 i)
(Pextrémité y, comprise, 'autre exclue). r, est ainsi défini de fagon unique.

Le point 2/, sera situé¢ sur le segment (a,, a, + w) et lorsque y traverse la
valeur %', i1 y a un zéro de g¢,(z, y), relatif & la branche principale f,(y), qui

1
. . W . . .
traverse en z', le segment (a,, a, + w) dans le sens direct si o &S partie imagi-

naire positive.
Soit (z,, y,) un autre couple de valeurs correspondant a4 un passage de x
sur I, d’'un parallélogramme II,, ., au parallélogramme IIp, ,+1; on aura

(31) xy == {,(y,)

et nous poserons, comme plus haut,
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2, =x,— p,w—I(¢, + o
(32) , : . :

Y, =1y, —pip—(g, + 1)1 —2r17
y', appartenant au segment (y,, y, + 2i7) et &/, au segment (a,, a, + w). Pour
y=y, il y a un zéro de g¢,(z,y) relatif & la branche principale = fi(y) qui
traverse (a,, @, + w) dans le sens direct au point a',. En général ', et y', sont
distinctes. Si elles sont égales et que ', et 2/, ne le soient pas, pour la valeur
y=y,=vy, il y a deux zéros de g,(x, y) qui ‘traversent le segment (a,, @, + o)
respectivement aux points ', et a',. Supposons que, plus particuliérement y',=y',
et o/, —2',. De (29), (30), (31) et (32) on conclut immédiatement en tenant
compte de ce que z',—=2', et y', =y, les relations suivantes:

&y + po+ (g + 1o =fy, +pig + (g +1)if +27i7]
(33) xrl + po+ (Qz + I)(”' :fl [?/'1 + 7727:43 + (92 + I)iﬂ’ + 2 7‘27:57]
Yr— Yo =Py —P) i + (q, — @)1 + 2 (r,—r.) i,

Comme les valeurs y, et y, sont distinctes et appartiennent toutes deux au seg-
ment (y,, ¥, + 17,) la différence précédente est différente de zéro et de module

inférieur & 7,; il en résulte, ’aprés ce que 'on a vu plus haut (paragraphe 18)
que les deux déterminations de x fournies par

x+ po+(g +1)o=fly+pig+ (g +1)ig + 2]
e+ po+(g+ 1) =fly+p.i3+ (g +1)if + 2 ryvi]

sont distinctes; elles deviennent égales toutes deux & a', pour y —y', d’aprés les
formules (33). Donc lorsque y traverse la valeur %', il y a deux zéros de g, (, y)
qui viennent traverser le segment (a,, @, + ©) au méme point z',.

On raisonnerait exactement de la méme facon si un plus grand nombre de
couples de valeurs analogues a (z), 7';) venaient se confondre avec (2',, y',); si
J. est ce nombre, il y aurait pour y —1y,, 4 zéros de g, (v, y) relatifs & la branche
principale ¥y =f,(¥) qui traverseraient au méme point «'; le segment (a;, a, + w).

Inversement, désignons maintenant par 7, un point du segment (¥, y,+ 2 ¢7t)
pour lequel un zéro de g,(x, y) relatif & la branche principale @ ==f,(y) traverse
dans le sens direct le segment (a,, @, + w) en un point ¥',. Soit

(34) T+ mo+ no' = f,(y + mig + nip + 2s8i0)
la détermination de x & laquelle appartient le zéro (z';, 3',), on aura ainsi:

¥y +mo+no =fys+mig+nif +2sia).
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Posons:
=2y + mo+ no
Yeo=19yy 1 mipg +nig + 28t
Il viendra
zy =1 (ys)
Soit ’ i

xy=ux, + 18,
Y ::ylsl + ti?’u

olt £ est un entier choisi de fagon que y, appartienne au segment (y,, ¥, + 77,)-

On aura
Ty = f 1 (y3)

et il est clair que lorsque y traverse la valeur y,, a sur la courbe I' passe par
le point 2, du parallélogramme I1,,,, au parallélogramme II,, 4,41, en posant

Ps=m +tu,, g;=mn-+tr,—1I.

Si le zéro (2';, y';) appartient non seulement & la détermination (34) mais
aussi & une détermination distincte, se rapportant toujours a la branche f,(y):

(35) x+mo+no=fy+mig+nip +28ix)
on aurait un autre systéme de valeurs correspondantes, pour z, et y,; écrivons
ces nouvelles valeurs que nous désignerons par a{l, y{:
e =o', +mo -+ 0o + 122,
Y=y +mig+nif +25im+tiy,.
D’ol:
(36) P —y— (' —m)ig 4 (W —n)id 2 —)ix + (=D

On peut supposer (paragraphe 18) dans (34) et (35) que m, n, s, m', 7/, s
vérifient les inégalités:

o<mp+ns +zsa<y

_ o<m'B+ g + 280 <y,.
Deés lors, si on avait
YW =y,

d’aprés (36) on aurait nécessairement # =t¢, car deux quantités réelles compri-

b3

ses entre o et y, ne peuvent pas avoir une différence égale &4 un multiple entier

i1
non nul de y,. Ensuite on aurait:

7(31):]‘1(?/(31)):]‘1(?/3) = Xy
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La différence 2) —z, = (m' —m)w + (' —n)o' =0 montre que m=m/,
n=1n'; enfin (36) donnerait s==s". Donc les deux déterminations (34) et (35) ne
seraient pas distinctes contrairement & I'hypothése. Par suite ¥ ne peut étre
égale & y,. D'une fagon plus générale, si («',, y';) appartient 4 un nombre 4’ de
déterminations distinctes de z de la forme (34), il y aura 2’ valeurs distinctes
correspondantes y,, U, ...y,

Il résulte de ce qui précéde, que si nous désignons par 7, le nombre des
valeurs de x, fournies par toutes les déterminations distinctes de la forme (34)
qui traversent le segment (a,, a, + w) dans le sens direct lorsque y parcourt tout
le segment (y, y, +2i7x) dans le sens direct; et si d’autre part v, désigne le
nombre de fois que z = f(y) passe d’un parallélogramme P, , au parallélogramme
P, 441 lorsque y parcourt le segment (y,.y, -+ iy,) dans le sens direct, on aura

nécessairement
T, ==7T,.

Car, d’aprés ce qui vient d’étre établi, & chaque passage du premier mode
correspond un passage du second mode, et inversement.

Par le méme raisonnement, si 'on désigne par 7', le nombre des traversées
de (a,, @, + ) dans le sens indirect et par 7', le nombre des passages de x=f(y)
d’un parallélogramme P, au parallélogramme P, ,_;, on aura:

', =1',.
Mais le point x=f(y) partant de x, pour aboutir au point x, + y,0 + 7o,

on aura:

T,— 1T, =,
et par suite

T, — 7T, =,

v, est donc la différence algébrique entre le nombre des traversées directes et le
nombre des traversées indirectes du segment (a,, a, + w) par toutes les détermina-
tions distinctes de x, relatives A la branche principale x = {,(y).

/
- w . <. . s , . . . T
Si le rapport — avait sa partie imaginaire négative, dans I'énoncé précédent
W

il faudrait changer », en —v,.

Enfin, on a évidemment un énoncé analogue au précédent, en y changeant
v, en —u,, et (a,, a, + w) en (a, a, + «').

Considérons maintenant toutes les branches principales relatives 4 la bande
B et soit T le nombre de ces branches chacune d’elles étant répétée un nombre de
fois égal & son degré de multiplisité. Soit fi(y), (k=1, 2,...T) une quelconque
d’entre elles et soient:
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2 = upw + 70
(37)

Ye=pur3 + ’Vkﬁ' +20,T>0
ses augments conjugués.

Si Pon considére toutes les déterminations de x correspondant & toutes les
branches principales, elles correspondent d’une fagon univoque aux détermina-

tions de x dans I'équation
g.(@, y)=o

en ayant égard aux degrés de multiplicité.

Done la différence entre le nombre des zéros de g,(z, ¥) qui traversent
(@, a, + w) dans le sens direct et le nombre de ceux qui le traversent dans le
sens indirect est donné par la somme

k=T
+ E Vi .

k=1

En rapprochant ce résultat de celui du paragraphe 13, nous aurons:

k=T
M=+ vk
k=1
k=T
my,3 == + z,llk-
k=1

. . . .o .. .. .
Les signes supérieurs sont & prendre si — a sa partie imaginaire positive;
w

les signes inférieurs, dans le cas contraire.

Remarquons que le cas ou l'une des fonctions fx(y) est une constante ne
fait pas exception; car on a alors, comme nous I’avons vu, u; — #; = o et d’autre
part les valeurs correspondantes des x étant constantes, aucune ne traverse
(a5, @y + w). Les formules précédentes peuvent étre complétées par une troisidme
formule analogue relative aux g;. Pour l'obtenir, comme g et g ne sont pas
nuls tous deux, supposons g = o et effectuons le changement de variables

Les trois systémes de périodes (o, 2 i7), (w, ¢3), (v, i3'") deviendront respec-
tivement pour les variables X et Y: (w,, 18,), (0, 237), («',, ¢3,) en posant:
Acta mathematica. 33. Imprimé le 17 septombre 1909. 19
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27T 47t . Y

wl:""—pf—’ ‘31:‘?" wl=w_7’ Igll'—:_}z—'

Nous pouvons supposer que 2 est positif, sans restreindre la généralité des
J
. .« . . w . .
raisonnements. La partie imaginaire de — est alors de signe contraire a celle de
w,

%~ Les augments conjugués relatifs & fx(y) seront évidemment pour les nouvel-

les variables
orw; + vy et t(orBy + Vi, + 2 urm);

Y

cette derniére parenthése est positive puisqu’elle est égale &

%(#kﬁ + vip' + 2 wer) = %Q’k-

Si G (X, Y) est ce que devient g,(z, y) par le changement de variables, ses
entiers caractéristiques m'ys, m'y3, m'y; relatifs aux trois systémes de périodes
pris dans Vordre (o, 2 ¢7), (v, 183,), (¢',, 18',) seront les suivants:

! I !
M2 = M231, Mop3z=My3, M31= M32.

En appliquant & G,(X, Y) les formules précédentes, on obtient:

k=T

+ 2 o= miyz = Mg
k=1

!
le signe supérieur se rapportant au cas ou la partie imaginaire de E)_l est néga-

1
!

tive et par suite la partie imaginaire de g— posttive.
Cette derniére formule, jointe aux deux précédentes fournit le tableau suivant:
Mo = + 2oz
(38) msy = + Sk
mye= £ 2 ¥
les trois sommations s’étendent & k=1, 2,...7T et les signes supérieurs corres-
pondent au cas ou la partie imaginaire de i—:«, est positive. De ces formules on
tire immédiatement les suivantes:
+ Iy = mlygw' + ms ;0

+ Zyp=m 8 +2my3mw + mz1 8.
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Donc: quelle que soit la bande B qie lon considére dans le plan de la
variable y, les sommes des augments relatifs & toutes les branches principales
restent les mémes. Remarquons qu’au contraire le nombre T peut changer lors-

qu’'on change la bande choisie B.

22. Considérons les déterminations distinctes de z relatives & la branche
principale fi(y) qui sont toutes données, et chacune une seule fois, par Ja formule

(39) z+ mo+ no' = frly + mig + nif + 2 six)

ou I'on suppose
o<mB+nf +28w<

et désignons par N® le nombre de ces déterminations intérieures & un parallélo-
¢l

gramme P,, de cdtés pw, go’ pour une valeur donnée y, de y, appartenant a
la bande B; p et ¢ sont deux entiers positifs quelconques. Nous prendrons deux
autres parallélogrammes P’ et P" concentriques au précédent et de cotés (p— v)w,
(g— »)w' pour le premier, (p + #)w, (¢ + #)o' pour le second: » désigne un entier
positif inférieur & p et & ¢. En outre nous supposons gu’aucun des points
mw + nw' ne se trouve sur les périmétres des parallélogrammes ainsi choisis.

Si M est un entier positif quelconque mais fixe et si dans la formule (39)
nous donnons aux entiers m, n et s toutes les valeurs pour lesquels on a

(40) o<mB+nf +2sw< My

on obtiendra, comme nous l’avons déja remarqué, M fois chacune des détermina-
tions de = et par conséquent il y aura M Ng‘)q systémes de valeurs de m, n, s

satisfaisant & (40) et fournissant pour y =1y, des valeurs de x intérieures a Py ,.
Or, pour les valeurs de m, n, s qui satisfont & (40) on peut poser:

[fe(yy + miB + nif' + 28ix)|< R

R étant un nombre positif choisi assez grand.

Si p et g sont trés-grands, on pourra prendre » assez grand pour que tout
cercle tracé dans le plan de la variable z, de rayon R et de centre mw + nw
soit tout entier intérieur & P,, si mw + nw' appartient & P', ou tout entier exté-
rieur & P,, si mw + no' est extérieur & P'. Cette valeur de » ainsi choisie ne
dépend pas des valeurs attribuées & p et ¢.

Le nombre positif My, est compris entre deux multiples entiers consécutifs

de 2 r; soit

(41) e MaiMyy<2(M + 1)m.
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Il en résulte que pour chaque systéme de valeurs prises arbitrairement pour
m et n, Pinégalité (40) est satisfaite pour M’ valeurs au moins de s, et pour
M' + 1 au plus. Sile point mw + no' appartient a P', les ' ou M' + 1 valeurs
de x correspondantes, pour y =y, seront toutes intérieures & P,, Comme il y
a (p—») {g—») points mow + ne' intérieurs & P', on voit que

MN® > M(p—v) (g—7)-

Si le point mw + no' est extérieur & P" les M' ou M'+ 1 valeurs correspondan-
tes de x pour y=y, seront extérieurs & P,, Les points mw + nw' intérieurs
a P" sont donc les seuls qui puissent fournir des valeurs de x intérieures & Pp q.

Done
MNgf)qg(M + 1) (p+ ) (g+ ).

On conclut des deux inégalités précédentes les suivantes

A L L & el [ )

Si p et ¢ augmentent tous deux indéfiniment le premier et le dernier mem-
bre de ces inégalités ont respectivement pour limite % et M’ﬂ; ! Dautre part
I'inégalité (41) s’écrit: ' ,

N
Comme M est arbitraire on voit que —;;\“ a pour limite gr lorsque p et ¢

augmentent fous dewx indéfiniment. Nous avons ainsi une interprétation de yx.
Remarquons que si Np o désigne le nombre des zéros de g,(z, y,) intérieurs
a P, g on a évidemment

k=T
Npg _ 3 N
vq =y Pq

et par suite, en passant 4 la Iimite et utilisant le résultat du paragraphe 14

k=T
(43) + (my,28' + 2 my s + My ) '=2 Vk-

kw1

. . . .o .. . o .
Le signe supérieur est & prendre si — a sa partie imaginaire positive. Si entre
W

3

g, 8 et 2 il n’y a aucune relation linéaire, homogéne & coefficients entiers non
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tous nuls, cette relation (43) qui est la méme qu’'une de celles obtenues dans le
précédent paragraphe donne immédiatement toutes les formules (38) qui se
trouvent démontrées d’une nouvelle maniére. Mais cette seconde démonstration
est en défaut si il existe entre 8, f', 27 une relation de la forme indiquée.

23. Nous nous proposons maintenant de rechercher I’expression générale
des fonctions méromorphes triplement périodiques. Pour y parvenir, il suffirait

évidemment de trouver I'expression générale des fonctions entidres qui satisfont
aux identités (5).

On peut tout d’abord apporter dans ces identités une simplification notable;
nous avons vu, en effet, que les trois systémes de périodes peuvent étre rem-
placés par une transformation du premier ordre par trois autres pour lesquels
les entiers caractéristiques seront m'y;= o0, m's1 =0 et m'y; égal an plus grand
commun diviseur positif u de my,s, my3, Mme3; cette opération faite, on peut
par une substitution linéaire convenable effectuée sur les variables ramener les
trois systémes de périodes & la forme normale. Cela revient & dire qu'au lieu
des identités (5) nous pouvons considérer les suivantes:

g.(x, y+217) = g,(2, y)
(44) g+ o, y+if)=evWyg (z,y)

tp

g, @+, y+if)=e"Y""w “g,(z, v);

]
comme u est positif, le rapport g— a nécessairement sa partie imaginaire positive;
p(y) et Y(y) ont le méme sens que dans les identités (5). Il apparait immé-
diatement, dans la recherche des fonctions entiéres satisfaisant aux identités (44),
que la principale difficulté provient de la présence dans les exposants de e des
deux fonctions entidres ¢(y) et Y(y) qui satisfont aux identités

(45) ply +2im)=gly), Yly+zin)=Y(y)
® Ply+if) —ply) = Wiy +i8) — ().

On se demande tout d’abord si 'on ne pourrait pas en multipliant ¢, (x, y) par
une fonction entiére qui ne s’annule pas =¥, faire en sorte que dans les
équations fonctionnelles (44) tous les exposants de e soient des expressions liné-
aires en x et y.

Il faut pour cela que I'on ait:
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h(z, y+2im) —h(z, y) = L, (2, y) .
(46) PY) + h(x+ 0, y+1i8) — h(z, y) = Ly(z, y)
Yy +hx+ o, y+i8)—h(z, y) = Ls(z, y)

Lz, y), L,(z,y), L;(x, y) étant trois expressions linéaires en z et y. On en
conclut:

hiz, y+2im) 0*h(z, y)= o

dax? Ot
Phx+ o, y+if)  h(z.y) _
da? dz®
Fhx+o,y+if) Ph(zy) _
dx® T 0

2 . .
et par conséquent puisque %: est une fonction entiére triplement périodique:

P*h_
iz®

2C

C étant une constante.
Par suite

h(z, y) = Cz® + zf,(y) + fx(y)

f.(y) et f,(y) étant deux fonctions entiéres de y.

On peut évidemment supprimer dans h(z, y) le terme en Cx* sans incon-
vénient au point de vue du résultat qu’on veut obtenir. (Les expressions de
L,(x, y) et Ly(z, y) seront seulement modifiées.) Posons donc

h(z, y) =2, (y) + f.(y).

Des équations (46) on déduit, en dérivant une seule fois par rapport & z:

fily +2i7) — f,(y) = const.

fi(y + 18) — f,(y) = const.

fi(y +¢8') — f.(y) = const.
Comme g et §' ne sont pas fous les deuxr commensurables avec 7, on en conclut
que f,(y) est une expression du premier degré en y: on peut donc encore dans

k(z, y) supprimer le terme zf,(y) sans inconvénient au point de vue du résultat
qu'on veut obtenir et 'on prend finalement:

h(z, y) = f,(y).
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On voit alors par les relations (46) que f,(y) peut &tre prise de la forme:

f2(y) = Ciy+ X(y)

ou C, est une constantevet X(y) une fonction entiére de période zim, qui satis-
fait, d’aprés les deux derniéres relations (46) aux identités suivantes:

X(y+2im)=X(y)
(47) X(y+i8)—X(y)=—o9@ +0,
X(y+if)—X(y)=—y(y)+ s

ou C, et C, sont des constantes. On voit que pour qu’il existe une fonction
h(z, y) satisfaisant & la question posée, il faut et il suffit qu’il existe une fonction
entiére X (y) satisfaisant aux relations (47). Cette fonction entiére, si elle existe,
pourra é&tre développée, ainsi que ¢(y) et Y¥(y) suivant les puissances entiéres
positives et négatives de e¥. L’identification dans les équations (47) fournit alors
tous les coefficients du développement de X(y) (4 part le terme constant) sans
aucune ambiguité et aussi sans aucune incompatibilité en ayant égard aux iden-
tités (45) et & ce fait que B et ' ne sont pas tous deux commensurables avec 7.
Toute la question est de savoir si la série obtenue pour X (y) est convergente et
définit bien une fonction entiére. Or si ¢(y) et Y(y) sont des fonctions entidres
guelcongues satisfaisant seulement aux identités (45), il est aisé de voir que la
série obtenue pour X(y) n’est pas foujours convergente pour toute valeur de
y. D’une fagon plus précise, la convergence de la série peut avoir toujours lieu
pour certains systémes de valeurs de 3, 8/, mais ne pas avoir toujours lieu pour
d’autres systémes de valeurs. Cela dépend de l'ordre d’approximation possible

!
de zﬁn et 2% par deux fractions arithmétiques de méme dénominateur, I’ordre

d’approximation étant évalué relativement au dénominateur commun. En parti-

B g

culier si 'un des nombres 2w 0% 5, est algébrique, non rationnel, la série qui

donne X (y) est toujours convergente. Il en est encore de méme si 'un de ces
nombres étant incommensurable son développement en fraction continue a tous
ses quotients incomplets successifs inférieurs 4 un nombre déterminé. II est
d’autre part facile de former deux nombres g et ' pour lesquels la série ne serait
pas toujours convergente. Mais nous n’insisterons pas davantage sur ces raison-
nements qui aboutissent en somme & ce résultat négatif: I'impossibilité de déter-
miner dans tous les cas la fonction X (y) et par suite de débarrasser les équations
fonctionnelles (44) des fonctions entiéres ¢(y) et Y(y) si ces deux derniéres
fonctions sont deux fonctions entiéres quelconques satisfaisant aux identités (45).
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La question se pose ainsi de savoir si ces deux fonctions peuvent étre quel-
conques. Nous allons démontrer, & cet égard, qu’il existe toujours ume fonction
entiére satisfaisant aux identités (44) ol ¢(y) et Y(y) sont deux fonctions entiéres,
données arbitrairement, satisfaisant seulement aux identités (45).

Nous supposerons, pour simplifier, que dans les identités (44) u —=1. Cela
ne restreint pas la généralité des raisonnements; car si g, (x, y) satisfait aux iden-
tités (44) pour u=1, la puissance n®e de g,(z, y) satisfait & des identités ana-
logues, avec u=mn (n étant ici un entier positif arbitraire).

24. Nous aurons dans la démonstration qui va suivre & appliquer plusieurs
fois le lemme suivant:

81 A(y) et u(y) sont deux fonctions entiéres de y satisfaisant aux identités

(48) Ay +zim)=Aly), wly+tzim)=ply), AMy+if)—ily) =p@y+i8)—pn(y)

et satisfaisant en outre & Uidentité

(49) @Ay +if) —ouly+if) =fy+if)— L)+ Ly +i8)—fH(y)+C

o f,(y) et f,(y) sont deux fonctions entitres de y admeltant toutes deux la période
2t et C une constante, on pourra déterminer une fonction entiére X,(y) de la
variable y satisfaisant aux identités

{ X, (y+2im)=X,(y)

(s0) Xy +i8)— X, (y) =My)+e¢, X (y+i8)— X, (y)=unly)+ec,

oit ¢, et ¢, sont deux constantes.
Les fonctions A(y), u(y), f,(y), f.(y) sont développables en séries de la forme:

n=4 00 N4 0
My)=3 4,ev  u(y)= 3 Byerv
= o0 Rt 0
fi(y) =_E Qn e™¥ f2(y) n=__2'mb,. eny

De la troisiéme des identités (48), on conclut:
A, (enF —1) = Bp(en?f—1) (n¥o; n=41,+2,-£®)

Comme £ et #' ne sont pas tous deux commensurables avec 7, on peut écrire
cette derniére relation sous la forme:
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A B,
eii g~ guir—y ~COn (p=dn 42,4 w)

C. ayant ainsi une valeur finie, bien déterminée. Pour satisfaire aux identités
(50) on voit immédiatement que X, (y) doit étre la somme de la série:

+ o
(SI) Xl (7/) = 3C,emv

—w

ol l'on prendra pour 'y une constante arbitraire; la sommaticn s'étend 4 toutes
les valeurs positives, négatives, ou nulles de Dentier n. Tout revient donc a
démontrer la convergence de la série (51). Soit ¢ un nombre positif trés-petit
mais fixe. Les termes de (51) correspondant aux valeurs de n pour lesquelles
P'une des inégalités suivantes

leri/—1]>e ou [eniV—1]>¢

est satisfaite, forment évidement une série convergente. Tl nous suffit done
d’étudier la série

(52) XCpery
comprenant tous les autres termes pour lesquels on a simultanément
(53) [erid—1l<e |erir —1}<e.

La convergence de la série (52) va résulter de Pidentité (49). En remplagant, en
effet, les fonctions qui y figurent par leurs développements et en substituant &
Ay, et By leurs valeurs () (e?*?—1) est Cp(e?i¥ —1), il vient:

COple' eP?¥ (epli —1) — weri?(ePi? —1)] = ap(ePi? —1) + by (eP?¥ —1).

D’ou
B a,(eri?—y) + bylert¥—1
(54 O~ e
w' P (ePtF —1) — (el i (el —1)
Posons
w=r¢e"5%, o ==, et O

en mettant ainsi en ¢évidence les modules et les arguments de o et de «o'. Dune
fagon analogue nous pouvons poser:

. M
erii—1 == g, e’(‘P—J’:’)
g

A, fes
epiF 1 - g'pe'(’ v+

Acta mathematica, 33. Imprimé le 17 septembre 1909. 20
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op et ¢p sont inférieurs & ¢ d’aprés (53); 'un d’eux peut 8tre nul, mais non tous
les deux. Comme e?i’ et ePi¥ ont pour module I'unité, on voit que les arguments

: . .. it . sy o, r
de eri’—1 et de eP¥ — 1 seront trés-voisins de :};/; par suite des inégalités (53)

c’est-a-dire que ¢, et ¢, désignent ici deux nombres trés-petits (positifs ou néga-
tifs). Enfin e2?? et e’ ont eux mémes des arguments trés-petits &) et €. Ceci
posé, le dénominateur de C,,, dans la formule (54) a méme module que Pexpression:

T3 0p — rlg!pe:((‘)l—(')z+£p—r1)+tp—zp +I(.7)
ou K est o ou £ 1. Ce module est supérieur & chacune des quantités

|ri0p sin (6, — 6, + & —e, + e —&|

—é&p + e;—e"')l.

|, Q;) gin (6, — 0, + »

(~,
bd

Comme 6, — ), n’est pas un multiple de r et comme les &y Ep &, &’ sont tous

inférieurs & un nombre positif choisi arbitrairement petit si ¢ a lui-méme été
pris assez petit, on voit que les sinus précédents sont tous supérieurs en valeur
absolue & un nombre positif fixe ;. On a donc enfin en posant:
| w'er?¥ (epid — 1) — wePid(ePi¥ —1)| = R,
Ry > 1,000
’
RI) > Ty Qp‘"

pour toutes les valeurs de p correspondant 4 tous les termes de la série (52). Il
résulte ensuite de Pexpression (34) l'inégalité suivante:

<l 1)
i’z i1
7, r, et 7, étant trois mombres fixes, on voit que la série (52) est bien convergente
puisque les séries g, er¥ et Xbyer¥ sont elles-mémes absolument convergentes.
Le lemme énoncé se trouve ainsi démontré. Faisons remarquer que les
constantes ¢, et ¢, des identités (50) sont respectivement égales 4 — A4, et — B,.

25. Désignons par F(y) une fonction entiére de la variable y, admettant
la période 2im:

Fly+z2ix)=F(y)

et cherchons & former une fonction entiére de x et y admettant pour zéros toutes
les valeurs de x et y satisfaisant aux relations suivantes
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(55) x—myw—no =Fy—mi3-—ni)

ol m et n prennent toutes les valeurs entiéres positives, négatives ou nulles. On
voit tout de suite, soit directement, soit cn se reportant a ce que nous avons dit .
& propos des branches principales que toutes les déterminations de x fournies
par ces relations sont distinctes (c'est-a-dire que deux d’entre elles ne deviennent
égales que pour des valeurs particuliéres de y). En outre si ’on considére F(y)
comme une branche principale ses augments conjugués sont (o, 2i.1).

Posons pour abréger

w(m,n) =z —F(y—mi3—niy)
v(m, n) = mo +nw'

. pour toutes les valeurs de m et n.
Soit ensuite

7 _ ulm, n)} , w(m, n) I,["(mv 1)]2
U(m, n) — Log [I_v(m, n)] T uim, n) + zlv(m, n)

pour toutes les valeurs de m et n, sauf pour m =n —=o.
Pour m = n =0, nous posons

Uf(o, 0) = Log[x — F(y)] = Log u(o, o).

La fonction F(y) admettant la période 21:r, si @ ¢t y ont un systéme de valeurs
données quelconques mais fixes, toutes ies quantités u{m, n) ont des modules
inférieurs & un nombre positif fixe. Tl en résulte que l'on définit une fonction
entiére g(z, y) en posant:

(56) g(x’ y) —— Hel'(1n, 7)

le produit Il s’étendant & toutes les valeurs de m ct de n entiéres, positives,
négatives ou nulles. La fonction g(z, y) admet évidemment les zéros définis par
les relations (55) et n’en admet pas d’autres.

Posons:

h(x’ y) - LOg [g(x) y)] =23 Um, n

dh(z, 1 U (m, n
k(x’y):—%{ﬁ:E( (():EJ
(57) Fhie, 4) - U (m, n)
Phz, y m, n
l(x! y)x—?xg =23 ('/xg -

Les sommations s'étendent & toutes les valeurs de m et n; k(z, y) et I(x, y) sont
ainsi définies d’une fagon unique; k(z, y) est définie & un multiple prés de zim.
On a:
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(58) owm,n)_ ., 1 uwmn)
5 da “w(m, n) —v(m, n) " vim,n) " [p(m, )P
sauf pour m=mn=o0: U0, 0) 1 _

I Cdax u(o,0)”

De méme
20U (m, n) —1 I
(59) gzt [ulm, n)—v(m, n))? + [v(m, n)]?
sauf pour m =mn==o: *Ufo,0) _ -—x
Ja® [u(o, o)

Tl résulte immédiatement de P'expression (57) de I{x, y) en série que chacune
des différences Iz -+ o, y+13)—1(xv,y) et [z +o, y+i3)—IUz,y) est une
constante; ces deux constantes sont nulles; car elles ne dépendent en rien du
choix de F(y) et si I'on prend F(y) nulle identiquement, I(x, 4) se véduit alors &
la fonction de WrrERSTRASS par changée de signe. Comme k(x, y) a pour dérivée,
par rapport 4 x, l(x, y) nous pouvons poser:

kE(x+o, y+i8) — kv, y) = 1.(y)

(60) { o
R+ o, y+i3)—kx, y) = u,(y)

ot Z,(y) et u,(y) sont évidemment des fonctions entiéres de y admettant la
période 2t:r, ainsi que cela résulte immédiatement de Pexpression (57) de k(x, y)
en série. En outre, [(x, y) étant uniforme on déduit de (60):

(61) Iy +-13)— 7, (y) = iy +13) —u, (1)

Les fonctions ,(y) et w,(y) satisfont & une autre identité que nous obtiendrons
en considérant la fonction primitive Z(x, ) de k(x, y) relativement & variable .

La fonction A(x, 7) a des déterminations multiples, différant entre elles
par des multiples de 2isx. Mais chacune des déterminations des différences
hz+ o, y+i3)—h(x, y) et bz + o', y+1i3)— hix, y) est une fonction uniforme,
entiére de x et y. Nous choisirons deux quelconques de ces déterminations
et nous poserons, en ayant égard aux identités (o)

{ h(z+w, y+i3) —h(z, y) = a2, (y) + 4 (y)
(62)

Mo+t o, y+i3) —h(@, y) =z, (y) + 1 (y).
Dans ces relations 4,(y) et u,(y) sont des fonctions uniformes entiéres de y. Elles

admettent la période 27.1; on le voit immédiatement en employant Iexpression
(57) de A(x, y) en série et en réunissant, dans la différence des séries qui donnent
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M+ o, y+i3) et h(z, ¥), en un scul terme les deux termes, pris respectivement
dans chaque série, dont la différence est une fonction entiére de w et y. Dans
Ia série ainsi obtenue, tous les termes sont alors des fonetions uniformes dans
lesquelles y n'entre que par la fonction F(y) qui admet la périede 270,

Des identités (62), on conclut la suivante, en changeant z et y dans Jla
premiére en x + o', y+43 et dans la seconde en x4+ w, y+¢3:

@+ o)y +i38) + by +13) — 2l (y) — Lo(y) =
=@+ o) (y+i3)+u,(y+13)—au(y)— i (y)—2i K;

K est un nombre entier positif, négatif ou nul (dont la valeur scra obtenue plus
loin); le terme 27 K provient des déterminations multiples possibles de A{x, y).

Cette derniére identité se simplific & cause de I'identité (H1) ¢t nous avons,
toutes réductions faites:

(63) WAy +i3) —owuy+i3) =1,y +i3) — () F i (y) — A (y+ 1 3)—20 K.

Les fonctions 4,(y) et w,(y) satisfont ainsi & toutes les conditions du lemme du
paragraphe précédent. Il existe donc une fonction entiére de y, X,(y) admecttant
la période 277 et vérifiant en outre les identités:

(64) X(y+i3)— X, (y) = 2(y) — ¢, X (y+i3)—X,(y)=u,(y)—c,.

Les constantes ¢, et ¢, sont les termes constants des développements de 7,(y) et
w,(y) suivant les puissances entiéres de e¥. Llles sont lices par une relation qui
se déduit immédiatement de Iidentité (03} en y remplacant toutes les fonctions
par leurs développements.

On a ainsi

(65) w'e,— we, == — 21 K.r.
Nous pouvons donc poser

21 K
(66) ¢, = Cl, 02-_:(:(,,’ NSk

ott ¢ est une constante convenablement choisie.
Si nous posons:

J ky(@, y)=k(x, y) —cv — X, (y)

(67)
’ | Bt ) = b, ) — - — 2 X, ()

on aura encore:
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(2 y) o
— = k).

Il résulte des relations (60), (66) et (64) les suivantes:

kx4 o, y+i3)—k (v, y) =<0
(68) 2iKor
Ee+o, y+i3)— k(& y) = 2R

o)

On pourra ensuite poser

hi(@+w, y+i3)—h (2, y) = 15(y)
(69) wi Kt
hy(w v 0, g+ i3) — R (e p) = g (y);

(1]

Ai(y) et 1y (y) sont données par les formules

Fay) = (y) — 2~ 0 X, (g + i)

wy(y) = 1.(y) — g(i‘)" — o' X (y+ 73)

1y(y) et u,(y) admettent donc la période 27:r. D’ailleurs de (6g) on conclut, en
ayant égard aux déterminations multiples de 74 (¥, y):

Loy 4+ 13") — Ay (y) = uy(y +13) — wuy(y) + multiple de 2.

Mais ce dernier multiple est nécessairement nul comme on le voit en imaginant
45(y) et wy(y) remplacées par leurs développements suivant les puissances de e¥.
Par conséquent on a l'identité

(70) Lyly +18") — A3 (y) = 15y + 13) — 1, (y).

(que Pon pourrait d’ailleurs déduire des expressions de 1,(y) et u (y) écrites
ci-dessus).

Considérons maintenant la fonction g,(x, y) définie par I'égalité
(@, ) = €.
Nous aurons, d’aprés (57) et (67)

(71) g, (2, y) = glx, y)e~ = W

La fonction g,(x, y) a les mémes zéros que g(x, y) et elle vérifie les identites
suivantes:
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9:(x, y +2ix) = g,(2, y)
(72) i@+ w, y+i3)=emWg (2, y)

. 21K +wsly)
gi(@+o, y+i3)=e o T g (2, y)
Dans une bande B du plan de la variable y, limitée par deux paralléles quel-
conques & l'axe des imaginaires, les zéros de g,(, y) n'admettent qu'unc seule
branche principale x = F(y) avec les augments (o, 27.1). D’aprés les formules

!

. . . - . w oy .
(38), en supposant toujours que la partie imaginaire de — est positive, les entiers
(47}
caractéristiques de g, (, y) sont: mys ==1; my 1= m,2 = o. Donc dans la troisieme
des identités (72) on a:
K= —1.

Poursuivons P'analyse qui précéde en établissant cntre 4,(y) et u,(y) une identité
analogue a l'identité (63) et par emploi des mémes moyens; c¢’est-a-dire que nous
prendrons une fonction primitive de %, (x, y) relativement a la variable . Pour
cela nous poserons:

— u(m, n) , [, )] | [u(on, )]
Vi{m, n) =[u(m, n) —v(m, n)] Log [I—-?(;E*ﬁ)] —u(m, n)+ 2v(m, n)  6lv(m,n)P
pour toutes les valeurs de m et n, sauf m = n—o0. Pour ce systéme de valeurs

nous poserons:

V (o, 0) = u(o, o) log (o, 0) — u (o, 0).
Nous définirons une fonction Z(x, y) par la série évidemment convergente:
(73) Z(x, y) =3V (m, n)

ou la sommation s’étend & toutes les valeurs entiéres, positives, négatives ou
nulles de m et n. On suppose, bien entendu, sans qu’il soit nécessaire d’insister
sur ce point classique, que 'on prend des déterminations des logarithmes qui
figurent dans les V(m, n) de fagon & assurer la convergence de la série.

La fonction Z(x, y) a une infinité de déterminations possibles et la différence
entre deux de ses déterminations est égale & la somme algébrique d'un nombre

fini de termes dont chacun est de la forme
+ 24z [u(m, n) — v(m, n)]

un méme terme pouvant se trouver répété plusieurs fois. Chacune des détermi-
nations de Z(x, y) a pour dérivée par rapport 4 z, l'une des déterminations de
hiz, y).
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Nous poserons

(74) Zy(x, y) = Zx, y) ———— X(y)

de telle sorte que:

e : :
(75) (—Z};}(il-*'yf) =l (z, y) + un multiple de 27:r.
Il en résulte d’aprés (6g), ou K =-—1, les identités suivantes:
Zy @+, y+i3) — Z(x, y) = [2ipa - b ly) ]z + 1, (y)
(70)

Z\(@+ o, y+ip)—Z (2, y) =[2iga + u,(y)le +.u4(y)—% &

dans lesquelles on a choisi arbitrairement une détermination pour chacun des
premiers membres; p et ¢ sont deux entiers; /,(y) et u,(y) sont deux fonctiens
entieres de y admettant la période zim: on le voit & laide de la série (73) en
raisonnant comme on Pa fait pour Z,(y) et w,(y).

Si dans les identités (76) nous changeons 2 et y dans la premiére en -+ o',
y + i@, dans la seconde en 2+ w, y+ i3, nous obtenons une nouvelle identité qui
s’écrira de la fagon suivante, en tenant compte de (70) et aussi des déterminations
multiples possibles de Z (z, y):

(77) { W k(Y +i8) —oug(y+ i) = w,ly +i3) — 1, (y) — Ly +18) +
+ A () +(2g —1)iwo—2iprw — 2t + 8 — 8"
ou §' et 8" désignent chacune une somme de termes de la forme + 2¢z[u(m, n)—

—v(m, n)], un méme terme pouvant étre répété plusieurs fois.
Or on a:

w{m, n) —v(m, n) =2 —mo-—no —F(y —im3 —ing).

On voit alors par lidentification des termes cn x dans (77) que §' renferme un
terme de plus que S”; on peut toujours supposer que S’ renferme le terme
2i77[x — F(y)], car on peut toujours ajouter ce terme & Ja fois & §' et §". Nous
poserons alors:

(78) 8 = zixfa—F(y)]+ 5,

S’ aura alors le méme nombre de termes que S” ct par suite la différence
8’ — 8" sera une somme de termes de la forme

(79) 20 [F(y —mig—nip)— Fly—m'ip—n'ip)]
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augmentée d’une somme de multiples de 2iww et 2imew.
On peut donc poser:

J (2¢ —1)imw—2ipne —2imx+ 8 — 8" = —2ia F(y) +

(80) . .
| +(2¢,+1)izw+2pine + T

ou p, et g, sont deux entiers et 7' est une somme d’un nombre fini de termes
de la forme (7g) avec

(81) T=8—8"+2(q—q¢—1)itrwo—2(p+p)izd.
Si nous posons:

Fily)=F(y—mip—n'ig))
et

n'—n=uv, m—m' =u

il en résultera:

52) {F(y~miﬂ—niﬂ')—F(y-m’iﬂ—n'i;?')=F1(y+W’ﬂ’)—
—F(y)+ F (y)—F (y+uif).
Si v était nul, la différence F (y + »if') — F,(y) serait nulle et il n’y aurait pas

a en tenir compte dans ce qui suit. Supposons »=o et tout d’abord pour fixer
les idées » > 0. On pourra alors poser:

(83) Fily+vip)—F (y)=F,(y+18)—F,(y)
avec | Fo(y) ;'%:FI (y +7i ).

Si » était négatif et égal & — »/, on prendrait:
Twar!
F,(y)= —TElFl(y —rif)

et Pon aurait encore lidentité (83), ou F,(y) est manifestement une fonction
entiere admettant la période 277 comme F(y).
De fagon analogue, on pourra poser:

Fl(y)'_'Fl(y‘*'!”:ﬂ):Fa(y'*’ifg)_Fa(y)

de telle sorte que le terme général (79) de la somme 7' peut étre mis sous la forme:

217 [F,(y +¢8') — Fy(y) + Foly + i) — Fy(y)].

Acta mathematica. 33. Imprimé le 15 octobre 1909. 21
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Mais la somme d’un nombre quelconque de termes de la forme f(y+¢8)— f(y),
[ou de Ia forme f,(y) — f,(y -+ 18) qui n’en est pas distincte], ot f(y) et f,(y) sont
des fonctions entiéres de y admettant la période 27, est évidemment elle-méme
de la forme @(y +ip)— @(y), ot @(y) est une fonction entiére admettant la
période 2im.

II résulte de fa que I’on peut poser:

(84) ny(y+ilf) — uy)—A(y+ig)+ L+ T =D (y+i3) — O, (y)+ O, (y +i) — O, (y)

ou @,(y) et d,(y) sont deux fonctions entiéres admettant la période zim. A
Vaide des relations (77), (80) et 84) on obtient I'identité suivante:

WAy (y+i8)—wu (Y +i) =@, (y+i3)— @, (y) + @, (y +1f)—,(y) —2ix F (y) + C

avec C=(2¢q,+1)inw+2ipad

(83) {

Soient maintenant ¢(y) et ¥ (y) deux fonctions entiéres de y prises arbitrairement
sous les seules conditions exprimées par les relations suivantes: '

(86) {fp(y+zm)=fp(y), Yy + 2im) = Y(y)

ply+if) —oly) =Yy +i8) —Y(y).

La fonction F(y) ayant été prise au début d'une fagon arbitraire, nous pouvons
supposer que son choix a été déterminé par la relation suivante:

(87) 2ia F(y) = oYy +i8) — o'y +13)

car cette égalité définit bien une fonction entiére admettant la période ziz.
Si F(y) a été ainsi choisie 'identité (85) devient:

(88) WMy +if) —opu(y+ig) =@y +if) — O, (y)+ Doy +if) — O(y) + C
oll 'on a posé:
(89) My) =2s(y) —oly) eb u(y)=us(y) —¥()
Des identités (70) et (86), on conclut pour i(y) et w(y) la suivante:
Ay +if) — Ay) = uly + ip) — u(y).

D’autre part i(y) et u(y) admettent la période 27:; donc on peut appliquer le
lemme démontré; il existe une fonction entiére X,(y) satisfaisant aux identités:

Xyly +29m) = X, (y)

(9) { X,(y+i8) — X,y(y) = Ay) — 65 Xaly + i) — X,(y) = ply) — e,
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Les constantes ¢, et ¢, sont liées par la relation
wey,—we,=C=(2¢,+ 1)irw+2ip,70

qui résulte de (88) par un raisonnement déja employé pour ¢, et c¢,. Nous
pouvons donc poser, ¢’ désignant une constante convenablement choisie:

(91)

{ ¢'w=c,—2ip
"o = ¢, + (29,4 1)1t

Prenons ensuite:

(92) by (@, y) = by (x, y) — Xy (y) — 'z

11 résulte des identités (69) et (go) les deux suivantes: (en se souvenant que K = —1)
hy(w+w, y+ig)—h,(x, y) =2, {y) —A(y)+¢; — "w

(9 { Tl + 0,y o+ i) — Tl y) = ) — 20— ly) e, — '

D’aprés (8g) on a:
Aa(y) — A{y) = ¢ly)
1 (y) — 1(y) = ¥ (y).
Il vient alors en rempla¢ant dans (g3) ¢’w et ¢"«' par leurs valeurs (g1):

hz('x+‘u’ Y+ zﬂ) -kz(% .'/) = (f(?/)+ 2@.77175

O ket o, g+ i) — bt ) = ) — 2 (z 4 ) —2ig

w
Prenons la fonction entiére dont lé logarithme est A,(x, y):
Ga(2, y) = M=V
et qui est lide & g,(z, y) par la relation:

g:(x, y) =g, (z, y) e~ =%,

Cette fonction satisfait aux identités:

7%, y + 217) = g,(x, y)
(95) g:(z+ 0, y+if) =Wy, (2, y)

287

hE+o, y+if)= e~ o (F+5) v g )

Enfin la fonction entiére
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gs(%, v) =gz(w—‘§, y)

satisfait aux identités:

ga(x: y+2 ’Lﬂ) =93(x1 y)
(96) gﬂ(x + w, Yy + Zf/))) = e(p(ll)ga(x’ y)

gy + o, y+ig)=e"" © gz, y

dans lesquelles ¢@(y) et Y¥(y) sont des fonctions entieres de y choisies arbitraire-
ment sous la seule condition de vérifier les identités (86).

26. Revenons i I'expression d’une fonetion méromorphe triplement périodi-
que: on peut, comme nous 'avons vu précédemment la mettre sous forme du
quotient de deux fonctions entieres

G, (z, 1
flae, y) =~ a;g’zz

G (x, y) et G,(z, y) satisfaisant toutes les deux aux identités

Gr(@, y + 2 vm) = Gz, y)

(97) Gk(x + o,y + Z())) = e'](y)Gk(z> Z/) (k: I, 2)

Gulz + oy y+i3) ="V 0 Gilx, y)

!
. . . - ({7

avec i >o0 et la partie imaginaire de — > o.
[}

Du dernier résultat qué nous avons obtenu, il résulte que ¢(y) et Y(y)
peuvent étre, dans ces équations, des fonctions entiéres quelconques satisfaisant
aux identités (86), si la fonction méromorphe f(z, y) est elle méme quelconque.

De la résulte l'impossibilité, comme nous l'avons vu, de faire disparaitre
dans tous les cas ¢(y) et ¢(y) des équations fonctionnelles (97) en multipliant
Gi{x, y) par une fonction entiére de x et y se s’annulant pas. Mais il en résulte
aussi immédiatement la possibilité d’arriver dans tous les cas & ce résultat en
multipliant par une fonction entiére qui s'annule: Car ¢(y) et Y(y) satisfaisant
aux relations (86), il en est de méme de —(y) et — Y(y). Par conséquent, il

existe une fonction entiére g,(x, y) satisfaisant aux identités snivantes:

g,(.’l‘,, y+2 ”t) = 94(3:‘ .7/)
g.(x + o, y +18)=e?lWg, (x,y)

2iax
— ply)———

gi(x + oy +ef)=ce 2 gz, y).
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Si 'on pose:
Hy (=, y)=g4(x, y)Gk(x’ ) (=1, 2)

les deux fonctions Hy(z,y) satisferont aux identités:

Hy(x,y + 2i7) = Hy (2, y)
(98) Hy(x + w,y + 18) = Hi(, y)

_ 2 i:r(,u+1).}:

Hk(x+cu’,y+ip")=e o Hi(z,y)

et la fonction f(x,y) sera égale au quotient %E;’: Z;

Il est & remarquer que d’aprés la fagon dont on 'a formé ce quotient n’est

pas arréductible c’est-a-dire que ses deux termes ont un diviseur commun qui
g’annule.

Dans le cas ou l'on pourrait obtenir les fonctions Hz(x, y) en multipliant
Gr{z, y) par une fonetion entiere qui ne s’annule pas, il est clair qu'il serait préfe-
rable d’opérer ainsi. Dans les équations (g8) on aurait alors « au lieu de (1 +1).

27. Nous devons maintenant rechercher 'expression générale d'une fonction

entiére de v et y, H(x, y) satisfaisant aux équations fonctionnelles (¢8), ou nous
!

. g w .
remplacerons (« + 1) par »; v sera un entier positif quelconque, o ayant toujours

sa partie imaginaire positive. Par suite de la premiére des équations (g8), H (z, y)
est égale a4 une série procédant suivant les puissances entiéres de ev, les coeffi-
cients étant des fonctions entic¢res de a.

Soit done
+w

H(z, y) = E(D,,(x)e"y.

—

(99)

Par identification dans les deux autres équations (98) il vient, (u« 4+ 1 étant
remplacé par »)
D (7 + @) = e "D, (x)
(100) 2ivrz

o @,(z).

D, (x + ') = eﬂm'),_
On voit d’aprés ces relations que toutes les fonctions @,(x) sont des fonc-
tions @ de la variable x, d’ordre ».
Posons

nit

(101) P lr)=e© x(l)n(x).
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On aura:
Ppl® + w) =¥,(x)
(z02)
v, (x + (U’) == 6- o (ran®) ¥, (2’)
en posant:
_Bo—po
(x03) b= 27

Considérons une fonction 6#(z) du premier ordre satisfaisant aux identités:

O(x + w)=~0(z)

231y ( 4]

(104) \
Bzt o)=e¢ ©V 2'0()

et qui s’annule, comme on sait, pour z==0. Il y a une infinité de fonctions
f (x) satisfaisant & ces conditions: elles ne différent entre elles que par un facteur
constant. Nous en choisirons une arbitrairement, mais prise une fois pour toutes.
(Par exemple celle pour laquelle ()(g)) = 1),

Imaginons maintenant le plan de la variable a divisé en un réseau de pa-
rallélogrammes de cdtés o et o, et appelons P, I'un de ces paraliélogrammes.

Nous considérerons suivant lusage que Pun des cOtés w et I'un des cotés
«' de P, appartient au parallélogramme P,, les deux autres cOtés ne lui apparte-
nant pas; de telle sorte qu'un point quelconque du plan n’aura qu’un seul homo-
logue appartenant a P,. La fonction ¥,(x) étant d'ordre » a » zéros distincts
ou non dans le parallélogramme P,. Nous appelons a{ (k=1,2,...v), ces »
zéros. Comme ce sont » points de P,, il existe un nombre positif C tel que

la, somme:
Fe=1

u =
k=1
a un module inférieur & C' pour toutes les valeurs de n de — o a + . Soit done

|$n]l<C (=0, +1, £+ 2,... £ ®).

D’autre part 'expression de ¥ ,(x) s’obtient sous forme de produit & l'aide
de 6(x) par les procédés ordinaires. On trouve ainsi:

2Ky k= :
(105) ¥o(x) =cne © "l'l O(a—a™) (R=o0,+1,4+2,... +0)
k=1

ou ¢, est une constante et K, est un entier qui se trouve défini par la relation
suivante qui doit nécessairement avoir lieu;
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)
=K, + K'pw—s8, + "

ou K', est un autre entier.
Remplagons dans cette relation b par sa valeur (103); elle devient:
ng' ni

. )
(106) ~w—— =K, + Kpooo—8, + v- -
2T 2T 2

oonp np ,
Les quantités —— et — sont réelles et nous pouvons poser:
27w 27T

B ' ng .
2;':297;“!-7‘7“ 2‘";;':*237;-711

ou p, et p', sont deux entiers et r,, ', deux nombres positifs, plus petits que 1.
L'identité (106) devient alors

0 .
sn——wz + 7w + The = (Kp— pp)o’ + (K'n— pln)o.
. . .
Le premier membre est donc une somme de multiples de o et «'; mais
w . ’
[$2] <O, |7nu|<]ol; || <|w'| ety — une constante indépendante de n. Donc

les entiers K,— p. et K',— p', sont, en valeur absolue inférieurs & un nombre
positif @ indépendant de n. Nous poserons:

K, = pn + qn avec | g ]| <@ (n=0, +1, +2,... 4+ ®)

Si 'on remplace p, par sa valeur, il viendra:

"B _
(107) Kn‘_' 27 Tn + Qm IQﬂl < Q

Si dans l'expression (101), nous remplacons ¥,(x) par I'expression (103),
nous aurons pour @,{z) expression suivante:

_2a e (nd), k=r
Dula) = eue” o )T 1w — gy
k=1
ou, en tenant compte de (1o07)
_g.ii’(q —, ‘:cksv
([08) (I)n(x) =cpe @ e [l 0[7'—_ asgn)]'

k=1
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Telle est DPexpression générale de @,(x). Pour former une fonction @,(x)
rentrant dans la formule précédente, on voit que 'on peut prendre arbitraire-
ment (v — 1) points a{™ & Vintérieur de P,; le 2*™® point est alors défini & Pin-
térieur de P, d’une fagcon unique par la condition (106) ou K, et K', doivent
étre deux entiers qui se trouvent par la définis d’une fagon unique: car il n’y a
pas a lintérieur de P, deux points distinets homologues Vun de Pautre. Ensuite
gn—rn est donné par (107). 1l reste enfin la constante ¢, qui peut étre prise
arbitrajrement.

I nous faut maintenant discuter la convergence de la série qui fournit
H{z,y) et voir sous quelles conditions cette série définit une fonction entiére de
z et y. Nous allons démontrer 4 cet égard le résultat suivant:

Pour que la série

(109) +2wl1>,, (x)emy

définisse une fonction entitre de x et y, il faut ef il suffit que la série
+ o
Zc,.e"y
—

soit elle-méme une fonction entiére de y.

Cette condition est suffisante: car lorsque x rcste dans son plan & linté-
rieur d'un domaine quelconque D de dimensions finies, dans la formule (108)
toutes les valeurs de O[x—a!®] ont un module inférieur & un nombre positif
fixe puisque tous les a{® appartiennent & P,; et de plus comme |gn[<Q et
[ra| <1, le facteur exponentiel reste aussi inférieur & un nombre positif fixe. La
condition est donc manifestement suffisante, la série étant uniformement conver-
gente dans tout domaine d’étendue finie pour les deux variables z et y.

Pour montrer qu’elle est nécessaire prenons & l'intérieur de P,, v + 1 points
distinets 2; (j=1,2,..., ¥ + 1) non situés sur le périmétre de P, et entourons
chacun d'eux d’un petit cercle y; de centre x;, de telle sorte que tous ces cerc-
les soient extérieurs les uns aux autres et tous intérieurs a P,.

Cela posé, appelons m; un nombre entier, positif, ou négatif, ou nul pour
lequel @n, () n’ait aucun zéro & lintérieur de y; et considérons la série:

(110) E@mj(xj) emv

ou la sommation s’étend & toutes les valeurs de m; satisfaisant & la condition
précédente. La fonction ¢(x;—z) ol z est une variable, aura son module supé-
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rieur & un nombre fixe (', lorsque z sera intérienrve a P, et extivieure & y;. Car
a Pintérieur de P,, 0(z;—z2) ne s’annule que pour z=2a;. D’autre part, toutes
les exponentielles

._‘)1'_-[

¢ o Il

ont évidemment un module supérieur 4 un nombre positif C,, puisque |gn| et
rp sont inférieurs & Q.

Done on aura:
' I(I)mj (r)) I > IC7IIj I ('2 0’; .

La série (110) procédant suivant les puissances entiéres de e¥ ne peut donc

étre une fonction entiére de y que si
= Cm; €™5Y
est une fonction entiére de v.

En prenant j= 1, 2,... (#+1) nous mettrons en ¢vidence (vr+1) séries défi-
nissant des fonctions entiéres de y. Mais comme @,(x) n’a que r zéros dans P,
il y a au moins, pour chaque valeur de n, un des » + 1 cercles 7; qui ne con-
tient aucun zéro de @,{(x); donc chaque terme de Ia série

+ oo
— 00

figure au moins dans l'une des (v + 1) séries:

Zem;emiY.
= 0
La série che”y est, d’aprés cela, et par un raisonnement trés-simple, con-
NnNe=— o

vergente et définit une fonction entiére de . La condition énoncée est donc
bien nécessaire.

Nous ne rechercherons pas ici les autres formes que 'on pourrait donner
a Dexpression générale de H(x,y). Dans ce qui suit nous laissons de coté les
fonctions triplement périodiques les plus générales pour étudier des classes de
ces fonctions, possédant des propriétés qui les rapprochent d’une fagon remar-
quable des fonctions abéliennes.

Deuxiéme partie.
28. Désignons par f(z, ¥) une fonction méromorphe de z et y de la forme:

(1) o) =g

Acta mathematica. 33. Imprimé le 16 octobre 1909. 22
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ou Pz, ¢¥) et Q(x, e¥) sont des polyndmes entiers en e¥, les coefficients étani
des fonctions entiéres de x. De plus on suppose que la fraction est irréductible,
c’est-a-dire que les deux termes ne sont pas divisibles tous les deux par une
méme fonction entiére de « et de y qui s’annule. Ceci revient & dire 1° que
P(z, e¥) et Q(z, e¥) n'ont pas en ev de racine commune quelle que soit la valeur
de x; 2° que tous les coefficients, pris ensemble, des deux polyndmes P et @ n’ont
aucun zéro comrmun.

Nous supposons que f(z,y) est triplement périodique avec les trois systémes
de périodes non exceptionnels (a,, b,), (a,, by), (a;, b;). On pourrait prendre pour
I'un de ces systémes (o, 2 47r) mais nous ne le faisons pas pour la généralité de
ce qui suit.

Nous poserons, en désignant par p et g les degrés respectifs de P et de @
en ev:

n=p
Pz, ev) = Y fn(x)e™

nel

(2)
m=g

Q(x, ev) — 2 ¢m(z)emy.

mel

En écrivant que (a,,b,), (a,, b)) et (a,, b,) sont des systémes de périodes
pour f(x,y), on obtient les identités suivantes, en ayant égard & Yirréductibilité

de g
3 Plx + ay, ev*ti] =@ P(x, e¥) (k=1 2, 3)
(4) fn(x + ak): ehk(.’t)'—ﬂbk fn(x) k =1,2,3

n=1,2,...7

ou hi(x) (=1, 2, 3) sont trois fonctions entiéres de z. Si 'une des fonctions
fa(z) (m==1, 2,...p) ne s’annulait pour aucune valeur de x, ses trois entiers
caractéristiques correspondant & a,, a,, @, pris deux & deux seraient nuls. Or il
ressort des identités (3) et (4) que ces entiers caractéristiques sont les mémes
que les trois entiers caractéristiques de f(»,y) pour (a,, b,), (@, b,), (as by).
Comme les trois systémes de périodes ne sont pas exceptionnels f(z, y) serait
une constante, comme ayant ses trois entiers caractéristiques nuls. Donec cha-
cune des fonctions f,(x) s’annule pour quelque valeur de x; si deux des guanti-
tés a,, a,, a, avaient un rapport réel et incommensurable toutes les fonctions
f»(x) seraient par suite nulles identiquement. D’autre part les rapports de a,, q,. a;
pris deux & deux ne peuvent pas étre fous réels commensurables. Car on aurait:
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() A, =ma, a,==m,a, a;=m,a

m,, m, et m, étant trois entiers non tous nuls et ¢ une constante. Or il résulte
de (5), I’égalité suivante:

ml(aabS“aabz) + my(a,b, —a,b,) + my(a,b, —ab)=o

c’est-d-dire (Introduction paragraphe 6): m,d, + m,d, + m,0, = o ct les trois systé-
mes seraient exceptionnels, contrairement 4 hypothése.

Comme conclusion: on voit qu’il y a nécessairement deux des quantités a,,
a;, a, dont le rapport est imaginaire. Si nous supposons, pour fixer les idées, le

rapport % imaginaire on voit alors sans difficulté qu'en multipliant toutes les
2

fonctions fa.(x) et ¢, (x) par une méme fonction entiére de z, ne s’annulant pas,
et convenablement choisie, tous les produits obtenus seront des fonctions © de
la seule variable x, aux périodes a, et a,; f(z, i) est ainsi mise, sous forme d’une
fraction rationnelle cn e¥, les coefficients étant des fonctions @ de la seule vari-
able . On voit en outre qu’il existe entre a,, a,, a; une relation de la forme:

0Hay + W,a, + a8y =0
ty, iy, Hy étant des entiers non tous nuls et premiers entre eux.

29. Cette remarque faite, désignons par ¢(x, y) vne fonction méromorphe,
triplement périodique, les trois systémes de périodes non exceptionnels étant
(0, zim), (w, i), (¢, {3). Nous dirons que cette fonction est semi-rationnelle, si
il existe une substitution linéaire

zr=AX+BY
(6) {

y—=A'X +BY

telle que ¢(x, y) se réduise, par cette substitution, & une fraction rationnelle en
e¥, les coefficients étant des fonctions entiéres de X seul.

Désignons par @(X, Y) ce que devient ¢(x, y) par la substitution (6) et
soient (a,, b)), (a,, b.), (@, b;) les trois systémes de périodes de cette fonction qui

correspondent respectivement a (o, z 77z), (w, 13), (¢, ¢8') de telle sorte qu’on a:
2¢w=Ada, + B'b,
ig=Ad'a, + B'b,
t3' = A'a; + B'b,.
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D’aprés ce qui précede, il y a deux des nombres a,. a,, a; dont le rapport
est imaginaire: donc B’ ne peut pas élre nul. Posons:
?) A=
Y=CX, +7,

C' étant une constante quelconque; la fonction @ (X, Y) devient par cette sub-
stitution @,(X,, ¥,) et il est manifeste ue cette fonction sera aussi une frac-
tion rationnelle en ey, puisque e¥ =X ¢¥i. De (0) et (7) on conclut:

x=(41 +BC)X, + B Y,

y=A"+BO)X, + BY,.

Comme B # o, on peut choisiv ¢/ de fagon que:

i A+ BC=0
et 'on aura ainsi:

v==A4, X, + BY,
(8) x 13y

Y= B Yx
en posant pour abréger
4, e A8 —B4A" o
“+1 BV °

Désignons par (¢, b)), (a',, V) (¢, ') lex trois systémes de périodes qui
our (X,, Y,) correspondent & (o, 2 ixr), (o, (2), (w, {3). Il y a, d’aprés ce qui
1 1 2 I i i
précéde, une relation de la forme

(9) ' + uydy +opa’; =o

1y, t,, g étant trois entiers premiers entre eux.
Résolvons les équations (8) par rapport a X, et ¥ :

T
(ro0) 1
, ]
1 1 :]'éir

et considérons le systéme de périodes (1,0 -+ 1,0, 2u b + 1,03 + ugt ') pour
@ ct y, auquel correspond pour X,, ¥, le systéme de périodes (o, 1,0’y + u,b', +
1y 0'), & cause de la relation (g). On aura donc:

BA . . .
0=, + lu,w'—?r‘/(z ot A0 3 4 u,3).
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Les équations (10) deviennent ainsi:

B¢ 0 + 1,0
Xl = e e 23
o

4, 20,5 + 1,8 + 13 ) y.
(11)
Y
y Y.
1 B(
Posons :
) Uy + 1, o
){2 [ VR ‘,,\',,t,,,,,.__.';?, e Y
2 pr + a3 + 1y3)
(12)

il 2 7

e ,‘_‘ T o 1 .
2 Uy F 1,3 ‘“:st’)ﬂ‘/
On aura ainsi:

. Xl == ASXZ
(13)
Y, =B,Y,
A, et B, étant deux constantes.

La fonction @(4,X,, B,Y,) s'exprimera comme fonction rationnelle en ¢ 72,
comme @(X,, Y,) en e¥r. Oraun systéeme de périodes (1,0 + u 0, 2 1, G0 + 10,83 +
wy?3’) pour @ et y correspond pour X,, T, fe systéme de périodes (o, 2 &r). Done,
il est clair que la fonction M (A4, X., B,Y.,) pourra finalcment sexprimer comme
fonction rationnelle en ez

En résumé, si la fonetion ¢(x, y) est semi-rationnelle on pourra la ramener
& la forme semi-rationnelle par une substivution linéaire de la forme (12). Re-
marquons que dans la substitution (12) on peut sans inconvénient pour le résul-
tat final, changer les signes des trois nombres u,, 1, et u, & la fois. Donc la
quantité 2 w0 + 1,3 + w3 qui est différente de zéro peut étre supposcée posi-
tive, ce que nous ferons:

25t + 13+ P > 0.

Les entiers u,, 1, et y, étant premiers entre .eux prenons des entiers £, £,,
by, vy, vy, v, tels que

et considérons pour x et y les trois systémes de périodes fournis par la trans-
formation dont le déterminant est le précédent. Il leur correspondra pour
(X,, Y,) les trois systémes de périodes (0. 2i7), (., 1.3.). (05, ,3'.) qui auront la
forme normale, puisque 'on a:
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8, — 270(2 4,70 + 13 + A 8)
YT ST T
(14)
p_2u(zvim + v, B+ vy p)

=" W7+ o+

La fonction @,(4,X,, B,Y,) étant rationnelle en e¥2, on voit que ses entiers
caractéristiques relatifs a (o, 2 4:t), (w,, 73;) d’une part, et (o, 2 i), (o', 273')
d’autre part, sont nuls. Si nous appelons mya mos3, ms, les entiers caractéristi-
ques de ¢(z, y) relatifs & (o, zi:1), (v, i3), (o, ;3), nous aurons en appliquant
les formules données dans P'introduction pour le calcul des entiers caractéristiques
aprés une transformation

m,2 (W, by — Ay ;) + mo a1, dy — A, 10) 4+ ma i (1gdy — A1) =0

ml,?(!h Va— ¥y )+ M3 (1 vy — vyte) + ma(ug vy — VU, )==0.

On en déduit immédiatement que m,: mgs et mg; sont proportionnels &
Mg, Uy et uy; done que w,, u, et w,, qui sont premiers entre eux, sont les quotients
de mgs, ms1, mye par leur plus grand commun diviseur pris avec un signe tel
que 2 w7 + 1,8 + 1,3 > o, d’aprés notre convention. De la resulte cette consé-
quence: si la fonction ¢(z, y) est semi-rationneclle, elle peut étre ramenée a la forme
semi-rationnelle par une et une seule des substitutions de la forme (12), ou p,,
i, U, Sont premiers entre eux et ol 2wy,  + 1,3 + w3 > 0.

Inversement, si nous formons, comme nous avons vu qu'on peut le faire,
d’une infinité de facons, une fraction rationnelle en e¥» ayant pour coefficients
des fonctions @ convenablement choisies de X, nous aurons une fonction triple-
ment périodique aux périodes (o, 2 17), (w,, 183,), (w5, 73;). Si on Pexprime en x
et y, par la substitution inverse de (12), elle se transforme en une fonction
méromorphe ¢(z, y) aux périodes (o, 2 tx), (v, i3) et («', 78’} (car la transforma-
tion effectuée sur les périodes était du premier ordre) et qui sera semi-rationnelle.

Si nous considérons comme appartenant & une méme classe toutes les frac-
tions rationnelles en e¥> que 'on peut ainsi former et admettant les trois syste-
mes de périodes indiqués plus haut, on voit que parmi les fonctions ¢(z, y) semi-
rationnelles aux périodes (o, 2¢:t), (w, t8), (0, ¢3') il y a une infinité de clusses
correspondant & tous les choix possibles de u,, w,, 1, qui sont trois entiers quel-
conques, premiers entre eux et tels que

24,7 + 1,8 + uyp' > o.

Toutes ces classes sont distinctes, car une méme fonction ¢(x,y) ne peut pas
étre ramenée par deux substitutions linéaires (12) distinctes, & la forme semi-
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rationnelle, c’est-a-dire ne peut pas appartenir & la fois & deux des classes que
nous venons de définir,

30. Les fonctions semi-rationnelles qui appartiennent & une méme classe
possédent des propriétés qui les rapprochent d’une fagon remarquable des fone-
tions abéliennes de deux variables. Il est trés-facile de mettre en evidence ces
propriétés.

!
o . . . .
Le rapport o ayant toujours sa partie imaginaire positive, nous pouvons

former deux fonctions entiéres de z, 0, (z) et ,(x) satisfaisant aux identités:

0 (x + w)=e"%0,(x)

237 .
O,(x+ w)=¢e W 0, (x)
(15)
0,(z + w) = 6,(x)
2¢{x
O,(x + ) =e © 0,(x).
La fonction u de x et y définie par I'égalité
8 (x)ev
16 %= -
(0) 0:(2)

sera une fonction semi-rationelle aux périodes (o, 2 t7), (w, i8), (¢, 18'). Posons
en outre:

J
v=75- (log u)

(17)
02 . dv )

=9z (log u) = ——

w
dx

La fonction v sera une fonction elliptique de la seule variable z, aux pério-
des w et o et avec deux pdles simples de résidus + 1 dans un parallélogramme
de cOtés w et «'. Elle sera donc liée a sa dérivée w par une relation de la forme

(18) w?= R(v)

ou R(v) est un polyndme du quatriéme degré en v, dont le coefficient du terme
en v* est égal a 1.
Considérons u, v et w comme les coordonnées cartésiennes d’un point d’un

espace & trois dimensions. La relation (18) définit un cylindre et si u,, v, w,
est un point de ce cylindre les équations:



176 P. Cousin.

Wl ) —
(19) v(z) =1

w(r) = w,

admettent en z et y les systémes de solutions suivants: les deux derniéres équa-
tions ne sont vérifiées que par une valeur de x, soit x,, et par celles qui s’en dé-
duisent par l'addition de multiples de w et . En faisant ensuite x =z, +mo+

!

no' dans la premiére équation, on obtient facilement pour y des valeurs de la

forme:
y=1vy, + mig + nig' + 2 pin

m, n et p étant des entiers quelconques. Les équations (1g) n’admettent en
(x, ) quun seul systéme de solutions abstraction faite des multiples des pério-
des conjuguées. D’ailleurs ce systéme de solutions est donné par les formules
suivantes, en appleant u,, v,, w, un point du cylindre et (v, y,) un systéme de
valeurs correspondant pour x et y, et en supprimant lindice de u,, v,, w,:

v, W
dv
=, + | =
w
Tyy Wo
(20)
u, v, W
— oy, du  wvdv
Y= Yor u w
Uy, Voy Wy

Les intégrales précédentes peuvent étre considérées comme des intégrales
de différentielles totales exactes rationelles en u, v, w attachées & la surface
cylindrique (18). La premiére de ces intégrales est de premiére espéce; la seconde
n’admet que des singularités logarithmiques simples, c’est-a-dire non superposées
4 des singularités polaires; ou encore, si 'on considére une courbe algébrique
quelconque tracée sur la surface du cylindre, la deuxiéme intégrale est pour
cette courbe une intégrale abélienne n’ayant que des singularités logarithmiques
simples. On peut facilement voir, mais cela ne nous servira pas dans la suite,
que l'intégrale qui donne y a comme courbes logarithmiques: 1° la section «=o
du cylindre avec résidu égal & -+ 1; 2° une droite dans le plan de linfini
{

(cel]e qui correspond & ;1) avee résidu égal 4 —1; 3° une droite dans le

o . L w . . s
plan de infini (celle qui correspond & ,i= 1| avec résidu égal & —3; 4° le

point conique & Uinfini du cylindre qui pent &tre considéré comme une courbe
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1

logarithmique réduite & un point, tout au moins au point de vue de la représen-
tation paramétrique de la surface.
Nous nous bornons & énoncer ces propriétés que nous n’emploierons pas.
Considérons une fonction semi-rationnelle appartenant & la méme classe que
u, v et w. Cette fonction f(x, y) pourra étre mise sous la forme:
n=p
3¢ (x)ery

nel

(21) o, y) =g —

3 Ym(x)emy
m=1

ou ¢,(x) et Y, (x) satisferont aux identités:

ot + w)=e~"3q, (x) (M=1,2,...7P)

—~2{ T T .
— — i

Pl +o)=¢ o @n ()

otr z est un entier. Les ¥, (x) satisfont aux mémes identités, sauf le changement
de n en m.
Prenons une fonction entiére X (x) satisfaisant a

X(x+w)=X(x)
X@a4d)—e o X(x)

L’expression

f/'n(r) ey (l)”ff (x)
wX(x)  X(zx)on(x)

est une fonction elliptique de la seule variable x, aux périodes w et «/, comme
en peut s’en assurer facilement. Elle est donc une fonction rationnelle de v et

] . s . Pa(x)emy
w. Par suite Pexpression X(2)

en conclut immédiatement en divisant dans 'expression (21) tous les coefficients

est une fonction rationnelle de u, v et w. On

Pn{z), Yulz) de e¥ par X (z) que f(z, y) est elle-méme une fonction rationnelle de
u, v et w. Donc toutes les fonctions semi-rationnelles de la classe considérée sont
des fonctions rationnelles de u, v et w, et réciproquement. Si U, V et W dé-
signent trois quelconques de ces fonctions, on voit qu'elles sont liées par une
relation algébrique; exceptionnellement elles peuvent étre liées par deux relations
algébriques. Supposons U, V, W liées par une seule relation algébrique et soit

(22) RU,V,Wy=o0

Acta mathematica. 33. Imprimé le 16 octobre 1909, 23
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cette relation; nous la considérons comme définissant une surface S qui se déduit
du cylindre (18) par une transformation rationnelle: & un point quelconque du
cylindre correspond un point de 8; & un point de S correspondent un nombre
déterminé » de points du cylindre. Par suite & un systéme de valeurs de U, V,
W non particulier satisfaisant & (22) correspondent » systémes de valeurs de a
et y aux multiples prés des périodes. Si la transformation par laquelle on passe
du cylindre & la surface S est bi-rationnelle, alors » =1 et les expressions (z20)
données pour z et y se réduisent, en fonction de (U, ¥V, W) a des intégrales de
différentielles totales relatives & la surface S. Enfin, dans ce cas, toutes les
fonctions semi-rationnelles de la méme classe s’expriment rationnellement en U,
V, W et d’ailleurs, toute fonction rationnelle de U, V, W appartient & la classe
considérée.

Si I’on compare ces propriétés & celles des fonctions abéliennes, on remarque
immédiatement I'analogie qui ressort de ce rapprochement avec les dégénérescences
des fonctions elliptiques en fonctions trigonométriques et avec la dégénérescence
correspondante de lintégrale de premiére espéce en une intégrale & points sin-
guliers logarithmiques simples.

L’analogie se trouve encore plus compléte par le théoréme que nous dé-
montrons plus loin et dont nous allons donner 'énoncé.

Remarqnuons que entre une fonction f(x, y) semi-rationnelle aux périodes

. . . ., . df df . . ,
(0, 237), (w, i8), (w, 3"} et ses dérivées du premier ordre ,(—f, fz il existe né-
/ p gz’ Ty

cessairement une relation algébrique, puisque ces trois fonctions appartiennent
manifestement & une méme classe.

Il est naturel de se demander si cette propriété est pour les fonctions méro-
morphes triplement périodiques aux périodes (o, 2¢sr), (0, i3), (o, 73') caracté-
ristique des fonctions semi-rationnelles, comme pour les fonctions méromorphes
d’une variable simplement périodiques, la propriété analogue est caractéristique
des fonctions trigonometriques. La réponse est affirmative et la fin de ce Mé-
moire est consacrée a la démonstration du théoréme suivant:

Si une fonction méromorphe, f(z,y) admet les trois systémes de périodes
(0, 227), (w, I8), (v, 14') et n’en admet aucun autre distinct des précédents, si,
de plus, cette fonction f(z, y) est libe 4 ses dérivées partielles du premier ordre
par une relation algébrique, on peut en conclure que f(x, y) est semi-rationnelle,
c’est-d-dire que, en remplacant les variables x est y a 'aide d'une substitution
linéaire convenablement choisie de la forme (12) par des variables X et Y, f(x, y)

sera une fonction rationnelle de eY.
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31, Soit donc f(#, y) une fonction méromorphe de x ct y admettant les trois
systémes de périodes non exceptionnels (o, 2i7), (w, i,3), (¢, ¢3); on suppose

[y

que la fonction f(z, y} est liée & ses deux dérivées particlles du premier ordre

af . _
iz ©F g par une relation algébrique:

(1) Fl:f(x, ¥}, ?1, ggﬂ —0

Z .
olt ¥ est un polynéme entier en f(x, y), gz et (’i; . On suppose bien entendu
cette relation irréductible.
Nous poserons pour abréger V'écriture
af af

z:/(x’ y): P:%’ q:,;,!/'

La relation (1) s’écrira donc:

(2) F(z, p, ¢)=o.

Dans ce qui suit nous utiliserons pour simplifier les raisonnements et le langage
les résultats connus de la théorie des équations aux dérivées partielles du premier
ordre ainsi que les expressions usitées dans cette théorie telles que: surface inté-
grale, caractéristiques, élément (z, y, z, p, ¢) d’une intégrale cte.

Nous pourrons supposer que la fonction z = f(x, #) ne satisfait pas a4 une
équation de méme forme que (2) et de degré total moindre en z, p et q. Car
sans cela nous remplacerions I’équation (2) par P'équation de degré moindre.

Il résulte de cette hypothése que z = f(x, y) n’est pas une intégrale singuliére

de Péquation (z); car sans cela elle satisferait a chacune des équations

ap =
JdF . . , . , .
g =0 de degré moindre que F = o, et dont I'une au moins n’est pas une iden-

Y

tité si z ne se réduit pas & une constante.

L’intégrale considérée n’étant pas singuliere, si x,, ¥,, 20, Py, ¢, €8t un
élément de Tintégrale pour lequel tous les dénominateurs des équations des
caractéristiques

de dy dz —dp —dgq

(3) 0FaF - 0F C 0F ~ 0F T 0F
dp dq p'{)g {I% Pz 90z

ne sont pas nuls, toute la caractéristique issue de cet élément initial appartiendra
a lintégrale.
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Nous allons étudier tout d’abord un cas particulier afin d’en débarrasser la
démonstration qui suivra pour le cas général.

Nous supposons que l'intégrale z = f(z, y) satisfait & 'équation
JF dF

+q(l—ﬁo

(4) ? g

"ip
en méme temps qu’a I'équation (2).

Si (%o, Yos 20, Po> §o) €st un élément de lintégrale pour lequel tous les
dénominateurs de (3) ne sont pas nuls et pour lequel en outre p, et ¢, ne sont
pas tous les deux nuls, on aura pour la caractéristique correspondante:

(5) Lol
A . IF . ) )
(méme si M était nulle identiquement).

En outre pour la caractéristique considérée, on a

z=2

0
Puis, en combinant (4) et (5) on aura

JIF aF
(6) '

Dy + 4 da 053

dp q

les deux premiers rapports de (3) donnent alors:

podx + gody = o
d’ol1 enfin
(7) Do 4 @Y == Doyt Qo Yo-

Comme la caractéristique définie par les équations précédentes appartient a I'inté-
grale z = f(x, y), on voit que I’équation

(8) zy = f(x, ¥)

est vérifiée comme conséquence de I'équation (7).

Mais il est impossible que (S8) soit vérifiée, comme nous I'avons vu, pour
une valeur constante de y, quelle que soit x (paragraphe g); donc p, dans
Péquation (7) est différent de zéro. De lexistence nécessaire des augments con-
jugués pour une branche principale on conclut alors, en écrivant d’abord
Péquation (7) sous la forme,

(9) w—— T, PeZo T Dlfo
Po Po
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que — ?9—“ est de la forme

0

% motne
o imp+ng +2pa)

m, n et p étant trois entiers premiers entre eux. Comme 1'élément (x,, ¥,, %, Do o)

est un élément quelconque de l'intégrale z = f(z, y), on en conclut que le rapport

% est constant et égal a z(—nu;%lgijﬁ)—ﬂ et par suite que f(z, y) n’est fonction
nmw+ no'

t(mpB+np + 2pm) Y-

Si 'on effectue la substitution linéaire

que de z —

mao+ naw'

Ko t(mp+ng + 2p) y

Y—- Sl 3
“mptng +2pn?
on voit, en raisonnant comme au paragraphe 29 que f(z, y) se réduit & une

fonction elliptique de la seule variable X; elle est donc bien une fonction semi-
rationnelle, (mais qui ne dépend pas de eY).

32. Si nous revenons au cas général nous supposons que 1’équation

oF  F

Pipt9ig ~

n’est pas vérifiée par la fonction z — f(x, y). Nous supposerons en outre que pour
A p y

cette fonction le rapport g n’est pas constant, sans quoi on retomberait encore

sur la conclusion précédente.

J ) .
En remplagant dans p :75-1" q;—}{;—', z, p et q par leurs expressions f(xz, y),
7 J
[f—, —()f en x el y, on aura une identité de la forme
dx’ oy
aF JF
Py Gy = ¥® Y

ou Y(w, y) sera une fonction méromorphe, bien déterminée, aux trois systémes
de périodes (o, 2¢7), (w, 13), (', 18'), non nulle identiquement.
D’une fagon analogue posons:
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?—:(, xr, 1
q r(x, y)

et considérons le systéme des deux équations:

(10) { Pz, y) —=u

Ylu, y)=o

ol % est une valeur donnée arbitrairement. Les fonctions ¢ (2, y) —u et Y(x, y)
ne peuvent admettre en facteur commun une fonction entiére de x et vy, g(z, y)
dont les zéros admettent les trois systémes de périodes (o, zi), (w, i), (o', ¢3')
que pour un nombre limité de valeurs exceptionnelles de u, puisque le numéra-
teur de la fonction méromorphe Y¥(z, y) n’a qu'un nombre limité de facteurs irré-
ductibles relativement . ces périodes (paragraphe 20). Le nombre de ces valeurs
exceptionnelles de u, est au plus égal au nombre des facteurs wrréductibles de
Y(z, y). Dailleurs ¢(z, y) — u et Y(z, y) admettant les trois systémes de périodes,
ne peuvent avoir de facteur commun sans avoir un facteur commun tel que g(x, y).

De la méme fagon ¢(z, y)—u ne peut avoir de facteur commun avec I'une

. I I o .
des fonctions 5> 9> 0u _ que pour un nombre limité de valeurs exceptionnelies
q

de u. A supposer qu’il existe quelques valeurs exceptionnelles de cette nature,
nous désignerons par E, leur ensemble, en y comprenant celles qui sont relatives
a Yz, y) et plx, y) — u. Ceci posé, attribuons & » une valeur n’appartenant pas
4 Pensemble E, et désignons par M, une muliiplicité simple de zéros de la fonction
¢(x, y) —u. Nous appelons multiplicité simple de zéros, une multiplicité formant
un seul continuum analytigue (de telle sorte que l'on peut passer de 'un quel-
conque de ses zéros & un autre par continuation analytique). Il y a au moins

une telle multiplicité puisque g == ¢(x, y) N’est pas une constante par hypothese

(paragraphe 10).
La valeur w n’appartenant pas & E,, la multiplicité M, ne peut appartenir

, . 1 1
aux zéros d’aucune des fonctions Y(z, y), > 4 ou 7 On peut donc prendre sur

sera fini et diffé-

la multiplicité M, un point (z, y,) pour lequel ¢, = (_f%;y_@
1

Oy

rent de zéro; pour lequel z, = f(x,, y,) sera fini; pour lequel p,= wg, sera fini;
et enfin pour lequel ¥(x,, y,) = 0. Nous avons ainsi un élément (x,, ¥, 2, P, ¢;)
de l'intégrale z = f(z, y), composé de valeurs finies et tel que

JF

-— + iﬁf#o et * 0
plapl QI(}ql ‘]1 N
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En outre on peut supposer que (z,, ,) n’est un point d’indétermination pour
aucune des fonctions z, p, ¢, de telle sorte que z,, p,, q,, sont définis saps
ambiguité,

Lélément (2, y,, 2, p,, ¢,) est 'élément initial d’une caractéristique bien
déterminée par les équations (3) ol z peut étre prise comme variable indépen-
dante puisque le dénominateur de dz a une valeur initiale non nulle,

Les deux derniers rapports des équations (3) donnent:

b
(x1) P__P_,
9 4

1’équation F(z, p, q¢) = o donne ensvite ¢ en fonction de z:
(12) F(z,uq, ¢gy=o.

Les trois premiers rapports des équations (3) ou 'on remplace p par ug donnent
alors:

dex =Pz, g, u)dz
dy = Q(z, q, u)dz

ot P et Q sont des fractions rationnelles en 2, ¢ et u. wu est ici une constante
et z et ¢ sont liées par la relation algébrique (12). Donc « et y sont données par
des intégrales abéliennes attachées & la courbe (12), intégrales qui sont prises &
partir du potnt (z,, ¢,). Soit donc:

zq

T ==, +fP(z, q, w)dz

21, @1

(13)

z,q
Y=1 +fQ(z, q. wydz.

21, 1

Les deux intégrales abéliennes de ces formules sont attachées & la relation (12).
Mais il peut se faire que cette courbe se décompose, méme pour une valeur non
particuliere de u. Tout d’abord, si elle renferme en facteur une certaine puissance
de ¢, nous supprimerons ce facteur, car la valeur initiale g, est différente de
zéro. Soit n le nombre des facteurs entiers irréductibles en lesquels se décompose
alors la relation (12) pour une valeur non particuliére de w et soit:

Rl (2, 9) Rz (zv Q) """ B (Z q) =0
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cette décomposition ol les R sont des polyndmes entiers en z et ¢. On suppose
bien entendu que F(z, p, ¢) = o est une relation algébrique irréductible. Deés
lors les facteurs R,, R,,... R, sont distincts si u est quelconque. De plus un
quelconque de ces facteurs peut s’échanger en 'un quelconque des autres facteurs
(& un facteur constant preés) lorsque u varie en décrivant un circuit fermé con-
venablement choisi. Pour le montrer, prenons un systéme de valeurs (2, ¢')
annulant le seul facteur R, et un systéme de valeurs (2, ¢') annulant le seul
facteur R,. Si 'on pose p' = ug, p" = uq" les deux systémes de valeurs (2, 9/, q')
et (2, p", ¢"") vérifient la relation F(z, p, ¢ =o0. Comme cette relation est irré-
ductible on peut imaginer que le point (z, p, ¢) décrit une ligne joignant sur la
surface F(z, p, ¢)=o le point (2, ¢/, ¢') au point (2", p", ¢") sans que ¢ s’annule

! it

. . . - L P
dans cette variation. La variable u =»§ décrira un circuit fermé puisque é-, = ({7,

et il est clair que le facteur R, sera devenu le facteur R, (&4 un facteur con-
stant prés).

Les n facteurs R pouvant ainsi s’échanger entre eux nous pourrons les
prendre sous la forme:

Ri(z,q) =R(2, q, u, %) k=1,2,...7m)

ou 7; est 'une des déterminations d’une fonction algébrique de u, convenablement
choisie, et admettant n déterminations permutables entre elles et ol B est un
polyndme entier en z, g, %, 7.

Pour certaines valeurs particuliéres de u, il pourrait arriver que deux des
n facteurs précédents soient proportionnels ou encore que I'un d’eux soit décom-
posable. Ces valeurs exceptionnelles de u sont évidemment en nombre fini: nous
les ajouterons & ’ensemble E, et nous appellerons E, I'ensemble résultant. Nous
supposons actuellement que w n’appartient pas 4 Pensemble E,.

Dans les formules (13) les intégrales sont attachées & celle des courbes

Rz, q,u, 1) =0

qui contient le point initial z,, ¢, et il n'y a qu'une seule de ces courbes qui
contient ce point. Car, sans cela, le point (z,, g¢,) serait un point double pour
la courbe totale (12) et par suite on aurait:

d
(’)a [F(z, ug,, g)]=o0

ou en remarquant que u#gq, = p,:
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Fpogd P 2eg)
' iy, ! dq, '
Or cette égalité n’a pas lien, d’aprés le choix du point (2, »,) sur M.
Nous supposerons pour fixer les idées que cest & la cowrbe L —1 que se
rapportent les intégrales des formules (13).
La caractéristique définie par les formules données ci-dessus ot issue de
Pélément (z,, y,, z,, p,, ¢,) appartient tout enti¢re & Pintégrale z == f(z, ). Donc
on aura pour tous les éléments de cette caractéristique:

P . i ) df(x, )
(14) g @y =a 2= fy), poo T g T

Les valeurs de a et y fournies par les équations (13) vérifient done la relation
p(x, y) —u~=o0. Donc Jes formules (13) donnent les expressions d’'un point {(x, y)
de la multiplicité M, sous forme d’intégrales abéliennes; on peut dire que ce sont
les équations de la multiplicité J,. Comme JI, est I'une quelconque des madfi-
plicttés simples de zévos de g (x, y)-—u, on voit que toutes ces multiplicités
sont données par des intégrales abéliennes attachées & l'une des courbes R = o,
avec un systéme de valeurs initiales convenallement choisies pour a, y, z, ¢.

Il existe une fonction entiére de a et y, ¢, (a, ) admettant pour zéros tous
les points de M, et w'admeltant pas d’autres zéros. Cela résulte immédiatement
des théorémes généraux, en remarquant que l'on sait que J/, appartient déja,
comme multiplicité de zéros, & une fonction entiére de 2 et 7, & savoir au numé-
rateur de la fonction méromorphe ¢(x, y) - .

Si nous considérons les différentes foncticns entiéres g, (@ -+mo+ ne,
y+mig+ni3 + 2ipa) obtenues en donnant & m, n et p toutes les valeurs
entiéres, positives, négatives ou nulles, chacune de ces fonctions admet comme
zéros une scule multiplicité¢ simple qui e déduit de I, par la translation
(mo+no', mip+nid + 2ipa) dans Phyperespace & guatre dimensions représen-
tatif des variables « et 7. Les multiplicités obtenues par ces translations
peuvent éitrec ou bien distinctes de I/, ou bien confondues avee .I/,. Nous con-
sidérerons toutes cclles qui sont distinctes entre ellcs, en ne prenant qu’une fois
chacune d’clles; nous avons ainsi un nombre de multiplicités qui pourra étre
infini, ou hien fini ou méme égal & 1: nous ne pouvons rien affirmer i cet égard.
Toutes ces multiplicités distinctes font évidemment partie des zéros de la fonction
¢z, y)—u et par conséquent, nous pouvons former une fonction entiére
G (@, y) admettant pour zéros toutes ces multiplicités distinctes et pas d'autres
zéros. Les zéros de G, (z, y) admettent évidemment les trois svstémes de pirio-
des (o0, 2t7), (v, 13), (o, 137}, De plus G (»r, y) est iyréductible relativement & ces
trois systémes de périodes, d’aprés la facon méme dont on l'a formée.

Acta mathematica. 33. Imprimé le 17 octobre 1909. 24
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33. La considération de cette fonction cntitére G, (z, y) va nous permetire
de démontrer que les intégrales des équations (13) ne peuvent pas admettre de
modules de périodicité qui ne soient pas des constantes indépendantes de u.

Soient en effet a et b un systéme de modules de périodicité conjugués pour
les deux intégrales des équations (13), a étant relatif &4 x et b 4 y. Si u a une
valeur non particuliére a et b seront, au moins dans un certain domaine de la
valeur considérée pour u, des fonctions analytiques réguliéres de u, (ou des
constantes).

Si le point (x, y) de la courbe

B(z,q,u,y)=0

décrit & partir du point (z,, ¢,) un cycle correspondant aux périodes (a, b), I'élé-
ment (x, y, 2, p, ¢) de la caractéristique part de I'élément initial (v, ¥,, 2,, P, ¢4)
pour aboutir & ’élément final (z, +a, ¥, + b, 2, p,, ¢;) et comme ce dernier élé-
ment doit appartenir & l'intégrale z = f(x, y), on aura:

(15) f(xl +a,y +b)= fx,, Yy) =2,
i,

(16) f (=, +0aa; Yy +0) _ f(?:; ) _p,

(17) a/(xx‘*'a’yx‘*“b):al(xn y1)= .

Iy dy
Le systéme de valeurs (x,, y,) a été choisi de fagon & satisfaire &:
(18) (2, Y,) = .

Supposons que nous laissions y, constant et que nous fassions varier u;
x, est alors fonction de %, et par suite aussi a et b. Dérivons la relation (15)
par rapport & u en tenant compte de (16) et (17); il vient toutes réductions faites

pda+q,db=o
ou bien comme p, = ug, et ¢, * o
(19) da+udb=o.

D’autre part (a, b) est un systdme de périodes pour les zéros de la fonction
G, (z, y). Donc les zéros de Q,(w, y) admettent chacun des quatre systémes de
périodes (o, 2i7), (w, i8), (', 18}, (a,b). Désignons par pys, pt,3 N3 His,
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Y

U2,4, p3,4 les six entiers caractéristiques relatifs & ces quatre systémes pris deux
& deux pour G,(z, y).

Nous aurons alors, que ces systémes soient distincts ou non, la relation
indiquée paragraphe 2, et qui, dans les notations actuelles prend la forme suivante:

a3+ g '+ 2130 7) 0 + b0 0 — w3 ) + e (W — W' B)i +

+ 21mpg 4 0 + 21w U3, 4 0 = O.

Comme les entiers ne peuvent étre fonctions de u, on aura:
da(uy,s B+ e B +2us 2 w) i+ db(1,2 0 — 1,3 w) = 0.

Or la quantité uy 38+ us1 3 + 2132 7 est nécessairement différente de zéro,
puisque la fonction @, (z, y) s’annule; en comparant cette relation & (19) on voit
que 8i da et db n'étaient pas nuls tous deux, on aurait

ultn,s B+ g1 f' + 2032 7) 1 — (1,20 — 131 0) = 0

et cette relation est impossible puisque « a une valeur quelconque. On a done
nécessairement da == o, db = o; a et b sont des constantes indépendantes de wu.

Ceci posé, la relation (15) doit étre en x, et y, une identité; car sans cela elle
établirait une relation entre z, et y,, qui ne sont assujettis qu’a vérifier la relation
(18) ol u est arbitraire. Donc (a, ) est un systéme de périodes de f(x, y); si
nous supposons que f(x, y) n’a pas d’autres systémes de périodes que ceux qui sont
des sommes de multiples conjugués de (o, zi7), (v, ¢3), (<, t3') on voit que a et
b sont de la forme:

a=me+no

b=mig+nif +2ipn.

En particulier, si I'on considére un point singulier logarithmique des inté-
(. . mo+no
grales des formules (13) les résidus en ce point seront de la forme —im
mB+n'g+2pn

pour la seconde. Les trois entiers
27

pour la premiére intégrale et

m', n' et p’ sont ainsi définis d’une fagon unique pour chaque point logarithmique,
car on ne pourrait, sans modifier la valeur d’une au moins des deux fractions
précédentes, modifier les valeurs des entiers m', n' et p'.

34. Des deux intégrales des formules (13) celle dont la nature des points
singuliers est le plus facile & discuter, est celle qui est relative & y. En se
reportant & la Note II de la fin de ce Mémoire, on trouvera la démonstration
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de ce fait que lintégrale (ui donne la valeur de y ne peut avoir que des singu-
larités logarithmiques simples. On peut affirmer qu’elle posséde effectivement
quelque point singulier logarithmique; car ses modules de périodicité sont pure-
ment imaginaires, elle ne peut done pas Gtre de premiére espéce; elle ne peut
non plus se réduire & une constante, car on ne peut pas avoir pour tous les
points de JI, y==const. (paragraphe ). Cela résulte aussi, d'ailleurs, d’une
relation entre les résidus de celte intégrale ct les entiers wuy., 1s e, 1y déja

considérés et relatifs & G (x, y); tous les résidus de Pintégrale considérée sont

réels; la somme de tous les résidus de mciine signe est égale & + S "r(_}llrg S+
4 2u5,2:0); nons supposons toujours que w na pas une valeur exceptionnelle).

En effet, Vintégrale fQ(z, ¢, w)dz nayant que des modules de périodicité de
la forme mi2 4 ni3' + zipir, sa partic réelle est une fonction uniforme sur la
surface de Riemaxy (I) relative a la courbe

Bz q,un, 7)) =o.

Cette partie réelle ne devient infinic quwaux points singuliers logarithmiques
de T'intégrale; elle est infinie positive aux points logarithmiques de résidu négatif,
et inversement. Désignons par ds Von quelconque des points logarithmiques &
résidn négatif et sur la surface de Riparaxy X (supposée formde) entourons
chaque point A, d’un trés-petit contour ¢, et appelons X' la surface X dont on
a retranché toutes les petites portions intérieures aux contours ¢,. Sur la surface
X" la partie rcéelle de

2.4

Uy - [Q)(:, g, n)dz

.
211

sera inférirure & un nomhre vécl K choisi assez grand; si done on pose:

ol « et « sont les parties riclle ¢t imaginaire de y, aux valeurs de y pour
lesquelles:

ne pourront correspondre, dans la formule (13), que des points de la surface =
intérieurs & 'un des contours c,.

Cholsissons pour un point (z, ¢) intérieur a ¢, 'une des déterminations possi-
bles de
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z,q
Y=y, + [Q(z, q, v)dz

<L G

et exprimons z et ¢ pour la portion frés-petite ¢, de X, comme fonctions réguliéres
d’un paramétre tres-petit ¢, (de fagen, bien entendu, qu'a un point de ¢y ne cor-
responde qu'une valeur de ¢).

Dans ces conditions, y est une fonction de ¢, détinic aux multiples prés de
la période polaire purement imaginaire relative & A,; si K; désigne un nombre
positif assez grand supérieur & K, a une valeur de y pour laquelle «> K, cor-
respondra une seule valeur de ¢, et par suite unc seule valeur de @ par la formule

24
L=y - ’1’(:, g, u)dz

21,01

ou lintégrale a la valeur conjugnée de celle de y; remarquons que I'intégrale qui
donne 2 n’a pas d’autres points singuliers que ceux de l'intégrale relative & y; car
sur M, x ne peut pas devenir infinie sans que y le devienne (paragraphe q).
Nous avons ainsi défini * comme une fonction uniforme de y pour ¢ > h,;
et comme sur la multiplicité 1/,, a considérée comme fonction de y n’a pas
d’autres points singuliers que des points de ramification, on voit que x sera une
une fonction réguliére de y dans la portion du plan de y défini par « > K,; =oit

=X, (y)
la fonction ainsi définie.
Appelons

et ) gk e 2 st

215 20

les deux résidus en 4, des deux intégrales précédentes.

On a
My f+ng 3+ 2p0>0

puisque le résidu est négatif pour l'intégrale relative & y. Si le point ¢ fait, dans
son plan représentatif, le tour de l'origine dans le sens indirect et y avgmentent
respectivement de (myw + ng'), (im, 3+ tn: 3" + 2ip,r). Done on a

x4+ myw+ ns0 = Xy (y + mei 3+ ngi 3 + 2p,0.0).

Cherchons tous les entiers m, n, p, pour lesquels on a, en supposant toujours « > K,
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z+mowt+ne' =X,(y+mig+nip +2pin).

Comme 2z et ¢ sont des fonctions uniformes de x et y aux périodes (o, 21 7),
(w,18), (&, 18") (formules 14), si y augmente de (mig+nip +2piw) et x de
(mw +no') le point (z, ¢) déerit un contour fermé qui, dans le cas actue], est
tout entier dans ¢,, puisque o reste supérieure & K,. Or dans ¢, les intégrales
précédentes n’admettent qu'un seul systéme de modules conjugués (m.w+ n,0'),
(mytB +n,ip8' + 2pst7r) et par conséquent on doit avoir A étant un entier

mo+ new = A{msw + n,0")

mif+nif + 2ptmw = A(msif +n i3 + 2t )
ce qui montre que les augments conjugés pour la branche principale
z = X,(y)

sont m,w + 1.0 et t(m, B+ n,p + 2 p,).

Siil y a en tout kA points A4,, en faisant 8—1, 2,...A nous aurons mis en
évidence % branches principales; si K' désigne le plus grand des nombres K,, nous
aurons ainsi pour « > K' k branches principales pour les zéros de ¢, (z, y).

Montrons que ces k branches sont distinctes pour les trois systémes de
périodes (o, 2in), (v, 1B), (¢, i) et qu'il n’y en a pas d'autre.

Si, en effet, deux des k branches n’'étaient pas distinctes, on passerait de
Pune & Pautre par Vaddition & 2 et y de multiples des périodes; mais comme 2
et ¢ sont des fonctions uniformes de x et y admettant ces périodes, les points
(z, g) correspondant sur la surface de RIEMANN aux deux branches principales
seraient les mémes: cela est absurde puisque les deux branches correspondent &
deux des contours ¢, différents.

Si maintenant (x, y) est un zéro quelconque de G, (z, y) pour lequel la partie
réelle de y est supérieure 4 K', il y a un zéro homologue (z+mw+ no,
y+mif+nif +2pim) situé sur M, et pour lequel on & aussi > K'. A ce zéro
correspond donc un point (z, q) intérieur & I'un des contours ¢, et, par conséquent
le zéro considéré aura bien un certain homologue sur la branche prineipale cor-
respondante. Il n’y a donc pas d’autre branche principale que les 4 branches
trouvées plus haut.

Enfin, il est bien évident que chaque branche principale ne doit &tre comptée
qu’une fois, d’aprés la fagon méme dont on a formé G,(z, y).

Nous pouvons alors appliquer les formules obtenues au paragraphe (z1).

!
- W o s . . ey
Elles donnent, si , @ sa partie imaginaire positive
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sm=h
o= X Ps
=1

s=h

(20) Uz = z ",

3=]1

s=h

2 = E Ng.

s=1

On voit d’aprés cela que la somme des résidus négatifs de Iintégrale

ms B+ ne B + 2P 7w

= est égale

J @, ¢, u)dz, qui est la somme des A quantités —

!
y Ma1ftmafitaugsm
27

35. Revenons maintenant & la décomposition de ¢(z, y) — « en ses facteurs
irréductibles quant aux périodes (o, 2¢7), (v, i3), (&, 18'). Nous avons mis en
¢ 2y —u

G, (z,y)
admette encore des zéros. En prenant ’un de ces zéros (w,, y,) arbitrairement

évidence un premier facteur ,(z,y). Supposons que le quotien

mais sous les mémes restrictions que pour (z,,y,) nous aurons les équations
d’une multiplicité M, sous la forme

X
x=u, +fP(z, g, u)ydz

2,92
ke

y=yz+jQ(z, q, u)dz

22,41

Y

ot les intégrales sont attachées & I'une des courbes

B(z,q, u, yx) =0

& savoir, & la courbe sur laquelle est situé le point (z,, ¢,). Or nous avons vu
que les modules de périodicité et en particulier les résidus des intégrales
S Pz q,u)dz et fQ(z, ¢, u)dz sont indépendants de . On peut, comme nous
Pavons vu, faire décrire & la variable u un cycle choisi de telle sorte que la
courbe R(z, ¢, 4, 7,) = o se change en ’une quelconque des courbes R(z, g, u, yx)=o.
Donc les divers résidus des deux intégrales sont les mémes, quelle que soit celle
des courbes & laquelle elles sont attachées (u ayant toujours une valeur non
particuliére).
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Done si avee M, nous formons une fonction entiére G, (v, y), comme G, (2, y)
a ét6 formée avec M, les entiers caractéristiques de G,(z, y) seront les mémes
que ceux de (/ {z, y), d’aprés les formules (zo).

En poursuivant la décomposition de ¢(x, y) — « on ne pourra obtenir quun
nombre limité de facteurs irréductibles tels que G/ (x, y); soit ¢ ce nombre. D’autre
part, appelons my., my 3, my,, les trois entiers caractéristiques pour la fonction
triplement périodique ¢(x, y) aux périodes (o, 277r), (o, 13), (v, 13). Imaginons
¢lx, y) écrite sous la forme du quotient de deux fonctions entiéres, H (x. y)
et H,(x,y) sans facteur commun. H, (x,y) admet les entiers caractéristique m;, s,
Mo3, et may et ses facteurs premiers relativement (o, 21:¢), (w, 73), (¢, 13') sont
les ¢ fonctions G (x, ), G,(x, y), . ... G, (a, y). 11 en résulte que:

(21) Myo = Quy,2, Mz3~=Qlay, M31=0U31.

D’aprés cela ¢ ne peat dtre qu’un diviseur commun & m1y2, Moz, My .

Il est facile de montrer que ¢ est un multiple de n (en désignant toujours
par n le nombre des courbes R(z, ¢, w. yx) =o0).

Reportons nous & la relation (18):

g (e y) = u
avec

Rz, ¢, u, y,)=o.

Laissons 4, constant et faisons décrire & 1 un cycle fermé ayant pour effet
de changer 7, en 7,; appelons 2/, la valeur finale de a, et 2/;, ¢, les valeurs
correspondantes de z et q.

11 est clair que Von aura:

Rz, 49, u y7.)=0

et que par conséquent (', ) sera un zéro de ¢(v, y)—u appartenant 4 une
multiplicité simple relative & B(z,, ¢, u, 7,) =o0.
Il est bien facile d’en conclure quwa chaque facteur G (v, y) relatif &
R(z. q, u, y,)==0 correspond un facteur analogue relatif a R(z. q, u,;.)==o0 et
inversement. Par suite, parmi les ¢ facteurs de décomposition de ¢ (o, y) —u il
y en a le méme nombre relativement a chacune des n courbes R(z, q, «. yx)== 0.
On peut par suite poser:

Q- 'NQ

¢ étant un entier positif.
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36. A Plaide des résultats obtenus, il est facile de résoudre la question
suivante:
Etant données les deux équations:

{ fm, y) =¢

(
22) ¢(7") y)=u

ou { et v ont des valeurs données quelconques, combien y a-t-il de systémes de
valeurs distincts de x et de y qui vérifient ces deux équations? On considére ici,
comme non distincts des systémes de valeurs de x et de y ne différant que par
des multiples conjugués des périodes (o, 2i:r), (w0, 13), (', 17).

De plus, il n'est question que des systémes de valeurs de x et y qui dé-
pendent de { et u, en d’autres termes nous excluons les points d’indétermination
de f(z, y) et @(z, ).

Il s’agit donce, d’aprés ce qui précéde, de trouver toutes les solutions de
I'un ou de l'autre des ¢ systémes d’équations:

{f(w»y)=C

(k=1,2,...0)
Gk(x:y)=0 ¢

(23)

Soit M la multiplicité simple de zéros qui a servi & former Gi(z, y). Tout
zéro de Gi(x, y) a un komologue sur M;. 11 suffit done de chercher les points de
M), pour lesquels on a:

Substituons pour cela dans f(z, y) les expressions d’un point de la multi-
plicité M, expressions qui sont de la forme:

2,9
x—=axr+ | Pz, ¢, w)d=
2. qp:
(24)
z9
Y — Yk +]Q(z, g, w)dz.
2 gk

Comme la caractéristique que définissent ces formules est tout entiére sur
la surface z = f(x, y), les expressions précédentes de x et y substituées dans f(x, ),
donneront identiquement:

fle,y) ==

Acta mathematica. 33. Imprimé le 17 octobre 1909. o5
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Done pour que les formules (24) donnent un point de M; vérifiant
fla, y)=¢

il faut et il suffit que, dans ces formules, z = .

Soit # le degré commun par rapport & g des différentes courbes R(z,q,u, yz)=o.
Pour chacune de ces courbes il y a done » points pour lesquels z={. Soient
€, ¢) (avec I =1, 2,...%), les » points qui se rapportent & la courbe & laquelle

se rapporte Mj; ils seront distincts puisque J a une valeur guelconque. Les v
points (z, y) correspondants seront aussi distincts car 'on a toujours dans les

af(x, y)

formules (24): ¢ = _ﬁy—; deux points (z, y) homologues donneraient la méme

valeur de ¢. En donnant & k% successivement les ¢ valeurs 1, 2,...0 on aura
donc »p systémes de valeurs distincts comme solutions des équations (22). Ces
vp systémes de valeurs sont bien distincts: car si deux systémes de valeurs pro-
viennent d’une méme multiplicité M; nous avons vu qu’ils sont distinets; si ils
proviennent de deux multiplicités différentes Mj, M, relatives par conséquent a
deux facteurs différents Gi(z, y) et Gs(x, y), si pour une valeur quelconque de
ils étaient homologues, c’est que les deux multiplicités Mg, M, seraient clles-
mémes homologues, comme on le voit en laissant u constant et en faisant varier
{ de fagon quelconque. Par suite les facteurs Gi(w, y) et G.(x, y) auraient les
mémes zéros, ou en d’autres termes ¢(z, y) — u aurait un facteur double. Mais
comme ¢(z,y) n'est pas une constante et admet les trois systémes de périodes
(0, 297), (w,18), («,ip") elle renferme nécessairement la variable z d’une fagon

effective (paragraphe 2) c’est-a-dire que %g n’est pas nulle identiquement. Or

dJ

5% n’admet qu'un nombre limité de facteurs tels que Gi(x, y), donc la circon-
stance d’un facteur double dans ¢(x, y)—u ne peut se produire que pour un
nombre limité de valeurs de w. Parmi les »p points ({, ¢")) obtenus précédem-

ment, on voit facilement combien il y en a de distincts. Sur chacune des n
courbes R(z,q,u, y)=o, il y en a w» distincts: donec, en tout, il y a ny points
distincts parmi les v points (5, ¢¥). Nous avons posé plus haut: o=mn¢'; ¢' dé-

signe le nombre de facteurs Gi(z,y) qui se rapportent & une méme courbe.
Donc chacun des ny points distincts figure ¢' fois parmi les points (L, ¢{¥’); en

1

d’autres termes & chacun des n» points distincts correspondent ¢’ systémes de
valeurs distinctes pour x et y. Nous emploierons, en conséquence, les notations

suivantes: chacun des ny points distincts sera désigné par ({, q¢) (¢=1, 2,... n¥)

ct les ¢ points (2, y) correspondants seront désignés par (¢{", yi") ol r =1, 2, ... ¢'.

<
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On aura d’aprés cela:

Of(=", y{")

(25) 9t=—~——5y‘—— (r=1,2,...0; t=1,2,...07)
en posant
P_,
q:
on aura:
()f x('), (r)
(26) = Jl{/_;’i) (r=1,2,...¢0)

(puisque @((", y{) = u).

Si I'on considére deux systémes de valeurs ({7, yi") et (¥, y{™)) de méme
indice inférieur et d’indices supérieurs différents, comme ils se rapportent an
méme point ({, ¢;) ils se rapportent & la méme courbe B =o. Il résulte alors
immédiatement des expressions de z{", y, 2", ¥ sous la forme (24) que les
différences z{” —z{" et y{" —y\™ restent invariables lorsque u étant constant
on fait varier {: elles ne sont donc fonctions que de u. D’ailleurs 'une au moins
de ces deux différences doit dépendre effectivement de «. Car si elles étaient
constantes toutes les deux, on voit facilement qu’elles seraient pour f(x, y) un
systéme de périodes et par conséquent de la forme (mw + nw', mig + nif'+ 2 ipm).
Les points (z{", y{") et (z{, yi)) ne seraient pas distincts contrairement & ce
que 'on a vu.

Désignons maintenant par 2, p, ¢ un systéme quelconque (non particulier)
de valeurs satisfaisant a

(27) F{, ¢, ¢h=o

et recherchons les systémes de valeurs de z et y distincts satisfaisant aux trois
équations:

(38) fo =7 f—p g

/
Posons pour cela u=§,; Z et u auront des valeurs quelconques et les solu-

tions cherchées devront étre comprises dans les »p solutions des équations:

(29) { f(l‘, y) =2

Pz, y)=u.

Les nv valeurs distinctes de g, de la discussion précédente sont données
manifestement, par I'équation
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(30) F{, qu, ¢)=o

débarrassée si il y a lieu des solutions g==o0; car F (2, qu, q) est le produit des
n facteurs R(<, q, u, 7).

Mais Déquation (30) est vérifice pour q-=q, car ug' =9, et elle se réduit
alors & (27). Donc ¢' est une des nr valeurs distinctes de ¢;. Les seules solu-
tions du systéme (29) qui peuvent convenir au systéme (28) sont celles pour les-

ql

quelles ¢, =4q'; elles sont en nombre ¢' et comme Z;,=u on voit d’aprés (25) et

(26) qu’elles conviennent effectivement.
Donc le systéme (28) a ¢ solutions distinctes pour un point (2, p', ¢') non
particulier de la surface

(31) F(z, p, q)=o.

Nous avons ainsi une interprétation de Uentier ¢'.
Considérons maintenant le systéme d’équations:

(32) { f(x: ?/):Z

Pla, y) =u
comme définissant x et y en fonction des deux variables indépendantes z et u.
s dx
Les dérivées partielles du premier ordre de x et y par rapport a z et 1, PP

oy da 0 \ P orrinat] ;
(ng/ N PR (7% ont, d’aprés ce qui précéde vg déterminations pour chague systéme
de valeurs non particulidres de z et u, puisqu’il n’y a pour x et y que vg déter-
minations distinctes aux multiples prés des périodes.

37. Ce fait est de nature a faire prévoir la nature algébrique de ces quatre
dérivées comme fonctions de z et u. En ce qui concerne les deux premiéres

dx dy

T2 et 7, o0 voit immédiatement qu’elles sont des fonctions algébriques de z et

u (formules 24). On a, en effet,

dx dy

% ZP(z, q, U), 7(/27 = Q(Z, 9 u)

oll z, ¢ et u sont liés par une relation algébrique:

R(Z, q, u’aa7k) =0

ou bien encore par la relation:
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(33) F(z,qu,q)=o0o

débarrassée, st il y a lieu, des solutions q = o.
¥

Nous allons montrer que % et % sont aussi des fonctions algébriques de 2z
et u.

Considérons la relation (33) comme définissant une surface, dont un point
quelconque a pour coordonnées (z, ¢, #). Cette surface ne se décompose pas en
plusieurs autres, sans cela comme on le voit sans peine, la relation

F(z,p,q)=o0

se decomposerait aussi. Mais sa section par un plan u = constante peut se dé-
composer en plusieurs courbes
Bz, q, u, y1) =0

comme nous ’avons supposé plus haut.

Les intégrales
fP(z, g, wydz eth(z, g, wdz

relatives 4 I'une de ces courbes u — const. n'ont que des modules de périodicité
indépendants de « et qui sont de la forme mo + no' et mi3 + nig' + 2 pia. On
peut alors trouver deux fonctions rationelles P (z,q, 1) et Q,(z, ¢, u) de z, ¢ et

u telles que
Pz, q, uydz + P,(z, q, w)du

Q2 q, wdz + Q,(z, q, w)du

soient, relativement & la surface (33) des différentielles totales exactes de z et u

et

prises comme variables indépendantes.
Que z et u puissent &tre prises comme variables indépendantes cela résulte
de la discussion que nous avons faite des équations (32), discussion établie sous

Ihypothése du début que p% +q%—§ n’est pas nul pour tous les éléments

de z=f(x,y); mais on le voit aussi directement sur 'équation (33); car cette
relation renferme nécessairement ¢ lorsque F(z, p, ¢) n'est pas homogéne en p
, . q- oF JF , . s gy
et g, c’est-d-dire lorsque p ap + qamq =0 n’est pas nécessairement vérifiée comme
conséquence de F=o. L’existence des fonctions rationnelles P,(z, q, u) et @, (z, ¢, u)
satisfaisant aux conditions posées est un théoréme connu de la théorie des diffé-
rentielles totales attachées & une surface. (Picarp, Fonctions algébriques de
deux variables indépendantes, tome I, page 102).
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Toutefois, comme nous supposons possible ici la décomposition des sections
u = const. nous allons rappeler briévement la démonstration en l'adaptant a
ce cas.

Soit (2, u, ¢) un point quelconque non particulier de la surface (33). 11
appartient & une, et & une seule des courbes:

R(z, q, u, yx) =o.

Soit z, une constante absolue. Il y a sur la courbe précédente v points

pour lesquels z =12, Soient (2, ¢'s) (n =1, 2,... ») ces points et posons:
g
n==y .
(34) §=2 | Pz g udz
n=1¢
zo; q'n

Dés que le point (z, ¢, u) est donné ( non particulier) S a une valeur bien
déterminée aux multiples prés des périodes. Comme ces périodes sont des con-

stantes 7 2ura une valeur déterminée sans ambiguité. (S est considérée ici

comme fonction des deux variables indépendantes z et u). Si donc nous posons:

z)q
I [P
P1=;Zlf%dz

/
z0)qn

ol 7 se rapporte & P considérée comme fonction des deux variables indépen-

dantes z et u, P, aura une valeur unique en un point quelconque de la surface.
On en conclut ensuite facilement que P, est une fonction rationelle de (z, u, g).
On a évidemment:

opP, 4P
(35) -0_2_1 = Ju

les dérivations ayant toujours la méme signification. On trouvera de la méme
fagon une fraction rationnelle @, (2, ¢, u) telle que:

(36) 92X

dz  du’

et, par conséquent, on aura deux différentielles totales exactes:
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Pdz + P,du
Qdz + Q,du.

Ceci posé, nous pouvons prendre dans les équations (32) pour z et y les expres-
sions (24) o Pon suppose:

(37) P@r, yr)—=u.

Dans cette derniére relation lorsque u varie nous pouvons laisser y; con-
stant et considérer x; comme une fonction de u (paragraphe g). Alors z; et gz
qui sont donnés par

if (xx,
ok = f(xk, yk), qr = i._{;yyﬁ)
sont fonctions de u seul. En dérivant les formules (24), il vient:

z)q

0.’E - d:l?k JP (IZ],-
du du +f(71;d2*‘1’(~x, e u)
25 9k
1 s 10Q d
P [T — dz
du f(’/udz ACR RO
Zkl qk

Ces formules se simplifient & I'aide de (35) et (36). On obtient:

dx dx i
gn = P12 ¢, w)— P, (2, q u) + ﬁ~p(z,“ g, u)?ﬁf

(38) 4 dz
%13: Q. (=, g, u) — Q,(2zx, Qx> U) — Q(z1, Gk u)ﬁ ’

Dans la premiére de ces formules, les trois derniers termes et dans la se-
conde les deux derniers termes ne sont fonctions que de u.

Nous poserons
dx

d
k— P(Zk, Qk; u’) 2k

7]1(“) 2-—P1(Zk, qk, u) =+ du %

(39) ]
() = — @, (zz, qx, 1) — Q@ (21, gi, u) J%k .

D’ou
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d:
() =5 —Py(z ¢, v)

(40) )
7y
) = 2 —Q(z g, ).
dx dy , N
Nous avons vu que T’ i ont »p déterminations lorsque z et u sont don-

nés de fagcon quelconque. A chacune de ces déterminations correspond une valeur
déterminée de ¢, de telle sorte que, d’aprés (40), 1,(«) et 1,(x) ont »po détermina-
tions. I est inutile pour ce qui suit de se demander si ces déterminations sont
toutes distinctes. Etudions la nature des points singuliers de 1, (u} et n,(u). Tl
résulte de ce que nous avons dit paragraphe ¢, que si u, désigne une valeur quel-
conque, sans aucune exclusion de valeurs particuliéres, il existe un nombre posi-
tif ¢ tel que toute détermination de = dans la relation ¢(z, y3) =« ou 'on sup-
pose |u—wu |<e& et y, constant, sera racine d’un polyndéme entier en x, P(x)
dont le terme du plus haut degré en x a pour coefficient 'unité, les autres coef-
ficients étant des fonctions réguliéres de u pour |u—u,|<¢; et cela est encore

. R R I . .
vral méme si %, — o, en changeant v —u, en a En effet, on peut choisir ¢

assez petit pour que & chaque systéme de valeurs (', ') de x et u corresponde
un polyndéme normal 7(x) valable pour le domaine z¢ autour de (2, w'). Si «
appartient au domaine ju—u,]<e, tous les coefficients de r(x) sont des fonc-
tions réguliéres dans le domaine Ju—wu,|<e. 8i u, = «, on raisonne en chan-

geant u en % Il résulte alors de la, que, quelle que soit la détermination

choisie pour z;, u appartenant au domaine ju—wu,;}<e on pourra toujours la
développer au voisinage de u = u, en une série de la forme:

1 n
(41) T — g+ @ (U — )+ o F (o

1

procédant suivant les puissances entiéres et positives de (u— u,)*, u étant un
entier positif, et convergente pour un domaine |u —u,|<e. Si 'on substitue
ce développement de x; dans les expressions de z; et ¢

D} (xr, yz)
2= f(or, Yu), Q= Ty
on voit clairement que u =, est un point ordinaire ou un pdle algébrique, ou
seulement un point de ramification algébrique pour I'une ou pour l'autre des
fonctions 2z; et gx.
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Il en est évidemment de méme pour tous les termes des seconds membres
de (39) puisque P,, P, @, et Q sont des fractions rationnelles. La détermina-
tion que l'on considére de 1,(u) ou de 7,(u) est done réguliére pour w == u,, ou
bien admet ce point comme point de ramification algébrique, ou bien Padmet
comme pdle algébrique. Le résultat subsiste méme pour u, = », d’aprés ce que
nous avons fait remarquer. Il en est de méme pour chacune des »p détermina-
tions de v, (u) et n,(u).

Si l'on considére alors une fonction symétrique rationnelle et entiére des
v¢ déterminations de n,(u), cette fonction étant une fonction uniforme de u, ou
bien sera réguliére pour u =u, ou bien admettra u, comme pole. Cette conclu-
sion subsiste méme pour u, = w. Or une fonction uniforme de % qui n’a pour
points singuliers que des poles, méme pour « = o, est une fraction rationnelle
de u. Il résulte de 14 que ,(u) et 7,(u) sont des fonctions algébriques de u.

Qf et Oy sont des fonctions algébriques de

Les formules (40) montrent alors que 7u € i

u et z.

38. Déterminons maintenant une fonction algébrique v de 2z et % permet-

. . . . J ] d J
tant d’exprimer les cing fonctions algébriques g, (Jg , ‘(72, -a—z, di; sous forme de

fraction rationnelle en z, u et v.
Il suffit de poser pour cela:
. dx de . dy . Ty
(42) ”“_]'1Q+'t70_u+7~35‘2+ /'4(7,'L'L+Aaj;
ol les A sont cing constantes arbitraires, non choisies de fagon particuliére.
Soit:
(43) D(z, u, v) =0

la relation algébrique, entiére et irréductible qui lie » & z et w.

Les relations
f(xy 3}) = Z,

plx, y) =u

permettent de calculer (Lx’ Iy , @, f),—‘q, en fonction méromorphe et triplement
du’ 0w’ 0z’ 0z
périodique de x et y aux périodes (o, 277), (w,18) (o, 28'). Comme de plus

d . ,
qzj;,_y)’ on voit dans la relation (42) que » est une fonetion méromorphe de

z et y aux mémes périodes.

26
Acta mathematica. 33. Tmprimé le 23 octobre 1909. N
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Soit:

(44) v=f(z, y)
Soient maintenant

Jx Iz

az=Rl(z’ u, ‘U), a_u=Sl(z) U, U)’
Oy _ Ty _

VP R,(z, u, v), = S,(z, u, v)

les expressions des dérivées de z et y en fractions rationnelles de z, u et v. Nous
aurons:

z, U, v
Zz =1, +fR1(z, u, v)dz + S, (z, u, v)du,
201 Up, Yo
(45)
Z, %, v

— +fR2(z, w, v)dz + 8,0z u, v)du,

24y Up, Vg

ol z, y, sont deux constantes arbitraires, pour lesquelles toutefois f(x,, y,),

@(x,, ¥,) et f,(x,, y,) ne sont pas indéterminées, de telle sorte que z,, u, v, sont
définis sans ambiguité par

2o = f(xo) Yo)s Vo=F,(%o, Yo)y U= P (Zo, Yo)-

On suppose encore que (z,, %, v,} n’est pas un point singulier des intégrales
précédentes, qui, bien entendu, se rapportent & la surface (43).

Supposons que le point (z, %, ») décrive sur cette surface une ligne quel-
conque fermée; si (a, b) est le systéme de modules de périodicité conjugués des
deux intégrales pour ce cycle fermé, on aura

]‘((174—(1, y+b)=f($, y)

puisque z a repris finalement sa valeur initiale. Comme f(z, y) n’a, par hypo-
thése, d’autres systémes de périodes que des sommes de multiplies de (o, 2z i7),
(w, 28), (¢, i8') on a nécessairement:

a=mo + no'
b=miff +nif + 2 pin

(m, n, p entiers). Donc & un point (z, u, ») non particulier de la surface (43)
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correspond, aux multiples prés des périodes, un seul systéme de valeurs pour
(x, ¥).

Inversement & un point (x, y), correspond un seul point de la surface, par
les formules:

z=f(x, y): u:(p(x’ y)’ v:fl(x, !/),

il n’y a exception que pour les points d’indétermination de f(z, y), @, y) et

fi(xs y).

Nous savons que ¢ 28%; s'exprime en fonction rationnelle de 2, u et v. Il
. " _df . P_
en est par suite de méme de p = 55 Puisque S

Donc & un point de la surface

D(z, u, v)=0
correspond un seul point de la surface

F(z, p, 9)=o.

Mais & un point (2, p, ¢) de cette derniére surface correspondent ¢' points
de la surface @(z, u, v) = o, puisque nous avons vu qu’a ce point (z, p, q) cor-
respondent ¢' systémes de valeurs distincts pour z et y.

Pour arriver a la conclusion qui est notre but, il nous faut étudier la na-
ture des singularités des deux intégrales qui figurent dans les seconds membres
des équations (45). Il est avantageux pour cette étude d’effectuer sur la surface

D(z, u, v) =0
une transformation bi-rationnelle, la changeant en une surface
o(U, V, W)y=o0

n’admettant pas d’autres singularités que des courbes doubles avec points triples,
de telle sorte que chaque point de la surface est ordinaire pour la nappe a la-
quelle il appartient, & I'exception des points-pince; mais on peut supposer qu’au-
cun de ces points spéciaux n’est singulier pour ’'une des intégrales (45).

Les coordonnées U, V, W d’un point de @, — o étant des fonctions ration-
nelles de z, u et v seront des fonctions méromorphes de x et y aux périodes
{0, 2i7), (w, 18), ', i8"). Soient:

(46) U= lf" (:C, y)’ V= 11’,(1:, y)’ W= lF:(:‘% y)
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Ces trois fonctions n’admettent pas d’autres systémes de périodes qui leur
solent communs, que ceux qui sont de la forme (mw 4 no', mi8 + nipg' + 2 pin)
puisque U, V, W reprenant les mémes valeurs, z reprend aussi la méme va-
leur. Les intégrales (43) n’admettent que des modules de périodicité de cette
forme. Si (z,, y,) est un systéme de valeurs données pour z et y, & tous les
systémes de valeurs (x, + mw + ne', y, + mi3 + ni3' 4 2 pinw) correspond un méme
systéme de valeurs de U, ¥V, W défini d’'une fagon unique; il n’y a exception
que si (@, y,) est un point d’indétermination pour I'une des trois fonctions ¥,
¥, ou ¥, Ces points d’indétermination forment un ensemble dénombrable et
nous appellerons E Densemble dénombrable des valeurs de y correspondantes.
Nous appelons J, et J, les deux intégrales des seconds membres des équations
(45) et nous supposerons, ce qui est évidemment permis, que z, et y, sont nuls.

On aura:
] r=4dJg

]?/:Jy’

ou J, et J, sont exprimées en fonction du point (U, V, W).

(47)

39. Nous montrerons tout d’abord que lintégrale J, n’a pas d’autres sin-
gularités que des singularités logarithmiques simples (c’est-a-dire non superposées
& des singularités polaires).

Il nous suffira de montrer que le long d’une courbe algébrique arbitraire
I prise sur @,(U, V, W)=o lintégrale J, se réduit & une intégrale abélienne
n’ayant d’autres points singuliers que des points logarithmiques simples.

Or les coordonnées (U, V, W) d’un point de I" satisfont a4 une relation
algébrique entit¢re @,(U, V, W)= o distincte de @, =o. Si dans @, on remplace
U, V, W par leurs expressions en fonction de z et y, @,(U, V, W) se réduira
4 une fonction méromorphe de x et y aux périodes (0, z i7), (w, i), («', i8').
Soit H(z, y) le numérateur de cette fonction méromorphe (mise sous forme irré-
ductible). Tout le long de I" on aura

H(x, 3/) =0
et par suite les équations
l x = (J)r
(48)
] Y= (JZ/)I':

ou (Jz)r et (J,)r sont les intégrales J, et J, prises le long de I', seront les
équations d’une multiplicité simple de zéros appartenant a H(x, y) =o. Comme
les zéros de H(z,y) admettent les trois systémes de périodes fondamentaux et
que de plus les coordonnées d’un point de la courbe I' sont données par
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U=%(r,y). V=",(zy) =¥y, y),

ou ¥, ¥,, P, admettent les mémes systémes de périodes, il en résulte (Note II
de la fin du Mémoire) que (J,)r ne peut avoir d’autres points singuliers que des
points logarithmiques simples.

En outre, sur la multiplicité de zéros considérée x ne pouvant pas devenir
infini tant que y reste finie, on voit que:

Jz Wa pas de points singuliers qui ne sotent des points singuliers de J,.

Drailleurs, d’aprés un raisonnement fait précédemment, J, a certainement
quelque point singulier, ¢’est-a-dire quelque courbe logarithmique.

40. Soit donc G une courbe logarithmique pour J,; les résidus respectifs
1 ! !
de J, et J, relatifs & G sont nécessairement de la forme Tl—:—”n—w— et ﬂﬁ—t%%fm ;
le premier de ces résidus peut &tre nul si m et n le sont; le second est diffé-
rent de zéro et réel.
Posons
X M+ N o 73

— . e M Yoo 2
i(m 3+ n g+ 2p ;'r)y’ m, 3+ nf+ 2 ]')lﬁy

m,, n, et p, étant les quotients de m, n, p par leur plus grand commun diviseur.
Pour ces variables les trois systémes de périodes, aprés une transformation
convenable du premier ordre seront comme nous l’avons vu (o, 2 t), (v, ¢8,),

] . w, . .
(wy 28,), (8, et 3, réels, non commensurables tous deux avec =, J‘lmagmalre).
2

Nous poserons:

X:Jz_ ' m, @ + n, o' L K
1(m1ﬁ + nlﬁ’ + 2 PNT)JH
(49)

¥ — 27 J
.m, B+ +2pa Y

=Ky.

Sur la courbe @, Kx aura un résidu nul, et Ky aura pour résidu le plus
grand commun diviseur d de m, n et p.

Pour les points de G (sauf peut-étre en des points particuliers de cette
courbe appartenant & une autre courbe logarithmique de J,)} ou bien Kx sera
réguliére ou bien elle admettra la courbe G' comme courbe polaire. Nous allons
montrer que cette derniére hypothése est en réalité impossible.

Prenons sur G un point non particulier (U,, ¥V,, W,). Au voisinage de ce
point 1'une des coordonnées d’un point de la surface, W par exemple, sera une
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fonction réguliére des deux autres, puisque le point (U,, V,, W,) est un point
ordinaire pour la nappe de surface & laquelle il appartient.

Posons
U=U+§ V=V +1.

Dans I’hypothése ol & est une courbe polaire pour Kx, nous aurons pour
des valeurs de & et n assez petites:

. A )
(5°) e r

¥
ot = A(E, )ertin,

ot A& ), A(E ), w(£, n) sont trois fonctions réguliéres pour §=y=o; r est
un entier positif. De plus le facteur A(&, 1) est irréductible dans le voisinage de
£=o0, =0 (c'est-a-dire qu’il n’est pas le produit de deux facteurs réguliers

l’l (g’ 77)

g’annulant aussi pour £=7=o0). Les termes de la fraction [LE DT n’ont pas
Sy U

de facteur commun s’annulant dans le voisinage de § =1 =o0; enfin 4,(o, o) est
différent de zéro, le point (U,, V,, W,) n’étant pas particulier sur la courbe G.
Nous pouvons donc poser:

Ay (&, 1) =

Vi(E )

7 r
ou Vi(E, n) désigne 'une des déterminations, choisie arbitrairement de Vi,(§ 7)
dans le voisinage de & =15 =o0; 4,(&, ) sera réguliére pour les valeurs de £ et 7
prises assez petites et 4,(o, o) = o.

Considérons alors les équations suivantes:

t= (&, PA,(S, )

T = A&, n)eMsm,

(51) {

1l existe (Note III de la fin du Mémoire) une relation de la forme
(52) t=a11+a2’52+"‘+a3ﬂ118—-1 +(as+a)’5$

ol a,, a,,...a, sont s constantes dont le nombre et les valeurs sont bien déter-
minées, [et dont la premiére a, est différente de zéro et égale & 4,(o, 0) g0, 01]
qui posséde la propriété suivante.

Etant donné un nombre ¢, positif, arbitrairement petit, il existe un nom-
bre positif ¢,, tel que si 7 et « sont deux valeurs arbitraires assujetties & la seule
condition :
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lz]<e, lel<e,

si dans les équations (51) on remplace z par la valeur choisie et ¢ par celle que
fournit la relation (52), les deux équations ainsi obtenues admettent en & et v un
systéme de solutions (&, 1) tel que

18] <en 13/[<e,

Il en résulte immédiatement pour le systéme (50) la propriété suivante.
Si I'on pose:
1 [ Y, 27}: (s—l}f {If]r
(53) x= a,e? +a,e? + - +ta,ge ¢ 4+ (a;+ a)e?

puis si 'on prend Y et o arbitraires tels que:
g
e

et si 'on substitue dans (50) & Y la valeur ainsi choisie et & X celle qui est
fournie par (53), les équations obtenues admettent un systéme de solutions en
& et 7 appartenant au domaine

< &, la]<e,

[E]<e,, |'7|<€1-

Ceci posé, les trois systémes de périodes fondamentaux pour X et Y étant
pris sous la forme indiquée plus haut (o, 247), (0, i8,), (w,, i,) et 'un des nom-
bres 8, et B, étant incommensurable avec s, supposons que ce soit 3,. En
désignant par M un entier arbitraire, nous poserons:

Mi
(54) 4 O=e ¢
de telle sorte que |0|=1 et 0 1.
Si nous posons
g
(55) e? =1
nous aurons
T+ Min
e ¢ =0r,

Prenons deux valeurs « et «' arbitrairement sous la seule condition
|a|<€z’ la’|<€2

et considérons les deux équations simultanées en X et v:
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%.: [a,7 + a,e® + - + (a; + )T°F
(56)
*TI"TJ —[a,0r + a, 0% + - + (a5 + &) O°°T.
1
En éliminant X entre ces deux équations on obtient:
Mo, =— ! o
N a0+ a, 007 + - £ (@ + )P eTTY
(57)

I
la, + @yt + - (@ + @)eI)

Cette équation algébrique en z étant mise sous forme entiére et ordonnée,
on trouve comme terme du plus haut degré en v:

Mo (a; + o) (a, + o« yrorser2s—,

Comme r et s sont 'un et Pautre au moins égaux 4 1, on a:
r(z2s—1)>T1.

D’ailleurs a, + « et a; + o' ne sont pas nuls si « et «' ont des valeurs quel-
conques comme nous le supposons. Le terme indépendant de 7 est

a, (" —1) si s>1, ou #(a, + ) —(a, +a) si s=1.

Dans 'un et autre cas ce terme est, quel que soit M, différent de o, si «
et o sont guelconques. En outre, comme |¢]|= 1, ce terme a un module inférieur
& un nombre positif fixe quel que soit M. Le produit des r(zs— 1) racines de
Iéquation sera, suivant les cas

ay (0’— I) ou ﬂ(a’l + a')r,_ (an + a)r— ,
Mo, (as + o) (as + )0 Mw, (as + a) (g, + ) O

Si on prend M trés grand ce produit sera, d’aprés tout ce qui précéde,
aussi petit que l'on voudra et différent de zéro. L’équation (57) aura donc, si
M est choisi assez grand une racine v, différente de zéro et satisfaisant a 'iné-
galité |7, | <e,.

La valeur 7, n’étant pas nulle, on peut prendre Y, telle que

ed =1,.
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On peut supposer que cette valeur Y, ne correspond & aucun des systémes
de valeurs de X et Y qui fournissent des points d’indétermination pour les fone-
tions U, V, W de X et Y; car ces points constituent un ensemble dénombrable,
et d’autre part il résulte immédiatement de la forme de P'équation (57) que la
racine 7, ne peut pas &tre indépendante de « et ¢' qui sont choisis arbitrairement.
Done on peut supposer que 7, et par suite Y,, n’a pas une valeur particuliére.

Pour la valeur 7 =17, les équations (56) ont en X une solution commune
X,, évidemment finie.

Si nous posons alors:

X, =X, + Mo, Y,=Y, + Mg,

on a les deux équations:

1 [ n 2h shir
= a,e? +a,ed + .- +(a,+a)ed ],
1
I [ n £ '_Yz]'
x = a,e¢ +a,e?d + .- +(a,+a)ed
2
avec
n ¥
le|<e, led]<e, |dl<eé, e"|<s,.

Donc & chacun des systémes de valeurs (X,, Y,) et (X,, ¥Y,) de X et Y
correspondent respectivement pour les équations (50) au moins un systéme de
solutions, soit (§,, 7,) pour (X,, Y,), et (&,, »,) pour (X,, Y,) avec:

|§1|<£1’ |771|<£n
15:1< e, I’72|<€1-

Ces deux systémes de valeurs sont forcément distincts puisque les systémes
de valeurs (X,, Y,) et (X,, Y,) sont différents. Ils fournissent deux points
(U, V', W') et (U", V", W") sur la surface @,(U, V, W)= o et ces points sont
distincts puisque l'on a:

U=U+8& V=V +n; U'=U,+8& V'=V,+1.

Mais ce résultat est contradictoire avec ce qui précéde. Car (X,, Y,) et
(X,, ¥,) sont deux systémes de valeurs ne différant que par un multiple du
systéme de périodes (w,, 78,) et ne sont pas, comme nous ’avons montré, des
valeurs d’indétermination pour U, V, W. Donc il ne peut leur correspondre
deux points distincts (U', V', W') et (U", V", W").

Acta mathematica. 33. Imprimé le 23 octobre 1909. 27
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L’hypothése faite de existence d’une singularité polaire le long de G pour
Kx est donc impossible. Par suite pour J., G ne peut &tre qu’'une singularité
logaritbmique stmple comme pour J,. Comme il en est de méme pour chaque
courbe logarithmique de J, et que J, ne peut pas devenir infinie sans que .J,
le devienne, on voit que J, comme J,, n’a que des singularités logarithmiques
simples.

41. En continuant ’étude des singularités de J,, nous allons montrer que
tous ses résidus sont proportionnels aux résidus correspondants de J,. Nous
montrerons d’abord cette proportionnalité pour deux courbes logarithmiques C
et C' correspondant pour J, & des résidus de méme signe (& supposer qu’il existe
deux telles courbes). Soient
mot+no mB+ g +2pa

mo + no' mp + np' + 2 pr o
’ 27

g t 5
2tm 27 2 %it

les résidus conjugués relatifs & C et C' avec

mB+nf +2pr>oet m'B+a'p +2p >0

En posant:
mo + no'

(mp + np' + 2 prr)

C ==
1

la différence z—cy =J,—cJ, aura le long de C son résidu nul, et comme elle
ne peut pas avoir de singularités polaires elle sera réguliére en un point quel-
conque, non particulier, (U,, V,, W,) de C.

On aura par suite, & et 1 conservant la méme signification que plus haut:

x—cy=(§ 1)
(58) 2ay
emi+nd’+2pn — A&, 1]) erds, )

ou A, u et v sont réguliéres pour £ =2 =o0. De plus 4(§, ;) s’annule pour §=x=o0
et est srréductible au voisinage de ce systéme de valeurs. Comme mg+ng'+2 px
est positif, la partie réelle de y sera trés-grande et négative lorsque & et # seront
tres-petits.

En outre, aux valeurs de z et y liées par la relation:

(59) g—ey="b,+ bt +bet+ - + (b + )7
ou by, b,,...b, sont des constantes (qui peuvent &étre toutes nulles) et oit

o] <e, lzl<e,
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avec
2y
T = emﬂ+n,f’+2 P

correspondra dans les équations (58) un systéme au moins de valeurs de & et 7
pour lequel
[51<e,, Inl<e

¢, et ¢ ayant ici le méme role que plus haut.
D’une fagon tout analogue, en prenant un point quelconque (U,, V,, W)
sur la courbe C’, nous poserons

z—cy=v(§, )
(60)

__%ay
em A+ g+2p )q (;:" T') eruls’, n')
. i
et ensuite:
%y
T = em' j+nt F+2p'
avec
f,
(61) xt—cy=c,+ ¢t + v+ - + (cy +a')T"*

ou €y, ¢, ...Cy 80Nt & constantes.

La relation (61) a, & égard du systéme (60) le méme sens que la relation
(59) & légard du systéme (58). Il est clair que 1’on peut supposer que les nom-
bres &, et &, sont les mémes pour les relations (58) et (59) d’une part et (60) et
(61) d’autre part, afin de simplifier les notations.

Nous désignerons pour abréger par ¢(r, a) et par ¢'(7', ¢') les seconds mem-
bres des relations (59) et (61) et nous remarquerons que si 'on a

lzl<e lel<e, |d']<e, |d|<e,

les modules de (7, @) et de ¢'(7/, o) seront inférieurs 4 un nombre positif fixe R.
Dans tout ce qui suit, sans qu’il soit besoin de le répéter, o et o' auront
leurs modules inférieurs a e,.
Si nous désignons par — A4 la partie réelle de y, nous pouvons choisir un
nombre positif 4, assez grand pour que inégalité

A> A,
entraine

lrl<e,  17l<s,.

Formons le systéme de deux équations simultanées en x et y, obtenues en
prenant I'équation (59) d’une part et d’autre part I'équation (61) ott x et y sont
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changés en v + Mo+ No' et y + (MB + N + 2 Pr)i en désignant par M, N, P
trois entiers quelconques.

En posant:
2 M3+ N +2 Paji
G-—=e ™ 3+n' ¥+2p'

ces équations seront

(62) {x—cy=g(r, a)

£+ Mo+ No'—c(y+iMpB+iNF + 2iPr)=g' (07, ).

a« et o étant donnés arbitrairement, cherchons si ces deux équations admettent
en z et y un systéme commun de solutions pour lequel la partie réelle de y,
— A, satisfasse & l'inégalité écrite plus haut 4 > 4,.

Eliminons x entre les équations (62) ce qui donnera:

(63) Mo+ No'— (' —c)y—c's(MB + NB' + 2 Pr) =¢'(07, ') —o(7, a).

Supposons ¢ —c¢ = o et écrivons I’équation du premier degré obtenue en éga-
lant 4 zéro le premier membre de 'équation précédente, en remplagant y par
y,; cette équation résolue sera:

_ Mo+ No' (Mg + N3 +2Pr)
d—c c—c

(64) Y.

Si A, est un nombre positif arbitraire, montrons qu'on pourra choisir les
entiers M, N et P de fagon que la partie réelle de y, soit négative et supérieure
en valeur absolue & 4, + 4,.

1
En effet, en peut prendre M et N de fagon que J‘L‘z%l-:ﬂ ait une partie

réelle aussi grande que 'on veut en valeur absolue et négative puisque le rapport
!
% est imaginaire. Ensuite M et N étant ainsi choisis, on prend P de fagon

que M@+ Np'+ 2z Pr soit compris dans V'intervalle o & 27z. Il est bien clair
d’aprés cela, qu'on peut supposer M, N, P choisis de fagon que la partie réelle
de y, soit inférieure & — (4, + 4,).

L’équation (63) peut ensuite s’écrire de la fagon suivante:

(65) (c—e)y—uy)—d @7, &) +o(v,a)=0
ou encore:

Y oz, o) —¢'(67, &)} __
(©6) =1+ €G] o
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Désignons par R, le module de ¢—c' et supposons qu’on fasse décrire au
point y, dans le plan représentatif de cette variable, la circonférence de centre y,
et de rayon 4, dans le sens direct. La partie réelle de y restera inférieure &
— A, puisque celle de y, est inférieure & — (4,+ 4,). Donc tout du long du
cercle on aura:

lzl<e, {07 <e
et par suite, comme on ’a vu plus haut
|07, «)| <R, lo(z, @) | < R.

ez, @) — ¢'(07, o) oo . 2R
(c— Yy —u) aura donc un module inférieur & R4,
R et R, ne dépendent nullement du choix de A4,; donc si 4, a été pris assez

grand cette fraction aura un module inférieur 4 un nombre fixe plus petit que 1,

La fraction Or

Ry . I . .
inférieur 3 , par exemple. On en conclut alors, par un raisonnement classique,

que I’équation (66) dont le premier membre est une fonction réguliére de y a une
racine a4 lintérieur du cercle considéré. Par conséquent I’équation (63) a bien
une racine y, de partie réelle inférieure & — A,, pour le choix que nous avons
fait de M, N, P. Soit y, cette racine. Pour y =y, les équations (62) ont une
racine commune en z, soit z,. La valeur y, n’est pas particuliére car elle dépend
évidemment, d’aprés la forme méme de I’équation (63) de « et o' qui sont arbi-
traires. Le systéme de valeurs (z,, y,) n’est donc un point d’indétermination
pour aucune des fonctions U=%(z, y), V="",(z,y), W="¥,(z, y).

Le systéme de valeurs (z,, y,) convient a I’équation (59) et le systéme de
valeurs (v,+ Mo+ Ndo', y,+ Mip+ Nif' +2Pin) & Déquation (61), avec les
inégalités requises; par conséquent, en reprenant le raisonnement du paragraphe
précédent, on voit que & (z,, y,) correspond un point (U', V', W'} de la surface
@,(U, V, W)=o voisin du point (U,, V,, W,) et & (z,+ Mo+ Ndo, y,+ Mif+
+Nif'+2Pin) un point (U", V', W") voisin du point (U,, V,, W,). Les deux
points (U', V', W'), (U", V"', W") sont distincts, car ils sont aussi voisins qu’on le
veut, (e, étant arbitrairement petit) respectivement de (U,, V,, W,) et (U,, V,, W,)
qui sont eux-mémes distincts. Mais cela est en contradiction avec la triple
périodicité de ¥, (z, y), ¥,(=, y), ¥,(z, y), en remarquant que (z,, y,) n’est pas
un point d’indétermination.

L’hypothése faite que ¢ = ¢ est donc impossible, il faut nécessairement
que c=¢'.

Si 'on remplace ¢ et ¢’ par leurs valeurs et qu’on se reporte & ce que nous
avons déja vu (paragraphe 18) on voit que:
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ml 1 pV
m_ n p

Désignons par m,, n, et p, les quotients de m, n et p par leur plus grand
commun diviseur. Il est clair que m', n' et p' seront des équimultiples de m,,
n,, p,. Cela revient & dire que pour toutes les courbes logarithmiques de J,,
4 résidus positifs, les résidus conjugués de J,, J, seront des équimultiples de
ot oy g, mAtmd tapn

247w 27

Si 'on considére une section plane quelconque, non particuliére, de la sur-
face @, — o, pour cette courbe les intégrales J, ct J, se réduisent & des inté-
grales abéliennes, que nous désignons par (J;) et (Jy); la somme des résidus
positifs, multipliés par 2ix, de (J,) est de la forme N,(m,i3 +n,¢f'+2p,iw) et
la somme des résidus correspondants de J,, multipliés par zi:wr, est de la forme
N,(m,w+n,0') ou N, est un entier. D’une fagon analogue, on aura, en consi-
dérant les résidus négatifs de (J,) les sommes N,(m,i8+n,ip3 +2p,in) et
N,(m,0 +n,0"). En remarquant que (J,) ne peut pas devenir infinie sans que
(J,) le devienne, c’est-a-dire que (J;) n’a pas de point logarithmique en dehors
de ceux qu’on vient de considérer, on peut écrire, la somme des résidus d’une
intégrale abélienne étant nulle:

N (mw+n o)+ Nyimw+n,0)=o,
Ny(m,B+n,8 +2p,7) + Ny(m, 8+ n, 8" + 2p,w) = 0.

Or N, et N, ne peuvent pas étre nuls car (J,) a au moins un point loga-
rithmique, comme nous I’avons déja montré. On tire de la, par un calcul déja
fait (paragraphe 18):

m_ " _ D

m'.’, nZ p'.’ ’

et comme les numérateurs sont premiers entre eux ainsi que les dénominateurs
on voit que

my=+m,, Ny==%"0n,, P==%xP

Done tous les résidus conjugués pour J, et J, sont des équimultiples de
mx("‘f‘"xw, et de mpg+np+apm
207 27
dus négatifs pour J,.

, quil s’agisse de résidus positifs ou de rési-

Il en résulte que la différence J,—cJ, a tous ses résidus nuls. Comme
elle n’a pas de singularités polaires, c’est une intégrale de premiére espéce.
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Si nous posons i nouveau

myo + n, o
X—g— o O me
v im, p+n, 3+ 2p, ) Y
7 — J\_,__.,‘Z‘{[‘*‘V s /?
Tt g vepal
puis:
m,o+n, o
X=dJd,—- o J,=K
oim g+ nptep ) Y X
27 J— Ky

Y =
m,ﬂ+n,ﬁ'+2p,ﬂ v

Kx est une intégrale de premiére espéce; comme les résidus de J, sont des

mlﬂ+nlﬁ,+2plﬂ

multiples de pye

ceux de Ky sont tous des nombres entiers.

42. 11 est facile maintenant de mettre en évidence une propriété remar-
quable des zéros et pdles de U, ¥V, W considérées comme fonctions de X et Y.

Nous supposons, pour simplifier les raisonnements que les sections planes de
O,(U,V, W)=o définies par U=o0; V=0; W=o0, sont des courbes qui ne se
décomposent pas en plusieurs autres; cela ne restreint pas la généralité puisqu’on
pourrait toujours effectuer sur la surface une transformation homographique, sans
rien changer & ce qui précéde.

Nous désignerons par U(X, Y), V(X, ¥), W(X, Y) les fonctions méromorphes
obtenues en considérant U, V, W comme fonctions de X et Y.

Si dans Kx et Ky, on suppose U=o0, ces intégrales se réduisent & deux
intégrales abéliennes (Kx)y, (Kr)v relatives 3 la courbe U=o0 de la surface
O, (U, V, W)=o0 et les équations

67) { wa (Kx)v

Y = (Ky)v
définissent une multiplicité simple de zéros appartenant a U(X, ¥), lorsque le
point (U, ¥V, W) se déplace sur toute la courbe U= 0. Remarquons que U(X, Y)
admet aussi toutes les multiplicités de zéros qui se déduisent de la précédente
par l'addition & X et & ¥ des sommes de multiples des périodes que l'on peut
prendre sous la forme (o, 2i7), (v, 18,), (w;, i8,).

Nous allons montrer que, parmi toutes ces multiplicités, il n’y en a qu’un

nombre fini de distinetes.
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En effet, l'intégrale (Kx)y est de premiére espéce et ne se réduit pas & une
constante puisque la courbe U =10 n’est pas une courbe plane particuliére sur la
surface et que Kx n’est pas une constante puisqu’elle admet certainement les
périodes @, et w, (comme on le voit en faisant varier et ¥, d’'un systéme de
valeurs z,, y, arbitraire jusqu’a un systéme de valeurs z, + mw+ no', y, + mig+
nif + 2 pin). Donc lintégrale de premiére espéce (Kx)y a deux modules de
périodicité distincts £2,, £2, de rapport imaginaire et de la forme:

Q=0+ ko,
Q=p 0+ 1,0,

(A, 4, 1, et u, étant quatre entiers qui forment un déterminant différent de
2éro) et tels que tous ses autres modules de périodicité sont des sommes de .
multiples de 2, et £,.

(Ky)v admettra des modules de périodicité, correspondant a £2, et 2, de la
forme

1B, =48, + 4,0, + 24, ),
By =i, 8, + 1, 8, + 205 7).

Elle admettra, en outre, nécessairement des périodes auxquelles correspon-
dront zéro pour (Kx)y et qui seront des multiples de 2¢w, puisque l'intégrale
(Ky)v a au moins un point logarithmique dont le résidu est entier. Tous les
modules de cette nature pour (Ky) seront tous les multiples entiers d’un certain
multiple entier de 277; soit 2vix ce multiple. Les intégrales (Kx)y, (Ky)y ad-
mettront donc les trois systémes de modules conjugués: (2, vB,), (£2,,¢B,),
(0, 2vim) tels que tous leurs autres modules de périodicité conjugués seront des
sommes de multiples entiers des précédents. Or ces trois systémes de périodes
se déduisent des trois systémes (w,, 18,), (w, ¢8,), (0, 2¢7) par la transformation
dont le déterminant est:

A Ay A
Uy Wy fg | =v(Apy — A py).
(0] (o] v

Si I'on pose §=v(du, —4,4,), il y aura parmi les multiplicités de zéros
qui se déduisent de (67) par addition des multiples de {(w,, 8,), (w,, ©8), (0, 2¢7)
en tout J multiplicités distinctes.?

1 Car parmi les homologues d'un point (z, ) relativement aux trois systémes de périodes
(0, 2im), (w,;,18,), (@,,%8;) il y en a & qui sont distincts relativement aux trois systémes de
PériOdes (0, 2’”:”), ('Ql,iBl)) (Ql:iB!)'
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La fonction U(X, Y) a donc § multiplicités simples de zéros et n’admet pas
d’autres zéros. Remarquons que U(X, Y) ne saurait admettre un multiplicité de
zéros doubles si U= o0 est une section plane quelconque de la surface; en effet
la méme circonstance ne pourrait pas se présenter pour la fonction U(X, Y)— 7,
ol % est une constante quelconque, d’aprés un raisonnement déja fait.

Cherchons maintenant, pour la multiplicité simple (67) quelles sont les valeurs
de Y qui correspondent 3 une valeur donnée de X. Il nous suffira, pour cela,
d’appliquer un théoréme de M. E. Picarp, & Pintégrale de premiére espéce
(Kx)v qui n’a que deux périodes distinctes. D’aprés ce théoréeme a chaque va-
leur finie X, de X correspondent N points de la courbe U =o, N étant un
entier déterminé. A chacun de ces points correspondront pour y une valeur y,
(n=1, 2,...N) et toutes celles qui s’en déduisent en ajoutant des multiples de
zvim: il v’y a pas & ajouter de multiples de ¢B, et de iB,, car sans cela il
faudrait ajouter a X, les multiples correspondants de 2, et 2,. Done & X = X,
correspondent pour e¥ seulement N valeurs.

On voit bien facilement que chacune des déterminations de e¥, considérée
comme fonction de X ne peut admettre d’autres singularités que des points sin-
guliers algébriques (poles ou simplement points de ramification) pour toute va-
leur finie de X. Il en résulte que les fonctions entiéres symétriques simples des
N déterminations de e¥, qui sont des fonctions uniformes de X, se réduisent a
des fonctions méromorphes de X. Par suite, la multiplicité (67) a une équation

de la forme:

P,(e¥) =0

ou P, est un polyndme entier de degré N en el; les coefficients sont des fonc-
tions entiéres de X, qui n’admettent pas de facteur commun; c’est-a-dire qu’ils
ne sont pas divisibles par une méme fonction entiére de X qui s’annule.

Tl en sera de méme pour ce qui concerne les (6 — 1) autres multiplicités de
zéros de U(X, Y). L’équation de Dlensemble des J multiplicités aura donc la

forme:
Q(e¥) —o
@ étant un polyndme analogue & P, de degré N .
Cette derniére équation donne, d’aprés ce qui précéde tous les zéros de
U(X, Y). 1l est clair que les poles de U(X, Y) seront donnés d’une fagon

analogue par une équation
Ql (eY) =0
analogue & la précédente, car on peut changer U en ;] dans 'équation de la sur-

face.
Acta mathematica. 33. Imprimé le 25 octobre 1909. 28
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Soit:
p=dN

Q(e¥) = X Ap(X)erY

p=0

le polynéme @ ordonné suivant les puissances de e¥.
Les zéros de @(e¥) admettent les trois systémes de périodes (o, 2 i7), (w,, 18,),
(w,, 78,). On aura donc comme au paragraphe (28) les identités:

Ap(X + o)) = enXD—rik 4 (X)
Ap(X + w,) = e D1 4 (X).

(68)

En multipliant Q(e¥) par une fonction entére de X qui ne s’annule pas,
on peut supposer que dans les formules précédentes g,(X)=o et ¢g,(X)=aX +b
ol a et b sont deux constantes; si nous posons

Q(e¥") =R\(X, ¢7)
nous pouvons supposer que 'on a les identités:

R(X + w,, e¥+ih) =R (X, ¢Y)

(69) - .
R (X + w,, e¥tir)=esX+bR (X, e¥).

Si my» est Pentier caractéristique de la fonction U relatif aux systémes de
periodes (w,, i8,), (w,, 1,), il sera aussi Penticr caractéristique pour R, (X, e¥);

par suite
2 17TMy,2
w,

a —

De la méme facon, pour les poles de U, on pourra multiplier ,(e¥) par une
fonction entit¢re de X, ne s’annulant pas de sorte que le produit B,(X, eY) satis-

fera aux identités:
R(X + w,, e¥+if) — R, (X, e¥)

(70) iy .
R (X + w,, e¥Y+ilt) — aX+V B (X eY)

A 2 iﬂm
oil a est la méme constante — — ——° que plus haut; &' est une autre constante.

w,
R (X, e¥)
R,(X, eY)
U(X, Y) et par suite nous pouvons poser:

Le quotient admettra les mémes zéros et les mémes pdles que

.
U n=ple)

(- ) pHX. 1)
R,(X, eY)




Sur les fonctions triplement périodiques de deux variables. 219

ou H(X, Y) est une fonction entitre de X et Y; U(X, Y) admettant les trois
systémes de périodes (o, 297), (v, 183,), (w,, 18,;), il résulte de (69) et (70) les
identités:

eH(X+o, Y+id) — (H(X, Y)

eH(X+(DZ, Y+ig) eb'—beH(X: Y)

eH(X, Y+2in) __ oH(X, T)

dJH , JH
ix ** 7y
les trois systémes de périodes: comme ce sont des fonctions entitres elles se
réduisent & des constantes et par suite on a:

En prenant les dérivées logarithmiques on voit que admettent

HX, Y)=a,X+b7Y +g¢

a,, b,, ¢, étant trois constantes. Mais comme e#XY) admet la période z im rela-
tivement & la variable Y, b, est un nombre entier. Finalement on aura:

e X+ Y+ }B1 (X, eY)

UX, ¥)= (X, )

Comme b, est un entier, le second membre est une fonction rationnelle de e¥, et
les coefficients sont manifestement des fonctions @ de la variable X.

On aura ensuite des expressions de méme forme pour V(X, Y)et W(X, Y).
Si nous revenons & la fonction z=f(z, y), nous avons vu qu’elle est une fonction
rationnelle de U, V, W. Elle sera donc elle-méme une fraction rationnelle en
e¥, les coefficients étant des fonctions @ de la variable X.

Ainsi se trouve établi le théoréme qui était le but de cette derniére partie.

Note I.

Les zéros de la fonction entidre g,(z,y) admettant les trois systémes de
périodes non exceptionnels (o, 2 in), (w, i), (o', i8') si lon fait le changement de
variables

(1) X=""g Y=y—%ﬂx

la fonction g,(x,y) deviendra une fonction enti¢re G,(X, ¥) dont les zéros ad-
mettent les trois systémes de périodes:
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(0, 2 ¢51), (27, 0), (a, b)
en posant:

. o . . B’ .
(2) a=21ﬁg—=l, + w0, b=zﬁ’——~‘[i—u=lz+;tzz.

A, 4, Ay, p, sont les parties réelles et les parties imaginaires de a et de b.
Nous aurons
A #0

. o , . . .
puisque le rapport o est nécessairement imaginaire.
De plus nous pouvons supposer que la fonction G,(X, Y) (et par suite aussi
g:(z, y)) a été multipliée préalablement par une fonction entiére ne s’annulant pas
et choisie de telle sorte que I'on ait les trois identites suivantes:

G (X, Y +2im)=G, (X, Y)
(3) (X +2im, Y)=em1¥YG (X, Y)
G (X t+a, Y+ b)—efdX N+aX4mu Y (X, Y)

ot my1, mg: sont les entiers caractéristiques relatifs a (2 ¢, o) et (o, 2 %) pour
le premier, (a, ) et (0, z i) pour le second. G,(X, Y) est une fontion entidre
admettant la période 2 iz relativement & chacune des variables X et Y; A est
une constante dont il est inutile ici de préciser 'expression. C’est la, aux nota-
tions prés, le résultat déja rappelé de M. ApprLL. Or on peut trouver une
fonction entiére H(X, Y) satisfaisant aux identités suivantes:

H(X +2in, Y)=H(X, Y + 2in)=H(X, Y)

6,
YiX

d
H(X+a, ¥ +b)—H(X, ¥)=2,0% + 1,0
(Voir & ce sujet notre Mémoire cité, page 36).

En revenant aux variables z et y, G,(X, Y) et H(X, Y) deviendront re-
spectivement g,(x, y) et h(z,y) et ces deux fonctions entiéres satisferont aux

identités suivantes:

gz(x7y+2i7t)=g2(x’ y) k(~”«‘+w,y+i{”)=h(x, y)
(4) 9@ + 0,y +if)=g,(z, y)
h(z, y + 2im) =h(x, y)

lowdg,

2 tm 0%

Rlx + o,y +i8)—hiz, y)=
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) .
car il résulte des formules (2), g et 8 étant réels, que ).2=—-—2—‘7—€ et par suite

que l'on a:
dg, z2ix[. 0@, G,
5) it LS RN R
On posera ensuite, z, désignant une constante

&
ko, y) =0 [ )dz

Zo
et 'on aura les identités suivantes (voir Mémoire cité page 38)
k(x, y + zin)=k(z, y)
(6) k@ + o y+if)—kz, y)=—o(y)
k(z + o,y +if)—k(=, y) =g:(z, y) — ¥ ()
ol @(y) et Y(y) sont deux fonctions entiéres de y, admettant la période 2 im.
Considérons maintenant la fonction g,(z, y) définie en posant
(7) 9 (@, y) = e *=)g, (z, y).
Cette nouvelle fonction satisfait aux identités suivantes qui résultent sans
difficulté, des identités (3) et (6)
g3(x, y + 29m) = g,(, y)

1 (%}
. 21\ y— — )
Go(@ + w, y + i8) = ™V B Jrow gs (2, y)

9:(z + @, y + i) = et distmaing, (g, y)

olt A, est une constante.
Si I'on pose ensuite:

1,
ma, s —ﬂ— x?

gul, y) =g,(z, y)e 2
g.(z, y) satisfera aux nouvelles identités:
g (x, y + 2im) =g,(, y)
g (T + w, y -+ 1) = ew(v)+cx+mz,xyg‘ (x, y)

gz + o', y + i) = e¥rdizrmay+ag (r y)

ou 4,, ¢, et ¢, sont trois nouvelles constantes.
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En écrivant I'expression de I’entier caractéristique ms» on obtient:
2 immsz =Py + if) — ¥(y) + A0 + ma1if — @y + 18) + ply) —ma1if’

En remarquant que ¥(y) et ¢(y) sont deux fonctions entiéres admettant
la période 2im, et par conséquent deux séries procédant suivant les puissances
positives et négatives de ev, I'identification donne immédiatement:

o Yy + i) —Yy) =y +i3)—¢H)

myatf + me1if + 2mgain
(8) A2=—1’3{>’ 2,1(013 3,207

Posons en outre

P (y) =9 (y) + ¢, )=y +ec

nous obtenons finalement les formules

gi(x) y+ 27:77;)=g4(x7 2/)
9. (% + 0, y + 18) = enWimnig, (z, y)

9, (x + o, y + iff) = eIt daiztmav g (x, y)

ol ¢, (y) et Y, (y) sont des fonctions entiéres admettant la période zim et satis-
faisant & l'identité:

Py + B — )=y, (y + iB) — ¥ (y)

et 4, ayant la valeur (8).

Note II.

Soit, entre les variables y et ¢, une relation de la forme
(1) y=ALb+g¢m

ol A et B sont deux constantes dont la seconde est supposée différente de zéro,
la premiére pouvant étre nulle; p est un entier positif, non nul; ¢(¢) est une
fonction de ¢ qui, pour {=o, est réguliére et différente de zéro; on peut sup-
poser @ (o) = 1.

Dans le plan de la variable ¢ menons par I'origine deux demi-droites OD, OD/,
la premiére faisant avec ox un angle quelconque, mais fixe, o et la seconde fai-



Sur les fonctions triplement périodiques de deux variables. 223

sant avec or l'angle « + % - Si t reste & l'intérieur de I'angle de OD sur 0D/,
en prenant une détermination quelconque de Lt on aura une fonction uniforme
de t, telle que le produit t? Lt tende vers zéro avec f.

Si nous écrivons alors:

(2) -—:Z;;[(p(t) + fgtth]

<

la quantité entre crochets aura pour limite 1 lorsque t tend vers zéro, puisque
¢(0) = 1.

On peut donc choisir un nombre positif r, inférieur au rayon de conver-
gence de ¢(f) et en outre assez petit pour que si

[tl<r,
¢ restant toujours dans I'angle DOD', Pargument de

A
p(t) + ptrLt
reste compris entre + ¢ et —e, ¢ étant un nombre positif trés petit donné a
Pavance.
Sous ces hypothéses, si nous appelons d et d' les points de rencontre de
OD et OD' avec le cercle ayant pour centre l'origine et r pour rayon, le point

. . . 2
¢t reste 4 lintérieur du secteur circulaire dod’' d’angle —;7 et de rayon r. Dans
tout ce qui suit ¢ sera toujours supposé & lintérieur de ce secteur ou sur son
périmétre.

Désignons par m un nombre positif, limite supérieure du module de y, lors-
que ¢ reste sur l'arc de cercle dd'. Choisissons un nombre positif M supériear

a m. Comme il résulte de 1'équation (2) que y augmente indéfiniment lorsque ¢
tend vers zéro, on peut choisir un nombre positif ¢ assez petit pour que si

[t <e
ly|>M.

on ait

Nous désignerons par ¢ et ¢' les points ol le cercle de centre O et de rayon
¢ coupe OD et OD'. Nous allons supposer que le point ¢ reste & P'intérieur du
contour limité par les deux arcs de cercles dd', §0' et par les deux segments
rectilignes dd, d'd’. Imaginons maintenant, que le point ¢ soit sur le segment
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rectiligne dd. L’argument de ¢ est alors égal & «; désignons par g 'argument

de B; celui de ¢(t) + %tﬂLt est compris, comme il a été dit, entre — ¢ et ¢. Done
Pargument de y est lui-mméme compris entre §—pa—e¢ et 38— pa + ¢; or langle
«, resté jusqu’ici arbitraire peut &tre choisi de facon que g—pa=o0. L’argu-
ment précédent de y est alors compris entre —¢ et + &.

Si dans le plan de y nous tragons deux demi-droites wd, wA' issues de
Porigine w, et correspondant aux arguments + ¢ et —e¢, les valeurs de y qui
correspondent aux valeurs de ¢ situées sur dd, seront intérieures a I'angle dwA'.

Si on suppose que t est sur d'd’ c’est-d-dire a un argument égal a o + 2: ,

la conclusion reste la méme: les valeurs de y sont encore dans Pangle Awd'

Il est maintenant facile d’étudier le contour que décrira le point y, si ¢
parcourt dans le sens direct le contour §'ddd'd’ formé par les deux arcs de cercle
et les deux segments rectilignes.

Tragons pour cela dans le plan de y les cercles de centre w et de rayons
respectifs m et M et qui couperont le premier en [ et n, le second en L et N
les demi-droites w4 et wA'.

Si t parcourt l'arc dd’ dans le sens direct le module de y reste inférieur a
m; y part d’un point y, intérieur au cercle de rayon m et intérieur a 'angle
Awd', et aboutit & un point y, situé de fagon analogue, aprés avoir fait une fois
le tour de Porigine dans le sens indirect et & I'intérieur du cercle de rayon m.

t parcourant d'd’, y reste dans langle Awd' et parcourt un chemin y,y,
aboutissant au point y; de module supérieur & M.

t parcourant larc §'d, y parcourt un chemin y,y, tout entier extérieur au
cercle de rayon M et aboutissant au point y, intérieur & Jowd', aprés avoir fait
une fois le tour de origine dans le sens direct. Enfin ¢ parcourant dd, y reste
dans Pangle 4w’ et y décrit un chemin y,y, aboutissant au point initial ¥,.

Désignons par U laire de la couronne comprise entre les deux cercles précé-
dents de rayons M et m, et dont on a retranché toute la portion intérieure a
Pangle Jwd'.

Si y, est une valeur intérieure a U, il résulte de ce qui précéde (il suffit
de faire la figure pour s’en rendre compte) que Iargument de (y —y,) augmente
de 2 iz lorsque ¢ parcourt le contour dd'd'dd et que par conséquent l'équation

y, = ALt + %(p(t)

admet en ¢ une racine et une seule intérieure & dd'd'dd, et par suite évidem-
ment, une seule dans le secteur d'od (Lt ayant toujours, bien entendu, la méme

détermination que celle qui a été choisie au début).
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Mais comme M est tout & fait arbitraire et assujetti seulement & la condi-
tion d’@tre supérieur & m, on voit que l'aire U peut comprendre toute la por-
tion du plan représentatif de y, dont on a retranché les portions intérieures soit
au cercle de rayon m soit & 'angle Jwd'.

La variable y restant dans cette aire U, nous avons ainsi défini une fonc-
tion uniforme ¢ de y satisfaisant & la relation (1). Cette fonction est évidem-
ment réguliére et fend vers zéro lorsque y augmente indéfiniment en restant tou-
jours dans Paire U.

2) Supposons que Pon ait:

x=fR1(u, v)du, " yzj R, (u, v)du,

ol les deux intégrales sont deux intégrales abéliennes attachées & une méme
courbe algébrique, (u, v) étant les coordonnées d’un point de la courbe. Si un
point (u,, v,) est un point singulier pour Pintégrale y, exprimons les coordonnées
(u, v) d’un point de la courbe au voisinage de (u,, v,) comme fonctions réguliéres,
pour t=o, d'un certain paramétre ¢, {= o correspondant a (u,, v,), et a un
point (u, v) trés voisin de (u,, v,) ne correspondant qu'une seule valeur de t.

L’expression de y sera de la forme suivante (en choisissant I'une des déter-
minations de l'intégrale)

B
y=ALt + t?w(t)

@(t) étant réguliére pour t—=o, 4 et B des constantes, p un entier positif qui
ne sera pas nul si le point singulier n’est pas logarithmique simple ce que nous
supposerons d’abord; B est alors =o0; A peut étre nul. Nous retrouvons ainsi
I’équation (1) du paragraphe précédent. Nous supposons que les expressions de
z et de y satisfont & la relation

(3) g(z, y)=o,

ol g(x,y) est une fonction entiére dont les zéros admettent les trois systémes
de périodes conjuguées non exceptionnels (o, z i), (w, 12), («', 7¢'). Prenons dans
le plan de la variable y une bande V limitée par deux paralléles & 'axe des
imaginaires pures et choisies de telle sorte que la bande ¥V ne contienne aucun
point de ramification de x considérée comme fonction de y dans la relation (3).

Retranchons de la bande V, si il y a lieu, la portion qui pourrait se trou-
ver extérieure & l'aire U définie dans le paragraphe précédent et soit V, ce qui
reste, aprés cela, de V. La bande V, s’étend certainement jusqu’a Pinfini dans
les deux sens.

Acta mathematica. 33. Imprimé le 25 octobre 1909, 29
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Nous pouvons donc supposer que y se déplace sur une parallele G & Paxe
des imaginaires située dans ¥, de telle fagon que la partie imaginaire de y va
en croissant au deld de toute limite.

Puisque z et y satisfont & 1'équation (3), nous avons vu qu’il existe pour
x considérée comme fonction de y & Vintérieur de V des augments conjugués,

et par suite que % a une période non nulle de la forme w78 + v,18' + 20,77

Lo, . d
Donc y parcourant la droite @, dans le sens indiqué, le point representant Zig

parcourt un nombre illimité de fois un contour fermé déterminé I'; mais d’autre
part, y augmentant indéfiniment, ¢ tend vers o comme nous P'avons vu; donc
(u, v) tend vers (u,, v,) et par suite

dr R,(u, v)

@sz(u, v)

tend vers une valeur parfaitement déterminée. Il est donc nécessaire que le

(3o . . 1 dx
contour I" se réduise & un seul point, c’est-d-dire que -~ = const. On aura

dy
alors entre x et y la relation du premier degré:

wo+ v o
4) ' h

xzyliﬂ+ v, 1p +2gli7ty te

¢ étant une constante, et le coefficient de y se trouvant déterminé par I'existence
des augments conjugués (i, w + », «', w1 + v,78' + 2 ¢,iw). Done, P'intégrale

Y= (Rl(u, v)du

ne peut admettre de singularité polaire, méme superposée & une singularité loga-
rithmique que si z et y sont lides par la relation (4) c’est-a-dire si g(x, )
admet une multiplicité simple de zéros fournie par (4). A part ce cas excep-
tionnel, lintégrale fR,(u,v)du ne peut avoir que des points logarithmiques
simples.

Mais ce cas d’exception se trouve lui-méme écarté dans les circonstances
suivantes. Supposons que les formules précédentes

”

@ = [Rl(u, v)du, ?/—“—JRz(“’ vidu

aient pour conséquence nécessaire les formules suivantes
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w=f (2, y)
v="[(, ).

ol f, (%, y) et f,(x,y) sont deux fonctions méromorphes de z et y aux périodes
(0, 21m), (w,18), (v, ¢p). (Cest 134 le cas qui se rencontre aux paragraphes 34
et 39 de la 2®m° partie de notre mémoire). Si nous supposons comme plus haut,
que y parcourt la droite ¢ dans le sens positif de I'axe des imaginaires, y aug-
mentant de p i + v, 98 + 294, x augmente de u,w+ v, et w et v repren-
nent les mémes valeurs par suite de la périodicité de f, (2, y) et f,(z, y). Donc
u et v ne tendent pas vers u,, v, et par suite ¢{ ne peut pas tendre vers zéro.
La contradiction avec ce qui précéde est évidente, et 'impossibilité d’une singu-
larité polaire pour y se trouve démontrée dans ce cas.

Note III.

1. Considérons le systéme d’équations:

(1) {x:ﬂu, v)

y = (u, v),

ou f(u,v) et ¢(u,v) sont deux fonctious qui pour u = o0, v= o sont régulidres
et s'annulent et qui, dans le voisinage de ce point u =1 =0 n’ont pas de facteur
commun. On peut supposer que f(o, v) et (o, v) ne sont nuls identiquement ni
Pun ni Pautre: dans le cas contraire, on effectuerait sur » et v une substitution
linéaire générale, ce qui ne changerait rien aux conclusions qui suivent.

Enfin f(u, v) et @(u, v) sont deux fonctions indépendantes, c’est-a-dire dont
le déterminant fonctionnel n’est pas nul identiquement, mais peut s'annuler pour
U=v=o0.

Dans ces conditions, montrons que pour chaque systéme de valeurs arbi-
traires d’ et y, mais choisies dans un domaine assez petit défini par les iné-
galités

lel<e  lyl<s
les équations (1) admettent un systéme de solutions au moins en u et v, dans
un certain domaine

Jul<sn Jol<y

ouvant étre aussi petit qu'on le veut, si ¢ a été choisi assez petit.
7 q )
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En effet, comme la fonction x — f(u, v) des trois variables x, u, v ne s’an-
nule pas identiquement pour x = o, u = o, ’équation

x—f{u, vy=o0
est, dans un domaine assez petit du point w=v-=z-—o0, équivalente a1'équation
Pv)=o,

ou P(v) est un polyndme entier en v, d’un certain degré n, dans lequel le coef-
ficient de »” est ’unité, tous les autres coefficients étant des fonctions réguliéres
de u et x pour ¥ =x =0 et s’annulant pour ce systéme de valeurs.

De la méme fagon, 1'équation

y—olu,v)=o0

peut étre remplacée par I'équation équivalente

Q(v)=o,
ol @(v) est analogue & P(v).
Entre les équations
Pw)=o
(2) {
Qv)=o

on peut éliminer v et on obtient un résultant
RB(u, z, y) =o.

B(u, x, y) est réguliére et s’aunule pour u =z =y =o0. Mais R(u, o, o) n'est pas
nul quel que soit u, car sans cela les équations

o= f(u, v)
o=¢(u, v)

auraient en » une solution commune quel que soit u, ce qui est impossible puis-
qu’on suppose que f{(u, v) et p(u, v) n’ont pas de facteur commun.
Il en résulte que la relation

R(u, z, y)=o
est, dans un petit domaine du point =z =y =0, équivalente & I'équation

(3) S{u)=o,

ou S(u) est un polyndme entier en u dont les coefficients sont, pour z =y -=o,
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des fonctions réguliéres et qui s’annulent, sauf le coefficient du terme du plus
haut degré qui est égal & 1.

Si Pon donne & z et y dans Péquation (3) un systéme de valeurs arbitraires
x,, ¥, choisies dans un domaine trés-petit

lel<e.  lyl<e

cette équation fournira au moins une valeur w = u, trés-petite aussi. Le résul-
tant des équations (z) étant nul pour x ==, y—y,, w—-u,, ces équations admet-
tront en v une racine commune trés petite v =v,, si x, y, v sont remplacés par
xl’ ?/1’ ul’

La propriété énoncée se trouve donc établie.

2. Considérons en second lieu le systéme suivant

(1) {x=M%wﬂ%w

y = A(u, v)p(u, v),

ou A(u, v), f(u, v), ¢(u, v) sont trois fonctions réguliéres pour 4 —v==0; de plus
A(u, v) s’annule pour u=w-=o0 et P'on suppose que A(u, v) est irréductible an
voisinage de u—wv=—o0, c¢’est-a-dire n’est pas le produit de deux fonctions régu-
lidres et s’annulant pour = ==0; en outre on peut supposer que i(o, v) n’est
pas nul identiquement, sans cela on effectuerait sur u et v une substitution
linéaire générale. Enfin ¢(o, 0) est supposé différent de zéro, de sorte que au
voisinage de uw —wv =0, ¥ ne peut s’annuler que si 2(u, v) s’annule.

Dans ce qui suit nous éerirons 4, f, ¢ au lieu de A(u, v), f(u, v), p(u, v) -
pour abréger I'écriture.

/

Le quotient P est une fonction réguliére dans un domaine

(5) Jul<e,, lvl<e

choisi assez petit puisque ¢(o, o) = 0. Posons:

(6) N

Y, sera réguliére pour w==v=o0; soit a, la valeur de ¥, (o, 0); la différence
Y,—a, sannule pour w=v=o0; supposons qu'elle soit divisible par le facteur
A(u, v) et posons

(7) Y, =a, + if;

f; sera une fonction de u et v réguliére pour u =v=o.
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Posons:

i
(8) P wz ’

et a, étant la valeur de ¥, (o, o), supposons que ¥,—a, est encore divisible par
A{u, v), et soit

(9) %2%+7~f~;,

f, étant réguliére pour v =wv =o0. Posons encore:
(r0) ==,

en appelant a, la valeur de Y(0, 0), si la différence ¥, —a, est aussi divisible
par A, nous poserons

(11) Yy =a; + Afy;

en poursuivant ainsi, supposons qu’on arrive a une fonction Y, telle que la
différence ;—as ne soit pas divisible par . Si cette circonstance s’était pré-
sentée pour la premidre différence ¥/, —a,, on aurait dans ce qui suit s=1.

On a entre les fonctions ¥,, ¥,, ... ¥, les identités suivantes

¥y =a, + gy,
(12) Y =a, + gy,
Ws1 = as—y + ApYs
D’oti Pon tire la suivante:
(13) Wy =0y + ay (hp) 4 as (Ap)® + - + as—y (Rp) =% + Y5 (gp)*~1.

x et y étant lides & u et & v par les relations (4). I'identité précédente multipliée
par ip, peut &tre écrite sous la forme:

(14) =a,y + a2y2 4 e+ as——-l?js_l + ysw‘.
Si s==1, il n’y a pas d’identités (rz), mais on a immédiatement d’aprés (6)
r=y Y,

qui rentre dans la relation (14) pour s=1.
Considérons les deux équations
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(15) {a:%(u’ o) a

y = A(u, v)p(u, v)

les seconds membres sont des fonctions réguliéres pour w =0, v =0, sans facteur
commun dans le voisinage de ce point. Car Z(u, v) est le seul facteur, irréduc-
tible par hypothése, du second membre de la deuxiéme équation et il n’appar-
tient pas, par hypothése, & Y(u, »)—a,. Dailleurs les deux seconds membres
du systéme (15) sont des fonctions indépendantes de u et v; car si Y, (u, v) était
fonction de y, d’aprés (14) a serait aussi fonction de y, et dans les équations
(4) les seconds membres seraient liés par une relation, cas que nous écartons ici.

Il résulte de la, d’aprés le premier paragraphe de cette note, que si nous
prenons pour o et y deux valeurs arbitraires «, et y, d'un domaine assez petit:

lef<e, lyl<e

les équations (15) admettront en u et v un systéme de solutions (u,, v,) dans un
domaine trés-petit
lul <y, fol<y

donné & l'avance. Par suite, si #, est la valeur de z fournie par la relation:

(16) T=a, Y T ay; t o Fayi + (e +a.)ys
on aura:
x, = A(u,, vy) f(uy, v,)

Y =l(u1, ”1)(/’(%, v1)'

En résumé, si dans la relation (16) on prend y, et «, arbitraires mais assez
petits, les équations (4) pour z=z,, y =y, admettent un systéme de solutions
en u et v appartenant au domaine

lul<n, fol<y

ou 7 a été pris arbitrairement petit.

Nous avons supposé, pour parvenir & ce resultat, que, aprés un certain nom-
bre d’opérations, on parvenait & une fonction i, telle que ¥, —a, ne soit pas
divisible par A(w, v). Montrons maintenant qu’il en est toujours ainsi.

Si dans les équations (4) on remplace u et v par deux fonctions arbitraires
d’un paramétre !, réguliéres pour =0 et s’annulant pour cette valeur, pour
des valeurs assez petites de ¢ les seconds membres seront des fonctions réguliéres
de #, et x et y se présentent ainsi comme fonctions réguliéres d’un seul para-
métre. On peut alors considérer « comme fonction de y, et le développer, comme
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on sait, suivant les puissances entiéres et positives de (y)? p étant un entier
positif. Or les premiers termes du développement sont manifestement donnés
par la formule (14) jusqwau terme en y*! inclusivement. Si on ne parvient
pas & une fonction v, telle que Y5 —a, ne soit pas divisible par Z(u, v), on pour-
rait avoir tous les termes du développement de z suivant les puissances de y;
cela revient & dire que x serait toujours la méme fonction de y quelles que soient
les deux fonctions de ¢ qui remplacent u et v. Mais alors il y aurait évidem-
ment une relation entre z et y considérées comme fonctions de u et v, hypothése

que nous avons écartée.




