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SUR LES FONCTIONS TRIPLEMENT P! RIODIOUES 
DE DEUX VARIABLES. 

PAR 

P. COUSIN 

"~ BORDEAUX. 

La th6orie des fonctions mdromorphes triplement p6riodiques de deux vari- 

ables complexes semble n'avoir 6t6 jusqu'iei l 'objet  d'aucune 6tude sp6ciale. Tan- 

dis que dans la th6orie des fonctions d'une seule variable, l '6tude des fonctions 

simplement p6riodiques et, en partieulier, des fonctions trigonom6triques a pr6- 
c6d6 ce]le des fonctions elliptiques, au contraire pour les fonctions p6riodiques 

de deux variables les math6maticiens ont abord6 directement le cas des fonctions 

ab61iennes. I1 s'est trouv6 ainsi, dans la th6orie des fonctions p6riodiques, une 

lacune que M. Al~PELL avait  signal6e s notre attention il y a plusieurs ann6es. 

Tout le pr6sent M6moire a pour but  de combler ce vide dans une certaine mesure, 

en 6tablissant les principes fondamentaux de la th6orie des fonctions triplement 
p6riodiques de deux variables. 

Notre travail est divis6 en trois parties. L'introduction est consacr6e 
des propri6t6s des syst~mes de p~riodes; nous avons dfi reprendre sommairement 

quelques r6sultats connus pour les adapter, en ]es pr~cisant, h ]a suite de notre 

M6moire. Nous introduisons ensuite la notion nouvelle d 'un invariant pour (n+ 1) 

syst~mes de pSriodes (dans le cas de n variables) et ]es entiers caraet~ristiques 

correspondants. Dans la premiere Partie nous 6tudions les z~ros des fonetions 

triplement p6riodiques et nous sommes ainsi conduit s ddmontrer que l'invariant 

d6fini dans l ' Introduction est n6cessairement positif. Cette condition d'in~,galit6 

que nous rattachons s la ]oi de distribution des z6ros d'une certaine fonction 

enti~re d'une variable, donne, lorsqu'on l'applique aux fonctions ab61iennes rou- 

tes les in6galit6s de ~I]~MANN. On a ainsi une interpr6tation nouvelle de ces 

in6galit6s classiques. La fin de la premiere Partie est consacr6e s la recherche 
Acta mathernatlca. 33. lmprim6 le 15 septembre 1909. 14 
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d 'une  expression ana ly t ique  gdndrale des fonctions mdromorphes  t r ip lement  p~- 

riodiques. 
L a  seconde Pa t t i e  est  consacrde tou t  enti~re h des classes spdciales de 

fonct ions t r ip lement  pdriodiques que nous appelons semi-rationnelles. Ces fonct ions 

ont  les propridtds des fonct ions abdliennes avec que]ques modif icat ions qui rappel-  

lent  t ou t  h fai t  la d~gSndrescence des fonctions ell iptiques en fonct ions tr igono- 

mdtr iques.  Cet te  analogie se t rouve  ple inement  confirmde pa r  le thdor~me sui- 

r a n t  qui te rmine  not re  Mdmoire. 

Si une  fonct ion m~romorphe de deux  variables admet  trois syst~mes de 

pdriodes non except ionnels  e t  n ' a d m e t  aucun  syst~me de p~riodes dis t inct  des 

prdcddents,  si en ou t re  ce t t e  fonct ion est lide h. ses deux d~rivdes partielles du 

premier  ordre  pa r  une relat ion alg~brique, on peut ,  apr~s avoir  effectual sur 

les variables une subs t i tu t ion  lindaire convenable,  me t t r e  ce t te  fonct ion sous 

forme d 'une  f rac t ion rationelle en eu, ]es coefficients ~ tan t  des fonct ions  O de la 

seule variable x. La  fonct ion est alors, d 'apr~s cela, ce que nous appelons une 

fonct ion semi-rationneUe. 

I n t r o d u c t i o n .  ~ 

1. On di t  que  les zdros d 'une  fonct ion ent i6re /(x,  y) des deux  variables 

x et  y a d m e t t e n t  ]e syst~me de p6riodes (a, b) ou encore que (a, b) est  un sy- 

s t6me de pdriodes a p p a r t e n a n t  aux  zdros de ](~, y), lorsqu' i l  existe une identi t6 

de la forme su ivante :  

/ (x  § a, y § b) ~ eg(~,u) / (x ,  y), 

off g(x, y) est une fonct ion enti~re de x et  y; en d 'au t res  termes / (x  + a, y + b) 

et  ](x, y) a d m e t t e n t  les m6mes zdros et  au m6me degr~ de multiplicitd. 

Si nous considdrons deux  syst~mes de pdriodes (a~, b~) et  (a 2, b~)appar tenant  tous 

deux  a u x  z~ros de la fonct ion enti~re /(x, y) et les deux identitds correspondantes  

(I) / (x  + a .  y + b~)--eg'C~,Y)/(x, y) 

(2) ](x + a2, Y + b2) ~ e~(~,u)](x, y) 

les deux  fonct ions enti~res gl(X, y) et  g2(x, y) sat isfont  h la re la t ion suivante:  

1 Sur les questions traitdes dans cette introduction on pourra consulter entre autres tra- 
vaux: le Mdmoire de 3I. '-APPELL Sltr les Jb~ctions p~;riodiq~ws. (Journal de Liouville I89I ) . -  
Un mdmoire de hi. Poi~cxa~ S~r les fonctions ab(liennes (American Journal); enfin notre Mdmoire 
sur les fonctions pdriodiques (Annales de l'Ecole normale supdrieure ~9o2) et notre Note (Socidt6 
des Sciences physiques de Bordeaux I9o3). 
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(3) g~ (x + a2, y + 5 2 ) -  91 (x, y ) -  [g2 (x + al, y + b l ) -  g2 (x, y)] ~ 2 i~ml,~, 

off ml,e est un entier positif, n4gatif ou nul. Cette identit6 s 'obtient imm~diate- 

ment par le proc~d~ habituel qui consiste s changer x et y on x + a2, y + b2 dans 
(i) et en x + a  1, y + b l  dans (2). 

Nous dirons que l'entior ml,2 est l 'entier caract~ristique (ou simplement 

l'entier) relatif aux deux syst~mes de p4riodes ( a .  b~), ( a .  b2). De la forme de 

la relation (3) qui sert de d6finition ~ m1,~, il r~sulte que 

ml,2 = - -  m2.1 

e'est-~-dire que le signe de l 'entier change lorsqu'on 6change entre eux (a .  bl) 

et (a2, b2). Lorsque nous parlerons de l 'entier relatif h deux syst~mes de p~ri- 
odes, il faudra done tenir compte de l'ordre dans lequel sont Snonc~s les deux 

syst~mes de p6riodes; de telle sorte que l'entier relatif h (a~, b~). (a2, b2)est  ~gal 

et de signe contraire ~ l 'entier relatif k (as, b2), (al, bl). 
Rien n'emp6che de supposer dans ce qui precede que les deux syst~mes de 

p~riodes (a .  b~) et (as, b2) sont identiques, c'est-s que a 2 ~ a l  et b 2 ~ b l .  
L'entier caract~ristique est alors ~videmment nul ce qui peut  s'exprimer par 

l'~galit~: ml.1 ~ 0. 
Si l'on effectue sur les variables x et y une substitution ]in~aire qui remplace 

ces deux variables par les variables X et Y, si (A .  B~) et (As, B2) sont les deux 

syst~mes de p~riodes qui pour X et Y correspondent ~ (a .  b~) et (a2, b~), il est 
clair que l 'entier caract~ristique pour (A~, B~), (A2, B2) est le m~mo que celui 

qui est relatif h (a .  bl) et (as, b2). On voit aussi bien facilement que si on 

multiplie l 'une par l 'autre deux fonctions enti~res dont  les z6ros admettent  les 

deux m6mes syst~mes de p~riodes (a~, b~) et (as, b~), pour le produit  obtenu 
l'entier caract~ristique sera Sgal k la somme des entiers caract~ristiques des deux 

facteurs. 
Enfin si /(x,  y) est une fonction qui ne s'annule pour aucun syst~me de 

valeurs de x et y, on voit sans peine que l 'entier caract6ristique m~,~ est nul. 

Il en r6sulte que si l'on multiplie une fonction entibre dont les z6ros ad- 
mettent  les deux syst~mes de p6riodes (a .  b~), (as, b~) par une fonction entibre 

qui ne s'annule pas, on n'altbre pas, par cette operation, la valeur de l 'entier m~,~. 

2. La relation entre quatre syst~mes de p6riodes appartenant  aux z6ros de 

/(x, y) et les six entiers caract6ristiques relatifs s ces quatre syst~mes pris deux 

k deux des six fagons possibles est la suivante:  

m~,2(a~b, - -  a~ b,) + ml,3 (a, b~ - -  a~ b,) + m~,~(a~ b~ - -  a~b~) 
(4) 

-}- m~,~(a~b~--a,b~) § m2,~(a~bl--a~b~) + ma,~(a~b~--a~b~)= o. 
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dans laquelle (al, bl), (a 2, b~), (a3, b~), (a~, b4) song les quatre syst6mes de p6ri- 

odes et les 'm song les entiers caract6ristiques conform6ment aux notations pr6c6- 

dentes. La relation pr6c6dente peut encore s'6crire comme il suit: 

(5) 2~ m~,~a~b~ = o 

la sommation s'6tendant aux douze permutations (a, fl, ~,, ~) des quatre nombres 

I ,  2, 3, 4 pour lesquelles le hombre des inversions (au sens de la th6orio des 

d6terminants) a une mSme parit6; en tenant  compte de ce que ma,,~----m3,~,  

les relations (4) et (5) song 6videmment les m6mes. 

La relation (4) est absolument g6n6rale; elle a toujours lieu, que les quatre 

syst6mes de p6riodes soient distinets ou non; quelques uns d'entre eux peuvent 

m6me 6tre identiques. La relation est vraie m~me si /(x,  y) se r6duit ~ une con- 

stante non nulle, ear alors tous les entiers caract6ristiques sont nuls. Le seul 

cas d'exception, sans aucun int6r6t, est celui off ](x, y) esg nulle identiquement. 

Dans le' cas off les quatre syst6mes song distincts, eette relation (4) est oelle qui 

lie n6eessairement les p6riodes d'une fonction ab61ienne. La d6monstration qui 

a 6t6 donn6e par M. APPV, LL et que nous avons 6tendue au cas des fonctions de 

n variables (n + 2)-fois p6riodiques, s'applique tr6s bien au point de vue g6- 

n6ral auquel nous nous pla~ons ici. 

Pour le montrer, remarquons que si l'on cffectue sur x et y une substitution 

lindaire quelconque d6finie par les 6quations 

x = l X  + n Y  
(6) 

y = lrX + n' Y 

et que l'on d6signe par (Ak, Bk) le syst6me de p6riodes relatif s X et Y qui 

correspond s (ak, bk), (k = I, 2, 3, 4), la relation (4) 6crite s l'aide des p6riodes 

(A~, B~) conserve la m6me forme; car les entiers earact6ristiques ne changent 

pas par une substitution ]in6aire et, d 'autre part, chacune des parentheses te]les 

que (a~ b2 - -  a~ b~) est 6gale ~ la parenth~se correspondante (A~ B2 - -  A2B~) multipli6e 

par le d6terminang de la substitution. 

On peut, d'apr~s cela, pour v6rifier (4) effectuer une substitution lindaire. 

Nous pouvons d'ailleurs supposer que l'une des parentheses (a~b2--a2b~) est. dif- 

f6rente de z6ro, car si elles sont toutes nulles, il n 'y  a pas lieu ~ d6monstration. 

Supposant done que (a~b~a~b~)  est different de z6ro, d6terminons la sub- 

s t i tut ion  lin6aire su ivante :  

(7) X = l ~ x  + n ty  

Y = l~x + n~y 
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par les conditions 

(8) 2 i z  ~ l~a~ + n~b~, o ~ l~a2 + n~b2, 

(9) o ~- l~al + n~bl, 2 i ~  = l~a~ + n~b~, 
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ce qui est 6videmment possible; on aura lln.~--12nt # o. 

Par cette substitution les quatre syst~mes de p6riodes seront remplac6s par 

les suivants: (2 iz ,  o), (o, 2 iz) ,  (A3, B3), (A4, B~) et [(x, y) deviendra F ( X ,  Y).  

I1 suffit de continuer ]a d6monstration comme le fair M. APPELL pour arriver 

la relation suivante, sans aucune hypoth~se restrictive relativement aux valeurs 

de As, Ba, A~ et B4: 

(I0) 2 m3;li~rA~ + 2 ma,2i~B4 + 2 ml,4iz~A, + 2 m2 ,4 i~B  s + 

m2,1 (As B ,  - -  A~Bs) + 4 ~ m 3 , 4  = o. 

On v6rifie imm6diatement quc cette relation se rdduit s la relation (4)6crite 

pour les syst~mes de p6riodes (2 ire, 0), (0, 2 izr), (A3, B3), (Ao  B4). La relation 

se trouve ddmontr6e dans route sa gdndralitd. Remarquons que la relation (4) 

n'est une relation entre les quatre syst~mes de p6riodes qu 'autant  que les six 

entiers ne sont pas tous nuls. Pour 6tablir ]'existence d'une relation entre ]es 

pdriodes pour lo cas des fonctions abdliennes, i] faut prouver que les entiers dans 

ce cas ne sont pas tous nuls. La d6monstration que donne ~r ce sujet M. AP- 

1-3ZLL ne s'6tend pas au cas des fonctions de n variables (n + 2)-fois p6riodiques. 

Pour ee eas g6n6ral nous aeons donn6 une autre d6monstration dans le Mdmoire 

d6j~ cit6; dans la suite de eelui-ci nous en indiquons, incidemment, une autre 

fondde sur des consid6rations diff6rentes. 

3. Nous aeons vu l'invariance des entiers caract6ristiques dans une sub- 

stitution lin6aire. Nous allons dtudier maintenant l'effet produit sur ces entiers 

par une transformation effectu6e sur les p6riodes. Remarquons tout d 'abord 

que si mp, q est l'cntier relatif aux deux syst~mes do p6riodes (%, bp), (aq, bq), 

l 'entier relatif aux deux syst6mes (ap, bp), ( - -aq ,  - -bq)  sera --mp, q comme on ]e 

voit sans peine. Consid6rons ensuite trois syst6mes de pdriodes (%, b~), (aq, bq), 

(a~, b~) quolconques, distinets ou non. Soient, conform6ment aux notations prd- 

c6d6ntes, rap, q, mp,~, mq,~ los entiers caractdristiques relatifs ~ ces syst6mes. 

Posons toujours comme plus haut 

(II) / (X + ak, y @ bk) = egk{x,Y)/(x, y), (k ~- p, q, r). 

On a ensui te  
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g~(x + a~, y + b~)--gp(x,  y) - -  [ff~(x + a n, y + bv)--g~(x,  y)] = 2 izmp,~ 

gq(x + at, y + b~)--gq(x,  y ) - - [g~(x  + aq, y + bq)--gr(X, y)] ~- Z iz~mq, r. 

Cherchons l ' en t ier  caract6r is t ique relat if  aux  syst~mes de p~riodes (ap + aq, bp+ bq) 

et  (a~, b~). I1 est  6gal ~ l 'exprcssion suivante  divis6e par  2 i z :  

9p(X + aq -t- ar, y + bq + br) + gq(x + at, y + b~) - - g v ( x  + aq, y + bq) - -gq(x ,  y) 

- -g~(x  + av + aq, y + bp + bq) + g~(x, Y) 

qui, en ve r tu  des relat ions (i2) off Yon change dans la p remiere  x e t  y e n  x+aq,  

y+bq, se r6duit  k 2 i~T(mp, r + mq, r). 

L ' en t i e r  caract6r is t ique pour  les deux syst~mes (ap + aq, bp + bq) et  (a~, b~) 

est  donc mp, r + mq, r. 

Plus g6n6ralement,  soient  n syst~mes de p6riodes (ak, b k ) ( k ~ I ,  2 . . . .  n) 

et  posons 

(~3) 
B~ ~ it~b~ + ~ 5  2 -}- " ' "  "{- ~t,b, 

]es ~ 6rant  des entiers quelconques.  P a r  l 'appl icat ion r6p6t6e des r6sultats  pr6- 

c6dents nous obtenons  l 'ent ier  relat if  k ( A ~ ,  B I )  e t  (a v, b~), (p a y a n t  l 'une  des 

valeurs  ~, 2 . . . .  n ) .  E n  d6signant  par  up cet  entier,  nous avons ainsi: 

(~4) v v ~ ;t,m~,v + ~.~m2,p -[- " "  q- ) m m n ,  p .  

Posons ma in t enan t  

A 2 ~ ~t:a I + f%a2 + "" + Hnan 

et  cherchons l 'ent ier  caract6r is t ique M~,I relatif  ~ (A~, B~) et (A1, BI); en appli- 

quan t  la m6me r~gle on l 'ob t ien t  par  ]a formule su ivante :  

M2,1 = - -  ~t I ~1 - -  ,~t2 ~2 - -  ~tLs ~3 . . . .  ~tnrn 

et  en rempla~ant  les v par  ]eurs valeurs  (I4) 

i 2 , 1  ~ --~fip~qmq, v ( p e t  q ~ I, 2 . . . .  n) 

ce qui pout  s '6crire aussi, en r e m a r q u a n t  que mq, p ~ - - m p ,  q et  M2,~ = - - M x , 2 :  

( ~6 ) M1,2 ~ Z mp, g ( Zpt~q - -  Zq p~) 

la sommat ion  s '6 tendant  iei ~ routes  les combinaisons (p, q) des n premiers  nora- 
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n(n--i)  
bres entiers deux /L deux (car m~,p= o) et renfermant done en tout  

2 
termes. 

Nous avons ainsi par  la formu]e (i5) l'expression des nouvelles valeurs des 
entiers caract~ristiques apr~s une transformation sur les p6riodes. 

4. Comme application de eette formule consid~rons trois syst~mes de p6ri- 

odes (al, bl), (as, b~), (as, bN) et les entiers caraet~ristiques correspondants ml,2, 
m2,3, ma,]. Nous allons montrer que l'on peut, par une transformation du pre- 
mier ordre effectu6e sur ces trois syst~mes de p~riodes les remplacer par trois 

autres (A~, B~), (As, Bs), (AN, Bs) pour lesquels les entiers earact4ristiques seront 

M1,2 ~ o Me, a = d  Ma,1-~ o off d est le plus grand commun diviseur (positif par 
exemple) des trois entiers ml,2, m2,3, m3,1 supposes non toua nuls. Appelons en 

effet m'],2, m'],3, m'2,3 les quotients respectifs de ml,2, ml,3, m2,3 par leur p]us 
grand commnn diviseur d. Ces entiers 6tant premiers entre eux, nous pouvons 
ehoisir six entiers ~ ,  ~ ,  i~N, ~ ,  ft~, t~ tels que le d6terminant 

~t2, 3 ~t3,1 m'l,2 

soit 6gal h I. 

Posons alors 

A ]  = m'2,3a~ + ~ftr3,1a~ ~ mrl,2as 

B~ = m'e,3bl + m'3,1b2 + m'x,2bs 

A 2 ~ )~, al + ).2 aN + ).N aN 

As = ,"1al + ,u2a2 + -san 

B3 = ~l, b, + ,us b~ + !IN bN 

et calculons Ies entiers M2,3, M3,x, M1,2 h l'aide de ]a formule (I6) dont le se- 
cond membre se r~duira dans le eas actuel h un d~terminant du troisi~me 
ordre. Pour M2,3 nous aurons: 

M2,3 

/2,3 m3,1 /1,2 [ 
I ~ ~2 ~3 [ 

I ~t~ !t 2 ~l s 

Ce d6terminant est 6videmment ~gal s d et l'on a bien 

/2 ,3  ~ d. 
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Les d6terminants qui donnent. Ms,1 et M~,e seront nuls comme ayant  deux 

lignes proportionelles. Nous avons done obtenu le rdsultat annonc6. 

5. Comme autre application de la formule (i6) nous allons indiquer, pour 

trois syst6mes de p6riodes et les entiers correspondants, une expression qui pos- 

sbde des propridt6s d'invariance d'une importance capitale pour la suite. 

Les mfimes notations dtant conserv6es, posons: 

e}, =a2b~--a3b2, 32 =a~b,--alb.~, ~3 --atb2--a2bl; 

puis dans les formules suivantes, mettons en 6vidence les parties r6elles et ima- 
ginaires de ~1, 62 et ~ :  

~,=a,+ifl,, ~2=a~+ifl2, ~=a3+ifl3, 
et posons : 

On peut v6rifier par un calcul tout ~ fait dldmentaire les deux propridt6s sui- 

vantes de l'expression r6elle I. 

Si l'on effeetue sur les variables x et y une substitution lin6aire quelconque 

de d6terminant D, si l'on calculc ensuite la nouvelle expression de I pour les 

trois systbmes de p6riodes correspondant, pour les nouvelles variables, aux trois 

anciens (les entiers m restant comme nous l'avons vu inalt6r6s) la nouvelle ex- 

pression de I sera 6gale h l'ancienne multiplide par le carrd du module de D, 

propri6t6 qui s'exprime par l'6galit6 suivante: 

I, =ID~II. 

On en conelut que la quantit6 r6elle I conserve son signe clans une substitution 
lindaire. 

En second lieu, si l'on effectue sur les trois systbmes de p6riodes une trans- 

formation d'ordre n, on v6rifie ~r raide de la formule (I6), que l'expression de I, 
apr~s cette transformation, se reproduit multiplide par n ~. Done, par une trans- 

formation queleonque, le signe de I n'est pas alt6r6. Nous verrons plus loin 

que I est n6cessairement positi], non nul lorsque les trois syst6mes de p6riodes ne 

sont pas exceptionnels, et que la condition I > o est la seule condition pour 

qu'il existe une fonction enti~re dont les z6ros admettent  les trois syst~mes de 

p6riodes consid6r6s avee les entiers caract6ristiques correspondants ml,2, ~n2,s, 

m3,1. Dans le paragraphe suivant nous prdcisons ce que nous entendons iei par 

exccptionnels. Nous indiquerons d'abord comment l'expression de 1 peut fitre 
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n ( n  + i )  
6tendue au cas de n variables e t  de (n + i)  syst~mes de p6riodes avee 

2 

e n t i e r s  caract6rist iques d6finis exac t emen t  comme dans ]e cas de deux  variables. 

D6signons pa r  (a(p ~), a(~) . . . .  a~ ~)  ( p - ~  I, 2 . . . .  , n + ~) les n + i syst~mes de 

p6riodes conjugu6es. A chacun de ces syst~mes, imaginons que l 'on a joute  un 

(n + i) i~mo (~16ment quelconque a~ "+~) de fa~on h former  un d~te rminant  d 'ordre  

(n + i)  d e n t  la p~mO ligne sera 

a(p I~, a~2}, . a(p '0, a (=+1} (p = i,  2, n + i)  

Soit  alors ~p, (p = I, 2 . . . .  n + I) le coefficient de a(p =+1) dans le d6 te rminant  

pr6c6dent,  et  me t tons  en 6vidence la par t ie  rdelle et  la par t ie  imaginaire  de 

~ ;  soit 

o~p = cq, + iflp ( p = I ,  2 . . . .  n + I ) .  

Nous d6finirons I par  l'~galit6 

( I S )  I ~ ~mp,  q (ap~q- -  aq~p) 

n ( n  + i )  
la sommat ion  ~ s '6 tendant  aux  combinaisons (p, q) des (n + i) premiers  

2 

nombres  ent iers  deux s deux.  

I ainsi d~fini poss6dera les deux propri6t6s d ' invar iance  dnonc6es ci-dessus 

pour  le cas de n ~ 2. Son signe est donc invar iable  lorsqu 'on effectue soit une 

subs t i tu t ion  lin6aire sur les variables,  soit une t rans format ion  sur les p6riodes. 

Nous  n ' insistons pas sur ce cas g6n6ral, car l 'obje t  du  present  Mdmoire est 

l '6 tude du cas de deux variables.  Mais les indicat ions sommaires  qui pr6c6dent  

sur le cas de n variables,  6clairciront dans  la suite la na tu re  de l 'in6galit6 I > o 

que nous rencont rerons .  

6. Revenons  au cas de deux  variables  et  de trois syst6mes de p~riodes 

conjugu6es, d6sign6s par  les mSmes nota t ions  que plus haut .  

Ces trois syst~mes de p6riodes seront  except ionnels  s'ils sat isfont  h l 'une 

ou h l 'aut re  des deux condit ions part icul i6res  suivantes :  

i ~ I1 existe en t re  les trois dd te rminants  du second ordre  

~z ~ a: b 3 - -  a~ b2, ~2 = as bl - -  a~ b3, 3~ ~ az b~ --  as bt une relat ion lin$aire, homo- 

g~ne, s coefficients entiers  non tous nuls. 

2 ~ I1 existe deux relat ions simultan6es de la forme:  
Acta mathematica. 33. Imprira6 lo 15 septombre 1909. 15 
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I 9) 
Aa~ + Ba~ + Ca~ ~ o ,  

Ab~ + Bb~ + C b a = o .  

A, B, C 6rant  des cons tantes  rddles non toutes  nulles. 

I1 est  clair que chacune des condit ions (to) e t  (2 ~ subsiste apr~s une sub- 

s t i tu t ion  lin~aire ou une t ransformat ion .  

Si les trois d6 te rminan t s  r d~, (~ sen t  nuls les trois systgmes de p4riodes 

sent  propor t ionnels ;  laissons de c6t4 ce cas trgs-facile ~ discuter ,  e t  supposons 

pa r  exemple  (~ r o. On pourra ,  dans  ce cas, t r ouve r  qua t re  cons tan tes  l, m, 

l', m ~ teUes que l 'on aft :  

la~ + mb~ ~ 2 i z  

la2 + m b ~  -~  0 

avec l m  r -  l~m ~ o. 

Si l 'on effectue la subs t i tu t ion  

lra~ + m~b~ ~ o 

lra2 + re'b2 ~ 2 i x  

x ~ ~ l x  + m y  

yr _lrx  + mry  

les trois syst~mes de l~r iodes dev iendron t  pour  les variables  x t e t  yr: (2 i z ,  o), 

(o, 2 i z ) ,  (a', b'). La  condit ion (i ~ serai t  alors une relat ion lin~aire, homog~ne, 

coefficients ent iers  non tous nuls ent re  a r, b t et  2 i z .  Nous avons  ~tudi~ ce 

cas dans ]e M~moire cit~. La  condi t ion (z ~ serait  pour  les syst~mes actuels  de 

p$riodes que a' et  b f soient tous deux puremen t  imaginaires. I1 est  facile d 'aper -  

cevoir les raisons pour  lesquelles ce cas doi t  ~tre ~cart~ de l 'dtude des fonctions 

t r ip lement  p~riodiques. 

7. On peut ,  d 'apr~s  ce qui  precede,  r amener  trois syst~mes de p~riodes non 

except ionnels  par  une  simple subs t i tu t ion  lin~aire fai te  sur les variables,  ~ la 

forme ( 2 i x ,  o), (o, 2 iz~), (a, b) oh l 'on a, cn m e t t a n t  en ~vidence les par t ies  

r~elles et  les par t ies  imaginaires de a et b: 

a ~ ~ + ,u~i, b ~ ~t 2 + ~i2i 

l 'une  des deux quanti t~s ~ ou /t 2 d tant  n~cessairement diff~rente de z~ro. De 

plus il n ' y  a aucune  relat ion lin~aire homog~ne,  ~ coefficients ent iers  non tous 

nuls ent re  a, b e t  2 i x .  

On a ainsi une forme normale  pour  trois syst~mes de p~riodes non excep- 

tionnels. C'est  celle qui a ~t4 employee par  presque t o u s l e s  auteurs  pour  la 
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th6orie des fonetions ab61iennes. Nous allons en donner  une au t re  que nous 

avons d6j~ employ6e dans le M6moire cit6 et qui nous semble beaueoup plus 

propre h met t re  en ~videnee les propri6t6s des fonetions t r ip lement  p6riodiques: 

nous l 'utiliserons presque cons tamment  dans ce qui suivra. 

Supposons pour fixer les idles 2~ # o e t  effectuons la subst i tu t ion lin6aire 

2 i x  2~ 

les trois nouveaux syst~mes de p6riodes seront (en changeant  l 'ordre), (o, 2 i z ) ,  

(~, i f ) ,  (co', i f ' )  en posant :  

[0 4 ~ t  ~3 

~ t  [ O r ~ - 2  i I ~ - - 2  7 f ~ -  
z, J 

CA) f 
On voit que fl et fir sont  tous deux rdels et que le rappor t  -- est imaginaire. 

~o 
On a ici: 

~1 = i ( f l ' o J - - f l o / ) ,  ~2 = 2 i~co', ~s ~ - - - 2  iz~o. 

Pour  qu'il y ai t  entre ~1, ~2 et ~.~ une relation lin6aire, homog~ne, h coeffi- 

cients entiers ql, q2 et  tg~ non tous nuls il faudra i t  quo l 'on cut :  

qt (fl' eo - -  floJ) + 2 q ~ o ' - -  2 q , ~ w  ~ 0 
e'est-h-dire: 

~ o ( q t f l ' - - 2  z q , )  + ~ ' ( 2  t92z~ - - e ,  fl) = 0 

03 I 
et comme -- est imaginaire et  que fl et  fit sent  r6els cela en t ra ine  les deux con- 

O) 

ditions : 
qt f l ' - -  2 ~ qa ~ o 

q ~ #  - -  2 z q 2  ~ o 

ce qui n 'aura  lie.u que si f et  fir sent  tous deux commensurables aveo ~ .  

l~6eiproquement, les trois syst~mes (o, 2 i~),  (~o, ifl), ( J ,  i f ' )  off f e t  f '  sent  

r6els et w, ~o' quelconques mais g rappor t  imaginaire ne seront pas exceptionnels 

si f e t  f '  ne sent  pas tous deux commensurables avec ~ (ou nuls comme cas 

plus partieulier). 

I1 peut  arriver que dans la forme normale que nous venons d ' indiquer,  il 

y air entre f ,  fr et 2 ~ une relat ion lin6aire homog~ne ~ coefficients entiers non 
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tous nuls, sans que pour cela les trois syst~mes soient exccptionnels: c 'est ce qui 

aura i t  lieu, par  exemple, si l 'un des deux hombres ~ ou :~ 6tait  commensurable 

avec z .  Un tel cas part ieulier  n 'est  pas exclu par  ce qui pr6c~de. 

P r e m i e r e  P a r t i e .  

8. Avant  d 'aborder  l '~tude de quclques proprig, tSs des z~ros des fonctions 

t r iplement  p~riodiques, nous donnerons, pour une fonction r6guli6re de trois 

variables complexes un th~or~me qui est un corollaire d 'un  th~or~me classique 

de WEIERSTRASS. Nous d~signons par  /(x, y, z) une fonction des trois variables 

complexes x, y, z rSguli~re pour  un domaine D limit~ par trois contours ferm~s 

simples (C1, C:, C~) trac4s respcctivement sur chacun des trois plans repr~scnta- 

tifs des variables. Nous comprenons dans ee domaine tous les  points sit~lds sur ses 
/ronti~res. En  outre nous supposons qu'il  n 'existe aucun couple de valeurs de 

y et  de z appar t enan t  au domaine (C2, C3) pour lequel /(x, y, z)soi t  nulle qu'elle 

que soit la valeur de x. Dans ces conditions pour un point  que]conque (x~, Yl, zl) 

du  domaine D, il existe u n  polyn6me de WEIERSTRASS P~ (x) entier en x - -  x 1 qui 

a l e s  propri~t~s suivantes:  I o Le coefficient du terme du plus hau t  degr5 en 

x - - x l  est l 'unit~; 2 0 I1 existe un  nombre positif q~ tel que pour le domaine ~1 

d6fini par  I x - -  x, ] < Q1, I Y - -  Y~ I < r I z - -  z, I < Q~ t o u s l e s  coefficients du  polyn6me 

sont  des fonctions r~guli~rcs de y et z et tel en outrc qu'h l ' int6rieur de ~ les 

~quations ](x, y, z) : o  et P,(x) ~ o  sont ~quivalentes; 3 0 Tous les coefficients 

du  polyn6me P~(x) ordonn~ suivant  les puissances de (x--x~) (~ par t  eelui qui 

est ~gal ~ l 'unit6) s ' annulent  pour  y ~ y ,  z ~ z~. 

Remarquons  que si au point  consid6r6 /(x, y, z) ne s 'annule pas, on a 

P1 (x) ~ i .  
Nous ferons la remarque suivante,  bien qu'elle soit ~vidente, pour  mieux 

faire comprendre ce qui suit. 
Supposons que les racines du polyn6me P~(x) s '6changent entre  elles dans 

le voisinage de y : y ,  z ~ z l .  Si nous prenons un syst~me de valeurs (Y2, z~) 

non particuli~res et lr~s-voisines de (y~, z~) lc polynSme P~(x) admet  pour  y - - y ~ ,  

z ~ z~ unc racine x ~ x~ tr~s-voisine de x~ et, en g~n~ral, racine simple de P~(x). 

Au point  (x2, y~, z~) correspondra alors un polyn6me de WEIERSTRASS P~(:v) qui 

sera du premier degr~ et  pour lequel le nombre positif correspondant  r sera 

tr~s-petit  puisqu'i l  sera au plus ~gal ~ la plus grande des quantit6s lY , - -Y~I ,  
I z ,--z~ ]. Mais si nous ordonnons le polyn6me P~(x) suivant  les puissances de 
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(x--xz) nous obtiendrons un polyn6me Q(x) qui aura, relativement au point (x~, 

y2, z2) routes les propri6t6s du polynSme de WEIERSTRASS, a part la troisi~me. 
D'une fa~on plus prdcise si nous appelons e le plus grand des modules I x ~ -  x~ I, 
lY2--Y~[, Iz2--z~ [ nous voyons que: i ~ le polyn6me Q(x) a pour coefficient de 

son terms du plus haut  degr6 l'unit6. 2 ~ Pour le domaine I x ~ x 2 1  < ~ - - ~ ,  

[Y--Y21<f~--e, [ z - - z  2 1 < ~ -  e les coefficients de Q(x) sent des fonetions 

rdguli~res de y et z et de plus l 'dquation Q(x)= o est dquivalente k /(x, y, z ) =  o. 

Nous appellerons polyn~me normal relatif au point (x 2, Y2, z2) tout  polyn6me 
poss6dant les deux propri6tds pr6c6dentes pour un domains d6termin6 du point 

x2, y~, z 2. I1 est clair qu'au point x~, Y2, z2 correspondent une infinit6 de poly- 

nSmes normaux. 
Si l'on compare le polynSme Q(x) au polyn6me de WmERSTaASS P2(x) relatif 

au point (x~, y~, z:), on volt que le rayon e~ du domains pour lequel P~(x) est 

valable, est au plus 6gal ~t e qui est tr~s-petit, tandisque le rayon du domains 

pour lequel Q(x) est valable 6tant ~ - - ~  est tr~s-voisin de ~ .  

Cette remarque fairs, d6montrons le thdor~me suivant off /(x, y, z) rests 

soumise aux m6mes hypotheses que ci-dessus. Il exists un nombre positif r tel 

que, quel que soit le point x0, yo, zo pris dans ]e domaine D, il lui correspond 

un polyn~me normal Qo(x) valablo pour lo domains I x - -  ~01 < r, I Y - -  Y01 < r, 

IZ--zol<r. 
(I1 est clair que cet 6nonc6 serait faux en g6n6ral s i r o n  rempla~ait lo mot 

polyn~me normal par polyn6mo de WEIERSTRASS.) 
Supposons que le th6or~mo pr6c6dent ne soit pas vrai et prenons une suite 

do nombres positifs d6croissants et tendant vers z6ro; soit 

~I ~ E 3 ~ . . . .  E y ;  ~ . . . . .  

cette suite. Le thdor~me 6nonc6 n'dtant pas vrai, nous pouvons prendre un point 

(x,, Yn, z~) dans le domaine D tel qu'~ ce point ne corresponds aueun polynSme 

normal valable dans le domains 

~ 6tant un terme ehoisi dans la suite prde6dente. Supposons que l'on prenne 
successivement n = I, 2 , . . .  + oo. On aura un ensemble infini d6nombrable de 

points (x~, y~, z,) appartenant  tous au domains D. II existera un point limits 

de cet ensemble (a, b, c) qui appartiendra h D (puisque D comprend ses fron- 

ti~res). A c e  point (a, b, c) correspond un polyn6me de W~.IERSTRASS valable 

pour un petit  domaine do rayon Q autour de ce point. Si l'on considers le 

domains g du point (a, b, c) et un point queleonque (d, b', d) de ce domains, 
2 
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il correspond s (a', b', c') un polyn~me normal convenablement ehoisi, comme nous 

l 'avons vu plus baut, qui sera valable pour un domaine de rayon ~ autour  de 
2 

(s b', c'). La contradiction avec ce qui precede eat ~vidente. Lo th~or~me 

~nonc6 eat done vrai. 

9. Prenons maintenant une fonction m~romorphe g' (x, y) triplement p~rio- 
g~(x, y) 

dique lea trois syst~mes de p6riodes non exceptionnels ~tant sous la forme nor- 

male (o, 2 i z) ,  (co, i fl), ( J ,  i fl'); g~ (x, y) et g2 (x, y) sent deux fonetions enti~res 

sans /acteur commun. 
Nous aliens ~tudier les z~ros de l'~quation 

(I) g, (x, y) u = o, 
g~ (x, y) 

u ~tant une valeur donn~e arbitrairement;  l '~quation pr~e~dente s'~erira: 

(2) g,(x, y ) - -ug2(x ,  y ) =  o. 

Appelons C~ un parall~logramme du plan de la variable x construit avec ~ et 
co' pour e6tgs. 

Mettons en ~vidence la partie r~elle et la partie imaginaire de y en poaant: 

y ~  ~ + i~; 

puis consid~rons le rectangle du plan de la variable y dSfini par:  

{ a < ~ < b  
(3) c<_~<c + z~r 

off a, b, c sent trois valeurs r~elles arbitraires (a ~ b). Soit C~ ce rectangle. 

Enfin, soit Cs un contour ferm4 simple quelconquo du plan de la variable 

u, par exemple un cercle pour fixer les idles. 
I] n 'y a aucun syst~me de valcurs de y e t  u pour lequel la difference 

g~(x, y ) ~ u g ~ ( x ,  y) soit nulle identiquement quelle que soit x. Car si cette 

circonstanee se pr~sentait pour un syatbme de valeurs {Y0, u0), elle se pr~sen- 
tcrait ausai, par suite de la triple p6riodicit~, pour lea syst~mea de valeurs 

(Yo+mi~+nip'rq-2pi~r,  uo) m, n c t  p ~tant trois entiers quelconques. 
Mais lea valeurs de raft+ nflr+ 2pJr ferment un ensemble qui admet, pour 

valour ]imite, route valour r~elle lorsque l'on suppose que fl et fir ne sent paa 

toua deux commensurables avee Jr, ce qui eat le caa. Done k dtant un hombre 

r~el queleonque on aurait: 
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9~ (x, Yo + ik )  
g~(x, Yo + ik )  ~ uo 

119 

pour routes les valeurs de x et les valeurs r~elles de k. On aurait par suite 

g~ (x, y) 
g~ (x, y) Uo 

pour toutes les valeurs de x et y (voir h ce sujet notre M~moire cit~ pages 32 et 

33). La fonetion consid~r~e serait done une constante. 

Remarquons qu'il peut au contraire exister des syst~mes de valeurs de x 

et u pour ]esquels l'~quation (2) soit satisfaite quelle que soit y. Si nous appe- 

lens (x~o, u~0) un tel syst~me de valeurs, ]a m~me circonstance se pr~sentera pour 

les syst~mes de valeurs ( x o + m w + n c o  ~, uo) ce qui montre que la difference 

g, (x,  y) - -  Uo g2 (x,  y) 

eontiendrait en facteur une fonetion O de la seule variable x, ce qui ~videmment 

peut avoir lieu. Nous pouvons appliquer maintenant le th~or~me du paragraphe 

pr~eSdent h la fonetion des trois variables x, y, u 

gl (x,  y) - -  u g2 (x ,  y) 

dans le domaine (Ca, C2, C3) (parall~logramme, rectangle, cercle) d~fini ci-dessus: 

il existe un nombre positif r tel qu's tout  point de ee domaine correspond un 

polyn6me normal entier en x valable pour un domaine de rayon r autour du point 
consid~rd. 

Consid~rons maintenant  pour les variables x, y, u un domaine J compre- 

nant :  pour x tout le plan de cette variable (except~ x ~ ~) ;  pour y toute la 

bande parall~le h l 'axe des ~ et d~finie par 

a < ~ < _ b  

(le point y ~ o0 exceptS); enfin pour u le m6me cerele C~ que pr~c~demment. 

I1 r~sulte imm~diatement de la triple p~riodicit~ de la fonetion g~(x' y) que 
g2 (x, y) 

le th~or~me precedent s'applique ~ tout le domaine J .  En effet, soit (x~, y~, u~) 

un point quelconque du domaine J ;  parmi les points (x~ + moo + nee r, y~ + m i f l  + 

+ n i f l ~ + 2 i p z ) ,  (m, n e t  p entiers queleonques) il y e n  a un qui appartient au 

domaine (C1, C2, C3); ear m et n peuvent ~tre choisis de faQon que le point 

x~+ moo+ nee ~ appartienne au parall~logramme C~ et ensuite on peut choisir p de 

fa~on que la pattie imaginaire de y~ + m i f l  + nif l '  + 2pi ;r  appartienne s l'inter- 

valle c ~ c +  2~ des in6galit~s (3). Si nous posons alors 
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x~=x~ + m ~ §  Y2=Yl  + m i f l + n i f l  r+ 2 i p ~  

au poin t  (x 2, Y2, u~) du domaine  (C~, C~, C~) cor respond un  polynSme normal  

valable pou'r un domaine  de r ay o n  r a u t o u r  de x~, y~, u~. En  remp]a~ant  dans 

ee polynSme x et  y respec t ivement  par  x § m(0 + rico r e t  y + mi f l  § ni f l  r + 2 p i z  
il dev iendra  un  po lyn6me normal  relat i f  au point  (x~, y~, u~) et  valable pour  un  

domaine  de r a y o n  r a u t o u r  de ce poin t :  cela r~sulte de la tr iple p4riodicit~ de 

g~(x, y) Le r ayon  r est, d 'apr~s ce qui  pr$c~de, le m~me pour  tous les 
g2 (x, y)" 
points  de A. 

I 
R e m a r q u o n s  ma in t enan t  que si dans l '~quation ( i)  on pose u ~ -  e t  qu 'on  

U 

renverse  le r appo r t  du premier  membre ,  l '~quat ion conserve la m~me forme. Donc, 

ce que  nous avons  di t  pr~c~demment  pour  une valeur  finie u~ de u, s 'appl iquera  

encore ici pour  u ~ ~ ,  en changean t  comme d 'hab i tude  u - - ~  en - et en appe-  
U 

l an t  domaine  de rayon  r du po in t  u ce]ui qui est d~fini par  l'in~ga]it~ 

Ces eonvent ions  et  remarques  faites, on voi t  par  un ra i sonnement  bien 

simple, que l 'on peu t  p rend re  pour  C3, dana l '~tude aetuelle,  t ou t  le plan de la 

var iable  u sans m6me en excepte r  le point  u ~ ~ .  

En  r6sum6: il existe un nombre  posit if  r qui convient  pour  t o u s l e s  points  

du  domaine  form~ par :  t ou t  le plan de la var iable  x (x ~ ~ exceptS);  t ou te  la 

bande  du  plan de y dgfinie par  a < g < b  ( y . - ~  exceptS);  t ou t  le plan de la 

var iable  u, le po in t  ~ l ' infini eompris. 

I1 r6sulte de 1~ la consequence su ivante :  si dans l '~quat ion (I) on eonsid~,re 

x eomme fonet ion des deux  variables  ind~pendantes  y e t  u, jamais x ne devient  

in/inie et  ce t te  fonct ion n ' a  d ' au t res  singularitgs que des singularit~s de na tu re  

alg~brique (sauf pour  y = ~) .  En  effct,  (y~, u~) ~tant  un syst~me queleonque de 

valeurs  de y e t  u du domaine  d~fini ei-dessus recherehons s i c e  couple de valeurs 

peu t  ~tre une  singularit6 pour  l 'une queleonque des d~terminat ions  de x et  de 

quelle na tu re  p e u t  gtre ce t te  singularit6. Appelons ~ le domaine  de r ay o n  r 

au tou r  du point  (y~, u~); prenons  un systgme de valeurs  queleonques  (y~, us) 

dans le domaine d et  d~signons par  x., l 'une  quelconque des d6terminat ions  de 

x pour  y = y : ,  u ~ u~. Cette  d~terminat ion  est racine d 'un  po lyn6me normal  

Q(x) relat i f  au poin t  (x~, y~. u~) et  valable dans le domaine  r de ce poin t ;  or  

le point  (y~, u~) appar t i en t  au domaine  r du point  (y~, u~); done comme les 
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coefficients de Q (x) sent  des fonct ions r~guli&res de y et  u dans ee domaine  et  

que  ]e coefficient du te rme du  plus h a u t  degr~ en x est ] 'unit~, on vol t  qu ' aucune  

racine de ce po lyn6me ne devient  infinie pour  y ~ Yl, u ~ ul.  Quant  h la na tu re  

de la singularit4 possible pour  y ~ y l ,  u ~ u~, elle est  par  ee qui precede,  ~vi- 

dente .  Comme pou r  la bande  du  plan des y 

a<__~gb 

a e t  b sent  arbi traires ,  on vol t  que la derni~re conclusion que nous venons  d '~non- 

cer est  vraie  pou r  tou te  va leur  finie y~ et  nous pouvons  dire que x ne devient 

jamais  in/ inie  pour aucune valeur de y / inie et de u ]inie ou in/ inie;  les diverses 

ddtermination8 de x ne peuvent admettre de singularitds essentielles que pour y in/inie. 

I1 est s peine besoin de faire r em arq u e r  que la fonct ion g~ (x, y) peut ,  
g, (x, y) 

comme cas part ieul ier ,  se r~duire s une fonct ion de x t o u t  seul: c 'es t  alors une 

fonet ion ell iptique de x aux  p~riodes eo et  ~o r et  la proposi t ion pr~c~dente so 

r~duit  /~ ]a proposi t ion  classique que x est une fonct ion de u (int~grale ab~lienne 

de I ~re esp~ce) qui  ne devient  jamais infinie m~me pour  u ~ oo et  qui n ' ad m e t  

que des singularit~s alg~briques. 

10. Si dans l '4quat ion  (I) nous donnons  h x et  y un syst~me de valeurs  

non  part ieuli~res x~ et  y~ il en r~sultera pour  u une  va]eur  bien d~termin~e ul. 

Si l 'on choisi t  alors pour  y ~ y~, u ~ u~ la d~termina t ion  de x qui est  ~gale s x~ 

et  si l 'on suppose que y e t  u va r ien t  d 'une  fa~on cont inue  h par t i r  des valeurs y~ 

et u~, x var ie ra  d 'apr~s ce qui p recede  d 'une  fa~on cont inue  quelle que soit la suite 

de valeurs  a t t r i bu te s  h y et u. I1 pour ra  y avoi r  ambiguit~ sur la cont inua t ion  

de x,  s i y  e t  u p r e n n e n t  quelqne  syst~me de valeurs  pour  lequel il y a ramifi-  

cation, mais il est  clair qu 'on  aura  par  cont inui t~ co n s t am m en t  au moins  une 

valeur  de x eor respondan t  h n ' impor te  quel sys t~me de valeurs  de y et  u (y finie). 

Done  l '$quat ion  (I) admet  en x au moins une racine, pour  tou t  syst~me de 

valeurs  y ~ y ~ ,  u ~  u~. Le seul cas d ' excep t ion  serait  donc celui que not re  

ra i sonnement  a ~cart~ d~s le ddbut  pour  lequel la fonct ion g~(x' y) serai t  une 

cons tante .  ~2 (x, y) 

II .  Nous pouvons  eompl4ter  no t re  dern ier  rSsultat  de la fa~on su ivan te :  

dtant donnd un syst~me de valeurs quelconq~es y ~ y~, u ~ u~, il existe un  nombre 

entier pos iti] q tel que si l'on construit clans le plan de la variable x un rdseau 

de paralldlogrammee de cstds q~o, qeo ~ l'e'~quation (~) aura au moins  une racine dans 

ehacun des paralldlogrammes du r~eau.  

En  effet,  soit  x ~ x ~  une  racine de l '~quat ion (~) pour  y ~ y ~ ,  u - ~  u~. 

P renons  la bande  
Aeta mathsmatica. 33. Imprim~ le 15 septembre I909. 16 
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a < ~ < b  

de telle sorte qu'elle contienne la valour Y2 de l'6nonc6 et supposons que y d6crive 

le segment rectiligne qui joint le point y~ au point Y2+ 2i~T, it restant constant 

et 6gal ~. it 2. Darts l '6quation (i) x eat alors fonction de y seulement, et si l 'on 

suppose que x part  de la valour x2 pour y = Y2, on pourra suivre par continuit6 

la valour de x jusqu'h une valour x~ pour y = Y2 + 2i~ ;  il pout y avoir ambiguit6 

dana cette continuation pour certainea valeurs de y qui sont des points de rami- 

fication pour la branche de fonction choisie; cos points d'ambiguit6 seront en 

hombre fini puisque chaque polyn6me normal peut 6tre choisi de fagon h 6tre 

valable pour un domaine de rayon r ]e m~me pour tous los points du domaine 

consid6r6 actuellement. En choisissant, pour chaque point d'ambiguit6, arbi- 

trairement la d6termination de continuation, la variable x ddcrira une ligne 

d6termin6o (F) dans son plan, lorsque y parcourra le segment rectiligne Y2 

y 2 + z i ~ r  duns lo sons positif. Comme x est une fonetion continue, jamais infinie, 

de y, la ligne F est tout  enti6re dans une portion finie du plan do x. Nous 

pouvons done prendre l'entier positif q assez grand pour que la ligne F aoit tout  

enti~re ~ l'int6rieur d 'un paraU61ogramme P0,0 convenablement choisi de cSt~a 

q~,  q~'. (Notons que F pout se r6duire ~ u n  point si x est constant lorsque y 

varie: cola n'infirme en rien nos raisonnements). Ceci pos6, m et n ddsignant 

deux entiers queleonques positifs, negatifs ou nuls, on pout 6videmment choisir 

l 'entier p do fagon que l'on ait:  

La valour 

o g m q ~ + n q ~ r  + 2 p z  < 2 ~  

y, = y~ + m q i f l  + nqif l '  + 2 p i z  

sera alors un point du segment (Y2, Y2 + 2i~) ;  il lui correspondra done une valeur 

de x ,  x = x ~ ,  sur F,  c'est-k-dire ~ l'int~rieur de Po, o. Mais alors le point 

x,,, n = x, - - m q w -  nq~  f, y = Y2, u = u2 par suite de la triple p6riodicit6 suppos6e, 

v6rifie l'6quation (I). Or xm, n est ~ l'int6rieur du parall61ogramme qui se d6duit 

de P0, o par la translation ( - -mqw,  - - n q w ' ) .  Comme m et n sent arbitraires le 

th6or~me 6none6 se trouve d6montr6. 

12. Lorsqu'on donne duns l '$quation (x) h y une valour constante Y0, x se 

trouve d~finie comme une fonction de la seul variable u. Cette fonction a, d'apr~s 

le paragraphe pr~c6dent une infinit6 de d6terminations (qui peuvent routes 

s'6ehanger entre elles) et chacune de cos d~terminations est une fonction continue 

do u,  ne devenant  jamais infinie, m6me pour u = ao et n'aximettant, comme 

singularit6s quo des ramifications alg6briques. 
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Si l 'on donne, au contraire, ~ u une valeur constante u 0 et que y varie, 

l '~quation (I) d~finit x somme une fonetion de y soul. Nous allons Stablir dans 

les paragraphes suivants quelques propri~t~s de cette fonction: nous ne parti- 

culariserons pas la question en supposant u0 ~ o, l '~quation qui lie x ~ y ~tant 
alors: 

(4) e,  (x, y) ~ o, 

ot~ g~ (x, y) est une fonetion enti~re dent  los z~ros admettent  les trois syst~mes 
de p~riodes (o, 2 i z ) ,  (~, ifi), (o/, iris). 

Remarquons que nous pouvons supposer que dans l'~quation (4) g~ (x, y) 
est une fonction enti~re quelconque dent  les z~ros admettent  les trois syst~mes 
de p~riodes; ce que nous avons dit plus haut  pour l'~quation (2) s 'appliquera 

(en supposant u ~ o) ~ l'~quation (4) pourvu toute[ois que g~(x, y) 8'annuls pour 

quelque systems de valeurs (xl, y~) de x et de y. Car alors en partant  du systems 

de valeurs (z~, yi), comme plus haut  du systems de valeurs (x~, y~, u~) t o u s l e s  

m6mes raisounements seront applicables; en particulier le theorems du para- 

graphs I i ,  en supposant u 2 ~ o, sera vrai pour l'~quation (4). 

Ceci pos~, si nous consid~rons la multiplieit~ s deux dimensions r~elles des 

z6ros de l '~quation (4), les points de cette multiplicit~ pour lesquels il peut  y 

avoir ramification de x consid~r~e comme fonction de y sent des points isolSs 
dans la representation des variables x e t y  dans l 'hyperespace ~ quatre dimen- 

sions. Par  consequent dans un domains d'~tendue finis de cet hyperespace il 

n 'y aura qu'un nombre fini de tels points exceptionnels. Si nous reprenons 

maintenant la representation de x et de y sur deux plans et que nous eonsid4rions 

nouveau le domains (C~, C2) (parall~logramme et rectangle de hauteur 2z )  

envisag~ plus haut, nous voyons que, dans ce domaine, il n 'y a qu'un nombre 

fini N de syst~mes de valeurs (xn, y,) (n---- ~, ~, . . . N) pour x e t y  correspon- 
dant  ~ des ramifications de x. 

Par  chacun des N points y~ du rectangle C~, menons une parall~le D~ 

l'axe des imaginaires. Nous divisons ainsi la bands a < ~ < b  en un hombre 
d~termin4 de bandes inddfinies analogues mais plus petites. Montrons qu'~ 

l'int~rieur de chacune d'elles (fronti~res exclues) il n 'y  a aucun point y ~ y~ pour 

lequel rune  quelconque des d~terminations de x puisse admettre une ramification. 

En effet, soit x ~ l'une quelconque des d~terminations d~ x pour y ~y~;  on pourra 

prendre les entiers m, n et p (comme plus haut) de tells sorte que le point 

(x~, y~) d6fini par 

x ~ x ~  +mm+nm ~, y ~ y '  +mifl+nifl~ + z i p ~  
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appartienne au domaine (C~, C~). ~Iais si il y avait  ramification pour x = x', 

y = y', il y aurait aussi ramification, par suite de la triple p~riodicit~, pour x ~ x/ ,  

y ~ y'~. Le point Y't serait done l 'un des N points y , ;  mais cela est impossible 

puisque yr n'est pas sur l 'une des parall~les D~. 

D'autre part, le point y ,  correspondant ~ unc ramification de la branche 

x ----- x, ,  le point y,, + m'ipc + nrifl ' + 2 p ' i z  (m', n ~ et p ~tant trois entiers quel- 

eonques) correspondra ~ une ramification pour la branehe x = xn + m'o~ + n'o/. 

Or on sait que PC et pC' n'~tant pas tous deux commensurable avec z,  ]a quantit~ 

m' f l+n 'pc rT2p ' z  pourra ~tre aussi voisine que l'on voudra de route quantit~ 

r~elle donn4e, pour un ehoix eonvenable des trois entiers. Done les points 

y ,  + m~ifl + n'ipc r + 2 p ' i z  ferment un ensemble admet tant  pour points limites tous 

les points de la droite D~. Donc si, comme eela est ~vident, pour ehaque 

branche de la fonetion x les valeurs de ramification pour y sent isol~es, pour 

l'ensemble de toutes les d~terminations de x ees valeurs admettent  eomme points 

limites t ous l e s  points des droites D,:  nous appellerons ces droites les droites des 

rami/ications. On volt par ee qui precede que tout  le plan de la variable y se 

trouve subdivis~ par les droites de ramifications en bandes paraU~les h l 'axe des 

imaginaires telles qu'g l'int~rieur de chacune d'elles, chacune des d~terminations 

de x est une fonction uni/orme et r~gul@re de y. Cela se d~duit de ce qui pre- 

cede par un raisonnement bien connu. En outre, entre deux parall~les quel- 

conques g l'axe des imaginaires ~ ~ a, ~ ~ b, il n 'y  a qu'un nombre limit~, de 

droites de ramifications. 

13. Pour 4tablir certaines propri~t~s des z~ros de g~ (x, y) nous supposerons, 

ee qui ne restreint pas la g~n~ralit~ (voir Note I ~ la fin du M4moire) que la 

fonetion .q~ (x, y) satisfait aux identit~s suivantes: 

(5) 

g, (x, y + 2 i ~ )  = g, (x, y) 

g~ (x + oJ, y + ipc) -~ e~(yl+m2,, u gl (x, y) 

gl (x + ~o', y + ipc') = e~,(y)+i~+m~,, y g~ (x, y) 

duns lesquelles ~f(y) et ~p(y) sent deux fonctions enti~res de la seule variable y, 

admet tant  l 'une et l 'autre la p~riode 2 i z ,  et satisfaisont en outre h l'identit$ 

( 6 )  ~0(y + ifl) - -  , ( y )  = 9 ( y  + ipc') - -  9 ( y ) ;  

en outre A est une constante dent ]a valeur est la suivante 

(7) A ~ ml,3 PC + m~,l per+ 2m3,2 ~ 
(0  
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ml,3, m~,l, rn3,2 sent les entiers caract~ristiques relatifs aux trois syst~mes de 

p6riodes pris dans l 'ordre (o, 2izl), (to, ifl), (w', ifl'). Prenons dans ]e plan de 

la variable y un segment rectiligne ayant  pour origine un point arbitraire Yo et 

pour extremitd le point Yo + 2 i z .  Lorsque y parcourt  ce segment de Y0 b~ Y0 + 2 i z  
les diff6rentes d~terminations de x dans l '6quation (4) d~crivent dans le plan 

repr~sentatif de x certaines courbes. Choisissons darts ce plan un segment reeti- 

ligne d'origine x o et d'extr~mit6 Xo+ to de telle sorte que x o et xo+ to ne soient pas 
situ6s sur les courbes d6crites par lea diff6rentes d6terminations de x. 

Posons 

F ( x ,  y ) = ~ x  Log g,(x, y) 

et  consid6rons l'int6grale, prise le long du segment rectiligne (xo, x~ + oJ), 

xr 

(8) I F ( x ,  y )dx  =- Log g~ (x~ + to' y) 
gl (Xo, Y) ' 

~O 

darts laquelle nous donnons tout  d 'abord ~ y la valeur Y0 et nous prenons pour 

le second membre la d6termination qui convient pour Log g,(xo + to, Yo) 
~, (Xo, Y0) 

Nous supposerons ensuite que y varie en se d6pla~ant sur le segment recti- 

]igne (Yo, yo+zizr  toujours dans le sens de Yo vers yo-{ -2 i z .  Remarquons que 
g,(x o, y) et gl(xo+to,  y) ne s'annulent pas, d'apr6s l 'hypoth~se faite, dans cette 

variation de y. Nous pouvons done d6finir une fonction X(y )  uniforme sur le 

segment (Yo, Yo + zi~r) par l'6galit6: 

(9) X (y) ~ Log 
g, (x~ + to, y) 

glCxo, Y) 

X(yo) ayant  uno valeur 6gale h celle de l'int~grale (8) pour y = Yo- 

L'int~grale pr~cddente est fonction continue de y tant  que l'une des valeurs 

de x qui annulent gl (x, y) ne traverse pas le chemin d'int6gration. Lorsqu'une 

telle valeur traverse le segment (Xo, x0 + co) dans le sens direct [sens de la direction 

obtenue en faisant tourner de + ff le segment (x o, x o + to)] l'intdgra|e augmente 
2 

de 2i~r; elle diminue de 2i~r lorsque la travers6e a lieu en sens inverse. I1 en 

r~sulte que l~ d6termination du second membre de (8) doit 6tre augment6e ou 

diminude de 2i~r dana lea m6mes conditions. La valour de l'int6grale (8) pour 

y ~ y ,  + 2 i ~  so fa  d o n c  6gale  k:  
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X(yo + 2i•r) + 2 n i z ,  

off n e s t  la diff6rence alg6brique entre le nombre des racines de g~(x, y) qui ont 

travers6 dans le sens direct et le nombre de cellos qui ont travers6 dans le sons 

indirect. 

Nous aurons d'apr/~s cola: 

/F(X, yo + 2i~r)dx--f F(x, yo)dx  = X(yo  + 2i~r) + 2 n i z  ~ X  (yo). 

Mais d'apr6s ]es identit6s (5) 

F ( x ,  Yo + 2izr) ~ F ( x ,  Yo) 

et par suite 

(Io) 2 nice ~ X(yo) ~ X(yo + 2i~r). 

D'apr6s la premi6re des identit6s (5), g~ (x, y) est fonotion uniforme de x et de 

e~; lorsque y parcourt le segment (Yo, y o + 2 i z )  la valeur de eV d6crit dans le 

sens direct un cercle F de rayon 6gal au module de ey o e t  la variation totale de 

l 'argument de gl(x0+eo, y) ost un multiple entier de ~-z; co multiple restera 

6videmment Ie m6me si ev fair le tour de /" dans le sons direct en par tant  d 'un 

autre point de F clue pr6c6demment. Cela revient g dire que si k d6signe un 

hombre r~el queleonque les variations totales des arguments de g~ (xo + ~, y) et 
de gz(xo + w ,  y +  ik) seront los m6mes lorsque y d6crira le segment rectiligne 

(YQ, Yo+ 2 i~)  darts le sons direct. La diff6renee 

[ x ( y o  + 2 i ~ )  - -  x (y0)] - 7  
$ 

est d'apr6s (9) la variation totale de l 'argument de q* (xo + co, y) lorsque y pareourt  g,(Xo, y) 
lo segment (y~, y~ + 2iIr); elle est done aussi ~gale h la variation totale de l'ar- 

gument de 

g,(Xo + (O, y + ifl) , 
gl (xo, y) 

fraction qui ost 6gale d'apr6s (5) ~ e*(~)+~,,, u. 
La variation do l 'argument est done 2~rm2,1 et d'apr6s (io) on aura on 

tenant oompte de co que ram ~ - - m l , 2 :  

Yi, ~ ' re . l ,  2 .  
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Donc l'entier caract~ristique ml,2 est ~4al d la di/f~rence alg~,'ique entre le sombre 

des travers&s par les racines de l'~quation (4) du segment (xo, xo + w) dans le sen8 
direct et le sombre des traverMes dana le sen* indirect, lorsque y parcourt le segment 

(Yo, y o + 2 i z )  de Yo d Yo + 2 i z .  
D'une fa~on tout  analogue, l 'entier ml,3 a la mfime signification relativement 

/~ un segment (xo, x0 + ~,'). 

14. L'int6grale du premier membre de (8) nous servira encore b 6tablir une 

propri6t6 tr~s importante des z6ros de l'6quation (i). 
Remarquons tout d'abord que la partie imaginaire de cette int6grale a un 

sens bien d6termin6 et une valeur finie pour chaque valeur de y appartenant  au 

segment (Yo, Y0 + 2 i z)  m~me si une racine x de l'6quation (4) est sur le segment 
(x0, xo + ~,). La patt ie imaginaire de l'int6grale (8) ne diff~re que par des mul- 
tiples de z de la partie imaginaire de X(y)  laquelle est continue sur tout  le 

segment (Yo, Yo + 2 i z ) .  Ces multiples de z proviennent des travers6s du segment 
(xo, xo +w) par  les racines de l'6quation (4). Ce sombre de travers6es 6tant 
6videmment fini lorsque y parcourt  le segment (Y0, Yo + 2i~)  dans le sens de Yo 
k Yo + 2 i z ,  il en r~sulte que: x o et Yo grant dennis, il existe un sombre positi] B 
tel que la pattie imaginaire de l'intggrale (8) a un module in./drieur d B pour toute 

valeur de y appartenant  au segment (Yo, Yo + 2 i z )  et, par suite, pour route 
valeur de y appartenant  k la droite ind6finie qui joint les points Yo et Yo+ 2 i z  
puisque F(x,  y) admet  la p6riode 2 i ~  relativement ~ la variable y. 

Ceci pos6, prenons dans Iv plan de la variable x un parall61ogramme P~,,q 
construit sur les deux segments (xo, x e +pw)  et (x~, x o + q J )  p e t  ~ 6tant deux 
entiers positifs pour fixer les id6es. Nous pouvons supposer, le point x, n'6tant 
pas ehoisi de fa~on particuli6re, qu'aucune des racines de 

g,(z, Yo) = o .  

n'est situ~e sur le p6rim~tre de Pp, q. 
Dans ces conditions, le nombre N~, a des z6ros de g~(x, Yo) int6rieurs au 

paralMlogramme P~,q est donn6 par: 

2izN~,,q =f F(x. yo)dx 

rint6grale 6tant prise dans le sens direct tout  le long du p4rim%tre de Pp, q. 
Posons: 

xo+(m+l)  t~ 
m--p--1 f '  

S,- Z_o JF(x, yo)dx, 
~o  -t- m {o 
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x~a+(m+l )  ca' 
m - - q - - 1  (1' 

x0+q ~ol+(m +1 ) o) 
m--p--1 p 

Xo"l-q (o' + n* o) 

: o + p  e o + ( m + l )  ~ '  

.~e + p ~ + n t  (o' 

chaeun des chemins d'intdgration est un segment rectiligne qui appartient au 
p6rimbtre de Pp, q et l'ensemble de ees chemins comprend tout le p6rim~tre du 
parall61ogramme, de tel]e sorte que l'on a: 

(ii) 2 i z  Np, q ~  ! (8~--$2 + S , - - $ 3 )  

le signe ~ prendre devant la parenth~se est celui du coefficient de i dans le 

rapport - - .  

co 
Les expressions de $1, S~, S~ et S~ peuvent ~tre ~erites sous la for~e  

suivante: 
~-.o-I- (~, 

m - - p - - I  

~o 

m - - q - - 1  [~ 

+ row', yo)dx, 

Xo-~ ~O 
m - - p - - Z  1 "~ 

S -EZo J F(x + q,o' + m,o, yo)dx, 
~0 

~ - ~ o  ~ 

+p~o+m~o r, yo)dx. 

Des identit~s (5) on conclut imm~diatement les suivantes, o(1 m eut un 
entier quelconque: 

F(x § moo, y) ~ F(x, y - -  mi~), 

F(x + m~', y) ~ m i A  + F(x, y - -  miflr). 
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A l'aide de ces formules on peut  transformer les expressions pr~c~dentes de S~, 

$2, Sa, $4 en les suivantes: 

x0-1-a) 
m--p- -1  f~ 

xo 

~o .{- r 0 t 

S:--  q(q--  I) A i d  ; ~ - '  fF(x, yo-- m iJ )dx ,  
2 m ~ O  J 

~o 

xo+ a) 
m ~ p - - 1  ,/~ 

s3= pqAi  IF(x, 
~0 

XO+ 0)" 
m ~ q - - 1  [~ 

S. q(q--I )  A i d  +~=oJF(x' = 

~o 

Appelons pour abr6ger ~.~, 22, 2~, Y.~ les sommes d'intggrales qui figurent 
respectivement dans ces expressions de S~, S:, $3, $4 de telle sorte que 

S~--2~, s ~ - - q ( q - - I )  A i d  + 22, S3=pqAi~o+ ~3, S, q(q-- I )  A i d  + 2, 
2 2 

et par  suite de la formuIe (H):  

2i~Np, q ~ ~: (-- pqAi~o+ ~ - - ~ ,  + ~4- -~) .  

"r ~ d~truisent Comme Aeo est r~el (formule 7), les parties r~elles de ~ ,  -2,  ~ ,  se 
dans cette somme. D'autre part, en vertu de ]a remarque faite au d~but de ce 

paragraphe, ]es parties imaginaires de chacune des int~grales figurant dans les 

sommes ~ ,  ~z, Y~3 et ~ sont toutes inf~rieurs s un nombre positif fini B, qui 

d~pend de x0, Y0, mais pas du tout  de p e t  q. I1 r~sulte de l'~ que les parties 

imaginaires de ~ e~ ~ ont des modules inf~rieurs ~ p B et celles de ~: et ~: ~ 4  

des modules inf~rieurs s qB, de telle sorte que l'on pcut  poser: 

2izNp, q ~ + (--pqAi~o + ia~ + ia~ + ia~ + ia~) 

les a ~tant quatre nombres r~e]s tels que 

(~2) ]a,J<pB, Ja~J<qB, ]a~J<pB, ]a~l<qB. 

La r61ation pr6e6dente peut encore s'6erire: 
Ae ta  math~matiea.  33. Imprim~t lo 16 septembre 1909. 17 
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Comme 

- - - -  . 

pq  2 ~ 2 ~r pq  

on voit  que si p et q augmenten t  tous deux  ind~finiment on aura :  

N p q  Aco ml,3t~ +m~,li3r + 2 m 3 , 2 z  
lim ~ - ' ~ T - - = T  

p q  2~r 2 z  

le signe sup6rieur se rapporte  au eas off le coefficient de i dans to' est positif, 
t 0  

A to 
On peut  exprimer le r6sultat  prdc6dent en disant  que le nombre r6el T 2 r 

est le nombre moyen  de zdros de la fonction ffl(x, Y0) par  parall61ogramme con- 

s t ru i t  sur les p6riodes w e t  ~o' et ce nombre moyen  ne d6pend pas de la valeur 

choisie pour Y0: il ne d6pend que des entiers caract6ristiques et de fl, fl'. Ce 

nombre ne peu t  ~tre 6videmment  n6gatif;  on en conclut donc que la quanti t6 

r6elle A to est de signe eontraire h la pat t ie  imaginaire de to~. On peut  se de- 
2 9T to  

mander  toutefois si ce nombre ne peu t  pas 6tre nul. On voit  que c'est impossible 

de la fagon suivante.  

Nous avons montr6 que l '6quation 

g,(x, Yo) ~ o 

admet  au moins un z~ro dans chaque parall~logramme du r~seau construi t  avec 

les c6tSs qlto, qltg si ql est un entier positif convenablement  choisi qui peu t  

d~pendre de Y0; ceci a ~t~ ~tabli (paragraphe i i )  sous la seule hypoth~se que 

gl(x,  y)  n'es t  pas une fonction ne s ' annulan t  pour aucun syst~me de valeurs de 

x et y e t  sous l 'hypoth~se de la triple p~riodicit~ de ses z~ros. P r e n o n s  

p =  q ~ s q ~  

s ~tant  un entier positif. Dans le parall~logramme Pp,+ il y aura au moins s-* 

z6ros de gt(x, Y0) et  l 'on aura :  

p q  q~ " 

Si s augmente  ind6finiment, on voit  que la limite de N p j  est au moins 6gale 
Pq  



Sur les fonctions triplement p~riodiques de deux variables. 131 

I 
q~ et  pa r  suite diff6rente de z6ro. Pa r  cons6quent  A ne peut pas ~tre nul et  

par  suite les entiers  ml,3, m.~,l, m~,2 ne peuvent ~tre tous rods, si g~(x, y) n 'es t  pas 

une  fonct ion enti~re qui ne s 'annule pas, les trois syst~mes de p6riodes 6 tant  

toujours  suppos6s non exceptionnels.  

15. 8i nous eonsid6rons une fonct ion /(x, y) m6romorphe  aux  p6riodes 

(0, 2 i z ) ,  (o,, ifl), ((o', ifl') on peu t  la me t t r e  sous forme du quo t i en t  de deux  fonc- 

t ions enti~,res gl(x, y) et g2(x, y) n'admettant aucun ]acteur commun qui s'annule. 
Les entiers caract6ris t iques communs  s g~(x, y) et  g~(x, y) seront  appel6s les en- 

t iers caraet6ris t iques de [(x, y); ils sont  ainsi d6finis d 'une  fa~on unique,  puis- 

que les entiers  caract6ris t iques de g~(x, y) et  g.,(x, y) ne changent  pas Iorsqu 'on 

multiplie ces fonet ions  pa r  une fonct ion enti~re qui tie s 'annule  pas. Si m~,~ 

m~,3, m3,1 sont  les trois entiers  communs  ~ g~(x, y )e t  g2(x, y), l 'expression ml,3fl + 

m2,1fl' + 2m3,2z ne peu t  pas 6tre nulle si /(x, y) n 'es t  pas une constante .  Car 

si ee t te  expression est nulle g2(x, y) ne peu t  pas s 'annuler ,  pa r  co n s6 q u en t / ( x ,  y) 
serait  une fonet ion enti~re avee trois syst~mes de p6riodes non exceptionnels,  et  

pa r  suite une constante .  

A ~o 
16. Pou r  mieux in terpr6ter  le r6sul ta t  pr6c6dent  relat if  au signe de + - -  

2 J ~  ~ 

met tons  en 6vidence les par t ies  r~elles et  imaginaires de eo et  co'; soit 

eo = ;~ + ,.i ,  co' = 2' + ,d i .  

Le  signe de i dans ~J --  sera celui de ~ , d - - , . Z  ~, de telle sorte  que nous aurons 
(0 

dans tous les eas:  
( ~ d  - -  ~, Z') A eo < o 

ou bien, en rempla~ant  A par  sa valeur  et  r emarquan t  que m2 ,1=- -ml ,2 :  

( ) ~ # d -  #e)J)(ml,2/~/t + 2 m 2 , 3 z  + malfl) > o .  

Formons  ma in tenan t  pour  les trois syst~mes de p6riodes (o, 2 ix): (~o, ifl), 
(r ifl r) l ' invar iant  I den t  nous avons donn6 la d6finition au pa ragraphe  5 de 

l ' In t roduet ion .  I1 vient :  

] = 2 ~T(~,~* ~ - / t ~ t ) ( ~ n l , 2 / ~  I + 2 ?n2,32g + m3,1/~). 

La  condi t ion d'in6galit6 pr6e6dente s '6erit  done 

I > o .  
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Nous avons signal6 l'invariance du signe de I :  il en r~sulte que si les trois 

syst~mes de p6riodes sont pris sous la forme la plus g6n6rale, au lieu de la forme 

normale, l'in6galit6 1 > o doit toujours 6tre v6rifi6e. I1 r6sultera de la suite de 

ce M6moire que cette in~galit6 n~cessaire est la seule condition pour l'existence 

d'une fonction m6romorphe triplemcnt p6riodique admet tant  trois syst~mes de 

p6riodes non exccptionnels donn6s arbitrairement avee des entiers caraet6risti- 

ques donn6s 6galcment. 

L'in6galit6 pr6c6dente que nous avons indiqu6e antdrieurement (C. R. 3 D~c. 

i9o6 ) s'6tend sans aueune difficult6 nouvelle au cas des fonctions ( n +  I ) fo i s  

p6riodiques de n variables. Elle contient en elle-m6me toutes les in6galit6s de 

RIE~IANN relatives aux p~riodes des fonctions ab61iennes. 

Bornons-nous ici, pour ne pas trop nous ~carter de l 'objet sp6cial de notre 

M6moire, h signaler bri~vement comment on rattache au r6sultat qui pr6c~de les 

in6galit6s de I~In~A~N pour les fonctions ab61iennes de deux variables. Si O(x, y) 

est une fonction O sous forme normale, avee les quatre syst6mes de p6riodes 

(2 iz ,  o), (o, 2 iz) ,  (a, b), (b, c) ses z6ros admettent  les trois syst6mes de p6rio- 

des (2 iJ~ ~, o), (o, 2 i z ) ,  (ma + n b ,  m b §  nc) m et n 6rant des entiers quelconques. 

En 6crivant pour ces trois syst~mes l'in6galit6 I > o on obticnt une forme qua- 

dratique en m e t  n qui dolt ~tre d6finie et positive: c'est la condition classique. 

Le m~me proc6d6 s'applique s n variables. On peut done dire que l'in6galit6 

I > o contient, en elle-m6me toutes les in~galit~s de R I E ~ a ~ :  Ces in~galit6s 

se trouvent ainsi rattach6es ~ la distribution des zSros de la fonction enti~re 

g~ (x, Yo). 

17. Nous continuerons l'~tude des z6ros de l~quation 

g~ (x, y) = o 

en consid4rant les diff6rentes d~terminations de x pour les valeurs de y appar- 

tenant /~ une bande B du plan de y comprise entre deux des droites de rami- 

fications d6finies plus haut  et ne contenant ~ son int~rieur (fronti6res exclues) 

aucune droite de ramifications. 

Soit alors 

(~3) x = / ,  (y) 

]'une des d6termina~ions de x; /~(y) sera done, comme nous l'avons vu, une 

fonction uniforme et r6guli6re s l'intdrieur de B. 

Nous aurons une infinit6 d'autres d6terminations de x par la formule 

(~4) x + m~o + n to '= /~ (y  + mil'~ + nile' + 2 s i z )  
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off m, n e t  8 sont trois entiers quelconques positifs ou n6gatifs ou nuls; car si 

(x', y') est un zdro de gt(x,  y) v6rifiant l '6quation 

x'  = t ,  (v') 

on aura un autre z6ro en posant x = x ' - -  m to - -  n to', y = y' - -  m i f l  - -  n i~ '  ~ 2 si~r 

et (x, y) seront li6s par la relation (I4) et inversement. 

Nous allons montrer que routes les d6terminations (~4) ne sent pas distinc- 

tes entre elles, c'est-~-dire que It(Y) satisfait h une identit6 de la forme 

(I5) /I(Y + m t i f l  + n~ifl' + 2 s , i ~ r ) - - m l t a - - n ~ t o ' ~ -  

= / t ( Y  + m2if l  + n2 ifl' + 2 a2i~) - - m ,  t o - -  n3co' 

off (ml, n .  sl), (m2, n~, s~) sent six entiers dent  les trois derniers ne sent pas 

respeetivement 6gaux aux trois premiers. 

Supposons qu'une telle identit6 n'existe pas. Deux quelconques, d6termi- 

n6es, des valeurs de x fournies par (I4) ne seront 6gales que pour des valeurs 

isol6es de y; on peut  done toujours at tr ibuer ~ y une valeur y~ du domaine B 

n 'appartenant  pas K l'ensemble d6nombrable des valeurs de y pour lesquelles 

deux des ddterminations de x deviennent 6gales. 

Soient A0 et A .  les points du plan de la variable y correspondants respec- 
t ivement aux valeurs y~ et y~ + 2,tti~v, tt d6signant un entier positif choisi arbi- 

trairement. La longueur du segment reetiligne A , A ~ ,  est 6gale ~ 2 ~ r .  Parmi 

toutes les valeurs y l - - m i / t - - n i # ' - - 2 s i ~  ne prenons que celles qui correspon- 

dent b, des points du segment A o A . ;  pour ehaque syst~me de valeurs attribu6es 

m et n, il y aura ainsi ,u valeurs de s acceptables et ,u points correspondants sur AoA~,. 

(en supposant, pour plus de pr6cision que A0 fair partie du segment mais pas 

A.). Sur le segment A o A . ,  It(Y) a un module inf6rieur ~ une quantit6 fixe po- 
sitive R. Les valeurs de x eorrespondant aux valeurs eonsidfr6es pour y, sont 
de la forme: 

(16) x = m t a  + nt~' + a,,,,,,,. 

~ v e c  

< R .  

Pour ehaque couple de valeurs arbitraires de m et de n, il y a u valeurs de Otm, n, , 

distinctes entre elles, puisque les valeur~ de x le sent, et auxquelles correspon- 

dent, dans le plan de x, ,u points intdrieurs au cercle de rayon R et de centre 

m<o + nee'. Consid6rons ~ nouveau le parall61ogramme Pp, q construit sur les seg- 

ments (x,,  xo + ~tu) et (xo, xo + ~/to); N m d6signera encore le nombre des z6ros 
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de ~l(X9 Yl) int6rieurs ~ c e  parall61ogramme. Prenons un second parall61ogramme 

P' concentrique au pr6c6dent et  de cSt6s (p--v)co et (q--r p e t  q sent  sup- 

pos6s trbs-grands et positifs, et l 'entier positif v e s t  suppos6 choisi assez grand 

pour que tout  cercle do rayon R et ayant  son centre s l'int6rieur de P', soit tout  

entier contenu dans P~,q. La valour de v ainsi choisie sera ind6pendante de 

p e t q .  
Le parall61ogramme P'  contient ( p - - v )  ( q - - r )  des points moo + n d .  Le 

cercle de rayon R e t  de centre mc~ + ntq' contenant ,u des points (16), on voit 

que Pp,~ contiendra au moins t t ( p - - v )  (q --  v) des points mto+nto '+a . , , . , , ;  

comme ces points sent tous des z6ros de 91 (x, Yt) on voit que 

ou bien : 
Nr,~ > to(p-- v) (q - -  ~) ; 

Si p et q augmentent ind~finiment, v restant fixe, on aura 

lim N/qq > it. 

Or cola est impossible puisque ,u est un entier positif arbitraire et  que - -  

a une limite d6termin6e. 

11 y a done ndcessairement une identitd de la /orme (15). 

Np, q 

Pq 

(17) m t - - m s = m  r , n l - - n 2 = n ' ,  s t - - s :  = s '  

et remplagons dans (r5) y par y - - m 2 i f l ' - - n 2 i # ' - - 2  s~iz .  
I1 viendra: 

(IS) /I(Y + m'ifl + n'i$' + 2 s'i~r)= It(Y) + m'o  + n'w'. 

Soient tort, 9Ztt, 8rt les quotients de m r, n r, d par leur plus grand commun diviseur 

positif et posons: 

(19) 7 = m' t f l  + n'lfl' + 2 s'~ ~ et ~2 = m'lo + n'lw'. 

La relation (18) pourra allors s'6crire eomme suit: 

18. Recherchons maintenant tous les syst~mes de valeurs des entiers ml, 

nt, st, ms, n3, s2 pour lesquels a lieu l'identit6 (I5). 
Posons pour cola 
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(20) ] , ( y  + ida,) = / ,  (y) + d a  

d 6tant  le plus grand commun diviseur de m r, n', d. 

Si 7 6tait  nul, ~ le serait  n6cessairement aussi d 'apr~s la derni~re identi t6;  
0) I 

mais eomme -- est imaginaire on aurai t  tort = o et n't  = o; et ensuite de 7 ~ o ,  
Go 

on conclurait  d ~ = o .  On aura i t  done m r ~ n r = s ' = o  ce qui est contraire 

l 'hypoth~se que m2, n2, s2 ne sont  pas respect ivement  6gaux tous trois ~ mr, n ,  s,. 

7 6rant  donc diff6rent de z~ro, la diff6renee 

ll(V)--~y, 
qui admet  la p6riode i d  7 et qui est r6guli6re dans la bande B ,  sera d6velop- 

pable ~ l ' int6rieur de cette bande en une s6rie d 'exponentielles et  nous pouvons 
poser: 

(21) 

Or on 

pour la fonction / I (Y)  qu 'un  seul d6veloppement de la forme (21). 

~ + ~ a , ~ e W  y 1, (y) = ~ v 
n m - - o o  

volt bien facilement, en considgrant la d6riv6 de [~ (y) qu'il  n ' y  a 

O r  c o m m c  

mreo + n~o/ ~Q 
m'fl + nrfl ' + 2 d z  7 

si m ' ,  n", s" est un autre  syst~me d'entiers pour  lequel l ' identi t6 (18) est satis- 
faite, on aura:  

mfr co + n"  oj r 

m"fl + n"~' + 2 , " ~  = ~" 
En remplagant ~2 et Z par  leurs valeurs (19) , il vient,  toutes r6ductions faites: 

eo [(m" n', ~ m', n") fl' + 2 z (m" d,  - -  m', s")] + 

+ ~' [ ( n ' m ' ,  - -  n ' , m ' ) f l  + 2 z ( n ' d ,  - -  n't  s")] = o. 

Comme co~ est imaginaire, eet te condit ion en t ra ine  les deux suivantes 
GO 

( m ' n ' ,  - -  m'  1 n ' ) f l '  + 2 z ( m ' d l  - -  m' t  s") ~ 0 

( n ' m / - -  n'l m ' ) f l  + 2 z ( n ' d ,  - -  n ' ,  s") = o. 

L ' u n  au moins des deux nombres fl ou fl' est incommensurable avec z .  Si 
c 'est  fl, la deuxi~me relation donne 
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~r~, ,/TtTl ~ n t l ~ t  ~ O, .~fr 8~t ~ n r t  8"  ~ O, 

et ensuite la premiere donne:  

'~nll SI  1 - -  'n f f  l 8rl ~ 0 �9 

Comme m',, nt,, d, sont  premiers entre  eux, on eonelut  des trois derni~res 

relations: 
m"~dm~t,  n ' = 6 n ' ~ ,  s ' t :ds'~,  

off ~ est un  entier positif  ou n6gatif. 

La  relat ion 

(22) l,(y + m"ifl  + n"ifl' + 2 s"i~r) = It(y)  + m"w + n" o' 

s'6crit alors 

(23) /,(y + i ,~r)~ l,(y) + c~s~ 

et il s 'agit  de t rouver  tous les entiers $ pour  lesquels cette relation a lieu. 

Soit, pour eela, dl le plus pet i t  entier positif  non nul pour lequel on a 

(24) It (Y + idt 7) = l, (Y) + dt ~ 

Un tel ent ier  existe puisque l 'on a la relation (20)oh d n 'est  pas nul. Posons 

(25) ~ = qdt + a, 

oh q est un  entier positif ou n6gatif ou nul eonvenablement  ehoisi et o un entier 

positif ou nul inf6rieur /L dt. De (24) on eonelut  

],(Y + iqd,~')=t,(9) + eats2. 

Changeons dans eette identit6 y en y + lay;  elle devient  en t e n a n t  compte 

de (25) 
/ , (y  + i r  + ia7) + qd,~2 

et d 'apr~s (23) et (25): 
l ,(v + r  1, (y) + ~ .  

Comme a est positif ou nul, inf6rieur ~ dl qui est le plus pet i t  entier non 

nul v6rifiant (24), on a n6eessairement: 

( r ~ O  

et d 'apr~s (25) et les relations re ' f= dm'~, n " =  Snf,, s " =  ds', il v ient :  

m" ~ qdtm~t, n" = qdtn'  t, s" -~ Qd~s't. 
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R6ciproquement ,  si q est un ent icr  quelconque dans ces derni6rcs formules,  

les valeurs  pr6e6dentes de m", n", 8" conviennent  bien h l ' identi t6 (22); eela r6- 

sulte imm6dia tement  de (24). Posons:  

7 , - - d ~ 7  = d, (m', fl + n'tfl '  + 2 8115l), 

~2~ = d, P-- = d~ (m'l to + n'~ J ) .  

La  re la t ion (24) dev ien t  

On en d6duit :  
l ,(y + i ) , ) =  l , ( y )  + o. , .  

1, (y - -  i y , )  = l , ( y ) -  !2,. 

Nous pouvons  d 'apr6s eela supposer  que le nombre  rdel 7, est  positif, sans 

quoi  on le changera i t  en --71 en m~me temps que L)~ en --~-),. Les quant i t6s  

iy~ et  .q, sont ainsi d6finies par  ce qui pr@~de d 'une  fae, on unique.  Nous les 

appellerons ]es augments  conjug~gs rclatifs it /~(y) et nous poserons:  

(26) 
,(2= 1 ~ t Q  (0 + 1/l ~Ot, 

7~ = ! q f i  + <)'.~' + 2 a~;r > o; 

lq, ~ e t  a~ sont  des ent iers  ddfinis pa r  lh d 'une  fa?on unique.  R e v e n a n t  main- 

t enan t  h l ' ident i t6  (r5) et  aux formules (i7) et  (IS) nous voyons que les condit ions 

n@essaires et  suffisantes pour  que l ' ident i t6  (15) soit  satisfaite sont donn~es pa r  

les relations:  
m~ ~ m~ = Q',u, 

(27) n I - -  n~ : o' ~'~, 

81 - -  82 ~ Qt 61,  

oh Q' est un  ent ier  quelconque positif  ou ndgatif. 

Ces propri6tds 6tablies, on volt  par  un  ra i sonnement  tr~s simple que l 'on 

obt ien t  toutes  les d6terminat ions  dist inctes fournies pour  x par  la formule (I4) 

et  chacune une seule fois, en p renan t  pour  m, n et s toutes  les valeurs entibres 

positives, ndgatives, ou nulles pour  lesquelles les indgalitds 

(28) o < mf l  + nil '  + 2 s ~  < 7~ 

sont  satisfaites. 

Plus g6n6ralement  si M est un ent ier  positif  quelconque on au ra  chaque  

d6termina t ion  dis t incte  r6p6t~e M lois, en d o n n an t  h m, n e t  s toutes  les valeurs 

pour  lesquelles 
o < mf l  + nil '  + 2 s z  < M 7t. 

Acta mathematica. 33. tmprim~ ]e 16 septembre 1509. 1~  
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19. L 'ensemble  des dbterminat ions  dist inetes de x dans la formule (14) 

eons t i tue  un  ensemble de d~tcrminat ions  telles que  l 'on passe de l 'une ,~ l ' au t re  

en a jou tan t  s x et  h y des multiples eonjugug.s des trois syst6mes de p6riodes, 

et inversement ,  si l 'on a joute  h x et it y dt's multiples eonjugud-s des p6riodes, 

on passe d 'une  des d6terminat ions  "~ une aut re  off h la m6me d6terminat ion.  

Nous en tendons  par  1s que si dans l '6quation qui d6finit  l 'une des d6terminat ions  

de x pour  y intdrieur h B, on ajoute h x et  y (led multiples eon]ugu('s des p6rio- 

des on a une 6quat ion d6finissant encore nne des d6terminat ions  de x. Choisissons, 

par  exemple, la plus simple des d6terminat ions  de x dans les nota t ions  pr6e6- 

dentes:  
.~ ,_  1, (y). 

Nous  dirons que x = / , ( y )  
B, de la fonet ion x d6finie par  

est une branche principale, re la t ive "~ la bande 

g~ (x, y) ~ o. 

(~1, iYL) seront  appel6s led mtgments COnj~lg~l(;S relatifs ~ eet te  branehe  prineipale.  

Led autres  d6terminationd de la formule (i4) ne sont pas eonsid6r6es eomme des 

branched principales distinctes de la p%e6dente,  paree qu'elles n 'en difft~rent que 

par  des multiples conjugu6s des p6riodes. Toutes  les valeurs dist inctes de x four-  

nies par  la formule  (14) seront  appel6es les z6ros de fit(x, y ) ~  o relati/s ou se 
rapportant s l~ branehe  prineipale  x-=/~(y).  

Remarquons  que t ou t  ee qui prde6de d'applique m~me au eas oh I, (Y) serait 
une eonstante ,  eas qui peu t  se p%senter .  La  relat ion / , ( y + i T ~ ) ~ / ( y ) + ~  
mont re  qu 'a lors  -(2.1 est n6eessairement nul, e 'est-g-dire que !q = r ,  = o; ensuite 

7l = 2  at~T doit  ~tre le plus petit, multiple positif  non nul de 2 ~-r pour  lequel a 

lieu l ' ident i% p%e6dente :  done a~ == I; les deux augments conjugu~s sont  done ici 
(o, 2 ~ i ) .  

I1 peu t  ar r iver  que t o u s l e s  z6ros de g~(,% y) qui se r ap p o r t en t  "~ la branche 
principale x ~[~(y) soient  tous des z6ros doubles ou triples, ete . . . .  et eela pour  

une valeur  quelconque de y du domaine  B. Nous dirons que la branehe prinei- 

pale x == [~(y) a un  deg% de multiplieit6 6gal h deux, trois ete . . . .  

Si la fonet ion enti6re g~(x, y) adnlet  des z6ros qui ne se r a p p o r t e n t  pas 

la bra.nehe prineipale  p%e6dente,  (y r e s t an t  toujours  dans le domaine  B) nous 

me t t rons  n 6videnee une seeonde branehe  prineipale x==]~(y) avee des augments 
con]uguds (!L, i72) donn6s par  les formules 

~Q2 -= tl2(o ~- 1,~{o r, 

Y-~ = !ld~ + )'2d' + 2 r > o. 
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On aura  ainsi une suite de branches principales 

/,(Y), /~(Y), / 3 (Y ) , . . .  

Nous allons montrer  que leur nombre cst ndcessairement fini. Dans tout  

ce qui va suivre nous supposons toujours,  lorsque nous parlerons de l 'ensemble 

des branches principales que chacune d'clles est compt6e un hombre de fois 6gal 

"~ son degr4 de multiplicit6 et que darts la suite 

I,(Y), l,.,(Y), I3(Y) , . . .  

ehaeune d'elles esb ~crite ce nombre de fois. 

Ccei pos5 yo 4rant une va]eur queleonqu~_' de la 1)ande B posons: 

~i? = / , , (y0) ,  ~ = ~, ~, 3 , . . .  

Soit II  un paral151ogramme du plan de x construi t  sur des c6t6s o~ ct (o 

et soit 
x(k~) - . -  ~,~0)~ + m/~ ~ + , j  

l 'homologue de ~~'~~ dans H.  Posons 

en ehoisissant l 'enticr Sk de fa~on (tue yk appar t iennc au segment  (Y0, Y0 + 2 i~-,'). 

D~s lors (x(ki), Yk) sera un z~ro de g~(x, y) se rappor tan t  '~ la branche principale 

/~.(y), x~), y~ appar t enan t  respect ivement  au para]16]ogramme H et au segment  

(Y0, Yo + 2 i~) .  
Si les branches principales 5taient en nombre infini, les points yk que nous 

venons de d~finir sur le segment (Y0, Y0 + 2 Ac) auraicnt  un point  limite y ~  b 

appar tenan t  ~ ce segment. Or pour  un domainc choisi assez peti t  au tour  du 

point b, g~(x, y) n 'a  qu 'un  nombre fini de z6ros appart( ,nant  au paraIld]ogramme 

/ /  et se rappor tan t  s des branches principales d6termin(es en nembre fini. Or 

cela est manifes tement  en contradict ion avec ce qui pr6c~de. Par  cons6quent, 

il n 'y a qu'un hombre limit~ de branches principales relati~,es <~ la bande B cha- 

cune des branches 6rant compt6e par  son degr6 dee multiplicit6. Chacune des 

fonctions /k(y), peut  ~tre d6veloppde sous h~ forme (2i) pour tout  l ' int6rieur de 

la bande B, et l 'on volt  que toutes les ddterminations de x dans l 'dquation 

g~(x, y) = o 

off y appar t ien t  ~ la bande B se d6duisent d 'un  hombre limit6 de d6vcloppements 

de cette forme. 
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20. II r6sulte de ce qui pr@~de que la fonction enti~re gl(x, y) dont  les 

z6ros admettent  les trois systSmes de p6riodes (0, 2 ix), (,~, il?), (oY, i y )  ne peut 

pas ~tre le produit d 'un nombre infini de fonctions enti~res ayant la mdme pro- 
pridtd et dont chacune s'annule pour quelque syst~me de valeurs de x et y. 

Car la branche principale x ~ / k ( y )  doit appartenir ~ l'un des facteurs du produit 

et, par suite de la triple p6riodicit6 des z~ros de ce facteur, toutes les d6termina- 

tions de x relatives ~ eette branche ]k(Y)appart iennent  au mSme facteur. II 

r6sulte done de lk que ]e produit eontient aa plus un nombre de facteurs 6gal 

au nombre des branches principales dans la bande B, chacune 5tant compt6e 

avec son degr6 de multiplieit6. 

Supposons que g~(x, y) puisse 8tre mise sous forme d'un produit de plusieurs 

faeteurs de cette nature. Si Fun des facteurs est lui-m6me d@omposable de la 

mSme fagon, remplagons le par ses faeteurs. AprSs un hombre limit~ d'op6ra- 

tions de cette sorte g~(x, y) se trouvera mise sous forme d'un produit d'un nombre 

fini de fonctions enti~res dont les z6ros admettent  les trois syst~mes de p6riodes, 

dont chacune s'annule pour quelque syst~me de valeurs de x et de y, et dont 

aucune n'est ddcomposable en un produit de plusieurs faeteurs de m~me nature. 

Nous arrivons ainsi ~ la notion de ]acte~er irrdductible ou In'emier, relativeme~t aux trois 
systbmes de pdriode8 (0, 2 i~c), (ca, ifl), (~0', i J ) .  Remarquons qu'il est essentiel de 

sp6cifier les trois syst~mes de p~riodes; car un facteur irr6duetible relativement 

h (0, 2 iJr), (~0, il~ ), (~', ifl ~) peut se trouver ~tre rSductible relativement s (0, 2 i~T), 

(2 co, 2 ifl), (co', i{#'). 
Si l'on ne eonsid~re pas eomme distinets deux faeteurs dent le quotient est 

une fonetion enti~re qui ne s'annule pas, on voit faeilement que qt(z, y) n'est 

d6eomposable que d'une seule fagon en ses faeteurs irr6duetibles relativement k 

(o, 2i~),  (~o, ii~ ), (cg, ifl'). 11 suffit de remarquer que si les z6ros de deux fone- 

tions enti~res admettent  les trois syst~mes de p6riodes, les z6ros eommuns ~ ees 

deux fonetions admettent  les m~mes p6riodes et par suite le plits ~mnd commun 
diviseur des deux fonetions enti~res est une fonetion enti~re ayant  la m6me pro- 

pri6t6. Deux faeteurs irr6due~ibles retativement aux trois syst~mes de p6riodes 

pr6e6dents, sent done ou bien identiques, ou bien sans faeteur eommun s'annulant. 

~1. Revenons aux augments eonjugu6s ( 0 ,  iyt)" On peut donner une 

interpr6tation des entiers !q 'e t  vt qui figurent dans les expressions de Ot et 7~. 

Supposons tout  le plan de la variable z subdivis6 en un r6seau de parall61o- 

grammes de e6t6s co, co'. L'un d'eux 6tant d6sign6 par //0,0 nous d6signerons par 

II~,~ eelui qui se d6duit de Ho, o par la translation (p~o, q~o') p e t  q 6rant des 

entier8 positifs ou n6gatifs ou nuls. 

Prenons une valeur quelconque Y0 dans la bande B e~ posons 
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�9 o = / , ( y o ) .  

141 

Si y d6crit le segment  rectiligne (Yo, Y0 + iY~) dans le sens positif c 'est-h-dire de 

Yo vers Yo + i 7 .  ]e point x-~/~(y)  d6crira dans son plan une ligne d6termin6e F,  

pa r t an t  du point  xo et aboutissant  au point x~ + .(2~, c'est-h-dire au point  x 0 + 

,u~to +rtr Le sens dans lequel se d6place x dans ce mouvcment  sur F sera le 

sens positif sur F.  Dans ce qui suit  lorsque nous parlcrons d 'un  d6placement 

de y, il s 'agira toujours,  sans qu'il  soit besoin do le r6p6ter, d 'un  d6plaeement 

dans le sens positif, sur la droite ind6finie joignant  Yo s Yo + i7~. 

Si nous supposons, pour fixer les id6es, que le point  xo appar t ient  au paral- 

161ogramme H0,0, le point xo + ~1 appar t iendra  au paral]61ogramme H~ ...... . 

Nous d6signerons par  a o celui des sommets du parall61ogramme //0,o qui est 

tel que ao + to et a0 + to' sent  deux autres sommets de H0,0. 

Supposons que y parcourant  le segment  (Y0, Yo + i;q) lc point  x ~ / I { Y )  vienne 

passer d 'un  parall61ogramme Hp,,q, ~ un paralldlogramme H~,q,+l et soit (x .  y~) 

le couple de valcurs de (x, y) pour lequel a lieu ce passage; de telle sorte que 

le point  x~ est situ6 sur le segment rectiligne [a0 + p~to + (q~ + i)to', ao + (P~+~)t~+ 

(q, + i)to'] et l 'on a 

(29) x, = / ,  (y,). 

Nous aurons un 

1, (y) en posant  

(30) 

aut re  z6ro (x ' .  y',) de g,(,% y) relatif s la branche principalc 

x'l = x~ - -  p, r - -  (q, + I)~o' 

!1'i - -  Y~ - -  P~ i f l  - -  ( q t  + I ) i # "  - -  2 r t  i~T 

r, 6rant  un entier choisi de fa~on que Y'I soit situ6 sur le segment  (Y0, Y0+ 2 i z )  

(l 'cxtr6mit6 Yo comprise, l 'autre  exclue), r~ est ainsi d6fini de fagon unique. 

Lo point  xrl sera situ6 sur le segment (a0, ao + co) et lorsque y traverse la 

valeur y ' .  il y a un z6ro de gt(x, y), relatif  s la branche prineipale /I(Y), qui 

traverse en xr, le segment  (ao, ao + (o) dans  le sens direct  si -- a sa pattie iraagi- 

naire positive. 

Soit (x2, Y2) un autre  couple de valeurs correspondant  ~ un passage do x 

sur F,  d 'un  parall61ogramme //~,q, au parall61ogramme H~,q2+1; on aura 

et nous poserons, comme plus haut ,  



142 P. Cousin. 

x'~ = x ~ - - p ~ o - - ( q 2  + I)tO' 
(32I 

yr2 = y : - - p 2 i ~ - - ( q 2  + I ) i S - - 2  r : i ~  

y r  appur tenan t  au segment  (Yo, Y0 + 2 iJr) et  x'2 au segment (ao, ao + o~). Pour 

y--y'~ il y a un z6ro de ff~(x, y) relatif  s la branche  principale x = / I ( Y )  qui 

t raverse  (ao, ao + to) duns le seas direct  au point  x'... En g6n~ral Y'I et  Y'2 sont  
distinctes.  Si elles sont  (~g~les et  que xrl et  x': ne le soient pas, pour  la valour 

Y = Yrl =Y'2 il y a deux z6ros do gl(x, y) qui t raversent  le segment  (a o, ao + to) 
respect ivement  aux points  xrl et x'~. Supposons que, plus par t icul iSrement  y ' ~ y ' ~  

et xr~=xr2. De (29), (3o), (31) et (32) on conolut imm6dia tement  en tenant  

compte  de c e q u e  xr: = xrt et Y'2 ~ Y~I les relations suivantes :  

x'~ + p~co + (q~ + I)tO'---]~[y'~ + p~ifl + (q~ + I) i f l '  + 2 r~i~T] 

(33) x'~ + p2to + (q2 + i ) o /~ [~ [y '~  + 1hit? + (q~ + I)ii~' + 2 r:i:T] 

Y,  - -  Y2 = (P l  - -  P2) i fl + (qt - -  q~) i t7' + 2 (r ,  - -  r,_,) i ~.  

Comme los valeurs Yt et  y: sont  dist inctes et appar t iennent  routes deux au seg- 

ment  (Yo, Yo + i7~) la diff6rence pr6c6dente cst diff6rente de z6ro et do module 

inf6rieur s 7~; il en r6sulte, d 'apr~s ce que l 'on a vu plus haut  (paragraphe 18) 

que los deux d6terminat ions de x fournies par  

x + p~o + (qx + I)tO' ~ / ~ [ y  + p~ifl + (q~ + I) ii~' + 2 r~i~r] 

x + p2to + (q~ + i)to' = ]~[y + p. ifl + (q~ + i)it~' + 2 r2i;~] 

sont dist inctes;  elles deviennent  6gales toutes  deux ~ xr~ pour  y = y ' a  d 'apr~s les 
formules (33). Donc lorsque y t raverse  la valeur  y ' ,  il y a deux z6ros de g~(x, y) 

qui v iennent  t raverser  le segment  (a0, ao + to) au m6me point  x'~. 
On rMsonnerait  exaotement  de ]a m~me fa~on si un plus grand hombre  de 

couples de valeurs analogues s (x ' ,  y'~) venaient  se confondre avec (x~, y'l); si 
)~ est co nombre,  il y ~urait  pour  y : y'~, ). z6ros de g~(x, y) relatifs s la branche 

principale y = /~(x)  qui t raverseraient  au m~me point  x'~ le segment  (a~, a0 + to). 

Inversement ,  d~signons main tenant  par  y'a un point  du segment (Yo, Yo+ 2 i~)  
pour  ]equel un z6ro de g~(x, y) relati] ~ la branchc principale a '=/~(y)  t raverse  

duns le sons direct le segment (a0, a0 + ~) en un point  x'~. Soit 

(34) x + rote + n to '=/~(y  + mif l  + nifl '  + 2 s i ~ )  

la d6terminat ion de x ~ laquelle appar t ien t  le z4ro (x'a, Y'a), on aura ainsi: 

x'~ + into + nto' =l , (Y'a + rail3 + nif l '  + 2si~,*). 
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off t e s t  un ent ie r  choisi de fagon que y.~ appar t i enne  au segment  (Yo, Yo + i71). 
On aura  

et  il est clair que lorsque y t raverse  ]a valeur  y~, x sur la eourbe  F passe pa r  

le point  x3 du paral lSlogramme Ilp~,q~ au para.ll~logramme llp,,q~+~, en posant  

P 3 ~ = m  ~- t / q ,  q 3 ~ n  + t ~ , l - - z .  

X f Si le z~,ro ( 3, Y~3) appar t i en t  non seulement  s la d~terminat ion (34) mais 

aussi s une d~terminat ion dist incte,  se r a p p o r t a n t  tou jours  h l~ branche  /~(y): 

(35) x + mr~o + n'to' ~ [ ~ ( y  + m ' i f l  + n r i f  + 2 s'i;~) 

on aura  it  un au t re  syst~me de valeurs  corrcspondantes ,  pour  x 3 et  Y3; 6crivons 

ces nouvelles valeurs  que nous d6signerons par  ,x( 1)~ , y(~): 

x(~ l) = xr.~ + mrt~ ~ n ' t J  + tr~j  

Y~)=Y '3  + m' i f l  + n' ifl' + 2 s' i;c + t ' i y t .  
D'ofl : 

(36) y(1)__y~ ~ ( m ' - - m ) i ~  + ( n ' - - n ) i f  + 2 ( s r ~ s ) i ~ T  q- ( t ' - - t ) i T , .  

On peu t  supposer  (paragraphe  zS) dans (34) et (35) que m, n, s, m f, n', s 

v~rifient les in~galit~s: 

o < m f l + n f  + 2 s ; r ~ y l  

o<_m~fl + n~ f  + 2 s~r < "/~. 
D~s lots, si l 'on av~it  

y(,1) = Y3 

d'aprSs (35) on aurai t  n~cessairement t~-- t ,  car  deux quant i t6s  r~elles compri-  

ses en t re  o et 71 ne peuven t  pas ~voir une difference ~gale ~ un mult iple ent ier  

non nul  de 7~. Ensui te  on aura i t :  

�9 i ') = 1, (y(1))  = l , ( y 3 )  = x 3 .  
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La  diff6renee x ( ~ n - - x 3 = ( m ' - - m ) f o §  montre  que m ~ - m  r, 

n ~ nr; enfin (35) donnera i t  s ~ s'. Donc les deux d6terminations (34) et (35)ne 

seraient  pas distinctes contra i rement  s ] 'hypoth~se. Par  suite y~l) ne peut  @tre 

6gale s Y3. D 'une  fa~on plus g~n6rale, si (xr~, y~) appar t ien t  ~ un nombre it r de 

d~terminat ions dist inctes de x de la forme (34), il y aura  )2 valeurs distinctes 

correspondantes y~, y~) . . . .  y~-'-lk 

I1 r6sulte de ce qui pr6c~de, que si nous d~signons par  % le nombre des 

valeurs  de x, fournies par  toutes  les d~terminations distinctes de la forme (34) 

qui t raversent  le segment  (a0, a0 § ~o) dans le sens direct |orsque y parcourt  tout  

le segment  (Y0, Y, + 2 iTr) dans ]e sens direct; et si d ' au t re  par t  r 2 d6signe le 

hombre de fois que x = / ( y )  passe d 'un  parall~logramme Pp, q au parall~logramme 

Pp, q+l lorsque y parcour t  le segment (y,, y,)§ i7, ) dans le sens direct, on aura  

n6cessairement 
T 1 ~ T 2 �9 

Car, d 'apr4s ce qui vient  d'@tre 6tabli, ~ chaque passage du premier mode  

correspond un passage du second mode, et inversement.  

P a r  le m@me raisonnement ,  si l 'on d6signe par  v'~ le nombre des travers6es 

de (ao, a0 + co) dans le sens indirect et par  zr~ le nombre  des passages de x ~ / ( y )  

d 'un  parall@logramme Pp, q au paralldlogramme Pp, q-1, on aura :  

Mais le point  x ~ / ( y )  par t an t  de x o pour about i r  au point  x o + p ~ c o + r s d ,  

on aura:  
T 2  - - ~ f 2  ~ ~ 1  

et par  suite 

v~ est done la diff6rence alg6brique entre le nombre des travers~es directes et le 

hombre  des travers6es indirectes du segment (ao, ao + co) par routes les d~termina- 

tions dist inctes de x, relatives ~ la branche principale x = /~(y) .  

Si le rappor t  co~ avai t  sa part ie  imaginaire n6gative, dans l'6nonc6 pr6cddent 
[0  

il faudra i t  changer v~ en ~ v~. 

Enfin,  on a 6videmment  un 6nonc6 analogue au pr~c6dent, en y changeant  

~ en - - a t ,  et (ao, ao + ~o) en (ao, ao + c@. 
Consid6rons ma in tenan t  toutes les branches principales relatives '~ la hande 

B e t  soit T le nombre de ces branches chacune d'elles dtant r@dtde un nomSre de 

lois ~gal ~ son degr~ de multipliaitd. Soit [~.(y), (It ~ I, 2 . . . .  T)  l 'une quelconque 

d 'ent re  elles et soient: 
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~k ~ ttkco q- ~kco f 
(37) 

Y], =t~1,fl + ~'],fl' + z r  > o 
ses augments  conjugu~s. 

Si r o n  consid~re toutes  les d~terminat ions de x cor respondant  h toutes  les 

branches  principales,  elles cor respondent  d 'une  fa~on univoque  aux d~termina-  

t ions de x dans l 'dquat ion 
gl (x, y) = o 

en a y a n t  ~gard aux degr~s de multiplicitY. 

Done la diff4rence ent re  le nombre  des z~ros de g~(x, y ) q u i  t r ave r sen t  

(a0, a0 + ~) dans le sens di rect  et le nombre  de ceux qui le t r ave r sen t  dans le 

sens indirect  est  donn~ pa r  la somme 

k ~ T  

k--1  

E n  r app rochan t  ce r~sultat  de celui du pa rag raphe  ~3, nous aurons:  

k - - T  

ml,2 = -b ~ ~"k 

k-1 

m1,3 : T ~ I t k .  
k--1 

Les signes sup~rieuys sen t  h p rendre  si cJ - -  a sa par t ie  imaginairo posi t ive;  
~0 

les signes inf~rieurs, dans le cas contraire.  

Remarquons  que le cas od l 'une des fonctions /k(y) est une cons tan te  ne 

fai t  pas except ion;  car  on a alors, comme nous l 'avons vu, g k =  ~'k = 0 et  d ' au t re  

pa r t  les valeurs cor respondantes  des x ~tant  constantes,  aucune ne t raverse  

(a0, a0 + w). Los formules pr~c~dentes peuven t  ~tre compl~t6es par  une troisi~me 

formule analogue relat ive aux  qk. P o u r  l 'obtenir ,  comme fl et fl' ne sent  pas 

nuls tous deux,  supposons fl,~ o et  effectuons le changement  de variables 

cO 
X ~ x - - ~ y  

~ 2Tt~ -~y. 

Les trois systSmes de p6riodes (0, 2 iJr), (co, ifl), (co', ifl') dev iendron t  respec- 

t i vemen t  pour  les variables X et  Y: (co~, iflt), (0, 2 izr), (~o'~, ifl'l) en posant :  

.A~a ma~hcma4/ca. 33. Imprim~ le 17 septembre 1909. 19 
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0), , , 0 ) ' 1 =  

Nous pouvons supposer que fl est positif, sans restreindre la g6n6ralit6 des 

raisonnements.  La  partie imaginaire de 0)'-~ est alors de signe contraire h celle de 
0)1 

- - .  Les augments  conjugu6s relatifs h [k(y) seront 6videmment pour les nouvel- 
0) 

les variables 
qI,0)~ + vl, J~ et i(r + vkfl'x + 2 ~kz) ;  

eet te derni~re parenth~se est positive puisqu'elle est ~gale h 

2 F g  2 f f  
[t (,"kfl + vkfl' + 2 zqk ) = --fi-7k. 

Si GI(X, Y) est ce que devient  g~ (x, y) par  le changement  de variables, ses 

entiers caraet~ristiques mra,~., m ~2,3, m t3,~ relatifs aux trois syst~mes de p6riodes 

pris dans l 'ordre (0, 2 iz ) ,  (0), ifl~), (0)', ifl'~) seront les suivants:  

, 
Tl~tl,2 ~ ~ 2 , 1 ~  9r/r2,3 ~ m l , 3 ,  m 3,1 ~ rt23,2. 

En appl iquant  ~ GI(X, Y) ]es formules pr6c6dentes, on obt ient :  

k=T 

99g 1,3 = rf~2,$ 

k - I  

le signe sup6rieur se r appor t an t  au cas oh la partie imaginaire de J_A est n6ga- 
0) 1 

rive e t  par  suite la part ie  imaginaire de 0)--~ positive. 
0) 

Cette derni~re formule, jointe aux deux pr6c6dentes fourni t  le tableau suivant:  

mm = 5= 2~qk 

(38) ms, t = 5= 2t~k 

ml,~ = 5= 2~ vk 

trois sommations s '6tendent h k = i,  2, . . .  T et les signes sup6rieurs corres- 

De ces formules on 

l e s  

pondent  au cas oh la part ie  imaginaire de 0)~ est positive. 
co 

tire imm6diatement  les suivantes:  

+ ,~-2k ~ m l , 2 0 )  t + m3,10) 

• ~Tk = m~,2fl ~ + 2 m2,3~ + m3,1fl. 
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Done: quelle que soit la bande B qde l'on eonsid~re dans le plan de la 

variable y, les sommes des augments relatifs h routes les branches prineipales 

restent les m6mes. Remarquons qu'au contraire le hombre T peut changer lors- 

qu'on change la bande ehoisie B. 

22. Consid6rons les d6terminations distinctes de x relatives ~ la branche 

principale /~(y) qui sent toutes donn6es, et chacune une seu]e fois, par la formu]e 

(39) 

oth l'on suppose 

x + rno~ + nor=/1 , (y  + mi$ + n i $  r + 2 s i z )  

o < mfl  + nil' + 2 s z  < Za 

et d6signons par N (k) le nombre de ces d6terminations int6rieures h u n  parall61o- P~ q 

gramme Pp, q de c6t6s pea, qcd pour une valeur donn6e Yo de y, appartenant  k 

la bande B; p et q sent deux entiers positifs quelconques. Nous prendrons deux 

autres parall61ogrammes P~ et P~ concentriques au pr6c6dent et de cSt6s (p--r)~o, 

( q - - v ) cd  pour le premier, (p + v)w, (q + r ) J  pour le second: v d6signe un entier 

positif infdrieur k p e t  ~ q. En outre nous supposons qu'aucun des points 

m~o + n~ r ne se trouve sur les p6rim~tres des paralMlogrammes ainsi choisis. 

Si M est un entier positif queleonque mais fixe et si dans la formule (39) 

nous donnons aux entiers m, n e t  s toutes les valeurs pour lesquels on a 

(40) o < mfl + nil' + 2 a s  < MTk 

on obtiendra, comme nous l 'avons d6jh remarqu6, M fois chacune des d6termina- 

tions de x et par cons6quent il y aura M N  (~ syst~mes de valeurs de m, n, , 
P, q 

satisfaisant ~ (40) et fournissant pour y = Yo des valeurs de x int6rieures ~ Pp, q. 

Or, pour les valeurs de m, n, * qui satisfont ~ (40) on peut poser: 

]/k(Y0 + mif l  + nifl '  + 2 , i ~ ) ] < R  

R 6rant un nombre positif ehoisi assez grand. 

S i p  et q sent tr~s-grands, on pourra prendre v assez grand pour que tout 

cerele trac6 dans le plan de la variable x, de rayon R et de centre moo + no  

soit tout  entier int6rieur ~ P~,q si m o +  nm r appartient ~ pr, ou tout entier ext6- 

rieur k Pp, q si tara + no/ est ext6rieur g P ' .  Cette valeur de v ainsi choisie ne 

d6pend pas des valeurs attribu6es g p et q. 

Le nombre positif MTk est compris entre deux multiples entiers cons6cutifs 

de  2 ~ ;  so i t  

(41) 2 M ' ~  < Mrk < 2 (M' + I) ~.  
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I1 en r6sulte que pour ehaque syst~me de valeurs prises arbi t ra i rement  pour 

m et n, l'in6galit6 (4 o) est satisfaite pour M ~ valeurs au moins de s, et  pour 

M'  + I au plus. Si le point  m~o + n~o' appar t ien t  ~ P' ,  les M r ou M r + I valeurs 

de x correspondantes,  pour Y=Yo seront routes int6rieures k P,,q. Comme il y 

a ( p - - v )  (q ~ v )  points  rote + n J  int6rieurs h V,  on voit  que 

M N  (k) > M ' ( p - - v )  (q- -r ) .  p , q - -  

Si le point  moo +ncd est ext6rieur k P"  les M r ou M r + I valeurs eorrespondan- 

tes de x pour Y=Yo seront ext6rieurs k Pp, q. Les points moo + ned int6rieurs 

h P"  sent  done les seuls qui puissent fournir  des valeurs de x int~rieures h Pp, q. 
Done 

M N  (~)~,q_< (M + I) (p + r) (q + v) 

On eonelut  des deux in6galit6s pr6c6dentes les suivantes 

M' ( v) q) ~ N~k) M' + i (i + v) (i + v) . <_ 

Si p e t  q augmen ten t  tous deux ind6finiment  le premier et  lo dernier mem- 

M r M r + z D 'au t re  par t  bre de ces in6galit6s ont  respeet ivement  pour limite ~ et  

l 'in6galit6 (41) s'6erit: 
M r M r + 1 _ _ <  7 ~ < _ _  
M - - 2 z r - -  M 

N(k)  
Comme M est arbi traire on voi t  que ~'~ a pour  limite 7~ lorsque p e t  q 

pq 2~v 

augmen ten t  tou, deux ind6finiment. Nous avons ainsi une interpr6ta t ion de ?k. 

Remarquons  que si Np, q d6signe 10 nombre des z6ros de gt(x, Y0) int6rieurs 

P~,q, on a 6videmment  

Np, q k---r N(h~ 
2 l~ Pq ;,-i Pq 

e t  par suite, en passant  s la limite et ut i l isant  le r6sultat  du paragraphe 14 

k--T 

• (m ,2y + z + m3,1; ) 7k. 
k--1 

Le signe sup6rieur est k prendre  si C~ -- a sa part ie  imaginaire positive. Si entre 

fl, fl' ot 2 z il n ' y  a aueune relation lin6aire, homog~ne k coefficients entiers non 
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tous nuls, cette relation (43) qui est la m6me qu'une de celles obtenues dans le 

pr6c6dent paragraphe donne immddiatement toutes les formulas (38) qui se 

t rouvent  d6montr~es d'une nouvelle manibre. Mais cette seconde d6monstration 

est en d6faut si il existe entre fl, fl', 2~r une relation de la forme indiqu6e. 

23. Nous nous proposons maintenant de rechercher l'expression gdndrale 
des fonetions m6romorphes triplement p6riodiques. Pour y parvenir, il suffirait 

6videmment de trouver l 'expression g6n6rale des fonctions enti~res qui satisfont 
aux identit6s (5). 

On peut  tout  d 'abord apporter  duns ces identit4s une simplification notable; 

nous aeons vu, en effet, que les trois syst6mes de p6riodes peuvent fitre rem- 

plaeds par une transformation du premier ordre par trois autres pour lesquels 

les entiers caract6ristiques seront m'2,1 ~ o, m'3,1=o et m2,a' 6gal au plus grand 

commun diviseur positif ,u de mj,~, m~,3, m2,a; cette op6ration faite, on peut  

par une substitution lindaire convenable effectugo sur les variables ramener les 

trois syst~mes de pdriodes h la forme normale. Cela revient ~, dire qu 'au lieu 

des identit6s (5) nous pouvons consid6rer les suivantes: 

(44) 

g,(x, y +  2 i~)  ~ q,(x, y) 

g~ (x + ~o, y + ifl) = e ~(u) g~ (z, y) 

g~(x +co', y +  i#') = e ' P ( u ) - ~  ~g,(x, y); 

Oj ! 
comma ft est positif, le rapport  -- a n6cessairement sa partie imaginaire positive; 

co 
~(y) et ~p(y) ont le m~me sans qua duns les identit6s (5). II apparai t  imm6- 

diatement, duns la recherche des fonctions enti6res satisfaisant aux identit6s (44), 

qua la principale difficult6 provient de la pr6sence dans les exposants de e des 

deux fonetions enti~res tp(y) et tp(y) qui satisfont aux identit6s 

(45) 
{ ~(y  + zi,r)-=q~(y), ~p(y + zi ,r)  --- ~,(y) 

r + i~') - -  cp(y) = qJ(y + i ~) ~ ~p(y). 

On so demande tout  d 'abord si l 'on ne pourrait  pus en multipliant g~(x, y) par 
une fonction enti~re qui ne s'annule pas e h(tt ,v),  faire en sorte que dans les 

~quations fonctionnelles (44) tous ]as exposants de e soient des expressions lind- 
aires en x et y. 

II faut pour cela qua l 'on ait: 
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(4 6 ) { h ( x , y + 2 i ~ r ) - - h ( x , y ) = , L ~ ( x , y )  t 

cp(y) + h(x + co, y + ifl) - -  h(x, y) ~ L2(x, y) 

qJ(y) + h(x + co', y + ifl') - -  h(x, y) -~ L,  (x, y) 

L~(x, y), L2(x, y), L3(x, y) 6tant trois expressions lin6aires on x et y. On en 

conclut: 

Oth(x, y + 2i~r) OIh(x, y) 
Ox 2 Ox s = o 

Ofh(x + co, y + ifl) d2h(x, y) 
-----0 

O x~ O x ~ 

O~h(x + co', y + ifl') O~h(x, y) 
/) x ~ ~ x 2 

0 2 h  
et par eons6quent puisque ~ eat une fonetion enti~re triplement p6riodique: 

C 6rant une constante. 

Par suite 

- - - ~  2 C  

h(x, y) = Cx  I + z t , ( y )  + h (y )  

/~(y) et 12(Y) ~tant deux fonctiona enti~res de y. 
On peut 4videmment supprimer dana h(x, y) le terme en Cx s sans incon- 

venient au point de rue  du r6sultat qu'on veut obtenir. (Lea expressions de 

L~(x, y) et Ls(x, y) seront seulement modifi6es.) Posons done 

hCx, y) = xl , (y)  + h(y)-  

Des ~quations (4 6) on d6duit, en d6rivant une seule lois par rapport h x: 

/1 (Y + 2 i~r) -- /1 (Y) == const. 

]~ (y + ifl) - -  ]~ (y) = const. 

/1 (Y + ifl') - - /~  (y) -~ const. 

Comme ~ et fl~ ne sont pas tous les deux commensurables avec 7r, on en conclut 

que /I(Y) eat une expression du premier degr6 en y: on peut done encore dana 

h(x, y) supprimer le terme xf~(y) sans inconv6nient au point de rue du r6sultat 

qu'on veut obtenir et l'on prend finalement: 

h(x, y) = h(Y).  
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On volt alors par les relations (46) que /2(Y) peut  6tre prise de la forme: 

/2(Y) ~- Cly + X(y) 

oh C1 eat une constante-et  X(y) une fonction enti~re de p~riode 2 i~ ,  qui saris- 

fair, d'apr~s lea deux derni~res relations (4 5) aux identit~s suivantes: 

I 
X ( y +  2 iz )  = X ( y )  

(47) X ( y  + i~ )  - - X ( y )  --- - -  ~ ( y )  + c~ 

X (y + i fl') - -  X (y) = - -  ~p (y) + v ,  

off C2 et C3 sent des constantes. On voit que pour qu'il existe une fonction 

h (x, y) satisfaiaant ~ la question pos6e, il faut et il suffit qu'il existe une fonction 

enti~re X (y) satisfaisant aux relations (47). Cette fonction enti~re, si elle existe, 

pourra 6tre d6velopp6e, ainsi que e l (y)e t  ~V(y) suivant les puissances enti~rea 

positives et n~gatives de eV. L'identification dana les 6quations (47) fournit a]ors 

t o u s ] e s  coefficients du d6ve]oppement de X(y) (h part  le terme constant) sans 

aucune ambiguit6 et aussi sans aucune incompatibilit6 en ayant  6gard aux iden- 

tit6s (45) et g c e  fair que fl et fir ne sent paa tous deux commensurables avec z.  

Toute la question eat de savoir si la s6rie obtenue pour X(y) est convergente et 

d6finit bien une fonetion enti~re. Or si el(Y) et ~V(y) sent des fonctiona enti~res 

quelconques aatiafaisant seulement aux identit6s (45), il est aia6 de voir que la 

s6rie obtenue pour X(y) n'est pas toujours convergente pour toute valeur de 

y.  D'une fa~on plus pr6cise, la convergence de la s6rie peut  avoir toujours lieu 

pour certains ayat~mes de valeurs de fl, fl', maia no paa avoir toujours lieu pour 

d'autres syst~mea de valeurs. Cel~ d6pend de l'ordre d'approximation possible 
fl, 

de ~ et - -  par deux fractions arithm6tiques de m6me d6nominateur, l 'ordre 
2 ~  2 ~  

d'approximation ~tant ~valu6 relativement au d6nominateur commun. En parti- 

culier ai l 'un des nombrea ~-fl ou - -  est alg6brique, non rationne], la s~rie qui 
2zc 2 z  

donne X(y) est tou]ours eonvergente. II en eat encore de m6me si l 'un de ces 

nombres 6tant incommensurable son d6veloppement en fraction continue a toua 

sea quotients incomplets succesaifs inf6rieurs ~ un nombre d6termin6. I1 est 

d 'autre part  facile de former deux nombres fl et fir pour lesquels la s6rie ne serait 

pas toujours convergente. Mais nous n'insiaterons pas davantage sur ces raison- 

nements qui aboutisaent en somme s co r6sultat n6gatif: l'impossibilit6 de d6ter- 

miner dans tousles ca, la fonction X(y) et par suite de d6barrasser lea 6quationa 

fonetionneUea (44) des fonctions enti~res el(y) et ~V(y) si ees deux derni~res 
fonctions sent deux fonctiona enti~res quelconque, aatiafaiaant aux identit6s (45). 
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La  quest ion se pose ainsi de savoir si ces deux fonctions peuvent ~tre quel- 
eonques. Nous allons d6montrer,  ~ cet 6gard, qu'il existe tou]ours une /onction 
enti~re satisfaisant  aux  identit6s (44) oh el(y) et  (p(y) sont  deux fonctions enti~res, 

donn6es arbi t rairement ,  sat isfaisant  seulement aux identit6s (45). 

Nous supposerons, pour simplifier, que dans les identit6s (44) ~ = I. Cela 

ne restreint  pas la g6n6ralit6 des ra isonnements ;  car si g~(x, y) satisfait  aux iden- 

tit6s (44) pour  /~ = I ,  la puissance n ~mo de g~ (x, y) satisfait  ~ des identit6s ana- 

logues, avee #, = n (n 6 tant  iei un  entier positif arbitraire). 

24. /qous aurons dans la d6monstrat ion qui va suivre h appliquer plusieurs 

fois le lemme suivant :  

Si  ~(y) et ~(y) sont deux /onctions enti~res de y satis/aisant aux identitds 

(48 ) ~.(y+2i~)-----Z(y), ~ , ( y + 2 i ~ ) = ~ , ( y ) ,  X ( y + i f l ' ) - - Z ( y ) = ~ ( y + i f l ) - - ~ ( y )  

e$ satis/aisan$ en outre ~ l'identitd 

(49) w'Z (y + ifl') - -  co,~, (y + ifi) = / ,  (y + ifl) - - / ,  (y) +/2 (Y + ifl') - - /3  (Y) + C 

oh /~ (y) et /~(y) ,ont deux /onctions enti~res de y admatant toutes deux la pdriode 
2 i z  et C une constante, on pourra dgterminer une [onction enti~re X t ( y )  de la 

variable y satis/aisant aux identitds 

(50) { X1 (y + 2 i z )  = X1 (y) 

Xt  (y Jr ifl) - -  Xt (y) = g(V) + c,, Xt  (y + ifl') - -  X~ (y) = ~, (y) + c2 

oh c~ et c2 ,ont deux con,tantes. 
Les fon c~ions ~(y), ~l (y), /~ (y), /~ (y) sont d6veloppables en s6ries de la forme: 

n - -  + oO n - - +  OO 

n - - +  o0 n ~ +  o0 

1, ( y )  = • a .  e n v  / ,  ( y )  = 2 bn e-v 
n 00 n O0 

De la troisi~me des identit6s (48), on conclut :  

An(e~*i~'--I) ~-- Bn(en~ ' - - I )  ( n #  o; n =  4. I, 4- 2, . . .  4-00) 

Comme fl et  fir ne sont  pas tous deux  commensurables avee z ,  on peu t  6crire 

r derni~re relation sous la forme:  
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A,~ B,~ 
--- C,, ( n - -  ~ i, + 2,--- • oo) 

e ~i:t - -  I ~'nl.,';' __ I 

C,~ a y a n t  ainsi une va leur  t ime,  bien ddtermin6e. Pour  sat isfai re  aux  iden t i t& 

(5o) on voi~ imm6dia~ement  que X~(y) dolt  ~tre la somlne de la s6rie: 

(50  X, (y) = ~_'6',~e,,v 
--r 

off l 'on p r end ra  pour  C 0 une eons tan te  a rb i t r a i r e ;  la a o m m a t i o n  a '&end  & tontes  

les valc, urs posit ives,  ndgat[ves,  ou nulles de l ' cn t ie r  n. Tou t  rev ient  done '5, 

d6mon t r e r  la convergence  de la sSrie (51). Soit ~ un nombre  posit if  t r~s-pet i t  

mais  fixe. Les t e rmes  de (51) eo r r e spondan t  aux  vMeurs  (le n. pou r  lesquelles 

l 'une  des indgMit~s su ivan tes  

] e n i ) - - I [ > e  OU ] e " i . r  

est  sat isfai te ,  f o rm en t  6v idement  une sdrie eonvergente .  II nous suffit  done 

d ' & u d i e r  la s6rie 

(52) .~ Cp epU 

eomprenang  tous les aut res  te rmes  p o u r  lesquels on a s imu l t an6men t  

La  eonvergenee  de la s6rie (52) va  rdsul ter  de l ' ident i t6  (49). En  remplaqant ,  en 

effet,  les fonet ions  qui y f igurent  pa r  leurs d6ve loppements  et en s u b s t i t u a n t  /z 

A ,  et  B v leurs  valeurs  Cp(epi,~--i) esb 6) , (e- ' i . ; ' - - i ) ,  il v ient :  

C p  [~O' epi f l '  (epi f i  - -  I )  - -  to eI)ifl (epi.q' - -  I ) ]  ~ ap  (epi,3 - -  I )  + bp (epi,3' _ _  I ) .  

D'ofi  : 

(54) 

_ P o s o n s  

a. (e . i ,~- -  i) + b.(e" ~:~'- i) 
-~  t,J ~P i . f i i e "  i;~' f I ) ~ i , ) ~ P  i ) (C 1, i f '  ~_  i )" 

tO ~ 9" 1C ion, t , f  = r 2e  i (% 

en  m e t t ~ n t  ainsi en 6videnee tes modules  et les a r g u m e n t s  de ~o et  de to'. D'une  

fa~on analogue nous pouvons  poser :  

Aeta mathematica, aa. Imprim4 le 17 septembre 1909. "20 
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r et QCp sont inf~rieurs g e d 'apr~s (53); Fun d 'eux  peu t  6tre nu], mais non tous 

les deux.  Comme ep i3 et ep ifl' ont  pour  module  l 'unit6, on volt  que les a rguments  

de epO--  i et  de epiY - -  i seront  tr~s-voisins de :k ~L par  suite des in~galit~s (53) 
2 

c'est-h-dire que , p e t  ~'p d6signent ici deux  nombres  t rbs-pet i ts  (positifs ou n6ga- 
t t  t tifs). Enfin epifl et ev i3' ont  eux m6mes des a rguments  tr~s-peti ts  ~, et  ~ ' .  Ceci 

pos6, le d6nomina teur  de Cp, dans la formule (54) a m~me module  que l 'expression:  

t l  H t  

r= ~ ,  - -  r , o ; ,  e i (o , - ( -~  + ,'~-~,, + , ~ , - , p  + K.-,) 

off K est o ou + z. Ce module est supSrieur ~t chacune des quanti tSs 

I,',r sin ( o , - o = +  ~ ' . -  ~:. + ~; ; -  6;') I 
t p p  p r ~  [ r, (/p s i n  (0,  - -  O~ + ~v - -  ~P + ~v - -  ~p ) [" 

t i t  Comme 0~--O~ n 'es t  pas un mult iple  de :r et comme les ~,' ~v' ~,' d"p sont  tous 

inf&ieurs h u n  nombre  positif choisi a rb i t ra i rement  pet i t  s i e  a lui-m~me 6t5 

pris assez peti t ,  on voi t  que les sinus pN.e~dents sont  tous sup6rieurs en va leur  

absolue g u n  nombre  positif fixe ~;. On a donc enfin en posant :  

[{~'evi.3'(epi3 I) ,oePi3(epi3'-- I ) [  = Rp 

Rp > r~ep~; 
r 

Rp > r, @'2 

pour  routes les valeurs  de p cor respondan t  h t o u s l e s  te rmes  de la sSrie (5a). I1 

r6sulte ensuite de l 'expression (54) l'in6galitd su ivante :  

[Cv[ < la~[ + [bpJ; 

r,, r, et r~ dtant  trois nombres  fixes, on vol t  que la sdrie (5~)est  bien convergente  

puisque les sdries 2~a~,e~"a et >~bpep'a sont  elles-mOmes absolument  eonvergentes .  

Le lemme 5nonc5 se t rouve  ainsi d~montrS. Faisons r emarque r  que ]es 

constantes  c, et. c a des identit~s (50) sont respec t ivement  ~gales ~t - - A 0  et - - B  0. 

25. D6signons par  F(y) une fonct ion enti~re de la variable y, a d m e t t a n t  

la p4riode e i z :  

F(y  + zion) = F(y) 

et eherchons h former  une fonct ion entibre de x et y a d m e t t a n t  pour  z~ros toutes  

les valeurs  de x e~ y satisfaisant  aux reiat ions suivantes  
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(55) x - -  m c~-- ncJ ~ F ( y - -  m i  3 - -  n i l )  

off m et n p rennen t  routes  les va leurs  enti6res posit ives,  n6gat ives ou nulles. On 

vol t  t ou t  de suite, soit d i rec tement ,  soit en se r e p o r t a n t  h e e  que nous avons  di t  

p ropos  des b ranches  pr incipales  qua tou t ( s  les d6 tc rmina t ions  de x fournies  

pa r  ces rcla.tions sont  dist inctes (c 'est-h-dire que deux d ' en t r e  elles ne dev iennen t  

6gMes que p o u r  des va]eurs part icul iSrcs de y). En out re  si l 'on  consid~re F(y)  
comme une b ranche  principMe ses augnlents  conjuguSs sont (o, 2/:~). 

Posons pou r  abr6ger  

u (m,  n) = x - - F ( y - -  m i 3 - -  hi3') 

v(m, n) --  into + n(o' 

, pour  toutes  les va leurs  de m e t  n. 

Soit ensuite  

[ u(m, ;')1 "("', ") :p,o,,, ,,)i U(m, n) = Log : - - v ( m ,  n)J + v(m, n) + eL~n)J  

pour  routes  ]es valeurs  de m e t  n, saul  pou r  m = n ~ o. 

P o u r  m -= n ~ o, nous posons 

U(o ,  o) = Log [x - -  F(y) ]  = Log u(o,  o). 

La fonet ion F(y)  a d m e t t a n t  ]a pdriode 2i: t ,  si x et y ont  un svst&me de valeurs  

donn6es quelconques  nlais fixes, toutes  ies quanti t( .s  u(n~, n) ont  des modules  

inf6rieurs "s un nom bre  posit if  f ix< I1 en r6sulte que l 'on d6finit une fonct ion 

enti&re g(x, y) en posant :  

(56) g(x, y) =- I Ie  U( ...... ) 

le p rodu i t  H s ' 6 t endan t  ~t routes  les va leurs  de m e t  de n enti~res, posit ives,  

n6gat ives  ou nulles. Lu fonct ion g(x, y) a d m e t  5v idemmeu t  ]es z~ros d6finis pa r  

les re la t ions (55) et n ' en  a d m e t  pas  d ' au t res .  

Posons : 

h(x, y) = Log [g(x, y)] = 2 U,,, ,, 

I aU(m, n) k(x,  y) ah(x, V) 
Ox ax 

(57) 
,9~h(x, y) 2~a~U(m, n) 

l(x, Y) a x ~ # x ~ 

Les sommations  s'6tendent h toutes  ]es valeurs de m et n; k(x, y) et l(x, y) sont  

ainsi d6finies d'une faqon unique;  h(x, y) est d6finie g un multiple pros de 2 ira  

On a: 
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OU(m,  7~) i i u ( ~ ,  ,~) 
(58) o ~ -  . . . .  u ( , <  , ~ j -  v (,-,,, 1,) + ~,(,,,, ,i) + [~,(,,,_ ,,)j~ 

OU(o,  o) I 
sau l  pour  m ~ n - - o :  

- 0x  = i i ( o , o ~ "  

De m~me 

0~U(m., n)  - -  I 
(59) 0 x ~ - - = [u (m, nl) - -  v (m, ~)]~  + [~ (m, 7~)]" 

O " U ( o ,  o) - -  I 
sauf pour  m = n == o: O ~  "~ = [.~7(o~ o)]'-' " 

I1 r~sulte immddia tement  de l 'expression (57) de l(x, y) en s(u'ie que ehaeune 

des diff(Srenees l (x+oJ,  y + i ~ ) - - l ( : r , y )  et /(x ~c/,  y + i f l ' ) - - l ( x , y )  est une 

eons tan te ;  ees deux  eonstantes  sont nulles; ear elles ne d @ e n d e n t  en rien du 

ehoix de F (y )  et si l 'on prend  F (y )  nulle ident iquvment ,  l(x, y) se rdduit  alors 

la fonct ion de WEIERsTrcAss igx ehang('e de signe. Comme /:(~r, y) a pour  d6riv6e, 

par  r appor t  g x, l(x, y) nous pouvons  poser:  

k ( x +  ,o, y +  ,'fi) - -  k ( x ,  y)  - -  ~.,(y) 
(6o) k(x + {Of, y + [,)1') - -  k ( X ,  y )  = ,''1 (~,7) 

oh )~(y) et  !q(y) sont  6videmment  des fonetions enti~res de y a d m e t t a n t  la 

p6riode 2i~v, ainsi que eela r6sulte immddia tement  de l 'expression (57) de k(x, y) 
en s6rie. En  outre,  k(x, y) 6taut  uniforme on ddduit  de (6o): 

(6~) z~ (y + i y )  - )., (v) : :  ,,, (:'J + ifl) - -  !,, (v). 

Les fonet ions )~,(y) et  !q(y)  sat isfont  h une au t re  identi t6 que nous obt iendrons  

en eonsid6rant  la fonet ion pr imit ive h(x, y) de It(x, y) re la t ivement  g variable x. 

La  fonet ion h(x, y) a des d6terminat ions  multiples, diff6rant  entre  elles 

par  des multiples de 2i , r .  Mais ehaeune  des d6terminat ions  des diff6renees 

h(x + ~o, y + ifl) - -  h(x, y) et. h(x + ~o', y + ifl') - -  h(x, y) est une fonet ion uniforme,  

enti~re de x et y. Nous cboisirons deux  queleonques de ces ddterminat ions  

et nous poserons, en a y a n t  5gard aux identit6s (60) 

h(x  + ~0, v + i/~) - -  h(x ,  v) = z). ,  (y) + ~..~ (v) 

(6~) h ( z  + o,', y + ifl ') - - h  (z,  y)  - -  x ! q  (y) + !,~ (y).  

Daub ces relations )~(y) et  !q(y) sont  des fonetions uniformes entib.res de y. Elles 

adme t t en t  la p6riode 2 i ; r ;  on ]e volt  imm6dia tement  en employan t  l 'expression 

(57) de h(x, y) en s6rie et  en r6unissant,  dans la diff6rence des s6ries qui d o n n en t  
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h(x  + o~, y +  lit ) et h(x,  y), en un soul t c rme  les dcux t e rn>s ,  pris resp(,ctivemep.t 

dans  chaque s6ric, don t  la diff('reneo, est  une fonct i ,m enti6rc de :c et y. Dans  

l~* sdrie ainsi obtenue,  tons les te rmes  sont  alors des fonetio,as uniformes dans  

lesquelles y n ' en t r e  que pa r  la fm~etion F ( j )  qni a d m e t  la pdric, de , i :~.  

Des identi t6s (6_~), on eonelnt  1,~ suivante ,  en changea 'a t  x ct y dans  la 

p remi6re  en x +  tJ, y +  i J  e t  dans la sceonde en x + t,_,, y + id:  

(x + u )  z~ (y + i / )  + ;.~ (y + i / )  - -  x;.~ (y) - -  ;.~ (,j) - -  

(X  -~ 0))!{1 (~J ~- i l ) ' ) +  112 ($J ~- i fl) - -  x :~t (Y) - -  : q  ( Y ) -  e l K  :~ ; 

K est un hom bre  ent ier  positif ,  n6gatif  ou nul (dont  !a va leur  svra ob tenue  plus 

loin); le t e rme  z iK~T prov ien t  des d6 te rmina t ions  mu| t ip lcs  possibles d~ ]~(x, y).  

Cetee derni6re ident i t6  se shnplifie h cause de l ' ident i t6  (6i) et nous avons,  

tou tes  rdduct ions fai tes:  

(63) o ' ; q ( y + i i f ) - - { ~ , ! q { y + i i ~ ' , ) - = f c _ , ( y + i d ) - - ! c , ( y ) + ) . ~ . ( y ) - - ) . ~ ( y + i f l ' ) - - 2 i K : r .  

Les fonet ions  &(y)  et !{1(9) sa t i s font  ainsi h tou tes  les condi t ions du le, m m e  du 

p a r a g r a p h e  prde6dent.  I1 existe done une fonet ion ent i6re  de y, X~(y) a d m e t t a n t  

la p6riode 2i)v  et  v6rif iant  en out re  les ident i t6s :  

(64) X,  (y + iJ )  - -  X !  (y) = ).~ (y) - -  q ,  X ,  (y + i j )  - -  X~ (y) = !q (y) - -  c~. 

Les cons tan tes  c~ et  cz sont  les te rmes  cons tan t s  des d&-eloppementx de ).~(y) et  

u ,(y)  su ivan t  les puissane?s  enti6res de e~J. Elles sont  li6es par  une re la t ion qui 

se dddui t  i m m dd i a t em en t  de l ' ident i t6  (03) en y r e m p l a c a n t  toutes  Ies fonet ions 

pa r  leurs d6ve loppements .  

O n  a ainsi 

(65) {ore1 - -  {') r = - -  2 i ] ( ;  r 

Nous pouvons  done poser  

, 2 i K n  
(66) c~ = c{~,, c~ = cv / -~  ..... , 

{9 

off c e s t  u n e  e o n s t a n t e  c o n v e n ~ b l e m e n t  c h o i s i e .  

Si  n o u s  p o s o n s :  

kl(x, y )=  k(z, y) - -cz- -X~(y)  
(67) cx' 

J~, (x, y ) =  h(x, y) xX,(y) 
2 

o n  a u r a  e n c o r e :  
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~J/~, (7, u! = hIx, :,/). 
8 x 

I1 r6sulte des ralations (6o), (66) at (64) les suivantes:  

{ k l ( x + ~ o ,  y +  if i)  - -  k, (x, y ) ~  o 

(68) kl (x + ~o', y + i f )  - -  k, (x, y) =: 2 iK:r_.  
O) 

On pourra ensuite poser 

h~(x + ~o, y +  i f l ) - - h , ( x ,  y) - -  )..~(y) 

(69) 2 iK~v 
h~ (:c + ~o', y § i f l ' )  - -  h~ (.e, y )  = - x + ,,~ (y)  ; 

( o  

).3(Y) et !~(y) so~t donnSes par  les formules 

C (0  2 

C (0  '~ 
s,~(y)  = ! ._ (y)  - -  - U  - -  , , , ' x ,  (y  ~ i 3 ' )  

)..~(y) et !t.3(y ) aclmettent donc la pbriode 2i~r. D'ailleurs de (6 9) on conelut, en 

a y a n t  6ga.rd aux d6terminations multiples de h~(x, y): 

).~(y + i f )  - -  ).3(Y) -- !%(!! + ifl) - -  P3(!/) + multiple de 2 i:~. 

Mais ce darnier multiple est n6cessairemant nul eomme on le voit  en imaginant  

)-a(Y) at ,u~(y) remplac6es par leurs d6veloppenlents suivant  les puissances de eU. 

Par  aons6quent on a l ' identit6 

(70) )~(y + ifl') - -  ~.~ (y) = !,~(y + ifl) - -  ,,,~ (y). 

(que l 'on pourrai t  d'aiUeurs d6duire des expressions de ).3(Y) e t  !%(y) 6crites 

ci-dassus). 

Consid6rons ma in tenan t  la fonction ff~(x, y) d6finie par  l'6galit6 

g, (x, y )  ~ eh,(~',u~. 

Nous aurons, d 'apr~s (57) et (67) 

cx2  

(71) g~(x, y) = g(x,  y ) e -  T - ~x~(u) 

Lu fonction g~(x, y) a les m6mes z6ros qua g(x,  y) et ella v6rifie les identit6s 

suivantos: 
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gl (x, y + 2 in )  = gl (x, y) 

(72) gl (x + co, y + i~) -- e ~.3(u) g~ (x, y) 
2 i K . 7  

g~ (x + co', y + i f )  e ~ ,  , y) 

Dans une bande  B du plan de la variable y, limit~e par  deux paral]~les quel- 

conques g l ' axe  des imaginaires, les z~ros de gl(-r, y) n ' a d m e t t e n t  qu 'une  seule 

branche  principale  x - - F ( y )  avee les augments  (o, 2i~,). D'aprSs los formulcs 

(38), en supposant  toujours  que la par t ie  imaginaire de c?' est posit ive,  les entiers (,j 

caractSrist iques de g~(x, y) sont :  m2,a - :  ~; ma,1 --  ~nl,2 ~ o. Donc dans la. troisi~me 

des identit~s (72) on a:  

K ~ - - I .  

Poursu ivons  l 'ana]yse qui prSc~de en 5tablissant ent re  ).a(Y) et  Pa(Y) une identit~ 

analogue h l ' ident i t5  (63) et  par  l 'emploi des m&nes moyens;  c 'est-h-dire que nous 

prendrons  une fonct ion pr imi t ive  de h~(x, y) re la t ivemcnt  h la variable x. Pour  

cela nous poserons:  

D(m, n)]' [u(.~, ~)]~ 
V(m,  n ) =  [u(m, n ) -  v(,~, n)] Log i v(m, n)J 2v(m,  n) 6iv(m, n)] 

pour  toutes  les va]eurs de m e t  n, sauf m =  n ~ o. Pour  ce systBme de valeurs 

nous poserons : 

g (o ,  o ) =  u(o, o ) l o g u ( o ,  o ) - - u ( o ,  o). 

Nous dSfinirons une fonct ion Z(x,  y) par  la s6rie 5vidcmment  convergente :  

(73) Z(x,  y) = Y, V(m,  n) 

off ]a sommat ion  s '~tend g toutes  ]es valeurs enti6res, positives, n~gatives ou 

nulles de m et n. On suppose, bien entendu,  sans qu'il  soit n~cessaire d ' insister  

sur ce point  classique, que l 'on w e n d  des dStcrminat ions des logari thmcs qui 

f igurent  dans les V(m, n) de fagon g assurer  la convergence de la s6rie. 

La fonct ion Z(x ,  y) a une infinit6 de d6terminat ions  possibles et  ]a diff6reneo 

entre  deux de ses d&ermina t ions  est g, gale h ]a somme alg6brique d 'un  nombre  

fini de termes dont  ehaeun est de la forme 

q-2/;c[u(m, n ) -  v(m, n)] 

un mSme terme pouvan t  se t rouver  r6p6t6 plusieurs fois. Chaeune des d6termi- 

nat ions de Z(x ,  y) a pour  d6riv6e par  r appor t  h x, l 'une des d6terIninations de 

h(x, y). 
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Nous  poserons 

(74) 

de telle sorte  que:  

(75) 

P. Cousin. 

Z, (x ,  y) Z(.~:, y) cx'~ "~'~ . . . . . .  : . . . . .  X ,  (y) 
0 .'. 

"~!,7~ u~ = ]~L(x, y) + un mult iple  de 2i.~ . 

11 en r&ul te  d 'apr6s  (6q), off K = - - - I ,  les identit6s suivantes :  

{ Z l ( x  + ~o, y +  ifl) - -  Z~(x, y) = [2.ip;, + ).3(g)]z+ ) , (y)  

(76) Z~ (x  + d ,  y + i f i  ~) - -  Z~ (x,  y)  ~ [2 iq~.r + !,~(y)] x + !,, (y) - - / ;~  x 2 
( o  

duns lesquelles on a choisi a rb i t r a i r ement  une d(t{.rnfination pour  ehacun des 

premiers  membres ;  p e t  q sont  deux  entiers;  ).,(y) et g , ( y )  sont  deux fonctions 

enti6res de y a d m e t t a n t  la p6riode z i ; ~ :  o n  le volt  5 l 'aide de la s6rie (73) en 

ra i sonnant  comme on l 'a fair pour  )-2(Y) et g.2(y). 

Si dans les identit6s (76) nous changeons x et  y dans la premi6re en x + J ,  

y + ifl', dans la seconde en x +  ~, y +  ip', nous obtenons  une nouvelle identi t6 qui 

s'6erira de la fagon suivante,  en t enan t  compte  de (7 o) et  aussi des d6terminat ions  

mult iples possibles de Z~(x, y): 

(77) { ~'~'~ (y  + if l ' )  - -  ~!~3 (Y + i f l )  = g ,  (y  + id )  - -  !~, (y)  - -  ~, (y  + i fl') + 

+ )~4(Y) + (2q  - -  I ) i x { o  - -  2 i p ~ T { d - -  ~ i , r , x  + S ~ -  S"  

off S r et  S" d6signent  chacune une somme de termes de la forme + ~ i ; c [ u ( m ,  n ) - -  

- - v ( m ,  n)], un m~me te rme p o u v an t  ~tre r@6t6 plusieurs fois. 

Or on a:  

u ( m ,  n )  ~ v ( m ,  n )  ~,. x - -  mv~ - -  n d - -  F ( y  - -  i m f l  - -  i n ) ' ) .  

On voi t  alors par  l ' ident if icat ion des te rmes  en x duns (77) que S r renferme un 

te rme de plus que S ' ;  on p eu t  toujours  supposer que S r renferme le te rme 

~ i ~ v [ x - - F ( y ) ] ,  ear on pout  tou jours  a jou te r  ee terme 5,ja fois s S r e t  S". Nous  

poserons alors : 

(78) S' ~ 2 i  ;r Ix  - -  F(y) ]  + ,~', 

Srt aura  alors le m~me nombre  de termes que S '~ et par  suite la diff6rence 

S r ~  S" sera une somme de termes de la forme 

(79) z i z  [ F ( y  - -  m i )  - -  h i / )  - -  F ( y  - -  m ' i f l  - -  n ' i f l ' ) ]  
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augment6e  d ' une  somme de mul t ip les  de 2i~vto et  2i7r 
On p e u t  donc  poser :  
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(80) j ( 2 q - - I ) i z e o - - 2 i p ~ r e J - - 2 D r x + S ' - - S ' = - - ~ i ~ F ( y ) +  

I + (2q~+ I ) i ~ o +  2 p t i z J +  T 

off p~ e t  q~ sont  deux  ent iers  et  T e s t  une s o m m e  d ' u n  n o m b r e  fini de  t e rmes  

de la forme (79) avec  

(8I) T = S ' ~  - -  S" + 2 (q - -  q~ ~ I)  i z co - -  2 (p + pl) i x  {o'. 

Si nous  posons :  

F~ (y) = F (y - -  m i fl - -  n' i fl') 

et  

n r - n  = v, m - -  m r ~ , u  

il en r & u l t e r a :  

(82) t F ( y - - m i f l - - n i f l ' ) - - F ( y - - m ' i f l - - n ' i f l ' ) = F ~ ( y +  r i f t ' ) - -  

- - F , ( y ) + F ~ ( y ) - - F t ( y + g i f l ) .  

Si v 6ta i t  nul, la diff6rence F ~ ( y +  r i f t  r ) -  F , (y )  serai t  nulle e t  il n ' y  au ra i t  pas  

h en teni r  com p t e  dans  ce qui suit.  Supposons  v ~  o et  tou t  d ' a b o r d  pou r  fixer 

les id6es v > o. On p o u r r a  alors poser :  

(83) F 1 (y + pif l ')  - -  F~ (y) = F2 (y + ifl') - -  F2 (y) 

avec  
r - -v--1  

F2(y ) = Z F~(y +ri f l ' ) .  
r--O 

S i v  6tai t  n6gatif  et 6gal h - - v ' ,  on p r e n d r a i t :  

F2(y) ~ - -  Z F l ( y  - -  rift ')  
r ~ l  

et  l 'on  aura i t  encore l ' ident i t6  (83), off F2(y ) 

ent i~re a d m e t t a n t  la p~riode 2 i z  comme  F(y) .  

De faqon analogue,  on pour ra  poser :  

est  m a n i f e s t e m e n t  uno fonct ion 

F1 (y) - -  FI (y + !t i fl) = F3 (y + i fl) - -  Fs (y) 

de telle sor te  que le t e rme  g6n6ral (79) de la somme T p e u t  6tre mis sous la fo rme:  

2 i z  [F2(y  + ifl') - -  F~(y )  + F , ( y  + i f l )  - -  F . ( y ) ] .  
A c t a  mathcmat ica.  33. Imprim6 le 15 oetobro 1909. 21 
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Mais la somme d 'un  nombre quelconque de termes de la forme [(y + i ~ ) - / ( y ) ,  

[ou de ]a forme / ~ ( y ) - - / l ( y + i ~ )  qui n 'en est pas distincte],  off / (y)  et /~(y) sont 

des fonctions enti~res de y a d m e t t a n t  la p~riode 2 i ~ ,  est ~videmment elle-m~me 

de ]a forme @ ( y + i [ ~ ) - - q J ( y ) ,  off @(y) est une fonction enti~re adme t t an t  la 

p6riode 2 i ~ : 

II r6sulte de Ih que l 'on peut  poser:  

(84) p, (y+i i f l )  ~ PdY) - - )~4(y+iD ' )+  )~4(Y)+ T = O I ( y +  ifl) - -  q )~(Y)+O2(Y+i f l ' ) - -  q)2(Y) 

off @I(Y) et O2(y ) sont deux fonctions enti~res adme t t an t  la p~riode 2 in .  A 

l 'aide des relations (77), (8o) et  84) on obt ient  l ' identit6 suivante:  

I ~o')~3 (Y + i f l ' ) - -w  !'3 (Y + ifl) = q)~(y + i fl) - -  (~1 (Y) + 02 (Y + ifl')----02 (Y) ~ 2 i n  F (y) + O 
(85) | avec C ~ (2q~ + I) izco + 2ip~vco f 

Soient ma in tenan t  ~f(y)et ~t,(y) deux fonctions enti~res de y prises arbi t ra i rement  

sous les seules conditions exprim6es par  les relations suivantes:  

j (f(y + 2/~)  -- 9(y), ~p(y + 2 /~)  = tp(y) 
(86) 

ef(y + ifl') ~ q~(y) ~ tp(y + ifl) - -  ~p(y). 

La fonetion F ( y )  a y a n t  6t6 prise au d6but  d 'une fa~on arbitraire,  nous pouvons 

supposer que son choix a 6t~, d6termin6 par  la relation suivante:  

(87) 2 i z F ( y )  = ~ot/,(y + ifl) - -  ~'~f(y + ifl') 

ear cette 4galit4 dSfinit bien une fonction enti~re a d m e t t a n t  la p4riode 2 i~ .  

Si F ( y )  a 4td ainsi choisie l ' identit~ (85) devient:  

(88) ~o~Z(y + ifl r) - -  cot~(y+ifl) = O~(y + ifl) - -  O~(y)+O2(y + ifl') - -  O:(y) + C 

off l 'on a pos~: 

(89) )~(y) = Z~(y) - -  ~f(y) et !~(y) = P3(Y) - -  tp(y). 

Des identit~s (7o) et (86), on conclut  pour  ~(y) et !t(y) la suivante:  

it(y + itS') - -  Z(y) ~ i t ( y +  i~) - -  ,, (y). 

D 'au t re  pa r t  ~,(y) et u(y) admet ten t  la p~riode 2 i n ;  done on peut  appliquer le 

lemme d~montr~; il existe une fonction enti~re X , ( y )  satisfaisant  aux identit~s: 

t X~(y  + ~ i ~ ) = X ~ ( y )  

(9~ X , ( y + i f l ) - -  X ~ ( y ) = ) ~ ( y ) - - c ~ ,  X : ( y +  i f l ' ) - - X , ( y ) - - - - ! t ( y ) - - c , .  
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Les constantes c a et c, sont li6es par la relation 

to'c3 ~ t o c ,  = C ~ (2ql + I ) iz to  + 2iplzr  J 

qui r6sulte de (88) par  un raisonnement ddjs employ6 pour ct et c:. Nous 

pouvons donc poser, c" d6signant une constante convenablement choisie: 

C" to  ~ C 3 - -  2 i ~9~ ";r, 

c ' % ' =  c~ + (2q,+ x)i~. 
(9 I) 

Prenons ensuite : 

(92) h2(x, y ) = h ~ ( x ,  y ) - - X 2 ( y ) - - c ' x .  

I1 r6sulte des identit6s (69) et (9 o) les deux suivantes: (en se souvenant que K ~ - - I )  

(93) 

h:(x  + ~o, y + ifl) - -  h: (x, y) ~ )~ (y) - -  ).(y) +ca - -  c'% 

h2(x+~o', y + i f l ' ) - - h 2 ( x ,  y ) ~ ! ' 3 ( Y )  2 i ; r x  

D'apr6s (89) on a: 

!L ( y )  + c .  - -  c ' % ' .  

~a(y )  - -  ~. (y )  = ~f (y)  

!'3(Y) - -  !'(Y) - -  (P(Y). 

I1 vient alors en remplagant dans (93) c'% et c"(J par leurs valeurs (9i): 

{ y+i )-h2(x, 
(94) h2(x +r y + i f l r ) _ h ~ ( x ,  y ) = t p ( y ) _  2r (x + - -  2i f f l ;r .  

Prenons ltr fonction enti6re dont le logarithme est h~(x, y): 

g~(x ,  y )  = e h~(:~, ~) 

et qui est li6e s g~(x, y) par la relation: 

g2(x, y)=~g~ (x, y)e -r162 

Cette fonction satisfait aux identit6s: 

i g2(x, y+ 2i~r) ~ g2(x, y) 
(95) g~(x  + ~,, y + i f l )  = e ~ ) g ~ ( x ,  y )  

~"~ (~+~) +~,~, 
g ~ ( x + t o ' , y + i f l ' ) = e  -~ g2(x,y) 

Enfin la fonetion enti6re 
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satisfai t  aux  ident i t4s:  

P. Cousin. 

g,(~, y) -----g~ z - - - : ,  y 

g~(x, y + ~ i n )  = ~ ( x ,  y) 

(96) 9s(x + co, y + il~ ) = e~(~g3(x, y) 

2 i:rz 

g~(x + ~o', y + i f l ' )=  e ~y) ~ g~(.~, y) 

dans lesquelles ~f(y) et  q~(y) sont  des fonctions entieres de y choisies arbi t ra i re-  

men t  sous lu seule condi t ion de v~rifier les identit~s ($b). 

26. Revenons  h l 'expression d 'une  fonotion mSroruorphe t r ip lement  pSriodi- 

que: on peut ,  comme nous l 'avons vu pr~eSdemment  la met t re  sous forme du 

quot ien t  de deux fonct ions ent ieres  

, G~(x, y) 

G~(x,y)  et  G:(x, y) satisfaisant  routes  les deux  aux  identi t4s 

(97) 

G~(x, y + 2 i~T) = Gk(x, y) 

Gk(x + ~o, y + ifl) = eT(Y)Gt,(x, y) (k --  I, 2) 

2i .7 .x  

Gk(x + (o', y + i f )  = e '~'~v)- -d Gk(x, y) 

avec tt > o e t  la par t ie  imaginaire de ~o~ > o. 
GO 

Du dernier  r6sul ta t  que nous avons obtenu,  il r6sulte que ~ ( y ) e t  ~p(y) 

peuven t  ~tre, dans ces ~quations,  des fonctions enti~res quelconques sat isfaisant  

aux  identit'6s (86), si la fonet ion m6romorphe ](x, y) est elle m~me queleonque.  

De 1s r6sulte l ' impossibilit6, comme nous l '~vons vu, de faire d i spara i t re  

dans tous les eas q~(y) et  tp(y) des ~quations fonctionnelles (97) en mul t ip l iant  

Gk(x, y) par  une fonet ion enti6re de x et y se s ' annulan t  pas. Mais il en r~sulte 

aussi imm6dia tement  la possibilit6 d 'a r r iver  dans t o u s l e s  cas s ee r6sul ta t  en 

mul t ip l ian t  pa r  une fonct ion ent igre qui s'annule." Car ~(y) et ~(y) sat isfaisant  

nux relat ions (86), il en est de mSme de --q~(y) et - - ~ ( y ) .  P a r  cons6quent,  il 

existe une fonet ion ent igre g,(z, y) sat isfaisant  aux identit~s suivantes :  

g4(x, y + : i n )  ~ g4(x, y) 

ff~(x + (o, y + ifl) ~ e-~(~g~(x,  y) 
2 i.-~ 

g~(x + co', y + ifl') = e - ~ ' l ~ ) - - ~  g,(x, y).  
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Si l 'on pose: 
Hk(x,y)=ff4(x,y)Gk(x,y ) ( k = I ,  2) 

les deux fonctions H~(x, y) satisferont  aux identit~s: 

Hk(X, y + z iz)  = Hk(x, y) 

(98) Hk(x + co, y + ifl) = Hk(x, y) 
2 i : r ( l l + l ) x  

H ~ ( x  + co', y + ifl') = e " H k ( x ,  y)  

H,(x, y) 
et la fonction /(x, y) sexa ~galc au quot ient  H:(x, y) " 

I1 est s remarquer  que d'apr~s la fagon dont  on l 'a form5 ce quot ient  n 'est  

pas irr~ductible e'est-h-dire que ses deux termcs ont  un  diviseur commun qui 

s 'annule. 

Dans le cas oh l 'on pourrai t  obtcnir  les fonctions Hk(x, y) en mult ipl iant  

Gk(x, y) par une fonction entiere qui ne s 'annule pas, il est clair qu'il serait prefe- 

rable d'op6rer ainsi. Dans les 6quations (98) on aurait  alors !l au lieu de (!l+x). 

27. Nous devons ma in tenan t  rechercher l 'expression g6n~rale d 'une  fonction 

enti6re de x et y, H(x, y) satisfaisant aux 6quations fonctionnclles (98), oh nous 

remplacerons (u + i) par  r ;  u scra un entier positif quelconque, ~~ a y a n t  toujours  

sa partie imaginaire positive. Par  suite de la prcmigre des dquations (98), H(x, y) 
est ~gale ~ une s6rie procddant suivant  los puissances entigres de eU, les coeffi- 

cients ~tant  des fonctions enti~res de x. 

Soit done 
4-00 

(99) H(x, y) = ~ @,,(x)e"U. 
- - 0 0  

Par  identification dans les deux autres 6quations (98) il vient,  (,u + x ~tant  

remplae6 par  v) 

(Ioo) 
o , , ( x  + co) = e-"i,~o,,(x) 

2 i.q'J'X 
- - n i 3  . . . . . .  

q).(x + ,o')= e ., r  

On voit  d 'apr+s ces relations que toutes  les fonctions q),,(x) sont des fonc- 

tions O de la variable x, d 'ordre u. 

Posons 

n i  ] 

(~o~)  ~ , , ( x )  = e " O.(x). 
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On aura :  

(lO2) 

en posan t :  

(Io3) 

Consid6rons une 

(Io4) 

et  qui s 'annule ,  comme 

P. Cousin. 

T . ( x  + ~o) = T . 0 ; )  

b f l ' c o - - ~ d .  
2 1~ 

fonct ion O(x) du p remie r  ordre  sa t i s fa i sant  aux  identi t6s:  

0(x + co)=0(x) 

O(x + d ) = e  ~" ~ ~ O(x) 

on sait ,  pou r  x .... o. II y a une infinit6 de fonct ions  

0 (x) sa t i s fa isant  h ees condi t ions:  elles ne d i f fgrent  ent re  elles que pa r  un fae teur  

cons tan t .  Nous  en choisirons une a rb i t r a i r emen t ,  mais  prise une fois pour  routes .  

(Par  exemple  celle pour  laquelle 0(~:)==I).  

Imag inons  m a i n t e n a n t  le p lan  de la var iable  x divis5 en un r6seau de pa- 

rall61ogrammes de cSt6s e,~ et eJ, et  appelons  P0 Fun de ces parall61ogrammes. 

Nous  consid6rerons su ivan t  l 'usage  que l ' , n  des eSt6s ~ et  Fun des cSt6s 

~,/ de P0 a p p a r t i e n t  au paral l61ogramme P0, les deux au t res  cSt6s ne lui appa r t e -  

n a n t  pas ;  de telle sorte  q u ' u n  poin t  quelconque du p lan  n ' a u r a  q u ' u n  seul homo-  

logue a p p a r t e n a n t  ~ P0. La  fonct ion 'P',,(x) 6tan t  d 'o rd re  1, a r z6ros dis t incts  

ou non dans  le paral l61ogramme P0. Nous  appelons  a ~ : ' ) ( k =  I, 2 . . . .  v), ces 

z6ros. Comme ce sont  r points  de Po, i] existe un nombre  posi t i f  C tel que 

la somme : 
k ~ r  

k--1 

a un module  inf6rieur ~ C pour  routes  les va leurs  de n de - -  ~ a + ~ .  Soit donc 

[ s ,~ [<G ( n ~ o ,  ~ 1 ,  : l : 2 , . . . •  ~ ) .  

D ' a u t r e  pa r t  l ' express ion  de W~(x) s ' ob t i en t  sous fo rme  de p rodu i t  ~t l 'a ide 

de O(x) par  leg proe6d6s ordinaires.  On t r o u v e  ainsi:  

- -2 i '~Kn  k=v  

(IO5) ~Fn(x)- c ,e  o) " H  O(x--a(z~)) ( n = o ,  • z, • 2 . . . .  ~oo ) 
k - 1  

off c~, est  une cons tan te  et  K,~ es t  un  ent ier  qui  se t rouvc  d6fini pa r  I~ re la t ion  

su ivan te  qui dol t  n6cessa i rement  avoi r  lieu: 
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nb = K ' fo n~O + KrncO- - ,% + v -  
2 

off Kr~ est un aut re  entier.  

Rempla~ons dans ee t te  relat ion b par  sa va leur  (Io3); elle devient :  

(io6) t~ 9Z n~= .r c CO 
Yco  . . . .  co ~ K , , C o  r + K n o - s ~ +  r �9 

2 ;T 2 ~.r 2 

Les quant i t6s  nlq~ et  n f l  sont rdelles et nous pouvons poser:  
2 I ~  2 ~7 

nflr ~ p'n + rrn, p,, - -  r,, 
2 ,~ 2 :v 

off pn et  prn sont  deux  ent iers  et r,,, rr~ deux nombres  positifs, plus pet i t s  que x. 

L ' ident i t6  (lO6) devient  alors 

co ~ ' ( K n - - p , ) c g  + ( K ' , - - p ' , ) ~ o .  8 n - - V - -  + r~nco + "riCo 
2 

Le premier  membre  est done une  somme de multiples de eo et  cd; mais 

[s~[ < C, [r'~co [ < [~o [; [r~(~'[ < [co'[ e t  ~, co une  eons tan te  ind~pendante  de ~. Done  
2 

les entiers  K n - - p n  et  ~ - - p ~  sont,  en valeur  absolue inf~rieurs h u n  nombre  

posit if  Q inddpendant  de n. Nous poserons:  

K n  = pn + qn avec [ qn ] < Q (n = o, • i ,  • 2 , . . .  • oo). 

Si l 'on remplace pn pa r  sa valeur,  il v iendra :  

(IO7) K n  n f l  r ,  + q , ,  Iq~l < Q. 
2 ~  

Si dans l 'expression (zoi), nous rempla~ons q + , ( x ) p a r  ] 'expression (lO5), 

nous aurons  pour  On(x)  l 'expression suivante:  

2i ,~ . n ~  k = r  
- -  -- ( K n + 2 : ~ ) x  

O,,(x) = c,,e o~ H O[x--a(k")] 
k = l  

ou, en t enan t  compte  de (io7) 

2 i z  , k = J '  

(Io8) (D,,(x) = c , ,e -  a~ (q, ,-r ,~x H O[x - -  a~")]. 
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Telle est l'expression g6n6rale de (P~(x). Pour former une fonction O,(x) 

rentrant  dans la formule !~r6c~dente, on voit que l'on pent prendre arbitraire- 

ment ( ~ - - i )  points a(~ '~) s l'int6rieur de P0; le 7 ,~m~ point est alors d6fini s l'in- 

t6rieur de P0 d'une fa~on unique par ]a condition (zo6) off K~ et Kr, doivent 

~tre deux entiers qui se trouvent par l~ d6finis d'une fa~on unique: car il n 'y  a 

pas ~ l'int6rieur de P0 deux points distincts homologues l 'un de l 'autre. Ensuite 

qn--r , ,  est donn6 par (io7). ]l reste enfin la constante c, qui pout 8tre prise 

arbitrairement. 

I1 nous faut maintcnant  discuter la convergence de la sdrie qui fournit 

H(x,  y) et voir sous quelles conditions cette s6rie d6finit une fonction enti6re de 

x et y. Nous allons d6montrer ~ cet 6gard le r6sultat suivant: 

Pour que la s6rie 
+ o o  

d4finisse uno fonction enti6re de x et y, il /aut et il su//it que la s6rie 

2 c, e ny 
- - 0 0  

soit elle-m~me une fonction enti~re de y. 

Cette condition est suffisante: car lorsque x rcste darts son plan k l'int4- 

rieur d 'un domaine quelconque D de dimensions finies, dans la formule (io8) 

toutes les valeurs de O[x--a(k'~)] ont un module inf6rieur ~ un hombre positif 

fixe puisque tous les a(k") appartiennent s P0; et de plus e o m m e l q , [ < Q  et 

l r ,  I < I, le facteur exponentiel reste aussi inf6rieur g u n  nombre positif fixe. La 

condition est donc manifestement suffisante, la s6rie 6tant uniformement conver- 

gente dans tout domaine d'6tendue finie pour les deux variables x et y. 

Pour montrer qu'elle est n6cessaire prenons h l'int6rieur de P0, ~ q- i points 

distincts x i ( ] ~  i, z . . . .  , v + z) non situ6s sur le p6rim~tre de P0 et entourons 

chacun d'eux d 'un petit cercle 7J de centre x~, de telle sorte que tous ces cerc- 

los soient ext6rieurs les uns aux autres et tous int6rieurs h P0- 

Cola pos6, appelons mj un nombre entier, positif, ou n6gatif, ou nul pour 

lequel q)mj(x) n'ait  aucun z6ro s l'int6rieur de 7J et consid6rons la s6rie: 

(IIO) ~. (~)mj (X.i) emJY 

off la sommation s%tend ~ toutes los valeurs de mj satisfaisant s la condition 

pr~c~dente. La fonction O(xj - -z )  oh z e s t  une variable, aura son module sup6- 
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r ieur  h un nombre  fixe C 1 lorsque z sera int&ievre h P o e t  ext(:rie~re h 7~. Car 

mtemeur  de Po, O(xj z) ne s 'annule  que pour  z = x j .  D ' au t r e  part ,  toutes  

les exponentiel les  
--2i+T 

e ~ i~i--(qn--rn)Xj 

ont  6v idemment  un module  supdrieur h un nombre  positif C:. Imisque ]q,]  et  

r,~ sent  infdrieurs h Q. 

Done on aura:  

La  s6rie (IIO) p roe6dan t  su ivant  los puissances entigres de eV no pen t  done 

~tre une fonet ion ent igre de y que si 

2f c,,j emj :~ 
est une  fonct ion ent i6re de y. 

En  prenang j==I ,  2 . . . .  ( v + I )  nous met tr~ns en 6videneo (v4-I)  s~ries d6fi- 

nissant des fonctions engigres de y. Mais eomme q~,,(x) n 'a  que I, zdros dans Po, 
il y a au moins, pour  chaque  valeur  de 7~, un des ~' + i cereles 7J qui ne eon- 

t ien t  aucun  z6ro de On(x); done ehaque terme de la s~rie 

+ o o  

~,  Cn e ny 

- - o o  

f igure au moins dans l 'une des (v + I) s6ries: 

Cmj emJ Y. 

La s6rie ~cne ny est, d'apr~s eela, et  par  un ra i sonnement  tr~s-simple, con- 

vergen te  et  d6finit une fonct ion enti~re de y. La condi t ion 6nonc6e est done 

bien n6cessaire. 

Nous ne rechercherons  pas ici ]es autres  formes que l 'on pour ra i t  donner  

l 'expression g6n6rale de H(x, y). Dans ee qui suit  nous laissons de e6t6 los 

fonet ions t r ip lement  p6riodiques los plus gOn6rales pour  6tudier  des classes de 

ees fonctions,  poss6dant  des propri6tds qui les r app roehen t  d 'une  fa~on remar-  

quable  des fonct ions ab61iennes. 

(I) 

28. 

Acta mathematica. 33. Impr im6 le 16 octobre 1909. 

Deuxi~me  lmrt ie .  

D6signons par  /(x, y) une fonet ion mdromorphe  de x et  y de la forme:  

P(x, ev) 
/(x, y ) =  Q(x, ev) 

22 
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off P(x, eu) et Q(x, ey) sont  des polyn6mes entiers en eu, les coefficients ~tant~ 

des fonctions enti~res de x. De plus on suppose que la fraction est irr~ductible, 

c'est-~/-dire que les deux termes ne sont pas divisibles t o u s l e s  deux par  une 

m~me fonction enti~re de x et de y qui s 'annule.  Ceci revient  h dire i ~ que 

P(x, ey) et Q(x, ey) n 'on t  pas en eu de racine commune quelle que soit la valeur 

de x; 2 ~ que t o u s l e s  coefficients, pris ensemble, des deux polyn6mes P e t  Q n 'on t  

aucun z6ro commun. 

Nous supposons que /(x, y) est t r iplement  pSriodique avec ]es trois syst~mes 

de p6riodes non exceptionnels (a,  b~), (a:, b2), (a3, b3). On pourrai t  prendre pour  

Fun de ces syst~mes (o, 2 i z )  mais nous ne le faisons pas pour la g~n~ralit~ de 

ce qui suit. 

Nous poserons, en d~signant par  p et  q les degr(~s respectifs de P e t  de Q 

en ey: 
n - - p  

P(x, e~) ~ ~ l,(x)e"~ 

m - - c  1 

Q(x, e~)= ~ ~f,,,(x)e,,u. 
,,mr--1 

En ~crivant que (al, bl), (a~, b:) et (a:, b3) sont  des syst~mes de p~riodes 

pour ](x, y), on obt ient  Ies identit~s suivantes,  en a y a n t  ~gard ~ l 'irr~ductibilit6 

de P- 
Q 

(3) P[~ + ak, eU+~k] ~ ehk(~)P(x, eU) (k ~ x ,  2, 3) 

(4) /,,(x+ak)=e%(X)_nbk/,,(X ) (k~=I, 2,3 ) 
n ~ I ,  2 , . . . p  

off hk(X) ( k =  I, 2, 3) sont  trois fonctions enti6res de x. Si l 'une des fonctions 

/,,(x) ( n = x ,  z . . . .  p) ne s 'annula i t  pour aucune valeur  de x, ses trois entiers 

caract6ristiques correspondant  s a~, a~, a3 pris deux ~ deux seraient nuls. Or il 

ressort des identit6s (3) et (4) que ces entiers caract6ristiques sont les mfimcs 

que les trois entiers caract~ristiques de /(x, y) pour (a~, bl), (a2, b~), (a~, b~). 
Comme les trois syst6mes de p6riodes ne sont pas exceptionnels ](x, y)serai t  
une constante,  comme a y a n t  ses trois entiers caract6ristiques nuls. Donc cha- 

cune des fonctions ],,(x) s 'annule pour quelque valeur de x; si deux des quanti-  

t6s al, a2, a3 avaient  un  rappor t  r6el et incommensurable toutes  les fonctions 

/,,(x) seraient par suite nulles ident iquement .  D 'au t re  par t  les rapports  de al, a2. a3 
pris deux K deux ne peuvent  pas ~tre tons r6els commensurables.  Car on aura i t :  
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(5) a~ ~ m~ a, a 2 ~ m:a,  a3 ~- maa 

m~, m2 et  m~ 6rant  trois entiers non tous nuls e t a  unc constante .  

de (5), l '6galit6 suivante:  
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Or il rdsulte 

m~(a~b~--a3b2) + m~(aab~- -a ,  b3) + m~(a ,b~- -a~b , )  = o 

c'est-~-dire ( In t roduc t ion  paragraphe  5): m~61 + m~6.~ + m33~ = o e t  les trois syst6- 

rues sera ient  exceptionne!s ,  con t ra i r ement  ~ ] 'hypoth6se.  

Comme conclusion: on voit  qu'i l  y a n6cessairement  deux  des quanti tds  a t, 

a~, a 3 den t  le r appor t  est imaginaire. Si nous supposons, pour  f ixer les iddes, le 

r appor t  a~ imaginaire on voi t  alors sans difficult6 qu 'en  mul t ip l iant  routes  les 
g2 

fonctions ],~(x) et  (f,,(x) par  une m6me fonct ion enti6rc de x, ne s ' annulan t  pas, 

et convenablement  choisie, tous los produi ts  obtenus  seront  des fonct ions 6) de 

la seule variable x, aux p6riodes at et a~; / (x ,  y) est ainsi raise, sous forrne d 'une  

f ract ion rat ionnc/ te  en ev, les coefficients 6tant  des fonet ions O de 1~ seule vari- 

able x. On vol t  en out re  qu'i l  existe ent re  a~, a2, a3 une relat ion de la forme:  

~qa~ + ! t :a :  + tt3aa = o 

!t~, !% ,u 3 6 tant  des entiers non tous nuls et  premiers  ent re  eux. 

29. Cette  r emarque  faite, d6signons par  el(x, y) une fonct ion m6romorphe,  

t r ip lement  p6riodique, les trois syst6mes de p6riodes non exccpt ionnels  6 tant  

(o, z i~) ,  (to, ifl), (to', i S ) .  Nous dirons que cet te  fonct ion est semi-rationnelle,  si 

il existe une subs t i tu t ion  lin6aire 

(6) { x = A X + B Y  

y ~- A ' X  + B' Y 

telle que of(x, y) se r6duise, par  cet te  subst i tut ion,  s une f ract ion rat ionnel le  en 

e Y, lcs coefficients 6 tant  des fonctions enti6res de X seul. 

D6signons pa r  q)(x,  u  ce que devient  ~f(x, y) par  la subs t i tu t ion  (6) et 

soient (al, bl), (a., b~), (a 3, b3) les trois syst6mes de p6riodes de cet te  fonct ion qui 

cor respondent  respec t ivement  s (o, 2 i z ) ,  (to, ifl), (to', ifl') de telle sorte  qu 'on  a: 

2 i~v = A'aj  + B'b~ 

i d ~ A ' a 2 + B ' b  2 

i f  ~ A 'az  + B'b~. 
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D'apr~s ce qui prSc~de, i l  y a deux des nombres a~, a~, aa dent  le r~ppor t  

est imaginaire: done B r ne peat l ~ s  ~t~e n~d. Posons: 

(7) X - = X ,  

Y = CX, + Y~ 

C 6taut  une constante  quelconque; la fonetion O(X, Y) devient  par  eette sub- 

st i tu t ion 0 1 ( X ,  Yj) et il esg manifeste, que cet.te fonction sera aussi une frac- 

tion rationnelle en e ~5, puisque eY--eCX, .e  Y'. I)e (0) et (7) on eonclut:  

x=--(A + B C )  X, + B  Yj 

y =  (A' + B 'C)X,  + B' Y1. 

Comme B / o ,  on peut  choisir C de favon que: 

A' + B'C =: o 
eL l 'on aura  ainsi: 

x ..... A~X~ + B Y, 
(S) 

!I B' Y, 
en posant  pour abr6ger 

A B ' - - B A '  : 
A~ -= B' - :'- o. 

D6signons par  (a',, b',), (a'., b'..) (~da, b'::) 1r trois systbmes de p6riodes qui 

pour ( X ,  Y~) correspondent h (o, L,), (o), ;,'), (r "J 2 ~,).  It y a, d 'apr~s ce qui 

pr&e&de, une relation de In forme 

t (9) .,qa r, + .u.ea., + .uaa'.~ = o 

,{q, ,%, Ya 6~ant trois entiers premiers entre eux. 

R6solvons les dqua~tions (8) par rappor t  h X, et Y,: 

/ (io) 

et eonsid6rons le systbme de p/'riodes (!c.(o +!~a~o', 2!qi~r + ! , i f l  + y ~ i f l ' ) p o u r  

x et. y, auquel correspond pour X~, Y, le syst~me de pbriodes (o, !qb' t + !~_~br= + 

yabr,), g cause de la relation (9)- On aura done:  

o = !t.t,J + y,t , /  B~'t~- (2 y~Lt + y.i,~ q y a i f ) .  
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Les 6quat ions (~o) dev iennent  ainsi: 
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I t II~(O + !la(0' Y/ X, 
! 

(n) 
Y, = Yi " 

Posons : 
II.~(O @ II~ tO' 

(~2) 
2 Jr 

On aura  ainsi: 

(~3) 
Y, = B~ 1%. 

A, eL B~ 6tan!  deux  cons!antes .  

La  fonct ion qJ(A3X._, , B a Y2) s'exprimer~t comma fon t ! ion  rat ionnelle  c n e  ~ 5 ,  

comme ( P ( X ,  Y , )  en e ~5. Or au syst6me de p@iodes (!1~,: F !q~J, 2 !q s + !~ i d + 

p~;/Y') pour  x et  y correspond pour  X~, t:~ le syst6me de ])dr/odes (v, 2/;r).  Done, 

il est clair qua la fonet ion q~(AaX.,, Ba Y:) pourra  /b~a[c,,~e,t s 'expr imer  comma 

fon t ! ion  rat ionnel le  e n e  ~5. 

En  rdsumd, si ]a lone!ion ~f(x, 9) est scmi~ral io~cl le  on pourra  la tame,mr  

s la /orme semi-rat.ionnelie par  uno subs t i tu t ion  lindaire de la for int  (i2). l /c-  

marquons  qua dans la substit.utiou (~2) on pout sans inconvdnient  pour  le rdsul- 

t a t  final, changer  les signes des trois nombr,.,s !~,, !t, et !~:, h la fois. Done la 

quant i t6  2 tq:r + tt:fl + !tad' qui est diff6rent.e de zdro pout  6tre supposde posi- 

tive, ee qua nous ferons:  

2 p,:r + !qq3 + !~3i3' > o. 

Les entiers  tq, !t~ et tta dtant  premiers  e n t r e . e u x  prenons des entiers  ).1, )., 

).a, v,, r~, r3 tels qua 
: l  t ! t .  z ! ta  

i~ ).: ).a - = I  

J'l ~'2 )'3 

et consid6rons pour  x et  y los trois syst6mes de p6riodes fournis par  la t rans-  

format ion  don t  le d6terminant  est le pr6cddent.  I1 leur cor rcspondra  pour  

(X~, Y2) los trois systbmes de p6riodes (o. 2 iJr), (%, id=.). (o/> idL_) qui au rou t  la 

forme normale,  puisque l 'on a: 
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~r(z v , ~  + v~fl + v,  fl ~) . 

La  fonct ion (1), (A3X2, B3 Y2) 6tant  rat ionnel le  e n e  F2, on voit  que ses entiers  

caractdris t iques relatifs ~ (0, 2i~r), (%, ifl2) d 'une  par t ,  et  (0, 2 i ~ ) ,  (co':, ifl'~) 

d ' au t re  part ,  sont  nu]s. Si nous appclons ml,,_, m2,3, m3,1 les entiers  caraet6rist i-  

ques de ~f(x, y) relatifs ~ (0, 2 i~l:), (co, ifl), (tJ, ifl'), nous aurons  en app l iquan t  

les formules donn6es dans l ' i n t roduc t ion  pour  le calcul des entiers caract6rist iques 

apr~s une t ransformat ion  

ml.2(,tq;%- ).l,U~) + m2,8(:t~;%- )~g~) + m3.,(!~=~, - -  ).=!q) = o 

m l ,  2 (~l l  ~]2 - -  •1 ={t,) + m 2 ,  3 (•t 2 ~)3 - -  V2 ~t3) + m 3 , 1  (,U3 Vx - -  P3 !t, ) - -  O.  

On en d~duit  imm6dia tement  que ml,,., m~,~ et m3,1 sont  propor t ionnels  h 

P=, !q et !q;  done que u~, g~ et !% qui sont  premiers  ent re  eux, sont  les quot ients  

de m2,a, ma,1, ml,2 par  leur plus grand commun diviseur pris avee un signe tel  

que 2 ! q z  + !t~fl + u3fl ~>0,  d'apr~s not re  convent ion.  De la rcsulte ce t te  cons5- 

quence:  si la fonct ion ~(x, y) est semi-rationnclle,  elle peut  6tre ramen~e tLla /orme 

semi-rat ionnelle par  une et  une seule des subst i tu t ions  de la forme (i2), oh tt,, 
!% p~ sont  premiers  en t re  eux et  off 2!q.~t ~ + !t2fl + ,u~fl'> o. 

Inversement ,  si nous formons, comme nous avons  vu qu 'on  peu t  le faire, 

d 'une  infinit6 de fa~ons, une f rac t ion rat ionnel le  e n e  }~ a y a n t  pour  coefficients 

des fonetions O convenablement choisies de X2 nous aurons une fonct ion triplc- 

merit p6riodique aux pdriodes (0, 2 iJ~), (%, ifl2), (to'o_, ifl':). Si on l 'exprime en x 

et  y, par  la subs t i tu t ion  inverse de (I2), elle se t rans forme en une fonct ion 

m6romorphe  el(x, y) aux p6riodes (0, 2 i.~), (to, i~) et  (to', ifl') (.car la t ransforma-  

t ion effectu6e sur les p6riodes 6tai t  du premier  o r d r e ) e t  qui sera semi-rationnelle. 
Si nous consid6rons comme a p p a r t e n a n t  s une m6me classe toutes  les frac- 

tions rat ionnelles e n e  y* que l 'on pen t  ainsi former et  admettanC les trois syst6- 

rues de pSriodes indiqu6s plus haut ,  on voi t  que parmi  les fonctions el(x, y) semi- 

rat ionnelles aux p6riodes (0, 2 i:c), (to, ifl), (co', i f f )  il y a une in/ ini td  de classes 
cor respondant  ~ tons les choix possibles de g,,  tt,, :t~ qui sont  trois entiers  quel- 

conques,  premiers  en t re  eux et  tels que 

Toutes  ces classes sont  distinctes, car une m6me fonct ion ~r(x, y) ne pent  pas 

6tre ramende par  deux  subst i tu t ions  lin6aires ( zz )d i s t ine tes ,  h la forme semi- 
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rationnelle,  c 'est-h-dire ne peut  pas appar ten i r  ~ la fois & deux des classes que 

nous venons de d6finir. 

30. Les fonctions semi-rationnelles qui appar t i ennen t  & une m6me classe 

poss~dent  des propri6t6s qui les r app rochen t  d 'une  fagon rcmarquable  des fonc- 

tions ab61iennes de deux variables.  ][1 est trbs-facile de met t re  en evidence ces 

propri6t6s. 
CO t 

Le r a p p o r t -  ayan t  tou jours  sa par t ie  imaginaire posit ive,  nous pouvons  
to 

former  deux fonct ions enti~res de x, O~(x) et 02(x) satisfaisant  aux identit6s" 

{ 0 , (x  + co) = e-~30, (x) 

2 i : r  . .  
- -  {O-- X - - | l ) ' t  

0, (z + co') = e 0, (x) 

{ O~(x + co)= O~(x) 
2 i,'rx 

O,(x + to') ~ e- ~ o~(x). 

I ,a  fonct ion u de x et  y d6finie pa r  l'6galit6 

0 , ( x ) e y  
( I6 )  u = - - -  O~(x) 

sera une fonct ion semi-rationelle aux p6riodes (o, 2 ix ) ,  (co, ifl), (to', ifl'). 
en out re :  

# 
v = # x  (log u) 

(I7) 

w = / ) x '  (log u) = ~ -  

Posona 

La  fonct ion v sera une fonct ion ell iptique de la seule var iable  x, aux  pdrio- 

des co et co' et  avec  deux p6les simples de r6sidus 4 - i  dana un parall61ogramme 

de c6t6s ( o e t  co'. Elle sera done li6e h sa ddriv6e w par  une relat ion de la forme 

( i 8 )  w' = R(v) 

off R(v)  est un polyn6me du quat r i~me degr6 en v, dont  le coefficient du te rme 

en v 4 est 6gal ~ I. 

Consid6rons u, v at w eomme les coordonn6es eart6siennes d 'un  poin t  d 'un  

espace s trois dimensions. La  relat ion (I8) d6finit un cyl indre et  si u ,  v~, w~ 

est un point de ce cyl indre les 6quat ions:  
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(~))  

u (,r, :/) ..... u~ 

v ( x )  = v ,  

w ( x )  = w,  

a d m e t t e n t  en x et  y les syst6mcs de solutions suivants :  les deux derni6res dqua- 

t ions ne sen t  v6rifi6es que par  une  valeur  de x, soit x ,  e t  par  celles qui s 'en d6- 

duisent  par  l ' add i t ion  de mult iples de oJ et U. En  faisant ensuite x = - x ~ + m ( o +  

mJ  dans la premiere  dquation,  on obt ien t  faci lement pour  y des valeurs de ]a 

forme : 
y ~ y~ + mil~ + hill '  + 2 pi~c 

m, n et  p 6 tant  des entiers  queleonques.  Les 6quations ( 1 9 ) n ' a d m e t t e n t  en 

(x, y) qu 'un  seul syst~me de solutions abs t rac t ion  faite des multiples des pdrio- 

des eonjugu~es. D'ai l leurs ca syst6me de solut ions est donn6 par  les formules 

suivantes,  en applean t  u 0, v0, w 0 un point  du cyl indre at (x0, Y0) un systgme de 

valeurs cor respondant  pour  x et  y, et  en suppr imant  l ' indiee de u .  v .  Wl: 

(20) 

x = Xo + 
~V 

t /  

?',)~ W 0 

Y ~ Yo + ..... w 

Les int6grales pr6c6dentes peuven t  6tre consid6r6es eomme des int6grales 

de diff6rentielles totales  exactes rat ionelles en u, v, w at tach6es s la surface 

cyl indrique (18). La  premi6re  de ces intbgrales est de premiere  esp~ce; la seconde 

n ' adme t  qua des singularit6s logari thmiques simp]es, c 'est-h-dire non superpos~es 

s des singularit6s polaires;  ou encore, si l 'on consid~re une courbe a]g6brique 

quelconque trac6e sur la surface du cylindre,  la deuxi6me int6grale est pour  

cet te  courbe une int~grale ab61ienne n ' a y a n t  que des singularitds logari thmiques 

simples. On peu t  facilement voir, mais cela ne nous servira pas dans la suite, 

que l ' int6grale qui donne  y a comme courbes logar i thmiques:  i ~ la section u = o 

du eyl indre avec r6sidu dgal h + I ;  2 ~ une  droi te  dans le plan de l ' infini 

' ) W 

t eelle qui correspond ~ v ~ I  avee r6sidu 6gal a - - I ;  3 0 une droi te  dans le 

de l ' infini {eelle qui  correspond h ~'=v_ ~ - - i }  avee r~sidu ~gal 5. - - 3 ;  4 ~ le plan 
/ 

point  conique s l ' infini du eyl indre qui pen t  ~tre consid6r6 eomme une eourbe 
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logar i thmique r6duite ~ u n  point ,  tou t  au moins au point  de ru e  de la reprdsen- 

t a t ion  param6tr ique  de la surface. 

Nous nous bornons  ~ 6noncer ces propri6tds que nous n 'emploierons  pas. 

Consid6rons une fonct ion semi-rat ionnelle a p p a r t e n a n t  h la m~me elasse que 

u,  v e t  w. Cette  fonet ion / (x ,  y) pour ra  ~tre raise sous la forme:  

(2I) 

n - p  

.Y. (f,,(x)e'~v 
~ n ~ l  / (x ,  y) = . . -~ 
2 ~ ( x ) e ' v  

m ~ l  

o5 ~v.(x) et  ~Pm(x) sat isferont  aux  identi tds:  

~Pn(x + co) = e -n i f l  (f,, (x) (n = I ,  2 . . . .  p) 

- -  2 i ,tl -T x f l  i ~, 

~f~,(x + co') = e ~; ~f,,(x) 

off tt est un entier.  Les ~Pm(x) sa t is font  aux  m~mes identitds, sauf le changement  

de n en m. 

Prenons  une  fonct ion enti~re X (x) sat isfaisant  

L 'express ion 

X (x + ,~) = X (x) 
- -  2 i p .7 ~c 

X (x + d ) -  e--:~- - X (x). 

~f,~(x)e',v ~f,,(x)O~(x) 
~ l"X(x )  X(x) tJ ' : ( z )  

est une fonct ion ell iptique de la seule var iable  x, aux p6riodes to et to', comme 

en peu t  s 'en assurer  facilement.  Elle est donc une  fonct ion rat ionnel le  de v e t  

w. Pa r  suite l 'expression cfn(x)env est une fonct ion rat ionnel le  de u, v et w. On 
x ( z )  

en conclut  imm6dia tement  en divisant  dans l 'expression (2~) t o u s l e s  coefficients 

Cfn(X), ~pm(X) de eu par  X ( x )  que /(x, y) est  elle-m~me une fonct ion rat ionnel le  de 

u, v e t  w. Doric toutes  les fonetions semi-rationnelles de la classe consid6rde sont 

des fonetions rat ionnellcs  de u, v e t  w, ct rdciproquemenf .  Si U, V e t  W d& 

signent trois quelconques  de ees fonetions,  on voi t  qu'elles sont lides par  une 

relat ion algdbrique;  exeept ionnel lement  elles peuven t  ~tre lides pa r  deux  relat ions 

alg6briques. Supposons U, V, W li6es par  une seule relat ion alg6brique et  soit 

(22) R(U, V, W ) =  o 
A e t a  m a t h a m a t i c a .  33. Imprim6 le 16 octobro 1909. 23 



178 P. Cousin. 

cette relation; nous la considd'rons eomme d6finissant une surface S qui se d(.duit 

du cylindre (I8) par une transformation rationnelle: h un point queleonquc du 

cylindre correspond un point de S; & un point de S correspondent un nc,mbre 

d6termin6 r de points du eylindre. Par suite h u n  syst~me de valeurs de U, V, 

W non partieulier satisfaisant A (22) correspondent v syst~mes de valeurs de x 

et y aux multiples prbs des p6riodes. Si la transformation par laquelle on passe 

du cylindre b~ la surface S est bi-rationnelle, alors r - - I  et les expressions (2o) 

donn6es pour x et y se rdduisent, en fonetion de (U, F, W) h des int6gral('s de 

diff6rentielles totMes relatives ~t la surface S. Enfin, dans ce eas, toutes les 

fonetions semi-rationnelles de la m~me elasse s'expriment rationnellement en U, 

V, W e t  d'ailleurs, toute fonetion rationneile de U, V, W appartient h la elasse 

consid6r6e. 

Si l 'on compare ees propridtds A ee|les des fonctions ab61iennes, on remarque 

imm6diatement l'analogie qui rcssort de ce rapprochement avee les d6g6n6reseenees 

des fonctions elIiptiques en fonetions trigonomdtriques et a v e c l a  ddg~.n6reseenee 

eorrespondante de l'int6gralo de premiere esp~ce en une int6grale ,~ points sin- 

gullets logarithmiques simples. 

L'analogie so trouve encore plus complgte par le th6orgme que nous d6- 

montrons plus loin et dont nous allons donner l'6none6. 

Remarquons que entre une fonction [(x, y) semi-rationnelle aux pdriodes 

O[ O[ il existe n6- (o, ~i~) ,  (co, i//), (~o', i/t') et scs ddriv6cs du premier ordre Ox' fly 

cossairement une relation alg6brique, puisque ees trois fonctions appartiennent 

manifestement ~ une m6me classe. 

I1 ost naturel de se demander si cette propri6t6 est pour ]es fonetions m6ro- 

morphes triplement p~riodiques aux p~riodes (o, 2i~r), (co, ifl), (~o', il't' ) carae%- 

ristique des fonetions semi-rationnelles, eomme pour los fonctions m@omorphes 

d'unc variable simplement p~riodiques, la propridt6 analogue est caraet6ristique 

des fonetions trigonometriques. La r6ponse est affirmative et la fin de ce M6- 

moire est consae%e s la d6monstration du th6or~me suivant:  

Si unc fonetion m6romorphe, ](x, y) admet les trois systgmes de p6riodes 

(o, 2i~r), (~o, ifl), (~o', iS)  et n'en admet a~lc~tn autre distinct des pr6c~dents, si, 

de plus, cette fonetion [(x, y) est li6e h ses d~rivdes partielles du premier ordre 

par une relation alg6briquc, on peut en eonelure que [(z, g) est semi-rationnelle, 

e'est-h-dire que, en remplagant les variables x est y s l'aide d'une substitution 

lin6aire eonvenablement ehoisie de la forme (I2) par des variables X et Y, [(x, y) 
sera une fonetion rationnelle de e r. 
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31. Soit done [(x, y) une fonction m~romorphe de x et y admettant  los trois 

systSmes de p~riodes non exceptionnels (o, 2 i z ) ,  ((a, i~), (to', i J ) ;  on suppose 

que la fonction /(x, y) est li6e s scs deux d~riv~es partielles du premier ordre 

al Ol 
Ox et o-y par une relation alg6brique: 

/,q . 

(I) F[ l (x ,  y), ijx OyJ - ~  

~1 ,91 off F est un polynSme entier en /(x, y), Ox et dy" On suppose bien entendu 

cette relation irr~ductible. 

Nous poser.ons pour abr~ger l'@riture 

~/ ,~/ 
z =  / (x ,  y), P - -  o x '  q =  iJii " 

La relation (z) s'@rira done: 

(2) F ( z ,  p ,  q) .... o. 

Dans ce qui suit nous utiliserons pour simplifier les raisonnements et le langage 

les r~sultats connus de la thSorie des ~quations aux d~rivSes partielles du premier 

ordre ainsi que les expressions usit@s dans cette thSorie telles que: surface int~- 

grale, caract4ristiques, ~lSment (x, y, z, p, q) d'une intSgrale etc. 

Nous pourrons supposer que la fonction z ~ ](x, y) ne satisfait pas h, une 

4quation de m~me forme que (2) et de degr~ total moindre en z, p e t  q. Car 

sans cela nous remplacerions l'Squation (2) par l'Squation de degr~ moindre. 

I1 r4sulte de cette hypoth~se que z ~ / ( x ,  y) n'est pas une int~grale singuli~re 

OF 
de l'Squation (2); car sans cela elle satisferait ~ chacune des 5quations i):p ~ o ,  

3F  
- -o  de degr5 moindre que F :  o, et dont l 'une au moins n'est pas une iden- Oq 

tit~ si z ne se r~duit pas s une constante. 

L'intSgrale considSr4e n'Stant pas singuli~rc, si Xo, Y0, z0, Po, q0 est un 

dldment de l'int4grale pour lequel tous les d~nominateurs des ~quations des 
caract~ristiques 

dx dy dz - - d p  - -  dq 
(3) OF OF OF OF <iF OF 

ne sont pus nuls, toute la caract~ristique issue de cet ~[~ment initial appartiendra 
h l'intdgrale. 
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Nous allons 6tudier tout  d 'abord un eas part iculier  afin d'en d6barrasser la 

ddmonstra t ion qui suivra pour le eas gdndral. 

Nous supposons que l ' int6grale z - - - ] ( x ,  y)  satisfait  k l '6quation 

iJF iJF 
(4) ?' ,Ji) + q 0q- = ') 

on m~me temps qu'k l '6quation (2). 

Si (x0, Y0, z0, P0, q0) est un OlOment de l'intOgrale pour lequel t o u s l e s  

d6nominateurs de (3) ne sent  pas nuls et pour lequel en entre 1% et qo ne sent  

pas tous les deux nuls, on aura pour ]a earaetOristique eorrespondante:  

8 .... q~. 
(5) po q0 

OF 
(retiree si t)zz 6tait nulle identiquement) .  

En  outre  pour ta caract6ristique eonsid6r6e, on a 

Z ~  Z 0 . 

Puis, en eombinant  (4) et (5) on aura  

~JF 3F 
(6) ~,o cj~, + q,, ~J-4 = o ;  

les deux premiers rapports  de (3) donnent  alors: 

p o d x  + qod!l ~- o 

d'ofl enfin 

(7) pox + q,~y =~ poxo-4 qo.%. 

Comme la earact6ristique d6finie par  les 6quations pr6c6dentes appar t ient  h l'int6- 

grale z = / ( x ,  y),  on voit  que l '6quation 

(8) ~ , - =  l(x, y) 

est vdrifide comme cons6quence de l '6quation (7)- 

Ma.is il est impossible que (8) soit v6rifi6e, comme nous l 'avons vu, pour 

une valeur constante  de y, quelle que soit x (paragraphe 9); done P0 dans 

l '6quation (7) est diff6rent de z6ro. De l 'existence ndcessaire des augments  con- 

jugu6s pour une branche prineipaie on conclut  alors, en dcrivant d 'abord 

l '6quation (7) sous la forme, 

{9) z q, y + P P_o z0J- qo.~/o 
~o Po 
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que - - q ~  est de la forme 
Po 

qo _ m e o  + n o /  

Po i(m/~ + nil' + 2p~r) 

m, n et p ~tant  trois entiers premiers entre eux. Comme l'41~ment (x 0, Yo, z0, P0, q0) 

est un dldment quelconque de l ' intdgrale z ~ / ( x ,  y), on en conclut  que le rappor t  

q-p est constant  et  ~gal h i (mlr  n ~ + '  ~p;_~) et par  suite que /(x,  y) n'est  fonction 

?~t(0  -{- ~t,(o r 

que de x - - i ( m f l  + nfl r + 2pz )  y" 

Si l 'on effectue la subst i tu t ion lin4aire 

X = :  x - -  i (mf l  + ni l '+ 2p~r) y 

Y ml~+ n J  ~- 2p~ 

on voit, en ra isonnant  comme au paragrapbe 29 que /(x,  y) se r~duit h une 

fonction elliptique de la seule variable X;  clle est donc bien une fonction semi- 

rationnelle, (mais qui ne dSpend pas de eY). 

32. Si nous revenons au cas g~n6raI nous supposons que l '~quation 

OF ~JF 

n'es t  pas v6rifi~e par  ]a fonction z = / ( x ,  y). Nous supposerons en outre que pour 

cette foac~ion le rappor~ -P n 'est  pas constant ,  sans quoi on re tomberai t  encore 
q 

sur la conclusion prScSdente. 

OF OF 
En rempla~ant  clans P d p  + q0-q'  z, p e t  q par ]eurs expressions / (x ,  y), 

a/ 
0x '  #g en x et y, on aura une identit5 de la forme 

iJF ~JF 

off ~p(x, y) sera une fonction m6romorphe, bien d6termin6e, aux trois syst~mes 

de p6riodes (o, 2i~) ,  (~o, ii? ), (o r, ifl'), non nulle ident iquement .  
D'une fa~on analogue posons: 
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~P = , f ( z ,  y)  
q 

et consid6rons le syst~me des deux 6quations: 

{ ~f(x, y) = u 
(Io) q,(:,~, y) = o 

off u est une valeur  donn~e arbi t rairement .  Les fonetions ~f(x, y ) - - u  et ~p(x, y) 
ne peuvent  admet t re  en facteur  commun une fonction enti6re de x et y, g(x, y) 
dont  les z6ros adme t t en t  les trois syst~mes de p6riodes (o, 2i~r), (~,~, ifl), (to', i S )  

que pour  un hombre limit5 de valeurs exceptionnel]es de u, puisque le num6ra- 

teur  de la fonction m6romorphe (p(x, y) n 'a qu 'un  nombre limit~ de /acte~lrs irrJ- 
ductibles relativement h ces pdriodes (paragraphe 20). Le nombre de ces valeurs 

exceptionne]les de u, est au plus 6gal au nombre des facteurs irr~uctibles de 

~(x, y). D'ailleurs ~(x, y) - -  u et ~(x,  y) adme t t an t  les trois syst~mes de p6riodes, 

ne peuvent  avoir de facteur  commun sans avoir un  facteur commun tel quc g (x, y). 

De la m6me fa~on ~f(x, y ) - - u  ne peut  avoir de facteur commun avec l 'une 

des fonctions i i ~,  q, ou q que pour un nombre limit6 de valeurs exeeptionneHes 

de u. A supposer qu'il  existe quelques valeurs exceptionnelles de cette nature ,  

nous d6signerons par  E2 leur ensemble, en y comprenant  celles qui sont relatives 

(p(x, y) et ~(x, y ) - - u .  Ceei posS, a t t r ibuons  & u une valeur n ' appa r t enan t  pas 

l 'ensemble E:  ct dSsignons par M1 une multiplicitd simple de zgros de la fonetion 

~f(x, y ) -  u. Nous appelons multiplieitd simple de zdros, une multiplicit6 formant  

un seul continuum analytique (de telle sorte que l 'on peut  passer de Fun quel- 

conque de ses z6ros s un  autre  par  cont inuat ion analytique).  I1 y a au moins 

P ~  ~f(x, y) n 'es t  pas une constante  par  hypoth~se une telle multiplieit~ puisque q 

(paragraphe Io). 
La  valeur u n ' appa r t enan t  pas h E: ,  la multiplicit6 M~ ne peut  appar teni r  

I 
aux z6ros d 'aucune  des fonctions ~(x, y), ~, q, ou - .  On peut  done prendre sur 

q 

e?/(x~, y~) sera fini et diff6- la multiplicit6 M~ un point  (x~, y~) pour lequel q ~ -  Oy~ 

rent  de z6ro; pour |equel z~ ~ / ( x ,  y~) sera fini; pour lequel p ~  uq,  sera fini; 

et enfin pour lequel ~p(x~, y~) ~ o. Nous avons ainsi un 615ment (x ,  y ,  z~, p~, q~) 

de l ' int6grale z ~ ](x, y), compos6 de valeurs finies et tel que 

~F ~?F 
p,~p +q~y-q ~ o  et q ~ o .  



Sur les fonctions triplement p6riodiques de deux variables. 183 

En  out re  on peu t  supposer  que (x ,  y~) n 'es t  un poin t  d ' inddterminat ion  pour  

aucune  des fonctions z, p,  q, de telle sorte que  z~, p~, q~, sont  d6finis sans 

ambiguitd.  

L'616ment (x~, y~, z~, p~, q~) est l'616ment initial d 'une  caractdris t ique bien 

ddtermin6e par  ]es (,quations (3) off z peu t  ~tre prise comme variable ind6pen- 

dan te  puisquc le ddnomina teur  de dz a une valeur  initiale non nulle. 

Les deux derniers rappor t s  des dquat ions (3) d o n n en t :  

(11) P .... P' ~--~. 
q q, 

L'6qua t ion  F(z, p, q ) : - o  donne ensuite q en fonct ion de z: 

(I2) F(z,  uq, q ) =  o. 

Les trois premiers rapport~s des dquat ions (3) oh l 'on remplace p par  uq donnen t  

alors:  

dx = P(z ,  q, u)dz 

dy = Q(z, q, u)dz 

off P e t  Q sont  des f ract ions  rat ionnelles  en z, q et  u. u est ici une cons tante  

et  z e t  q sont  likes par  la re la t ion a]gdbrique (I2). Donc x et y sont  donn6es pa r  

des int6grales ab61iennes at tach6cs s la co~rbe (I2), intdgrales qui sont  prises 

pa r t i r  du point (zi, ql). Soit donc :  

(~3) 

z , q  

= x, + jP(z ,  q, u)dz 
zl ,  ql 

z, q 

y = yl + fO(z ,  q, u)dz. 
Zl, qt 

Les deux  intdgrales ab61iennes de ces formules sont  at tach6es h la re la t ion (12). 

Mais il peu t  se faire que cet te  courbe se d6compose, m~me p o u r  une valeur  non 

par t icul i6re  de u. Tout  d 'abord ,  si elle renferme en fac teur  une cer ta ine puissance 

de q, nous suppr imerons  ce facteur,  car  la valeur  initiale ql est diff6rente de 

z6ro. Soit n le nombre  des facteurs  entiers  irr6ductibles en lesquels se d6compose 

alors la re la t ion (i2) pour  une valeur  non part icul i6re de u et  soit:  

R l(z ,q)  R2(z,q) . . . . . .  R (z q ) = o  
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ce t te  d6composit ion oh tes R sont  des polynSmes cntiers  en z ct  q. On suppose 

bien en tendu  que F(z,  p, q )=-o  est une relat ion alg6brique irrdductible.  D~s 

lors les facteurs  R, ,  R2 . . . .  R ,  sont dist incts si u cst quelconque.  De plus an  

quelconquc de ces facteurs  pout  s 'Schangcr en Fun quclconque des autres  facteurs  

( ~ u n  fac teur  cons tan t  pros) lorsque u varie  en d~crivant  un circuit  ferm5 con- 

venab lement  choisi. Pou r  le montrcr ,  prcnons un syst~me de valcurs (z r, q~) 

annu lan t  le seul fac teur  R, et  un  syst~me de valeurs  (z', q") annu lan t  le seul 

fac teur  R 2. Si l 'on pose p , =  uq,, p .  uq" les deux syst~mes de valeurs (z r, p', q,) 

e t  (z', p", q") v6rifient  la relat ion F(z,  p, q) ~ o. Comme ce t te  re la t ion eat irr6- 

duct ible  on peu t  imaginer que le point (z, p, q) d6crit  une ]igne joignant  sur la 

surface F(z, p, q ) ~  o le poin t  (z r, p', q') au point  (z', p", q ')  sans que q s 'annule  
pit 

dans cet te  var ia t ion.  La  var iable  u = -p- d~crira un circuit  ferm6 puisque qP, --  q q" 

et  il est  clair que le fac teur  R~ scra devenu le fac teur  R~ (~ un fae teur  con- 

s t an t  pr6s). 

Les n facteurs  R p o u v a n t  ainsi s 'dchanger en t re  eux nous pourrons  les 

p rendre  sous la fo rme:  

Rk(z, q) = R(z ,  q, u, 7k) (k = ~, 2 , .  �9 n) 

oth 7~ est l 'une des d6terminat ions  d 'une  fonet ion alg6brique de u, convenab lement  

choisie, et  a d m e t t a n t  n d6terminat ions  permutables  en t re  ellcs et  off R est un 

po lynSme entier  en z, q, u, 7k. 

Pour  cer taines valeurs particuli~res de u, il pour ra i t  a r r iver  que deux  des 

n facteurs  pr6c6dents  soient propor t ionnels  ou encore que l 'un d 'eux  soit d~eom- 

posable. Ces valeurs exceptionnelles  de u sont  6videmment  en hombre  fini: nous 

les a jou te rons  ~ l 'ensemble E ;  et  nous appel |erons E3 l 'ensemble r6sultant.  Nous 

supposons ac tue l lement  que u n ' appa r t i en t  pas h l 'ensemble Es. 

Dans  les formules (x3) les int~grales sont  at tach~es h celle des courbes 

R (z, q, u, 7k) = o 

qui cont ient  le point initial z,, q, et  il n ' y  a qu 'une  seule de ces courbes qui 

cont ien t  ce point .  Car, sans cela, le point  ( z ,  q~) serait  un point  double  pour  

la courbe to ta le  (I2) et  par  suite on aura i t :  

ijq[F (z .  --  o v q .  q,)] 

ou en r emarquan t  que uq, = p,: 
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OF(z,  p,, q,) i)F(zl, }h. q,) 

Or eet te  6galit6. n 'a  pas lieu, d 'aprbs  le ehoix du poini  (.r~, y,) .~ur M,. 

Nous supposerons pour  f ixer  les iddes que c'est h ]a eom'l,e l : - = I  que so 

r appo r t en t  Ies int6grales des formules (13). 

La earactdris t ique ddfinie par  les formules donn(:es ci-dessus ct issue dc 

l 'dldment (x~, Yl, z~, Ih, q,) appar t i en t  tout  entibr(~ h l ' int( 'grale z -= / ( z ,  7/). Done 

on aura  pour  tous les dldments de eet te  caract( ' r ist ique: 

P ~(,~', y) = u ,  z=:/(.r, ~/), p-- ' / /( '~" ~/) 0/(.~', ~t) 
( r4)  ~ =  &i  ' ~ .... ~):'Z " 

Les valeurs de x et y fournies par  les dquations (13) v6rif ient  done la relat.i(m 

rp(x, y ) -  u ~  o. Done ]es formules (13) donnent  les expressions d 'un  poin t  (x, ~/) 

de Ia mult iplici t6 JI~ sous forme d' intdgralcs ab('lieml(,s; on peu t  dire que co sont 

les 6quat ions de la multiplieit6 M, .  Comme M, e.~t l '~ne queleonque d,~s ~nulti- 
plicitds simples de z&os de (t (,% Y ) -  ~t, on v()it que toute,~ e:,s multiplieit6s 

sont  donne'.es par  des int6grales ab61iennes at taeh{es "~ l 'une  des eoarbes  R =-o ,  

avec un systbme de valeurs  initiales eonvenal , lement  ehoisies pour  .% y, z, q. 

I1 existe une fonet ion enti~ro de .~, et y, g,(x, y) a d m e t t a n t  pour  z&os tous 

les points  de M~ et n'admelta~d ?xts d'a~dres z&o,,. Cela rdsulte immOdiatement 

des thgor6mes g6ndraux, en remarquant,  que l 'on salt que ,ll~ appar t i en t  d6jh, 

eomme multiplieit6 de z~ros, 5 uric fonetion entibre (It x et y, it savoir  au numO- 

r a t eu r  de la fonet ion m6romorphe  q(,r, Y ) - n .  

Si nous eonsidSrons lea diffdrentes foneti~:n~ ('nti~'rcs .q,(x ~- v~(,, 4-n(J,  

y + m i l ~ + n i J + 2 i p ~ - ~ :  ) obtenues  (,n donnan t  ,~ m, n et j) toutes  ]es valeurs  

entigres, positives, ng, gatives ou nulls,s, ehaeune de ees fonetions admet  eomme 

z6ros une seule multiplieit5 simple q~li sc d( 'duit  de J I ,  par  ]a translation 

(m<o+nd,  m i f l + n i S + 2 i p ~ r )  darts l 'hyperespaee  h qua t re  dimensions rep%sen- 

ta t i f  des variables x et y.  Les nmltiplieit~s obtenues  par  ees t ransla t ions  

p e u v e n t  ~t, re ou bien dist inetes de J[~, ou bien eonfondues  avee MI.  Nous eon- 

sid6rerons routes eelles qui sont dislinctes e~tre ellc,~, en ~e prenan t  qu'une foia 

ehaeune d'elles; nous avons ainsi un nombre  <h, multiplieitds qui pour ra  a t re  

infini, ou bien fini OH mCme dgal 5 i :  nous ne pour(  ns rien aff irmer h eet dgard. 

Toutes  ees multiplieitds distine.tes font  dvidenunent  pa t t ie  des zdros de la fonet ion 

q>(x, y ) - - u  et par  consequent ,  nous ponvons  former  une foneti<,|| entigre 

G~(x, y) a d m e t t a n t  pour  zdros routes ees multiplieitds distinetes et pas d ' au t res  

z~ros. Les zt~ros de O~(x, y) a d m e t t e n t  5videmment  les trois svstbmes de pdrio- 

des (o, 2i ; r) ,  (o~, ifl), ((J, i J ) .  De plus (;,(.r, y) e~t ;rr~:,hwtible ~'dali*.,ement ~ ces 
trois syst~mes de l~driodes, d'apr~s la fa~on mOme dont  on l'a form6e. 
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33. La consid6ration de cette fonction cntib, re G~ (x, y) v a n o u s  permettre 

de ddmontrer que leo int4grales des 4quations (~3) ne peuvent pas admettre de 

modules de p6riodicit6 qui ne soient pas des constantes ind~pendantes de u. 
Soient en effet a et b u n  syst~me de modules de p6riodieit6 eonjugu~s pour 

les deux int4grales dee 4quations (x3), a 6taut relatif ~ x et b h y. Si u a une 

valeur non particuli6re a e t  b seront, au moins dans un certain domaine de la 

valeur considdrde pour u, des fonctions analytiques r6guli~res de u, (ou des 

eonstantes). 

Si le point (x, y) de la courbe 

R(z ,  q, u, 7,) = o 

d~crit s partir du point (z,, q,) un cycle correspondant aux p6riodes (a, b), l'6]~- 

ment (x, y, z, p, q) de la caraet4ristique part de l'616ment initial (x,  y~, z ,  p ,  q,) 

pour aboutir ~ l'414ment final (x~ + a, y~ + b, z,, p ,  q,) et comme ce dernier 414- 

ment doit appartenir b~ l'int4grale z = / ( x ,  y), on aura:  

(I6) O / ( x , + a , y , + b )  ~ / ( x , , y , )  

(~7) 

(~8) 

Supposons que 

x, est alors fonetion 

8 ] ( x , + a ,  y l + b  ) c)/(x,,y~) 
Oy ~)y =q l .  

Le syst~mo de valeurs (x,  y,) a 4t$ choisi de fa$on k satisfaire k: 

~(z , ,  y,) = u. 

nous laissions y~ constant et que nous fassions varier u; 

de u, et par suite aussi a e t  b. D4rivons la relation (I5) 

par rapport s u en tenant  compte de (i6) et (I7); il vient routes r4duetions faites 

p~da + q~db ~ o 

ou bien comme p~ ~ uq~ et qL ~ o 

(I9) da + u d b  = o. 

D'autre part  (a, b) est un syst~me de p4riodes pour leo z6ros de la fonction 

G~(x, y). Donc les z4ros de G~(x, y) admettent  ehacun dee quatre systgmes de 

p6riodes (o, 2 iz ) ,  (co, ifl), (co', ifl'), (a, b). D4signons par .-1,2, ~ll,3, t~2,3, ~1,4, 
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g2,~, tt3,4 lea six ent iers  caract~rist iques relatifs ~ ces qua t re  syst~mes pris deux  

h deux pour  G~ (x, y). 

Nous  aurons  ators, que ces syst~mes soient  dist incts ou non, la re la t ion 

indiqu~e pa ragraphe  2, et  qui, dans lea no ta t ions  actuelles prend la forme suivante:  

a (tq,a fl + ~12,1 fir+ 2 ,ua, e z ) i  + b (,ul, e r - -  .111, 3 {0) -~- .lCl, 4 ((0 f i r  COt f l ) i  ~- 

"~ 2 i71",lL2,4 COt-] - Z izg~c3,4 co ~ O. 

Comme les entiers ne p eu v en t  ~tre fonctions de u, on aura :  

d a (tq, 3 fl + tc~, 1 fl' + 2 t13, 2 77;) i "}- d b (tq, 2 co' - -  !11, 3 ~') = o. 

Or la quant i t6  ~q,3 fl + ,ue,1 fl' + 2!ts, e ~ est n6eessairement  diffdrente de z~ro, 

puisque la fonct ion Gt(x, y) s 'annule ;  en c o m p a r a n t  ce t te  re la t ion ~ (r9) on vol t  

que si d a  e t  d b  n'~taient  pas nuls tous deux, on aura i t  

U( t t l , 3  fl  + to2,1 fl' + 2l t3,2 ~ )  i - -  ( t t l , 2  ~o' - -  tl'j, 1 [o) = 0 

et  ce t te  re la t ion  est impossible puisquo u a une valeur  queleonque.  On a done 

n6eessairement d a  ~ - o,  d b  = o ; a e t  b sont  des eonstantes  ind6pendantes  de u. 

Ceci pos6, la re la t ion (xS) dolt  6t.re en x~ et  y~ une ident i t6;  ear sans eela elle 

6tablirai t  une relat ion en t re  x t et  y~, q u i n e  sont  assujet t is  qu 'k  v6rifier la re la t ion 

(x8) off u est arbi traire .  Done (a, b) est un syst~me de p6riodes de / ( x ,  y); si 

n o u s  s u p p o s o n a  que  / ( x ,  y )  n ' a  p a s  d ' a u t r e s  s y s t k m e s  de pdriodes  que ceux qui sont  

des sommes de multiples eonjugu6s de (o, 2 i~ ) ,  (co, ifl), (co', ifl') on volt  que a e t  

b sont de la forme:  

a ~ m(o + neJ 

b ~ ra i f l  + t i f f ' +  2 i p z .  

En  part iculier ,  si r o n  consid~re un point  singulier logar i thmique des int~- 
~nt ~o ~- ,B, r CO 1 

grales des formules (x3) les r~sidus en ce point  seront  de la forme 
2i~v 

pour  la p remie re  int~grale e t  m~fl + n'flr + 2 p ' z  pour  la seconde. Les trois entiers  zzc 

m r, n r e t  pr sont  ainsi d~finis d 'une  fagon unique pour  chaque point  logari thmique,  

ear  on ne pourra i t ,  sans modifier  la va leur  d 'une  au moins des deux  fract ions 

pr~c~dentes, modif ier  ]es valeurs des entiers  m t, n r e t  pr. 

34. Des deux  int~grales des formules  (x3) celle don t  la na tu re  des points  

singuliers es~ le pius facile s discuter ,  eat celle qui  cat re la t ive  s y. En  se 

r epo r t an t  h la Note  I I  de la fin de ce M~moire, on t rouvera  la d~monstra t ion 
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de ee fair que l ' int6grale qui donne la wdeur  d~, ~/ ne peut  avoir  que des singu- 

laritds logari thmiques simples. On peu t  aff i rmer  qu'elle possSde ef fee t ivement  

quelque point  singulier logar i thmique;  c,lr sos modules de pdriodieit6 sont pure-  

menC imaginaires, elle nc pout  done l)aS ~,tre de premibre esp~ce; elle n:~ peut  

Iion plus se rdduire "~ une eonstqr~te, ear  on ne peut  pas avoir  pore' t o u s l e s  

points de M , ,  ~1 ~ eon:~t. (paragraphe  ,~). Cek~ if, suite aussi, d 'ailleurs,  d 'uno 

relat ion ent re  les r6sidus de eet te  intdgrale et les euliers  !%.,, !%,,., !,;~,~ d6jg 

eonsiddr6s et relat, ifs it G~(:c, ?;); tous les rdsidus de l ' intdgrale eonsiddrde song 

, ]~ .1, r~Sels; & eomme de to.~ lea r&i&~.s de m,~me aiq~e est 6gale a • 2~7t (:ti,a i3 .} :*-2,1 ,.. + 

+ 2.a.2~r); nous supposons toujours  que 7e n 'a  pas une valeur  exeeptionnelle) .  

En  effet, l ' intdgrale fQ( .z ,  q, ?ddz n ' a y a n t  que des modules de p6riodieit6 de 

1:~ fornle mi) '  t ,~if-' ,  2ip~r, sa par t ie  r6elle est une  fonct ion  uniforme sur la 

surface de [{.tE~ra>-X (Z) relat ive /t 1L~ courbe 

B ( z ,  q, ,< ;q) = o. 

Ce~te pa t t i e  %elle ne devient  infinie qu ' aux  points  singuliers logar i thmiques  

de l'int0gralc'; clio est  infiuie posi t ive aux po ims  l,~garithmiques d.,: rdsidu ndgatif, 

et inversem,~nt .. Ddsignons pat' d~ l'm~ que!eonque des points logarit.hmiques g 

r6sidu ndgatif et sur la surface de R,~,i~k'~x5- 2' (suppos6e f<rm(,e) en tourons  

ehaque point  A~ d 'un  t r6s-pet i t  con tour  c, et appehms "~' ]a surface " don t  on 

~ re t raneh6 routes les pet i tes  port ions intdrieures aux  contours  c,. Sur la surface 

~" la part.ie rdelle de 

/ i  

.,/, -~j. q(.:, q, ,,),!~ 

21,  q t  

sera inf&i~?ure g u n  hombre  r&.l K ehoisi assez grand;  si done on pose:  

oh a et {:' sont, lea parties 

lesquelles : 

/./ . ~ i . '  

ff'elle t,t imaginaire 

( e > K  

de 9, aux valeurs  de y pour  

ne pou r ron t  correspondre,  dans la formule (i3), que des points de la surface ~: 

int6rieurs  5, Fun des contours  c,. 
' , 

Choisissons pour  un point  (z, ~/) intdrieur ~'l Cs l 'une (le~ d(.ternlh~alions possi- 

bles de 
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z , q  

t 
Zl~ r/1 

q,  . ) d z  

et expr imons z et q pour  la por t ion  tr/'s-petite c, de _", eomme fonetions rdguli6res 

d 'un  pa ram6t re  t r6s-pet i t  t, (de faq,(m, bien entendu,  qu'5 un poinl, de c, ne c o l  

responde qu 'une  valeur  de t). 

Dans ees conditions,  y est une fonet ion de t, d6finie aux mult iples pr6.~ de' 

la p6riode polaire purement  imaginaire re la t ive h A,; si K,  ddsigne un hombre  

positif assez grand sup6rieur ~ K ,  k une vMeur de y pour  laquelle a > Ks eor- 

respondra  une seule valeur  de t, et par  suite une seule valeur  de x par  la formulo 

z , q  

z = z ~ q  JP( z ,  q, u )dz  

z b  ~1 

off l ' int6grale a la valeur  eonjugu6e de eelle de y; rcmarquons  que l ' int6grale qui 

donne x n 'a  pas d ' au t res  points  singuliers que ceux de l ' int6grale re la t ive ~L y; car 

sur M~ x ne peut  pa.s deveni r  infinie sans que y le devienne (paragraphe  9). 

Nous avons  ainsi d(dini x eomme une fonct ion unif,.~rme de y pour  ~e > Ks; 

et  eomme sur la multiplieit6 M,,  x eonsiddrde eomme fonet ion tie y n 'a  pas 

d ' au t res  points singuliers que des points  de ramificat ion,  on volt  que x aera une 

une fonet ion r6guli6re de y dans la por t ion  du plan de y d6fini par  (.e > Ks; soit 

,~, : =  x ,  (:/) 

la fonet ion ainsi d6finie. 

Appelons 

--  (m,~o+ n,~o') et - - ( m ' d  + n * `  

Its deux r6sidus en A, des deux int6grales prdc6dentes.  

On a 

puisque le r6aidu est n6gatif pour  l ' int6grale relat ive 'fly. Si le point  t fair, dana 

son plan  repr6sentat i f ,  le tour  de l 'origine dans le smls indirect  x et  y augmen ten t  

respec t ivement  de (m,e~ + n, to'), (ira, ;3 + in ,  fl' + 2 ip~ ;t:). Done on a 

x + m,r + n, td = X , ( y  + m , i  d + n, i d ' +  21~,,i:r). 

Cherehons tous lea entiers m, n, p, pour  lesquels on a, en suppoaant  toujours  (: > K,  : 
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x + m~o + n o / =  X , ( y  + m i [ l  + nif l '  + 2p i~) . ,  

Comme z et q sont des fonetions uniformes de x et y aux p6riodes (o, 2 iz ) ,  

(to, i f l) ,  ((o',ifl') (formules ~4), si y augmente de ( m i f l + n i f l ' + 2 p i z ) e t  x de 
(into + n(o r) le point (z, q) d6crit un contour ferm6 qui, dans le cas aetuel, est 

tout  entier d a n s c , ,  puisque a reste sup6rieure s K,.  Or dens c, les int6grales 

pr6c6dentes n 'admettent  qu'un seul syst~me de modules eoniugu6s (re, to+ n.r 

( m , i ~ + n o i $ ' +  2p, i~ )  et par cons6quent on dolt avoir ~ 6tant un entier 

into + n~d = 2(m,~o + n.co') 

mi f l  + niflr + 2 p i ~  ~ 2(re, i{1 + n, il~' + 2p,  iTc) 

co qui montre que les augments conjug6s pour la branche principale 

z = X . ( y )  

sont m,~ + n, cd et i (m,  fl + n, fl' + 2p, z) .  
S i i l  y a e n  tout h points A, ,  en faisant s ~ i , 2 , . . . h  nous aurons mis en 

~vidence h branches principales; si K ~ d~signe le plus grand des nombres K,,  nous 

aurons ainsi pour a > K ~ h branches principa]es pour les z~ros de Gl(x, y). 

Montrons que ces h branches sont distinctes pour les trois syst~mes de 

p6riodes (o, 2 i z ) ,  (co, ifl), (~o ~, ifl ~) et qu'il n 'y  en a pas d'autre. 
Si, en effet, deux des h branches n%taient pas distinctes, on passerait de 

l'une ~ l 'autre par l 'addition k x et y de multiples des p6riodes; mais comme z 

et q sont des fonctions uniformes de x et y admet tant  ces p6riodes, les points 

(z, 9) correspondant sur la surface de RIEMA:S~ aux deux branches principales 

seraient lea m6mes: cela est absurde puisque les deux branches correspondent 

deux des contours co diff,.rents. 

Si maintenant (x, y) est un z4ro quelconque de G~ (x, y) pour lequel la patt ie 
r6elle de y est sup6rieure s K I, il y a un z~ro homologue ( x + m t o + n c d ,  
y + m i ~ +  n i ~ r + 2 p i z )  situ6 sur M~ et pour lequel on a aussi a > K r. A co z6ro 

correspond done un point (z, q) int6rieur s l 'un des contours c. et, par cons6quent 

le z6ro consid6r6 aura bien un certain homologue sur ia branche principale cor- 

respondante. Il n 'y  a done pas d 'autre branche principale qua les h branches 

trouv~es plus haut. 
Enfin, il est bien ~vident que chaque branche principale ne dolt 6tre compt~e 

qu'une lois, d'apr~s la fa~on m~me dont on a form~ G~(x, y). 
Nous pouvons alors appliquer les formules obtenues au paragraphe (zI). 

Elles donnent, s i  wr - -  a aa partie imaginaire positive 
{0 
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8 ~ h  

s ~ h  

ft3,1 " ~  ~_j ltns 

191 

On voit d'apr6s cela que la somme des rdsidus n6gatifs de l'intdgrale 

f Q ( z ,  q, u)dz, qui es~ la somme des h quantit6s m, f l+n,  f l '+2p,  z e s t  6gale 
2 z  

k - -  ,-3,1 # + ~tl,2 #' + 2,u~,3 
2 ~  

35. Revenons maintenant h la d6composition de ~(x, y ) - - u  en ses faeteurs 

irr6ductibles quant aux p6riodes (o, 2 i z ) ,  (co, ifl), (co', ifl'). Nous avons mis en 

un premier factour Gl(x,y). Supposons que le quotient q~ - u "  6vidence y) 
admette encore des z6ros. En prenant l 'un de ces z~ros (x~, Y2) arbitrairement 

mais sous les m6mes restrictions que pour (x, y~) nous aurons les dquations 

d'une multiplicit6 M2 sous la forme 

x, q 

x = x~ + / P ( z ,  q, u)dz 
Z2, q2 

oh les int6grales sent attach6es h l'une des courbes 

R(z, q, u, 7k) ~ o 

k savoir, ~ la eourbe sur laquelle est situ6 le point (z 2, q~). Or nous averts vu 

que ]es modules de p6riodicit6 et en particulier les r6sidus des int6gra]es 

f P ( z ,  q, u)dz et fQ(z ,  q, u)dz sent ind6pendants de u. On peut, eomme nous 

l'avons vu, faire d6crire ~ la variable u un cycle choisi de telle sorte que la 

courbe R(z, q, u, 71)~ o se change cn ]'une quelconque des courbes R(z, q, u, 7D ~ o. 
Donc les divers r6sidus des deux int6grales sent les m~mes, quelle que soit celle 

des courbes k ]aquelle elles sent attach6es (u ayant  toujours une valeur non 

particuli~re). 
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Done si avce M2 nous formons une fonction enti~re G~ (x, y), comme G~(x, y) 

a dt6 formde avee M~, les entiers caract6ristiques de G~(x, y) seront les m~mes 

que eeux de G~(x, y), d'aprbs les formules (2o). 

En  poursu ivant  la d6composition de ~(x, y ) - -~ t  on ne pourra obtenir qu 'un  

nombre ]imitd de [actev~rs irr~(hwtibles tels que (,'~(:r, y); soit 0 ce hombre. D 'au t re  

part ,  appelons m~,2, m~,a, ~n:~,~, les trois entiers caract6ristiques pour la fonction 

t r iplement  pdriodique r y) aux pdriodes (o, 2i:r),  (~o, ifl), (~,~', i f ) .  hnaginons  

V(.% y) 6critc sous ]a forme du quot ient  de deux fonctions entigres, H~(x. y) 

et H~(;r, y) sans [acteur commun. H~(z, y) admet  les cutlers caraetbristique m~,2, 

m'2,3, et ma,~ et ses [acte~trs ~)remiers relatit,ement b (o, 2 i : t ) ,  (~o, ifl),  (o/, it?' ) sont 

les 0 fonctions G~(x, y), G~(x, y) . . . . .  G,,(x, y). I I e n  rbsulte que: 

(2z) m~,2 = q!q,,,_, m~,.~ ~ qg,,.,:~, ma, l -- O!t.~,~. 

D'aprbs ee]a o ne pout 6tre qu 'un  diviseur comnmn h ~ , ~ ,  ~ . a ,  ~2:~.~, 

I1 est facile de mont rer  que o est un multiph- de n (en ddsignant to~jours 

par n le nombre des eourbes R(z, q, ~, )'~.)= o). 

Roportons  nous h la relation (i8): 

~ t v e e  

de changer 7~ en 7-~; appelons x', 

correspondantes de z et q. 

] l e s t  clair que ]'on aura:  

R(z , ,  q,, u, 7,) ~ o. 

Laissons y, constant  et faisons d6erire h u un cycle term6 a y a n t  pour effet 

la valeur finale de x, et z'~, q'~ les valeurs 

R ( z ' , ,  q',,  ~t, 7~) = o 

e~ que par cons6quent (xr~, y~) sera ma zdro de q(x, y ) - - u  appar tenan t  

multiplieit6 simple relative ~ R(z~ ,  q~, ~t, y : ) ~  o. 

une 

I1 est bicn facile d 'en conelure qu'h chaque facteur G~(.r, y) relatif 

R(z ,  q, v, 7~)-~ o correspond un facteur  analogue relatif h R(z ,  q, u, 72) -~ o et 

inversement.  Par  suite, parmi les t) facteurs de d6composition de q(:r, y ) - - u  il 

3" en a l e  m~me nombre re la t ivement  ~ ehacune des n courbes f l (z ,  q, ~a, 7k) - -  o. 

On p~,ut par  suite l)o~;er: 

d 6taut  un entier positif. 
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36. A l 'aide des r6sultats obtenus,  il est facile de rdsoudre 
auivante : 

]~tant donn6es les deux 6quations: 

j [(x,  y) = ;~ (22) ! ~f(x, y) = u 
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la question 

off ;," et u ont  des valeurs donn6es quelco~zques, combien y a-t-il de systgmes de 

valeurs dist incts  de x et de y qui v6rifient ees deux 6quations? On consid6re ici, 

comme non  dist incts  des syst6mes de valeurs de x et de y ne diff6rant que par 

des inultiples eonjugu6s des p6riodes (o, 2i:~), (to, ifl), (o;, ip"). 

De plus, il n 'est question que des systbmes de valeurs de .~" et y qni d6- 

pendent  de ~ et u, en d 'aut res  termes nou~ excluons les points d ' inddterminat ion 

de ](x,  y) et el(x, y). 

I1 s 'agit  donc, d 'apr6s ce qui prdc6de, de t rouver  routes ]es solutions de 

l 'un ou de l ' au t re  des o syst6mes d'(,quations: 

[(x,  y) = ~ (k ~ i ,  2 . . . .  Q) 
(23) Gk(x, y) ~ o 

Soit Mk la mutt ipl ici td s imple de zdros qui a servi ~ former G,(x ,  y). Tout  

z~ro de Gk(x, y) a un homologue sur Mk. II suffit done de chereher les points de 

M~., pour lesquels on a: 

l (x ,  y) = ~'. 

Substi tuons pour cela dans / (x ,  y) les expressions d 'un  point  de la multi- 

plicit6 Mk, expressions qui sont de la forme: 

(24) 

z, q 

z = x , + ( P ( z ,  q, ~l)d: 

Zk, ql: 

z , q  
[ 

y =:: y~. + J Q ( z ,  q, v ) d z .  

zk, ~'k 

Comme la caract6ristique que d6finissent ces formules est tou t  enti~re sur 

la surface z = [(x, y), les expressions pr6e6dentes de x et y substitu6es dans / (x ,  y), 

donneront  ident iquement  : 

/ (x ,  y) ~ z 
A c t s  ma themat i c s .  33. Imprim6 lo 17 octobre 1909. 25 
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Done pour que les formules (24) donnent  un point  de Mk v6rifiant 

/ ( x ,  y)  = 

il fau t  et il suffit que, dans ces formules, z = ~. 

Soit r le degr~ commun par  rappor t  s q des diff~rentes courbes R(z,  q, u, 7~) ~ o. 
Pour  chacune de ces courbes il y a donc ~ points pour lesquels z ~ .  Soient 

(~, q(k z)) (avec 1 ~ i,  2 . . . .  r), les ~ points qui se rappor ten t  b~ la courbe s ]aquelle 

se rappor te  Mk; ils seront dist incts puisque ~" a une valeur quelconque. Les r 

points (x, y) correspondants  seront aussi distincts car l 'on a toujours dans les 

O](x, y); deux points (x, y) homologues donneraient  la m~me formules (24): q = ~ y -  

valeur de q. En  donnan t  s k successivement les (~ valeurs i ,  2 , . . . o  on aura  

done r(~ syst~mes de valeurs distincts comme solutions des 6quations (22). Ces 

~q syst6mes de valeurs sont bien distincts:  car si deux syst~mes de valeurs pro- 

v iennent  d 'une  m~me multiplicit6 Mk nous avons wl qu'ils sont dist incts;  si ils 

proviennent  de deux multiplicit6s diff6rentes Mk, ~II8 relatives par cons6quent 

deux facteurs diff~rents Gk(x, y) et Gs(x, y), si pour  une valeur quelconque de 

ils 6taient homologues, c 'est que les deux multiplicit6s Mk, M,  seraient elles- 

m6mes homologues, comme on le voit en laissant u constant  et en faisant  varier 

de fa~on quelconque. Par  suite les facteurs Gk(x, y) et G~(x, y) auraient  les 

m6mes z6ros, ou en d 'autres  termes ~(x, y ) - - u  auraiL un facteur  double. Mais 

comme q0(x, y) n 'est  pas une constante  et admet  les trois syst~mes de p6riodes 

(o, 2 iJv), (oJ, ifl), (w', ifl') elle renferme n~cessairement la variable x d 'une  fa~on 
0~ 

effective (paragraphe 2) c'est-h-dire que ~ n 'es t  pas nulle ident iquement .  Or 

0~ n ' admet  qu 'un  nombre limit6 de facteurs tels que Gk(x, y), donc la circon- 

stance d ' un  facteur  double dans ~(x,  y ) - - u  ne peut  se produire que pour un 

nombre limit6 de valeurs de u. Parmi l e s r  e points  (~, q(k/~) obtenus pr6c6dem- 

ment,  on voit  facilement combien il y en a de distincts. Sur chacune des n 

courbes R(z ,q ,  u, 7 ) = o ,  il y en a v dist incts:  done, en tout ,  il y a n r  points 

dist incts parmi les ~r points (~, q(kl)). Nous avons pos6 plus hau t :  ,o=nr  r d6- 

signe le hombre de facteurs Gk(X, y) qui se rappor ten t  h une m~me courbe. 

Done chacun des nv points dist incts figure q' fois parmi les points (;~, q(kt)); en 

d 'autres  termes ~ chacun des nv points dist incts correspondent q' syst6mes de 

valeurs distinctes pour x et y. Nous emploierons, en cons6quence, les notat ions 

suivantes:  chacun des nv points dist incts sera ddsignd par  (~, qt) (t = ~, ~ . . . .  n~) 
et les r points (x, y) correspondants  seront d6sign~s par  (z~ r), y~)) off r = I, 2, . o ~ �9 o . ~  �9 
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On aura d'apr~s cela: 

(25) qt ~y 

en posant 

on ~ura:  

(26) pt 

(puisque cf(x~% y ~ ) =  u). 

( r - - I ,  2 , . . .q ' ;  t~- i ,  2 , . . . n v )  

pt 

qt 

y7 )) 
Y.c (r ~ I, 2 . . . .  d) 
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(ZT) 

et recherchons 

6quations: 

, / ( x , y ) = z ' ,  ~ = p ' ,  ~ y = q .  

p' 
Posons pour cela u = - - "  z' et u auront des valeurs queleonques et les solu- qt, 

tions chereh6es devront fitre comprises dans les vQ solutions des 6quations: 

(29) {/(x,  y)= z' 
cp(x, y) = u .  

Les n~ valeurs distinctes de qt de la discussion pr6e6dente sont donn6es 

manifestement, par l 'dquation 

Si l'on consid6re deux systbmes de valeurs (a'~r~, ~r)) et  (x~ r'), ~j~r')) de m~me 

indice inf6rieur et d'indices sup6rieurs diff6rents, comme ils se rapportent  au 
m~me point (~, qt) ils se rapportent  ~ la m~me eourbe R =  o. I1 rdsulte alors 

imm6diatement des expressions de x~'), y~% x~ r'), y(r,)t sous la forme (24) que les 

diffdrenees x~ r) --x~')  et y~r~- y~'~ restent invariables lorsque u 6tant constant 

on fait varier ~: elles ne sont done fonctions que de u. D'ailleurs l 'une au moins 

de ces deux diff6renees doit d6pendre effeetivement de u. Car si elles 6taient 

constantes toutvs les deux, on voit facilement qu'elles seraient pour ](x, y) un 

syst~me de p6riodes et par cons6quent de la forme (mt~ + nto', mifl + nifl'T2ipTr). 
Les points (x~), y~r)) et ( xr y~r')) ne seraient pas distincts contrairement ~ ee 

que l'on a vu. 

D6signons maintenant par z', p', q' un syst~me quelconque (non partieulier) 

de valeurs satisfaisant 

F(z', p', q')= o 

les syst6mes de valeurs de x et y distincts satisfaisant aux trois 
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(30) F(z ' ,  qu, q ) =  o 

d6barrass6e si il y a lieu des solutions q - - o ;  car F(z', qu, q) est le produi t  des 

n fa.cteuis R(z', q, u, 7). 
MMs l '6quat ion (3o) est v6rifide pour  q ..... q', car u q ' ~ p ' ,  e t  elle se r6duit  

alors g (27). Done q' est une des t~l, valeurs dist inctes de qt. Les seules solu- 

t ions du syst~me (29) qui peuven t  convenir  au syst6me (28) sont  celles pour  les- 
! 

quelles qt= qr; ellcs sont  en nombrc  òr e t  comme q; = u on voi t  d 'apr~s (25) e t  

(26) qu'elles conviennent  effect ivement .  

Done le syst~me (28) a ,o r solutions dist inctes pour  un point (z', pf, qr) non 

par t icul ier  de la sur[ace 

(3x) F(z, p, q)=o.  

Nous avons  ainsi une in terpr6 ta t ion  de l 'ent ier  ,or. 

Consid6rons ma in t enan t  le syst~me d '6quat ions :  

(S2) ] ~(x, y) = u 

comme d6finissant x et  y e n  fonct ion des deux variables  ind6pendantes  z et  u. 
0x 

Les d6riv6es partielles du premier  ordre de x et  y par  r ap p o r t  s z et  u, Ozz' 

~?y ?x 8y 
8z ' 8 u '  8u ont,  d 'apr~s ce qui pr6c~de v,o d~terminat ions pour  chaque syst~me 

de valeurs  non particuli~res de z et ~, puisqu ' i l  n ' y  a pour  x et  y que v o d6ter- 

minat ions distinctes aux mult iples pros des p6riodes. 

37. Ce fMt est de na tu re  s faire pr~voir  la na tu re  alg6brique de ces qua t re  

d6riv6es comme fonct ions de z et ~. En  ce qui comterne les deux  premieres  

Ox Oy 
~zz et  ~)z on voi t  imm~dia tement  qu'elles sont  des fonct ions alg6briques de z et  

u (formules 24). On a, en effet, 

(~X 
O-z~P (z, q, u), 

i) g . . . .  Q(z, q, u) 
d z 

oh z, q et  u sont  li6s pa r  une relat ion alg6brique: 

R ( z ,  q, u , ,7D = o 

ou bien encore par  la re la t ion:  
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(33) F(z, qu, q ) ~  o 

ddbarrassde, si il y a lieu, des solutions q = o. 

Nous allons montrer que 0 ~ ()y ~u e t d u  sont aussi des fonctions alg6briques de z 

et u. 

Consid~rons la relation (33) comme d(.finissant une surface, dont un point 

quelconque a pour coordonn~es (z, if, ~). Cette surface ne se d~compose pas en 

plusieurs autres, sans cela comme on le voit sans peine, la relation 

F(z, p, q ) ~  o 

se decomposerait aussi. Mais sa section par un plan u ~ constante pent sc d6- 

composer en plusieurs courbes 

R(z, q, u, 7k )~  o 

comme nous l'avons suppos6 plus haut. 

Les int6grales 

f P ( z , q , u ) d z  et ~Q(z ,q ,u)d~ 
J 

relatives s l 'une de ces courbes u--  const, n 'ont que des modules de p~riodicit~ 

ind~pendants de u e t  qui sont de la forme m(o + he,/et  mifl + ni f l '+ ~ pi~t. On 

pent alors trouver deux fonctions rationelles P~(z,q, u) et Q~(z, q, u) de z, q et 
u telles que 

P(z, q, u)dz + P~(z, q, u)du 
et 

Q(z, q, u)dz + Q~ (z, q, u)du 

soient, relativement h la surface (33) des diff~rentielles totales exactes de z et u 

prises comme variables ind~pendantes. 

Que z et u puissent ~tre prises comme variables ind0pendantes cela r~sulte 

de la discussion que nous avons faite des ~quations (3~), discussion dtablie sons 

~F OF 
l 'hypoth~se du d~but que PTp  + r  n'est pas nul pour tons los ~l~ments 

de z ~ / ( x ,  y); mais on le voit aussi directement sur l'6quation (33); car cctte 

relation renferme n6cessairement q lorsque F(z, p, q) n'est pas homog~ne en p 

~F 3F  
et q, c'est-s lorsque p ~ + q ~  -- o n'est pas n~cessairement v6rifi~e comme 

consequence de F =  o. L'existence des fonctions rationnelles P~ (z, q, u) et Q~ (z, q, u) 

satisfaisant aux conditions pos~es est un th~or~me connu de la th~orie des diffS- 

rentieUes totales attach~es s une surface. (PICARD, Fonctions algSbriques de 

deux variables ind~pendantes, tome I, page ioz). 
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Toutefois,  comme nous supposons possible ici la ddcomposi t ion des sections 

u = c o n s t ,  nous allons rappeler  b r ibvement  la d6monst ra t ion  en l ' adap tan t  

c e  c a s .  

Soit (z, u, q) un  point  quelconque non par t icul ier  de la surface (33). I1 

appa r t i en t  s une, et  s une seule des courbes:  

R(z, q, u, 7D~-o. 

Soit z0 une cons tante  absolue. I1 y a sur la courbe  pr6c6dente  v points  

pour  lesquels z = z0. Soient  (z0, q',) (n = i,  2 . . . .  v) ces points et  posons: 

(34) 

z, q 

n~Y i ~ S =  ~ P(z, q, u)dz. 
n = l  ,~ 

Zo, qr n 

D~s que le poin t  (z, q, u) est  donn6 ( non part icul ier)  S a une valeur  bien 

ddterminde aux  multiples pr6s des pdriodes. Comme ces p6riodes sont  des con- 

0S 
s tantes  ~-~ aura  une va leur  d6termin6e sans ambiguit6.  (S est consid6r6e ici 

comme fonct ion des deux  variables ind6pendantes  z et  u). Si done nous posons: 

z, q 

I"-" f 0 Pdz e1= 2 
Z0~ q~n 

OP 
off ~ u  se r appor te  ~ P consid6r6e comme fonct ion des deux variables  ind6pen- 

dantes  z e t  u, P ,  aura  une valeur  unique en un poin t  quelconque de la surface.  

On en conelut  ensui te  faci lement  que P1 est  une fonet ion rat ionelle  de (z, u, q). 

On a 6videmment :  

OP 1 OP 
(35) Oz -- Ou 

les d6rivat ions a y a n t  toujours  la mfime signification. 

fa~on une f ract ion rat ionnel le  Qt(z, q, u) telle que:  

0Q1 0Q 
(36) Oz --  Ou '  

On t rouve ra  de la m~me 

et, par  cons6quent,  on aura  d eu x  diff~rentielles totales  exactes :  
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Pdz + P~ du 

Qdz + Qldu. 
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Ceei posd, nous pouvons  p rendre  dans les 6quations (32) pour  x e t  y les expres-  

sions (24) off l 'on suppose:  

(37) ~f(xk, yD ~ u. 

Dans cet te  derni6re relat ion lorsque u varie nous pouvons  laisser yk con- 

s tan t  et  consid6rer ,vk comme une fonct ion de u (paragraphe  9). Alors zk et qk 

qui  sont  donn6s par  

iq(x~., yk) 
z~ = / (xk ,  yk), qk iJy 

sont  fonct ions de u seul. En  d6r ivant  les formules (z4), il v ient :  

z, q 

-- f dzz. Ox dxk OP d z - - P ( z k ,  qk, u)dii  
Ou du + iJu 

*) 

zk, qk 

z,q 
Oy f" i)Q ~,, dzk 

Zk, qk 

Ces formules se simplifient h l 'aide de (35) et (36). On ob t ien t :  

(38) 

Ox dxk P(zk, qk, .dzk 
Yu = P' (z, q, u) - -  P, (zk, qk, u) + duu - -  u) ~-~ 

i)y 
Ou= Q,(z, q, u)--Q~(zk, qk, u)--Qizl , ,  qk, u) dzk 

du 

Dens la p remiere  de ces formules,  les trois derniers termes et  dans la se- 

conde les deux derniers  termes ne sont  fonctions que de u. 

Nous  poserons 

dxk P(zk, qk, �9 dzk 
~, (u) ~ - -  PI  (zk, qk, u)  + ~ - -  u)  d u  

(39) 
d Zk 

"~.~(u) = -  Q,(zk, qk, u ) - -Q(zk ,  qk, u ) d u "  

D'ofi 
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(40) 

~X 
r~Cu) i/u P~(z, q, u) 

Oy 
,~(u) Ou Q,(z, q, u). 

t)x ~ (  ont  rq d6 te rmina t ions  lorsque z et  u sont  don-  Nous  avons  v u  que ~ u '  ~/u 

n6s de f % o n  quelconque.  A chacune  de ces d6 te rmina t ions  cor respond une va leur  

d~termin~e de q, de telle sor te  que, d ' ap r~s  (40), ~,~(u) et  *i2(u)ont r,o d6 te rmina-  

tions. I1 est inuti le pour  ce qui sa l t  de se d e m a n d e r  si ces d6 te rmina t ions  sont  

tou tes  dis t inctes .  E tud ions  la na tu r e  des poin ts  singuliers de ~i~(u) e t  r,2(u). ]l 

r6sulte de ce que nous avons  di t  p a r a g r a p h e  9, que si u~ d~signe une va leur  quel- 

conque,  sans aucune  exclusion de va leurs  part icul i~res,  il existe un n o m b r e  posi-  

t i f e  tel que tou te  d6 tc rmina t ion  de x dans  la re la t ion  ~(x, y k ) ~  u off l 'on sup- 

pose [ u - - u ~ [ < ~  et  yk cons tan t ,  sera racine d ' un  po lynSme  ent ier  en x, P(x) 
don t  le t e rme  du plus h a u t  degr6 eu x a pou r  coeff icient  l 'unit6,  les au t res  coef- 

ficients 6rant  des fonct ions  r6gtfli~res de u pou r  ] u ~ u ~ l  < t ;  e t  cela est  encore 

I 
vra i  m~me  si u~ ~ ~ ,  en c h a n g e a n t  u - - u t  en - -  E n  effet,  on p e u t  ehoisir  t 

U 

assez p e t i t  pou r  que h chaque  sys t~me de valeurs  (x', u') de x et  u cor responde  

un po lynSme n o r m a l  r (x )  va lable  pou r  le domaine  2 t  a u t o u r  de (x', ur). Si u' 

a p p a r t i e n t  au domaine  J u - -u~]<  t, tous  les coefficients de r(x) sont des fonc- 

t ions r6guli~res dans  le domaine  ] u - - u L ] <  e. Si u~ ~ ~ ,  on ra isonne en chan-  

I 
gean t  u en - .  I1 r6sulte alors de 1s que,  quelle que soit  la dd te rmina t ion  

choisie p o u r  xk, u a p p a r t e n a n t  au domaine  l u - - u ~ ] <  e, on p o u r r a  tou jours  la 

d6velopper  au voisinage de u ~ u~ en une s6rie de la fo rme:  

(41 ) x ~ = a 0  + a~(u--u~)f' + ... + an(u--ul)~' + "" 

1 

proc~dan t  su ivan t  les puissances  enti~res et positives de (u--u~)u, ,u ~tant  un  

en t ie r  positif,  et convergen te  pou r  un  domaine  l u - - u ~ [  < t. Si l 'on  subs t i tue  

ce d~ve loppemen t  de Xk dans  les expressions de zk e t  qk 

,)/(xk, y~) 
z k =  /(x~, yk), q~ = -~y-- 

on vol t  e la i rement  que u ~ uz est  un  po in t  ordinaire  ou un pSle alg6brique,  ou 

seu lement  un point  de ramif ica t ion  a lg6br ique  pou r  l 'une  ou pou r  l ' au t r e  des 

fonct ions  zk et qk. 
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I1 en est dv idemment  de m~me pour  t o u s l e s  termes des seconds membres  

de (39) puisque P ,  P ,  Q~ et  Q sont  des f ract ions rationnelles.  La  ddtermina-  

t ion que l 'on consid~re de ,i~(u) ou de ~::(~l) est donc rdguli~re pour  u ~ u ,  ou 

bien admet  ce point  comme point  de ramif icat ion algdbrique, ou bien l ' admet  

comme p61e algdbrique. Le rdsul tat  subsiste m~me pour  u~ ~ o~, d 'aprbs  ce que 

nous avons  fair remarquer .  I1 e n e s t  de m~me pour  chacune des r e ddtermina-  

t ions de ~h(u) e t  ~ (u ) .  

Si l 'on considbre alors une fonct ion symdtr ique  rat ionnelle  et  enti~re des 

~,~ ddterminat ions  de ~ ( u ) ,  ce t te  fonct ion d tant  une  fonct ion ~ni/orme de u, ou 

bien sera rdguli~re pour  u ~ u ~  ou bien ad m e t t r a  u~ comme pSle. Cette conclu- 

sion subsiste m~me pour  u~ ~ ~ .  Or une  fonct ion uniforme de u qui n 'a  pour  

points  singuliers que des pSles, m~me pour  u ~ oo, est  une f ract ion rat ionnel le  

de u. Il rdsulte de ]s que r~(u) e t  ~;~(u) sont  des fonct ions algdbriques de u. 

~)x 3y  
Les formules (4o) m o n t r e n t  alors que Ou e t ~ u  sont  des fonetions algdbriques de 

u e t z .  

38. 
i)x 

r an t  d ' expr imer  les cinq fonct ions  algdbriques q, Ou '  

f rac t ion  rat ionnel le  en z, u e t  v. 

I1 suffit  de poser  pour  cela: 

(42) 

Ddterminons  ma in t en an t  une  fonction algdbrique v de z et u permet -  

~x Oy Oy 
J z '  O-u' /J--z sous forme de 

off les ~ sont  cinq constantes  arbi t raires ,  non choisies de fa~on particuli~re.  

Soit: 

(43) O(z, u, v ) ~  o 

la re la t ion algdbrique, enti~re et i rrdductible qui lie v h z et  u. 

Les relat ions 
t (~', y )  - z,  

~(x, y) ~ ~l 

p e r m e t t e n t  de calculer Ox Oy i)x ~)y iJu ' Ou ' Oz ' iJz ' en fonct ion mdromorphe  et  t r ip]ement  

pdriodique de x et  y aux  pdriodes (o, 2 i~.~), (~o, ifl) ((o', ifl'). Comme de plus 

8l (x ,  y) 
q = - ~ - ,  on vol t  dans  la re la t ion (4 2) que v est une fonet ion mdromorphe  de 

x et  y aux  m~mes p6riodes. 
26 

Acta mathematica. 33, Imprimd lo 23 octobre 1909. 
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Soit:  

(44) v = / ,  (x, y). 

Soient main tenant  

O x  O x  
o z =  R ' ( z '  u' v)' o ~ = S , ( z , u , v ) ,  

Oy 
=2_~ = R2(z ' u, v), --  S~(z, u, v) 
Oz Ou - 

les expressions des d6riv6es de x et  y e n  fractions rationnelles de z, u et  v. Nous  

aurons : 

(45) 

x == x 0 + f R  z (z, 

2:01 a-~O~ V 0 

~1, v)dz + S, (z, u, v)du, 

Z~ t ~  V 

Y = Yo + f R 2  (z, 

ZO~ l~O~ V 0 

u, v)dz + S2(z, ~, v)du,  

off Xo, Yo sent  deux constantes  arbitraires,  pour  lesquelles toutefois  ](xo, Yo), 

�9 (xo, Y0) et ]~(Xo, Yo) ne sent  pas ind6termin~es, de telle sorte que z o, uo, vo sent  
d6finis sans ambiguit6 par  

zo~[ (xo ,  Yo), vo=[~(xo, Y0), uo=ef@o,  y0). 

On suppose encore que (zo, u~ %) n 'es t  pas un point  singulier des int~grales 

pr6c6dentes, qui, bien entendu,  se r appor ten t  ~ la surface (43). 

Supposons que le point  (z, u, v) d~crive sur cet te  surface une ligne quel- 

eonque ferrule; si (a, b) est  le syst~me de modules  de p~riodicit6 conjugu~s des 

deux int6grales pour  ce cycle ferm6, on aura  

[ ( x + a ,  y + b } ~ [ ( x ,  y) 

puisque z a repris f inalement sa valeur initiale. Comme ](x, y) n'a, par  hypo-  

th~se, d 'au t res  sys t6mes  de p6riodes que des sommes de multiplies de (o, 2 i z ) ,  

(to, ifl), (to', ifl') on a n6cessairement:  

a ~ m to + nw' 

b ~ mif l  + nifl' + 2 piz~ 

(m, n, p entiers). Done ~ u n  point  (z, u, v) non particulier de la surface (43) 
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correspond, aux multiples pros des p6riodes, un seul syst6me de valcurs pour 
(x, y). 

Inversement s un point (x, y), correspond un seul point de la surface, par 
les formules: 

z = / ( x ,  y), u=ef (x ,  y), v- -]~(x ,y);  

il n 'y a exception que pour les points d'ind6termination de /(x, y), ~(x, y) et 
/l(x, y). 

ol 
Nous savons que q ~ - y  s'exprime en fonction rationnelle de z, u et v. I1 

e n e s t  par suite de m~me de p ~ ,  puisque - ~  u. 
q 

Done h u n  point de la surface 

q)(z, u, v ) - -o  

correspond un seul point de la surface 

F(z, p, q)---o. 

Mais b, un point (z, p, q) de cette derni~re surface correspondent Qf points 

de la surface O(z, u, v ) =  o, puisquc nous avons vu qu'h ce point (z, p, q) cor- 

respondent Qt syst~mes de valeurs distincts pour x et y. 

Pour arriver ~ la conclusion qui est notre but, il nous faut 6tudier la na- 
ture des singularit6s des deux int6grales qui figurent dans les seconds membres 

des 6quations (45). I1 est avantageux pour cette 6tude d'effectuer sur la surface 

o(z,  u, v ) =  o 

une transformation bi-rationnelle, la changeant en une surface 

o1(U, V, W ) = o  

n'admettant  pas d'autres singularit6s que des courbes doubles avee points triples, 

de telle sorte que chaque point de la surface est ordinaire pour la nappe ~ la- 

quelle il appartient, ~ l 'exception des points-pince; mais on peut  supposer qu'au- 

cun de ces points sp6ciaux n'est singulier pour l 'une des int6grales (45). 
Les coordonn6es U, V, W d'un point  de q)~ = o 6tant des fonctions ration- 

nelles de z, u et v seront des fonctions m6romorphes de x et y aux p6riodes 

(o, z iz) ,  (t~, ifl), to', ifl'). Soient: 

(4 6) U = T'~(x, y), V- -  T2(x, y), W ~ T't(x, y). 
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Ces trois fonctions n 'admettent  pas d 'autres syst~mes de p6riodes qui leur 

soient eommuns, que ceux qui sont de la forme (m(o + ntJ, mifl + nifl' + z pi~) 
puisque U, V, W reprenant les m~mcs valeurs, z reprend aussi la m~me va- 

leur. Les int6grales (45) n 'admettent  que des modules de p6riodicit6 de eette 

forme. Si (xt, y~) est un syst~me de valeurs donn6es pour x et y, ~ t o u s l e s  

syst~mes de valeurs (& + m~ + no/, y~ + mifl + ni S + 2 piz)  correspond un m~me 

syst~me de valeurs de U, V, iV d6fini d 'une fa~on unique; il n 'y  a exception 

que si (&, YD est un point d'inddtermination pour l'une des trois fonctions T~, 

W2 ou T3. Ces points d'ind6termination forment un ensemble d6nombrable et 

nous appellerons E l'ensemble d~nombrable des valeurs de y correspondantes. 

Nous appelons J~ et J u l e s  deux intSgrales des seconds membres des 6quations 

(45) et nous supposerons, ce qui est 6videmment permis, que x 0 et Y0 sont nuls. 

On aura: 
| x =: g~ 

(47) 
i y -- J~'  

off J~ et Jy sont exprim6es en fonction du point (U, V, W). 

39. Nous montrerons tout  d 'abord que l'int6grale Ju n'a pas d'autres sin- 

gularit6s que des singularit& logarithmiques simples (c'est-/~-dire non superpos6es 

des singularit6s polaires). 
I1 nous suffira de montrer que le long d'une courbe alg6brique arbitraire 

F prise sur O~(U, V, l V ) ~ o  l'int6grale Ju se r6duit ~ une int6grale ab61ienne 

n 'ayant  d'autres points singuliers que des points logarithmiques simples. 

Or les coordonn6es (U, V, W) d'un point de I" satisfont s une relation 

algdbrique enti6re 02(U, V, I V ) - o  distincte de q)~ ~ o .  Si dans q)~ on remplace 
U, V, W par leurs expressions en fonction de x et y, 02(U, V, W) se r6duira 

une fonetion mdromorphe de x et y aux pdriodes (o, z iz) ,  (~o, ifl), (to', ifl'). 
Soit H(x, y) le num6rateur de cette fonction m6romorphe (mise sous forme irr6- 

duetible). Tout le long de F on aura 

et par suite les 6quations 

{48) 

H(x, y)=o 

I x =~ (Jx)r 

] Y = (Ju)r, 

off (Jx)r et (Jy)r sont les int6grales Jx et Ju prises le long de F,  seront les 

6quations d'une multiplicit6 simple de z6ros appartenant ~ H(x, y ) ~  o. Comme 
les z6ros de H(x, y) admettent  les trois syst~mes de p6riodes fondamentaux et 

que de plus les coordonn6es d 'un point de la courbe F sont donn6es par 
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U--~IJ~(x, y), V -  ~tq(x, y), W:==~(x, y), 

o/x ~ ,  ~/s2, q~3 admet t en t  les m~mes syst~mes de p6riodes, il en r6sulte (Note I I  

de la fin du M6moire) que (Ju)r ne peut  avoir d'autres points singuliers que des 
points logarithmiques simples. 

En outre, sur la multiplicit6 de z6ros consid6r6e x ne pouvan t  pas devenir  

infini t an t  que y reste finie, on voit  que: 

J~ n'a pas de points singuliers qui ne soient des points singuliers de Ju. 
D'ailleurs, d 'apr~s un ra isonnement  fait  pr6cbdemment, Ju a cer ta inement  

quelque point  singulier, c'est-~-dire quelque courbe logari thmique.  

40. Soit donc G une courbe logari thmique pour  Ju; les r6sidus respectifs 

de Jx et J,a relatifs ~ G sont n6cessairement de la forme m~o2 +i~,*n~o' et mfl + nfl~2~ + 2 pzc 

le premier de ces r6sidus peut  6tre nul s i m  et n le sont ;  le second est diff6- 

rent  de z6ro et  r6el. 

Posons 

X x - - i ( nh  fl+n~t,~r+2p,;~)y, Y -  m~fl+ n~/r J~Y 

m ,  n I et  Pl 6rant  les quotients  de m, n, p par leur plus grand commun diviseur. 

Pour  ces variables les trois syst~mes de p6riodes, apr~s une t ransformat ion 

convenable du premier ordre seront eomme nous l 'avons vu (o, 2 i z ) ,  (co,, i~,), 

{01 (~o2, ifl:), ([t, et tl. r~els, non eommensurables tous deux avec z ,  - - imaginaire) .  
0/2 

Nous poserons: 

X ~ J~ mL co + nl ~o' 
i (m~fl + n, flr + 2 p,~T) Jv Kx  

(49) 
= 2 ~ ~ Ju  ~ K r .  

Y m, f l + n ,  f l ' + 2 p ~  

Sur la courbe G, Kx aura  un r6sidu nul, et  K r  aura  pour  r6sidu le plus 

grand commun diviseur d de m, n et  p. 

Pour  les points de G (sauf peut-~tre  en des points particuliers de cette 

courbe appar t enan t  ~ une autre  courbe logari thmique de Jy) ou bien K x  sera 

r~guli~re ou bien elle admet t ra  la courbe G comme courbe polaire. Nous allons 

mont rer  que cette derni~re hypoth~se est en rSalit6 impossible. 

Prenons sur G un point  non part ieulier  ( U ,  V~, W,). Au voisinage de ce 

point  l 'une des coordonn6es d ' un  point  de la surface, W par  exemple, sera une 
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fonetion r~guli~re des deux autres, puisque le point (U1, V~, W1) est un point 

ordinaire pour la nappe de surface s laquelle il appartient. 

Posons 
�9 U ~ U ~ + . ,  ~ V =  V ~ + ~ .  

Dans l 'hypothgse off G est une courbe polaire pour K x ,  nous aurons pour 

des valeurs de g e t  ,] assez petites:  

(50) X [Z(g, ,;)]" 

Y 

e ;~ - -  2 (~, si) e ,<:- '~), 

or Z(g, V), Zl(~,  ~), t t (g ,  ~) sont trois fonctions r6guligres pour ~ =  ~;= o; r e s t  

un entier positif. De plus le faeteur )~(g, ~;) est irrdductible dans le voisinage de 
~ = o ,  7 = o  (e'est-h-dire qu'il n'est pas le produit de deux faeteurs r~guliers 

it~(g, ~) n'ont pas s 'annulant aussi pour g = ~ ] =  o). Les termes de la fraction [~.(g, ~)], 

de facteur commun s 'annulant dans le voisinage de g ~ r ~ o ;  enfin Jt~(o, o) est 
different de z~ro, le point (U~, V~, W~) n'~tant pas par t i cu l i e r  sur la courbe G. 

Nous pouvons done poser: 
I 

~2(g ,  I,) --- ~r 

r 

off VZ~(~, ~} d6signe l'une des d6terminations, choisie arbitrairement de V;~(~, r~) 

dans le voisinage de ~ = r~= o; ;~(~, r,) sera r~guligre pour les valeurs de g et 

prises assez petites et 2~(o, o )~  o. 
Consid6rons alors les 4quations suivantes: 

( 5 i )  / ~: ~ Z ( g ,  ~ )e~ '~ , '~ .  

I1 existe (Note III  de la fin du M6moire) une relation de la forme 

(52) t = a ~  + a ~  ~" + . . .  + a s - l ~  s-1 -b (as + a ) r  s 

off a~, a~ . . . .  a ,  sont s constantes dont le nombre et les valeurs sont bien d~ter- 

min6es, [et dont la premigre a~ est diffgrente de z6ro et ~gale s ;~(o, o)e -~(~ 0)] 

qui poss~de la propri6t6 suivante. 
E tan t  donn~ un nombre e~ positif, arbitrairement petit, il existe un nom- 

bre positif ez, tel que s i v  e t a  sont deux valeurs arbitraires assujetties h la seule 

condition : 
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si dans les 6quations (5I) on remplace ~ par la valeur choisie e t t  par  celle que 

fourni t  ]a relat ion (52), les deux 6quations ainsi obtenues admet t en t  en ~ et  ~ un 
syst6me de solutions (~r, ~r) tel que 

I,i'l < 

II en r6sulte imm6dia tement  pour Ic syst6me (50) la propri6t6 suivante.  
Si l 'on pose: 

I [ Y 2 Y (s--1)Y ~Y]r 
(53) ~ a~e ~ + a : e d - +  ...  +a~_le d - T ( a , + a ) e  3] 

puis si l 'on prend Y e t a  arbitraires tels que: 

Y 

et si l 'on subst i tue dans (50) h Y la valeur ainsi choisie et  ~ X celle qui est 

fournie par  (53), les 6quations obtenues admet t en t  un syst6me de solutions en 
et ~ appa r t enan t  au domaine 

Ceci pos6, les trois syst6mes de p6riodes fondamentaux  pour X et Y 6tant  

pris sous la forme indiqu6e plus hau t  (0, 2 iTr), (tox, ifll), (co2, ifl2) et l 'un  des nom- 

bres fix ct f12 ~tant  incommensurable avec ~r, supposons que ce soit ill. En  
d6signant par  M un entier  arbitraire,  nous poserons: 

Mi ~l 

(54) 0 = e d 

de telle sorte quc ] 0 0 =  i et O ~ i. 

Si nous posons 

(55) 

nous aurons 

Y 

Y+ Mi,?l 

e ~ ~ O v .  

Prenons deux valeurs a e t  c/ a rb i t ra i rement  sous la seule condit ion 

et consid6rons les deux 6quations simultandes en X et ~: 
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(56) 

I 
X =  [al~ + a ~ *  + ..- + (a~ + c~)~8] r 

I [a, Or + a~O~-v ~- + ...  + (as + a')0~r ']  r. 
X + h l t ~  

E n  61iminant X ent re  ces deux 6quat ions  on ob t ien t :  

(57) 

Mt~, 
vr[a,O + a~OVr + . . .  + (a~ + tt ')0*l'--l] ~ 

I 

~r[a I + a2v + . . .  + (a, + a)~s--1] r 

Cet te  6quat ion  a lg6brique en v 6 tan t  mise sous forme ent ibre  et  ordonn6e,  

on t r ouve  comme  t e rme  du plus h a u t  degr6 on ~: 

M~o, (as + ~)* (a, + d)*or'* r(~'-l). 

Comme r et  s sont  l ' un  e t  l ' au t r e  au  moins  6gaux s i, on a:  

r ( 2 s - - i ) > I .  

D 'a i l leurs  a,  + a e t  a ,  + d ne sont  pas  nuls si a e t a '  on t  des va leurs  quel- 

conques comme  nous le supposons .  Le t e rme  ind6pendan t  de , est  

a '~(or - -  i)  s i s  > i ,  ou Or(a, + , , )r__ (a, + a) r si s = I .  

Darts l 'un  et  l ' au t r e  cas ce t e rme  est,  quel que soit  M, diff6rent  de o, si a 

e t a '  sont  quelconques. En outre ,  comme 101 = i ,  ee t e rme  a un module  inf6rieur 

un hom bre  posi t i f  fixe quel que soit M.  Le  p rodu i t  des r ( 2 s - - x )  racines de 

l ' 6qua t ion  sera, su ivan t  les eas 

a~(Or- -  I)  Or(at + a ' ) r - - ( a ,  + a) r 
Mto, (as  + a)r(as + a')ror s ou Mtot (as + ct)r(as + cd)rO rs'  

Si l ' on  p rend  M tr6s g r and  ee p rodu i t  sera, d ' ap r6s  t ou t  ce qui pr6ebde,  

aussi  pe t i t  que l 'on voud ra  e t  d i f f6rent  de zdro. L '6qua t ion  (57) au ra  done, si 

M est choisi assez g rand  une racine ,-, diff6rente de z6ro et sa t i s fa isant  s l ' in6- 

galit6 ] ,~ ] < *2- 

L a  va leur  ,~ n ' 6 t a n t  pas  nulle, on peu t  p rend re  Yt telle que 

Yl 
e d = T  1 . 
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On peut supposer que cette valeur Yt ne correspond k aucun des syst6mes 
de valeurs de X et Y qui fournissent des points d'ind6termination pour les fonc- 
tions U, V, W de X et Y; car ces points constituent un ensemble d6nombrable, 
et d 'autre part  il r6sulte imm6diatement de la forme de l'6quation (57) que la 
racine ~t ne peut pas 6tre ind6pendante de a e t  a' qui sont choisis arbitrairement. 
Done on peut  supposer que % et par suite Y ,  n 'a  pas une valeur particuli~re. 

Pour la valeur �9 = ~, les 6quations (56) ont en X une solution commune 
X~, 6videmment finie. 

Si nous posons alors: 

X2 = X :  + M o l ,  Y~ = Y t  + Mi f l l  

on a l e s  deux 6quations: 

a v e c  

i [ r~ ~r, ,rq," 
- -  I_ale d + a ~ e  d + . . .  + ( a , + a ) e a j  , 

X I  

I y ,  :rq,- 
e ~r: ~ -  d)e  d l X 

- -  a~ + a ~ e  + . . - + ( a , +  
X2 

Done ~, ehacun des syst~mes de valeurs ( X .  Y~) et (X2, Y~) de X et Y 
correspondent respectivement pour les 6quations (50) au moins un syst~me de 
solutions, soit (~1, ~)  pour (XI, Y~), et (~2, ~;2) pour (X2, Y2) avee: 

Iv, 

Ces deux syst6mes de valeurs sont fore6ment distinets puisque les syst~mes 
de valeurs ( X .  Y1) et (X~, Y2) sont diff6rents. Ils fournissent deux points 
(U', V t, W r) et {U", V", W") sur la surface q)~(U, V, W ) =  o e t  ces points sont 
distinets puisque l'on a: 

U ' = U t + ~ ,  V ' = V : + w ;  U " = U ~ + ~ 2 ,  V " = V ~ + r  n. 

Mais ee r6sultat est eontradictoire avec ce qui pr6c6de. Car (XI, Y~)et  
(X2, Y~) sont deux syst6mes de valeurs ne diff6rant que par un multiple du 
syst~me de p6riodes (tot, ifl~) et ne sont pas, comme nous l'avons montr6, des 
valeurs d'ind6termination pour U, V, W. Donc il ne peut leur correspondre 
deux points distincts (U', V', W') et (U", V", W"). 

Acta m , ~ h , r  33. Imprim6 lo 23 octobre 1909. 27 
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L'hypoth~se faite de l'existenee d'une singularit6 polaire le long de G pour 

K x  est donc impossible. Per suite pour J~, G ne peut 6tre qu'une singularit6 

logarithmique s imple  comme pour Jr.  Comme il en est de m6me pour chaque 

courbe logarithmique de Jv et que J~ ne peut pas devenir infinie sans que Jv  

le devienne, on voit que J= comme Jr ,  n'a que des singularit6s logarithmiques 

simples. 

41. En continuant l'6tude des singularit~s de J~, nous allons montrer que 

tous ses r6sidus sont proportionnels aux r~sidus correspondants de Jr .  Nous 

montrerons d'abord cette proportionnalit~ pour deux courbes logarithmiques C 

et C ~ eorrespondant pour Jv  ~ des r~sidus de m~me signe (h supposer qu'il existe 

deux telles courbes). Soient 

moJ + ned mfl + nfl r + 2 plc et mrs~ + n'wt m~fl + n~fl~ + 2 p~cr 
2 i ~  ' 2 ~ 2 i~g ' 2 ~v 

les r6sidus eonjugu6s relatifs s C et C r avec 

En posant : 

m g + n ~ r + 2 p z > o  et m ' f l + n ' f l ~ + 2 p ' z > o .  

m~o + 92~o r 

c = i (raft + nil' + 2 pi t)  

la diff6renee z - - c y  ~ J : , - - c J u  aura le long de C son r6sidu nul, et eomme elle 

ne peut pas avoir de singularit6s polaires elle sera r6guli~re en un point quel- 

conque, non particulier, (U ,  V,  W~) de C. 

On aura par suite, ~ et ~; conservant la m~me signification que plus haut:  

(58) 2 ~ y  

oh ~, tt et v sont r6guli~res pour ~ = ~ = o. De plus ~ (~, ,,.) s'annule pour ~ o  

et est irrdductible au voisinage de ce syst~me de valeurs. Comme m f l + n f l r + 2 p z  

est positif, la partie r6elle de y sera trbs-grande et n~gative lorsque ~ et ~ seront 

tr~s-petits. 

En outre, aux valeurs de x et y li6es par la relation: 

(59) x - - c y = b o  + b~v + b2v ~ + "" + (b, + a)~' 

off b0, b~ . . . .  bs sont des constantes (qui peuvent ~tre toutes nulles) et off 
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2 ~ y  

T ~ e m f l + n y + 2 p n  

211 

correspondra dans les 6quations (58) un systgme au moins de valeurs de g e t  
pour lequel 

e~ et e2 ayant  ici le mgme r61e que plus haut. 

D'une fa~on tout analogue, en prenant un point quelconque (U:, V:, W2) 
sur la courbe C ~, nous poserons 

x - - c ' y  = vl(~' , ~2') 
(60) 2 

e m',~+~'z'+~r = ~.~ (~,, 'i') e~"(~', ~'~ 
et ensuite: 

2 .Ty 
T t = era' f l+n ~ iJ'+2 p '  

avec 

(6I) x - - c ' y = c o  + e l y ' +  c~'~ + . . .  + (c,, + a')~" 

O~1 Co, C 1 , . . .  Cs, s o n t  8 t r  

La relation (6i) a, ~ l'6gard du syst~me (60) le m~me sens que la relation 

(59) ~ l'6gard du syst~me (58). I1 est clair que l'on peut  supposer que les hom- 

bres ~1 et e2 sont les m~mes pour les relations (58) et (59) d'une part et (6o) et 
(6i) d 'autre part, afin de simplifier les notations. 

Nous d6signerons pour abr6ger par r a) et par r a') les seconds mem- 

bres des relations (59) et (6i) et nous remarquerons que si l'on a 

les modules de Q(v, a) et de 0'(v', a') seront inf6rieurs s un nombre positif fixe R. 

Dans tout  ce qui suit, sans qu'il soit besoin de le r6p~ter, a et a' auront 
leurs modules inf6rieurs s % 

Si nous d6signons par  - - A  la partie r6elle de y, nous pouvons choisir un 
nombre positif A, assez grand pour que l'in6galit6 

A > A I  
entraine 

Formons le syst6me de deux dquations simultandes en x et y, obtenues en 

prenant l '6quation (59) d 'une part  et d 'autre part  l '6quation (6i) off x et y sont 
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chang6s en x + MCO + Nw' et y + (Mfl + Nil' + 2 P z ) i  en d6signant par M, N, P 
trois entiers quelconques. 

En posant: 
2 :r(M~+N,:~'+2 P.~) i  

0 - - -  e m ' ~ + n '  f l * + 2 p ' z  

c e s  dquations seront 

(62) { x - - c y = r  a) 
x + Mto + Nto ' - -c ' (y  + iMf l  + iN f l '+  z iP~r).~r a'). 

a et a' 6tant dorm,s arbitrairement, cherchons si ces deux 6quations admet tent  
en x et y un syst6me commun de solutions pour lequel la partie r6elle de y, 

- - A ,  satisfasse s l'in6galit6 6crite plus haut  A >A~. 
Eliminons x entre les 6quations (6z) ee qui donnera: 

(63) MCO + NCO' - - ( c ' - - c ) y -  c'i(Mfl + Nil' + 2 Pz )  = q'(Oz', a ' ) -  r a). 

Supposons c ' - -  c ~ o et 6crivons l'6quation du premier degr6 obtenue en ~ga- 
lant s z6ro le premier membre de l '6quation pr6c6dente, en remplaqant y par 

y~; eette 6quation r6solue sera: 

(64) y~ 
Me, + Nto' c'i(Mfl + Nil' + 2 P z ) .  

C t - -  C C t - -  C 

Si A2 est un nombre positif arbitraire, montrons qu'on pourra choisir les 
entiers M, N e t  P de fagon que la partie r6elle de Yl soit n6gative et sup6rieure 

en valeur absolue h AI + A~. 
Mto + Nto' 

En effet, en peut prendre M e t  N de fagon que air une partie 
C t -  C 

r6elle aussi grande que l'on veut en valeur absolue et n6gative puisque le rapport  
CO t 
- -  est imaginaire. Ensuite M et N 6tant ainsi ehoisis, on prend P de fa~on 
to 
que Mfl + Ni l '+ z P z  soit compris dans l'intervalle o s z z.  I1 est bien clair 
d'apr~s cela, qu'on peut supposer M, N, P ehoisis de fa~on que la partie r6elle 

de yl soit inf6rieure s - - (A t  + A~). 
L'6quation (63) peut ensuite s'6crire de la fa~on suivante: 

(65) (c--c ' ) (y--y l ) - -r  a') + q(v, ct)= o 

o u  e n c o r e  : 

e(~, '~) --  r (0r ~')] (66) ( c - - c ' ) ( y - - y , ) [ z  +- ~ c ~  3 j - -  o. 
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D6signons par RI le module de c -  c' et supposons qu'on fasse d6crire au 

point y, dans le plan repr6sentatif de cette variable, la circonf6rence de centre Yl 

et de rayon A 2 dans le sens direct. La partie r~elle de y restera inf~rieure 

- - A  1 puisque celle de y~ est inf6rieure h - - ( A I + A ~ ) .  Done tout  du long du 
cercle on aura : 

1 1< 2, 10 '1< 2 

et par suite, comme on l'a vu plus baut  

Id(Or Iq(v,a) l<R. 

La fraction r a) - -q ' (0v ' ,a ' )  aura donc un module inf6rieur ~ 2R Or 
( c  - -  c') (y -- y~) R,A 2" 

R et Rt ne d6pendent nullement du choix de A2; done si A2 a 6t6 pris assez 

grand cette fraction aura un module inf6rieur h u n  nombre fixe plus petit que I, 

inf6rieur s i par exemple. On en conelut alors, par un raisonnement classique, 
z 

que l'6quation (66) dent  le premier membre est une fonction r6guli6re de y a une 

racine s l'int6rieur du cercle considdr6. Par  eons6quent l'6quation (63) a bien 

une racine y, de partie r6elle inf6rieure h - -A~,  pour le choix que nous avons 

fair de M, N, P. Soit y~ cette racine. Pour y = Y2 les 6quations (6z) ont une 

racine commune en x, soit x~. La valeur y~ n'est pas particuli~re car elle d6pend 

6videmment, d'apr6s la forme m6me de l'6quation (63) de a et a' qui sent arbi- 

traires. Le systbme de valeurs (x~_, Yz) n'est done un point d'ind6termination 

pour aucune des fonctions U=T,(x ,  y), V=T2(x ,  y), W=T3(x, y). 
Le syst6me de valeurs (x2, Y2) eonvient ~ l'6quation (59) et le syst~me de 

valeurs (x2+Mto+Nto',y~+Mifl+Nifl '+2Pi~r) ~t l '6quation (6i), avee les 
in6galit6s requises; par eons6quent, en reprenant le raisonnement du paragraphe 

prde6dent, on volt que ~ (x2, Y2) correspond un point (U', V', W') de la surface 

q)~(U, V, W ) = o  voisin du point (U .  V.  W~) et s (x~+Mto+N~', y2+Mifl+ 
+lVifl'+ 2Piz)  un point (U", V", W") voisin du point (U~, V~., W~). Les deux 

points (U', V', W'), (U", V", W") sent distincts, car ils sent aussi voisins qu'on le 

veut, (~1 6tant arbitrairement petit) respectivement de (U. V.  W~) et (U~, V2, W2) 

qui sent eux-m~mes distincts. Mais cela est en contradiction a v e c l a  triple 

p6riodieit6 de T~(x, y), T~(x, y), T~(x, y), en remarquant que (x~, y~) n'est pas 

un point d'ind6termination. 

L'hypoth~se f a r e  que c r e' est done impossible, il faut  n6eessairement 
q u o  C ~ e t. 

Si l'on remplaee c et c' par leurs valeurs et qu'on se reporte ~ ce que nous 

avons d6js vu (paragraphe ~8) on voit que: 
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m' n ~ ff 
m n p 

D6signons pa r  m~, n~ et  p~ les quot ients  de m, n e t  p pa r  leur plus grand 

commun diviseur.  I1 est clair quc m r, n ~ et  p~ seront  des ~quimultiples de m~, 

n~, p~. Cela rev ient  s dire que pour  toutes  les courbes logari thmiques de Jy, 
r6sidus positifs, Ies r6sidus eon]ugu6s de J~, J,j seront  des 6quimultiples de 

m~ r + n~ ~d et  de ml fl + n~ fl~ + 2 p~ zc 
2 i ~  2 z  

Si l 'on consid~re une section plane quelconque,  non particuli~re,  de la sur- 

face q ) t =  o, pour  ce t te  courbe les int6grales J~ ct  Jv se r6duisent  ~ des int6- 

grales ab61iennes, que nous d6signons par  (J , )  et  (Jr) ;  la somme des r6sidus 

positifs, multipli6s pa r  2 i z ,  de (Jr)  est de la forme N~(m~ifl + nlifl~+ 2pti~) et  

la somme des r6sidus cor respondants  de J~, multipli6s par  2i~r, est de la forme 

Nt(mtr ) off N~ est un  entier.  D 'une  fa~on analogue,  on aura,  en consi- 

d6rant  les r6sidus n6gatifs de (J,~) les sommes N~(m:ifl+n2ifl'+2p2iz) et  

N~(m~eo+n:eJ). En  r emarq u an t  que (J~) ne peu t  pas deveni r  infinie sans que 

(Jy) le devienne,  c 'est-g-dire quc (J~) n 'a  pas de point  logar i thmique  en dehors  

de eeux qu 'on  vient  de consid6rer,  on peu t  6crire, la somme des r6sidus d ' une  

int6grale ab61ienne 6rant  nulle: 

N~(m~eo + n~w') + N2(m2r + n~.r - -  o, 

Nt(m, fl+n,l?T+ 2 p ,~ )  + N,(m2fl+n2fl'+ z p 2 z )  = o .  

Or N~ et  N2 no peuven t  pas 6tre nuls car  (Ju) a au moins un point  loga- 

r i thmique,  comme nous l 'avons d6js montr5.  On tire de 1s pa r  un caleul d6j~ 

fai t  (paragraphe  18): 

m~ nt p~ 
m~ n~ p: 

e t  comme les num~rateurs  sont  premiers  en t re  eux ainsi que  les d6nominateurs  

on volt  que 

m l ~ •  n l ~ + n 2 ,  p ~ = + P z .  

Donc t o u s l e s  r6sidus conjugu6s pour  J~ et  Ju sont  des ~quimultiples de 

ml ~o + n 1 ~' 2 i ~  ot de m~fl+n~fl'+zPtz2~ , qu'il  s'agisse de r~sidus positifs ou de r~si- 

dus n6gatifs pour  J r .  

11 en r~sulte que la diff6renee Jz--cJy  a tous ses r6sidus nuls. Comme 

elle n 'a  pas de singularit6s polaires, c 'est  une int~grale de premi6re esp~ce. 
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Si nous posons g nouveau 
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puis: 

y =  2 7;Y 

m~d + n , f  + 2p,~r y, 

raze~ + n~e~ Jy  ~ K x ,  

y ~  271" 

m, fl + nj fl' + 2p~z Jv -- K)- 

K x  est une int6grale de premi6re esp6ee; comme les r6sidus de Jy  sont des 

multiples de mt fl + n~ fl' + 2 pl~r ceux de K r  sont tous des nombres entiers. 
2 f f  

42. I1 est facile maintenant de mettre en 6vidence une propri6t6 remar- 

quable des z6ros et pSles de U, V, W consid6r6es comme fonetions de X et Y. 

Nous supposons, pour simplifier les raisonnements que les sections planes de 

q)~(U, V, W ) ~ o  d6finies par U = o ;  V = o ;  W = o ,  sont des courbes qui ne se 
d6composent pas en plusieurs autres; cela ne restreint pas ]a g6n6ralit6 puisqu'on 

pourrait toujours effectuer sur ]a surface une transformation homographiquc, sans 
rien changer ~ ce qui pr6e6de. 

Nous d6signerons par U(X,  Y), V(X, Y), W(X, Y) les fonetions m6romorphes 
obtenues en consid6rant U, V, W comme fonctions de X et Y. 

Si dans K x  et Ky,  on suppose U =  o, ces int6grales se r6duisent h deux 
int6grales ab61iennes (Kx)u,  (Kr)u  relatives h la eourbe U = o  de la surface 
O1(U, V, W ) =  o e t  les 6quations 

J X = (Kx)u  
(67) ! Y =  (Kr)u  

d6finissent une multiplicit6 simple de z6ros appartenant  g U(X,  Y), lorsque le 

point (U, V, W) se d6place sur toute la courbe U =  o. Remarquons que U(X,  Y) 
admet aussi toutes les multiplicit6s de z6ros qui se d6duisent de la pr6c6dente 
par l 'addition g X et g Y des sommes de multiples des p6riodes que l'on peut  
prendre sous la forme (o, 2 i z ) ,  (lo~, ifl,), (lo~, ifl2). 

Nous allons montrer que, parmi toutes ces multiplicitds, il n 'y en a qu'un 
hombre fini de distinctes. 
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En  effet, l ' int4grale (Kx)u  est de premiere esp~ee et  ne se r~duit pas ~ une 

eonstante  puisque la courbe U ~ o n 'est  pas une courbe plane particuli~re sur la 

surface et que K x  n'es t  pas une constante  puisqu'elle admet  eer ta inement  les 

p~riodes co~ et co 2 (eomme on le volt  en faisant  varier x et y,  d 'un  syst~me de 

valeurs x0, Y0 arbitraire jusqu'~ un syst~me de valeurs xo+ moo + ncJ, Yo t - m i ~ +  
niflr+ 2piJr). Done l ' int~grale de premiere esp~ee (Kx)~  a deux modules de 

p~riodieitd dist incts  ~2~, $2~ de rappor t  imaginaire et  de la forme: 

()~, ~ ,  g~ et g: ~tant  quatre  entiers qui forment  un d~terminant  different de 

z4ro) et  tels que tous ses autres  modules de p~riodicit~ sont des sommes d e  

multiples de ~2~ et ~ .  

( K r ) v  admet t r a  des modu]es de p~riodieit~, eorrespondant  h ~ et ~ de la 

forme 

i B  1 ~--- i(Zxfl, -b Z,/~ -{- 2~,s ~v), 

Elle admet t ra ,  en outre,  n~cessairement des p~riodes auxquelles eorrespon- 

d ron t  z~ro pour  (Kx)v  et qui seront des multiples de 2 i ~ ,  puisque l ' int~grale 

(Ky)~ a au moins un point  logari thmique don t  le r~sidu est entier. T o u s l e s  

modules de cette na ture  pour (Ky) seront t o u s l e s  multiples entiers d 'un  certain 

multiple entier de 2 i ~ ;  soit 2 ~ i ~  ce multiple. Les int~grales (Kx)y,  (Kr)~z ad- 

me t t ron t  donc les trois syst~mes de modules eonjugu4s: (t~, ibm), (t~:, iBm), 
(o, ~ i ~ )  tels que tous leurs autres  modules de p~riodicit~ conjugu~s seront des 

sommes de multiples entiers des precedents.  Or ces trois syst~mes de p~riodes 

se d~duisent des trois syst~mes (~o~, ifl~), (oh, ifl,), (o, 2in)  par la t ransformat ion 

dont  le d6terminant  est :  

] ~t ~2 ~3 I ,u~ ,u~ .a s 
o o 

Si l 'on pose ~=r( )~I t tz - -~2t l~) ,  il y aura  parmi les multiplicit~s de z~ros 

qui se d~duisent de (67) par  addi t ion des multiples de (co~, i~a), (co~, ifl), (o, z i z )  

en tou t  6 multiplicit~,s distinctes. 

1 Car parmi les homologues d'un point (x, y) relativement aux trois systdmes de p~riodes 
(o, 2it), (w2,ifl~), (w2, i ~  ) il y en a ~ qui sont distincts relativement aux trois syst~mes de 
p~riodes (o, 2~i7r), (~1, iBm), (~l,iBs). 
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La fonction U(X, Y) a donc 8 multiplicit~s simples de z~ros et n 'admet pas 

d'autres z~ros. Remarquons que U(X, Y) ne saurait admettre un multiplicit~ de 

z4ros doubles si U =  o est une section plane quelconque de la surface; en effet 

la m6me circonstance ne pourrait pas se presenter pour la fonction U(X, Y ) - -  h, 

off h est une constante quelconque, d'apr~s un raisonnement d~jg fair. 

Cherchons maintenant,  pour la multiplicitY, simple (67) quelles sont les valeurs 

de Y qui correspondent g une valeur donn4e de X. ]l nous suffira, pour cela, 

d'appliquer un thSor~me de M. E. PicaaD, g l'int~grale de premiere esp~ce 

(Kx)u qui n 'a que dcux p4riodes distinctes. D'apr~s ce th~or~me g chaque va- 

lear finie X 0 de X correspondent N points de la eourbe U =  o, N 4rant un 

entier d4termin& A ehacun de ces points correspondront pour y une valeur y ,  

(n ~ i, 2 , . . .  N) et toutes celles qui s'en d~duisent en ajoutant  des multiples de 

2 t i e r :  il n 'y  a pas g ajouter de multiples de iB~ et de iBm, car sans cela il 

faudrait  ajouter g X0 les multiples correspondants de .Q~ et D- 2. Donc g X = X0 

correspondent pour e Y seulement N valeurs. 

On voit bien facilement que chacune des d~terminations de e Y, consid6r6e 

comme fonction de X ne peut admettre d'autres singularitds que des points sin- 

guliers alg6briques (pSles ou simplement points de ramification) pour toute va- 

leur finie de X. I1 en r6sulte que les fonctions enti~res sym6triques simples des 

N d6terminations de e Y, qui sont des fonctions uniformes de X, se r6duisent g 

des fonctions m~romorphes de X. Par suite, la multiplicit6 (67) a une 6quation 

de la forme: 
P,(e Y) -::o 

off P,  est un polynSme entier de degr6 ?," en eY; les coefficients sont des fonc- 

tions enti6res de X, qui n 'admettent  pas de facteur commun; c'est-g-dire qu'ils 

ne sont pas divisibles par une mgme fonction enti~re de X qui s'annule. 

I1 en sera de mSme pour ee qui eoneerne lcs (8 - - I )  autres multiplieit6s de 

z6ros de U(X, Y). L'~quation de l'ensemble des 8 multiplieit4s aura donc la 

forme: 
Q(e Y) - o 

Q ~tant un polynSme analogue 'a P, de degr~ NS. 

Cette derni6re 6quation 

U(X, Y). II est clair que 

analogue par une 6quation 

donne, d'apr~s ee qui pr4e~de tous le s  z~ros de 

les pSles de U(X, Y) seront donn4s d'une fagon 

Q,(e Y) - o 

I 
analogue g la pr6c6dente, car on peat changer U en (j dans l'~quation de la sur- 

face. 
Acta mathematica. 33. Imprim6 le 25 octobre 1909. 28 
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Soit: 
p~SN 

Q(e Y) : 2 A p ( X ) e p Y  
p.I} 

le polynSme Q ordonnd suivant les puissances de e Y. 

Les zdros de Q(e Y) admet ten t  les trois syst~mes de pdriodes (o, 2 iz) ,  (~o~, ifl,), 
(~o2, ifl:). On aur~ donc eomme au paragraphe (28) les identit&: 

A ~ ( X  + co~) ~ eg 'cx) -~ ,~Ap(X)  
(68} 

A p ( X  + { ~ ) ~  e g~ {x} -~ ,~Ap(X) .  

En multipliant Q(e Y) par une fonction en t i r e  de X qui ne s'annule pas, 

on peut  supposer que dans les formules prSc~dentes g~(X)~  o e t  g2(X)~ aX + b 
off a e t  b sont deux eonstantes; si nous posons 

Q(e Y) = Rj(X, e ~) 

nous pouvons  supposer que l'on a les identitds: 

(69) 
R I ( X  + col, e Y+i,~l) ~- R 1 (X ,  e Y) 

R ~ ( X  + w 2, e Y+i.~) ~ eaX+~R~(X,  eY). 

Si m~,2 est l 'entier  caract6ristique de la fonction U relatif aux syst~mes de 

periodes (w~, ifl~), (~o2, iris) , il sera aussi l 'entier caraet~ristique pour R ~ ( X ,  eY); 

par suite 
2 ~Tml,2 . 

a ~ -  

De ]a m~me fa~on, pour les pSles de U, on pourra multiplier Ql(e Y) par une 

fonction enti~re de X, ne s 'annulant  pas de sorte quc le produit R:(X, e Y) satis- 

fera aux identit~s: 
R ~ ( X  + ~o~, e r+i,~') - -  R ~ ( X ,  e Y) 

(7o) 
R 2 ( X  + ~o:, e Y+~:~) ~ e "x+b' R : ( X ,  e ~) 

off a est la mSme constante 2 izml,e que plus haut; b rest  une autre constante. 

RI(X, e Y) admet t ra  les mSmes zdros et ]es mSmes pSles que Le quotient  R~(X, e Y) 

U(X, Y) et par suite nous pouvons poser: 

U ( X ,  Y )  R 1 (X ,  e t') eH(X ' y} 
R~ (~u e Y) 
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oh H(X,  Y) est une fonction enti~re de X et Y; U(X, Y) a d m e t t a n t  les trois 

syst~mes de p6riodes (o, 2 iz ) ,  (~ol, ifll), (co2, ifl2), il r4sulte de (69) et (7o) les 
identit4s: 

eH(X+~o,, Y+i~) ~ ell(X, Y) 

eH(X+o:r Y+i~2) ~ eb'--b eH(X, Y) 

ell(X, Y+2 i,~) ~ ell(X, Y). 

OH 3H 
En prenant  les d4riv4es logari thmiques on voit  que ~ et ~ adme t t en t  

les trois syst%mes de p~riodes: comme ee sont  des fonctions enti~res elles se 

r6duisent ~ des eonstantes  et par  suite on a: 

H(X,  Y ) = a , X  + bl Y + c, 

al, bl, c, 6 tant  trois constantes.  Mais eomme e H(x, Y) admet  la p4riode 2 i z  rela- 

t ivement  ~ la variable Y, b, est un  nombre entier. F inalement  on aura :  

ea, X+b,Y+c* R , ( X ,  e Y) 
U(X, Y) R 2 ( X ,  e Y) 

Comme b~ est un  entier, le second membre est une fonction rationnelle de e Y, et 
les coefficients sont  mani fes tement  des fonctions O de la variable X. 

On aura  ensuite des expressions de m6me forme pour V(X,  Y ) e t  W(X,  Y). 
Si nous revenons h la fonction z = / ( ~ ,  y), nous avons vu qu'elle est une fonetion 

rationnelle de U, V, W. Elle sera done elle-m6me une fraction rationnelle en 

e y, Ies coefficients 4rant des fonetions O de la variable X. 

Ainsi se t rouve 6tabli le th6or~me qui 6tait  le bu t  de eette derni~re partie.  

Note I. 

Les z~ros de la fonction enti~re g,(x, y )adme t tan t  les trois syst~mes de 

p~riodes non exveptionnds (o, 2 iz), (oJ, ifl), (w', ifl') si l 'on fair le ehangement  de 
variables 

( i)  X ----- 2 i z  " - - x ,  Y = y - - i f l x  
03 r 

la fonetion gl(x, y) deviendra  une fonction enti~re G,(X, Y) dont  les z4ros ad- 

me t t en t  les trois syst~mes de p4riodes: 
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(0, 2 i z ) ,  (2 i z ,  0), (a, b) 
en posant :  

(2)  a = 2 i : r  ~o~ = )~1 + ~q i ,  
tO 

b--  i f  iflr )~2 + :~ i. 
~0 

Zj, ,u,, ~2, 3tz sont  les parties 

Nous aurons 

r6elles et  les part ies imaginaires de a et  de b. 

03 r 
puisque le rappor t  -- est n6cessairement imaginaire. 

CO 

De plus nous pouvons supposer que la fonetion G~(X, Y) (et par suite aussi 

g,(x, y)) a 6t6 multipli6e pr6alablement par  une fonction enti~re ne s ' annulan t  pas 

et choisie de telle sorte que l 'on air les trois identi tes  suivantes:  

(3) 

I G,(X, Y + 2 i:r) = G, (X, Y) 

G, (X + 2 i z ,  Y) ~ e'*,'YGt(X, Y) 

G 1 (X + a, Y -+ b) = e G~(x, Y)+AX+m3,, YG, (X, Y) 

0~1 m2,11 , m3,1 sont  les entiers caract6ristiques relatifs ~ (2 iz ,  o) et (0, 2 iJr) pour  

le premier,  (a, b) et (0, 2 iJr) pour le second. G,(X, Y) est une fontion entibre 

a d m e t t a n t  la p6riode 2 i~r re la t ivement  h chacune des variables X et Y; A est 

une constante  dont  il est inutile ici de pr6ciser l 'expression. C'est lh, aux nota- 

tions pros, ]e r6sultat  d6jk rappel6 de M. APPELL. Or on peut  t rouver  une 

fonct ion enti~re H(X,  Y) satisfaisant  aux identit6s suivantes :  

H ( X  + 2i~, Y ) -~H(X ,  Y + 2 i u ) = H ( X ,  Y) 

OG: ~G~ 
H ( X + a ,  Y + b ) - - H ( X ,  Y)=Z,~)X + ) . ~  ~ .  

(Voir ~ ce sujet  notre  M6moire eit6, page 36). 

En  revenant  aux variables x et y, G~(X, Y) et H(X, Y) deviendront  re- 

spect ivement  g2(x,y) et h(x, y) et ces deux fonctions entibres sat isferont  aux  
identit6s suivantes : 

(4) 

9:(x, y + 2 i z ) =  ~ ( x ,  y) 

g2 (x + to, y + ifl)~ g2 (x, y) 

h (x, y + : iz)  = h (x, y) 

h(x + ,o, y + i f l ) = h ( z ,  V) 

h (x + to', y + l i e ) -  h (x, y) 
2 i~r ~x 
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car il r6sulte des formules (2), f~ et fl' 6rant  r6els, que ).2 )~fl et par  suite 
2 7 g  

que l 'on a:  

(5) 
Ox , + j " 

g, (x, y) = gs(x, y) e "*~''~-#~e 

g,(x, y) satisfera aux nouvelles identit6s: 

g4 (x, y + 2 iz)  = g, (x, y) 

g~(x + oj, y + i f l )~  e~(v~+~,+,",,~vg,(x, y) 

g, (x + cd, y + ifl ')= e~'~v)+-4~,~+,,,,,v+~e, (x, y) 

off A~, c~ et  c2 sont trois nouvelles constantes.  

oh At est une constante .  

Si l 'on pose ensuite:  

x 

2 i~v f '  
k(x, y) = ~,eo ]h(x, y)dx 

et l 'on aura  les identit6s suivantes  (voir M~moire cit6 page 38) 

t k(x, y + 2 i z : ) ~ k ( x ,  y) 
(6) k(x + co, y + i f l ) - -k (x ,  y) =--q~(y)  

k(x + o/, y + i f l ' )--k(x,  y)=g2(x,  y)--~P(y) 

off ~(y) et  ~p(y) sont  deux fonctions enti~res de y, a d m e t t a n t  la p6riode 2 i z .  

Consid6rons main tenan t  la fonction g,(x, y) d6finie en posant  

(7) g~ (x, y) = e-k(~,~)g, (x, y). 

Cette nouvelle fonetion satisfait  aux identit~s suivantes qui r6sultent  sans 
difficult6, des identit4s (3) et  (6) 

g3 (x, y + 2 i ~ )  ~ g3 (x, y) 

�9 i f l  m2, , (y - -~x )+~(y )  �9 
g3 (x + w, y + ifl) ~ e gs (x, y) 

g3(x + ~', y + ifl') - -  eV~v)+ ~,-+~,,,v g~ (x, y) 

On posera ensuite, x o d6signant une constante  
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En 6crivant l'expression de ]'entier caractdristique ma,2 on obtient:  

2 i z m 3 , 2 ~  ~P(y + i f l ) - - tp (y )  + A2~o + m ~ , l i f l ~ ( y  + ifl') + ~(y)--m2,1i f l ' .  

En remarquant que ~p(y) et ep(y) sont deux fonctions enti~res admet tant  

la p6riode 2 iz,  et par cons6quent deux s6ries proc6dant suivant les puissances 

positives et n6gatives de eU, l 'identification donne imm6diatement: 

(p (y + ifl) - -  (p (y) = ~ (y + ifl') - -  ep (y) 
et 
(8) Az ml,aifl + m2,xifl t + 2 m~,2iz 

( 0  

Posons en outre 

~ I ( Y ) ~ ( Y )  + c~, 

nous obtenons finalement les formules 

~ ( y ) = ~ ( y )  +c2 

g4 (x, y + 2 i z )  = g~ (x, y)  

g,(x  + w, y + i f l )=  er y) 

g4 (x + (o', y + ifl') -~ e'~'(u)+a~x+m3,1ug4 (X, y) 

oh ef~ (y) et ~0~(y) sont des fonctions enti6res admet tant  la p6riode 2 izc et satis- 

faisant s l'identit6: 

~1(Y + i f l ' ) - - r  (P,(y + ifl)--~P~(y) 

et A2 ayant  la valeur (8). 

(1) 

Note II .  

Soit, entre les variables y et t, une relation de la forme 

y =  A L t  + B ~(t) 

off A et B sont deux eonstantes dont la seconde est suppos6e diffdrente de z6ro, 

la premiere pouvant  ~tre nulle; p est un entier positif, non nul; ~0(t) est uno 

fonetion de t qui, pour t = o, est r6guli~re et diff6rente de z6ro; on peut  sup- 

poser r = i. 
Dans le plan de la variable t menons par l'origine deux demi-droites OD, OD', 

la premiere faisant avee ox un angle queleonque, mais fixe, a e t  la seeonde fai- 
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sant  avee ox l 'angle a + 2 ~ .  Si t reste  s l ' intSrieur de l 'angle de OD sur OD', 
P 

en p renan t  une d~terminat ion  quelconque de L t  on aura  une fonct ion uniforme 

de t, telle que le produi t  tPLt t ende  vers z(~ro avec  t. 

Si nous ~crivons alors:  

B [- t A g 'L t ]  (2) Y ~ [ p [ T ( ) +  B 

la quant i t6  en t re  crochets  aura  pour  limite I lorsque t tend vers z6ro, puisque 

~ ( o )  = i .  

On peu t  donc choisir un nombre  positif  r, inf6rieur au r ayon  de conver-  

gence de ~f(t) et  en ou t re  assez pe t i t  pour  que si 

Itl<r, 

t r e s t an t  tou jours  dans l 'angle DOD', l ' a rgument  de 

A 
~f(t) + B t p L t  

res te  compris  en t re  + e et  - - e ,  ~ ~tant  un nombre  positif  tr~s pet i t  donn~ h 
l 'avance.  

Sous ces hypotheses ,  si nous appelons d et  d' les points  de rencont re  de 

OD e t  OD' avec  le cercle a y a n t  pour  centre  l 'origine e t r  pour  rayon,  le point  

t reste s l ' int~rieur du secteur  circulaire dod r d 'angle 2 ~T et  de rayon  r. Dans 
P 

tou t  ce qui sui t  t sera toujours  suppos~ s l ' int~rieur de ce secteur  ou sur son 
p~rim~tre. 

D~signons pa r  m un nombre  positif,  l imite sup~rieure du module  de y, lors- 

que t reste  sur l 'arc de cercle dd ~. Choisissons un nombre  positif  M sup~rieur 

m. Comme il r~sulte de l '~quat ion (2) que y augmente  ind~finiment lorsque t 

t end  vers z~ro, on peu t  choisir un nombre  positif  • assez pe t i t  pour  que si 

on air Iti  <--0 

lyl>M. 

Nous d4signerons par  6 e t  ~r les points  oh le cercle de cent re  O et  de rayon  

Q coupe OD et  OD r. Nous alions supposer  que le point  t reste h l ' int~rieur du 

con tour  limit~ par  les deux  arcs de eercles dd', ~ '  et  pa r  les deux  segments 

rectil ignes d3, d'~ r. Imaginons  main tenan t ,  que le poin t  t soit  sur le segment  
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rectiligne dJ. L ' a rgumen t  de t est alors ~gal ~ a; d~signons par  fl l ' a rgument  

A 
de B;  celui de ~f(t) § ~ t ~ L t  est compris, comme il a ~t~ dit, entre  - - e  et ~. Done 

l ' a rgument  de y est ]ui-m~me compris entre  f l - -pc~--~  et f l - - p a  + ~; or l 'angle 

a, rest~ jusqu'ici  arbi t raire  peut  ~tre choisi de fa~on que f l - - p a ~  o. L'argu-  

men t  precedent  de y est alors compris entre  - -~  et § ~. 

Si dans ]e plan de y nous tra~ons deux demi-droites ~oJ, ~oJ issues de 

l 'origine co, et correspondant  aux arguments  § ~ e t - - e ,  les valeurs de y qui 

correspondent  aux valeurs de t situ~es sur d(~, seront int~rieures ~ l 'angle Jr 

Si on suppose que t e s t  sur d ~  ' c'est-5.-dire a un a rgument  ~gal ~t a + 2~z, 
P 

la conclusion reste ]a m6me: les valeurs de y sont encore dans l 'angle d~o.4 r. 

I1 est ma in tenan t  facile d '~tudier  le contour  que d~crira le point  y, si t 

parcour t  dans le sens direct  le contour  ~'e}dd'~ r form5 par  les deux arcs de cercle 

et  les deux segments rectilignes. 
Tra~ons pour cela dans le plan de y les cercles de centre eo et  de rayons 

respectifs m e t  M et qui couperont  le premier en 1 et n, le second en L e t  N 

les demi-droites coL/ et  c o l .  
S i t  parcour t  l 'arc dd r dans le sens direct  le module  de y reste inf~rieur h 

m; y par t  d 'un  point  y~ int~rieur au cercle de rayon m e t  int4rieur h l 'angle 

zfw~ '~, et about i t  ~ un point Y2 situ~ de fa~on analogue, apr~s avoir fait  une fois 

le tour  de l 'origine dans le sens indirect et  h l ' int~rieur du cercle de rayon m. 

t pareourant  d ~  ~, y reste dans l 'angle ~/[of  et  parcour t  un  chemin y~y~ 

about issant  au point  Ya de module sup~rieur ~ M. 
t parcourant  l 'arc ~'~, y parcour t  un chemin Y~Y4 tou t  entier ext~rieur au 

cercle de rayon  M e t  about issant  au point  y, int~rieur ~ Aco,/', apr~s avoir fait  

une fois le tour  de l 'origine dans le sens direct. Enf in  t parcourant  (~d, y reste 

dans l 'angle A~o.4 ~ et y d~crit un chemin y,y,  about issant  au point  initial y~. 

D~signons par  U l 'aire de la couronne comprise entre  les deux cereles pr~c~- 

dents  de rayons  M e t  m, et don t  on a retranch~ route la portion int~rieure ~t 

l 'angle Acod ~. 
Si Y0 est une valeur  int~rieure k U, il r~sulte de ce qui precede (il suffit  

de faire la figure pour s'en rendre compte) que l ' a rgument  de (Y--Yo) augmente  
de 2 ~ lorsque t parcour t  ]e contour  dd'~'~d et que par  consequent l '~quation 

y, ~ A L t  + B ~ ( t )  

admet  en t une racine et  une seule int~rieure ~ dd~J~Jd, et par  suite ~videm- 

ment ,  une seule dans  le secteur d~od (Lt a y a n t  toujours,  bien entendu,  la m6me 

d~terminat ion que celle qui a ~t~ ehoisie au d~but). 
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Mais comme M est tout  t~ fait arbitraire et assujetti seulement tr la condi- 

tion d 'etre sup~rieur '~ m, on volt que l'aire U pcut comprendrc toute la por- 

tion du pIan repr~sentatif de y, dont on a retranchd les portions intdrieures soit 

au cercle de rayon m soit tt l'anglc AtoJ. 
La variable y restant dans cette aire U, nous avons ainsi d6fini une fonc- 

tion uniforme t de y satisfaisant h la relation (I). Cette fonction est 6videm- 

ment r6gulibre et tend vers zgro lorsque y augmenle indg]iniment en restant tou- 

jours dans l'aire U. 

2) Supposons que l'on ait: 

x ~ / R 1 ( u ,  v)du, " y=j~R~(u, v)du, 

off les deux int~grales sont deux int~grales ab~liennes attach~es ~ une m6me 

courbe alg~brique, (u, v) 5rant lcs coordonn~es d'un point de la courbe. Si un 

point (u0, v0) est un point singulier pour l'int~grale y, exprimons les coordonn~es 

(u, v) d 'un point de la courbe au voisinage de (u0, v0) comme fonctions r~guli~res, 

pour t ~  o, d 'un certain param~tre t, t ~  o correspondant ~ (u0, vo), et ~ un 

point (u, v) tr~s voisin de (uo, v0) ne correspondant qu'une seule valeur de t. 

L'expression de y sera de la forme suivante (en choisissant l 'une des d~ter- 

minations de l'int6grale) 

y----- ALt + Brp(t) 

~0(t) ~tant r6guli~re pour t = o, A et B des constantes, p u n  entier positif qui 

ne sera pas nul si le point singulier n'est pas logarithmique simple ce que nous 

supposerons d'abord; B est alors ~ o; A peut ~tre nul. Nous retrouvons ainsi 

l'~quation (I) du paragraphe precedent. Nous supposons que les expressions de 

x et de y satisfont ~ la relation 

(3) g(z, y ) =  o, 

oh g(x, y) est une fonction enti~re dont les z~ros admettent  les trois syst~mes 

de p6riodes conjugu6es non exceptionnels (o, 2 iz), (co, ifl), (co ~, iJ) .  Prenons dans 

le plan de la variable y une bande V limit6e par deux parall~les s l'axe des 

imaginaires pures et choisies de telle sorte que la bande V ne contienne aucun 

point de ramification de x consid6r6e comme fonction de y dans la relation (3). 

Retranchons de la bande V, si il y a lieu, la portion qui pourrait se trou- 

ver ext6rieure s l'aire U d6finie dans le paragraphe pr6c6dent et soit VIce  qui 

reste, apr~s cela, de V. La bande Vt s'~tend certainement jusqu's l'infini dans 

les deux sens. 
Acta mathematiea. 33. Imprim6 le 25 octobre 1909. ~,~ 
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Nous pouvons done supposer que y se ddplaee sur une parall~le G h l'axe 

des imaginaires situ~e dans V~ de telle fa~on que la pattie imaginaire de y va 

en croissant, au dels de route limite. 

Puisque x et y satisfont ~ l'~quation (3), nous avons vu qu'il existe pour 

x consid~r~e comme fonction de y h l'int4rieur de V des augments conjugu~s, 

dx  
et par suite que dy a une p~riode non nulle de la forme ,~hifi + r~iflr+ 2 Q~iz. 

dx  
Donc y parcourant la droite G, dans le sens indiqu~, le point representant dy 

parcourt un nombre i]limit~ de fois un contour ferm(~ ddtermin6 F;  mais d'autre 

part, y augmentant  ind~finiment, t tend v e r s o  comme nous l'avons vu; donc 

(u, v) tend vers (u0, v0) et par suite 

dx  R,  (u, v) 
dy  R2(u, v) 

tend vers une valeur parfaitement ddtermin~e. Il est done n4cessaire que le 
dx  

contour F se r~duise ~ un seul point, c'est-s que d y - c o n s t .  On aura 

alors entre x et y la relation du premier degr~: 

~tl(o § ~ i ( 0  r 

(4) x ~ ,% ifl + ~, ~ ifl' + 2 r in  y + c 

c 4rant une constante, et ]e coefficient de y se trouvant  d~termin~ par l'existence 

des augments conjuguSs (~fl ~ + ri ~', !L1 ifl § r~ ifl ~ + 2 Qi i z ) .  Done, l'int~grale 

y ~ ~R,(u ,  v ) d u  

ne peut admettre de singularit~ polaire, m~me superpos~e ~ une singularit6 loga- 

rithmique que si x et y sont li4es par la relation (4) c'est-s si g(x, y) 

admet une multiplicit6 simple de z~ros fournie par (4)- A part ce cas excep- 

tionnel, l'int~grale f R ~ ( u ,  v ) d u  ne peut avoir que des points logarithmiques 

simples. 
Mais ce cas d'exception se trouve lui-m~me ~cart~ dans les circonstances 

suivantes. Supposons que les formules pr~c~dentes 

x-- ;R,(u, v)du, y = j R  2 (u, v)d u 

aient pour consequence nScessaire ]es formules suivantes 
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u = / ,  (x, 

v y), 

oh /~(x, y) et  /2(x, y) sont  deux  fonetions m6romorphes  de x et y aux p6riodes 

(o, 2 i~r), (co, ifl), (co', iflr). (C'est 1~ le cas qui se rencont re  aux  paragraphes  54 

et  39 de la 2 ~m" par t ie  de no t re  m6moire). Si nous supposons comme plus haut ,  

que y pa rcour t  la droi te  G dans le sens positif  de l 'axe des imaginaires, y aug- 

m e n t a n t  de tt~ i[~ + ~ i[~ r + 2 Q~i~, x augmente  de !t~(o + ~,~ ~o' e t  u e t  v repren-  

nen t  les m6mes valeurs par  suite de la p6riodicit6 de /~(x, y) et  /2 (x, y). Done 

u et  v ne t enden t  pas vers u0, v0 et par  suite t n e  peu t  pas t endre  vers z6ro. 

La  cont rad ic t ion  avee ce qui  pr6cbde est 6vidente,  et  l ' impossibilit6 d 'une  singu- 

larit6 polaire pou r  y se t rouve  d6montr6e dans ce eas. 

Note III. 

1. Consid6rons le syst~me d '6quat ions :  

les 6quat ions (i)  a d m e t t e n t  

un  cer ta in  domaine  

x = / ( u ,  v) 

Y -- 7'(u, v), 

oh / (u ,  v) et  ~p(u, v) sont  deux  fonct ious qui pour  u = o, v =  o sont  rdguli6res 

e t  s ' annulen t  et  qui, dans le voisinage de ce point  u = v = o n ' on t  pas de ]acteur 
commun.  On peu t  supposer  que /(o, v) et el(o, v) ne sont  nuls iden t iquement  ni 

l 'un ni l ' au t re :  dans le cas contraire,  on effectuerai t  sur u e t  v une subs t i tu t ion  

lin6aire g6n6rale, ce qui ne ehangerai t  r ien aux  conclusions qui suivent .  

Enf in  / (u ,  v) et  ~0(u, v) sont  deux  fonct ions inddpendantes ,  c ' e s t -~ -d i redon t  

le d6 te rminant  fonct ionnel  n 'est  pas nul  ident iquement ,  mais peut 8'annuler pour 
~ V ~ O .  

Dans ees condit ions,  mont rons  que pour  chaque  syst~me de valeurs arbi- 

traires d' x et  y, mais choisies dans un  domaine assez pe t i t  ddfini par  les in6- 
galit4s 

lyl<  

un systbme de solutions au moins en u et  v, dans 

] u l < r  Ivl<,  

pouvan t  fitre aussi pe t i t  qu 'on  ]e veut ,  si ~ a 6t6 ehoisi assez pet i t .  
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En  effet, comme la fonct ion x - - / ( u ,  v) des trois variables x, u, v ne s 'an-  

nule pas ident iquement  pour  x = o, u ~ o, l '6quat ion 

x - - l l u ,  v)  = o 

est, darts un  domaine assez pe t i t  du point  u ~ v = x ~ o ,  5quivalente ~ l '~quat ion 

P(v)  = o, 

off P(v) est un polynSme entier en v, d 'un  cer tain degr5 n, dans lequel le coef- 

ficient de v n e s t  l 'unit6, tous les autres  coefficients 6 tant  des fonct ions r5guli6res 

de u et x pour  u ~ x ~ o et s ' annu lan t  pour  ce systSme de valeurs. 

De la mSme fa~on, l '4quat ion 

y--~f (u ,  v) = o 

peu t  6tre remplae4e par  l '~quat ion ~quivalente 

off Q(v) est analogue s P(v). 

Ent re  les 6quat ions 

(2) 

Q (v) = o, 

{ P(v)  -~ o 

Q (v) = o 

on peut  ~liminer v et on obt ient  un r~sultant  

R(u, x, y ) ~  o. 

R(u, x, y) est r~guli~re et  s 'annule  pour  u ~  x ~ y  = o. Mais R(u ,  o, o) n 'est  pas 

nul quel que soit u, car sans cela les ~quations 

o = / ( u ,  v) 

o = ~p(u, v) 

aura ient  en v u n e  solution commune quel que soit u, ce qui est impossible puis- 

qu ' on  suppose que ](u, v) et fp(u, v) n ' o n t  pas  de faeteur  commun.  

I1 en r~sulte que la relation 

R(u, x, y ) ~  o 

est, dans un pet i t  domaine du point  u ~ x ~ y - - o ,  ~quivalente ~ l '4quat ion 

(3)  S ( u )  = o ,  

oh S(u) est un po lyn6me entier  en u don t  les coefficients sont, pour  x : y - - o ,  
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des fonct ions r~guli~res e t  qui s ' annulent ,  sauf le coefficient  du te rme du plus 

hau t  degr6 qui est  ~gal k I. 

Si l 'on donne  s x e t  y dana l 'Squation (3) un syst6me de valeurs  arbi t raires  

x .  y~ choisies dans un domaine  t r~s-pet i t  

ce t te  6quat ion fourni ra  au moins une valeur  u :=u~ tr~s-pet i te  aussi. Le r6sul- 

t an t  des ~quations (~.) ~tant  nul  pour  x ~ x,, y ~ y~, u : -u~,  ces 6quations admet-  

t r e n t  en v une racine commune  tr~s pe t i te  v : v .  si x, y, tt sen t  remplac6s par  

xl, Yl, ul- 

La  propri6t~ ~nonc~e se t rouve  done ~tablie. 

2. Consid~rons en second lieu le syst~me suivant  

(4) { x = Z(u, v)](u, v) 
y-Z(u ,  v)~(u, v), 

oh X(u, v), /(u, v), ~(u, v) sent  trois fonct ions  r4guli~res pour  u - - v - - o ;  de plus 

)~(u, v) s 'annule pour  u : : v ~ o  et  l 'on suppose que ).(u, v ) e s t  irrdductible au 

voisinage de u ~ v ~ o, c 'est-h-dire n 'cs t  pas le p rodui t  de deux  fonctions r6gu- 

li~res et  s ' annulant  pour  u ~ - v : - o ;  en out re  on peu t  supposer  que ).(o, v) n 'est  

pas nul  ident iquement ,  sans eela on effectuera i t  sur u et  v une subs t i tu t ion  

lin~aire g~nSrale. Enf in  ~(o,  o) est suppos6 diff6rent  de zdro, de sorte  que au 

voisinage de u ~= v ~ o, y ne peu t  s 'annuler  que si )~(u, v) s 'annule.  

Dans ce qui  suit  nous 4crirons ~, /, ~ au lieu de ~(u, v), ](u,  v), ~(u, v )  

pour  abr~ger l '6eriture.  

Le quot ien t  ]- est une fonct ion r6guli~re dans un domaine  

(5) l u l < * , ,  I v l < * ,  

choisi assez pe t i t  puisque ~(o, o) # o. Posons:  

(6) 1--~p,;  

tp~ sera  r6guli~re pour  u : v = o ;  soi~ a, ]a valeur  de q2~(o, o); 1~ difference 

~ a ,  s 'annule pour  u ~ v ~ o ;  supposons qu'e]le soit divisible par  le fac teur  

Z(u, v) e t  posons 

(7) ~)1 ~ a ,  + Z)~,; 

], sera une fonct ion de u et  v r6guli~re pour  u ~ v ~ o. 
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Posons : 

(8) l ,  = ~ ,  
r 

et  a= 6 tant  la valeur  de ~=(o, o), supposons que q 4 - - a :  est  encore divisible par  

;r v), et  soit 

(9) 

/~ 6rant  r6guli~re pour  u - - v -  o. 

(io) 

(P2 a~ § )./~, 

Posons Encore: 

/2  = ~2 a 
ep 

en appe lan t  aa la valeur  de (ps(o, o), si la diff6rence ~0a--aa est aussi divisible 

par  4, nous poserons 

(xx) ~P, = aa + k/a; 

en poursu ivan t  ainsi, supposons qu 'on  arr ive h une fonct ion r telle que la 

diff6rencc ~ , - - a ,  ne soit pus divisible par  ).. Si ce t te  c i rconstance s '6tai t  pr6- 

sent6e pour  la premibre diffdrence q ' l - - a ,  on aura i t  dans ce qui suit  s ~ i.  

On a entre  les fonctions qJ~, ~ z , . . .  ~, les identi t6s suivantes  

r a, + ~.(f'q:~ 

( I 2 )  ~). = a,.  ~- )'r 
. . . . . . .  

D'oh  l 'on t i re  la su ivante :  

(i3) ~P~- a~ + a2()~cf) + aa().~f) ~ + ""  + a , - , ( ) .e f )  ~-2 + r 

x et y 6rant  li6es g u et g v p a r  les relat ions (4), l ' identi t6 prdc6dente multipli6e 

par  )of, pen t  ~tre 6crite sous la forme:  

(I4) x = a l y  + a=y 2 + . . .  + a~_ ly  ~-t + y~P , .  

Si s =  i,  il n ' y  a pas d ' identitSs (r_o), mais on a immSdia tement  d 'apr~s (5) 

qui rent re  dans la relat ion (i4) pour  s = i.  

Considdrons les deux 6quat ions 
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(rS) I a :  ~p~(u, v ) - -a~  
! y = )~(u, v)(fiu, v) 

les seconds membres  sont  des fonct ions rdguli~res pour  u ~ o, v =-o, sans fac teur  

commun dans ]e voisinage de ce point .  Car ).(u, v) est le scul facteur ,  irr~tuc- 

tible par  hypoth~se,  du second membre  de la deuxi6me ~quation et  i] n ' appar -  

t i en t  pas, par  hypoth6se ,  h ~ ( u ,  v ) - -a~ .  D'ail]eurs les deux  seconds membres  

du syst~me (i5) sont  des fonct ions ind6pendantes  de u et v; car si ~,~(u, v )6 t a i t  

fonct ion de y, d 'apr6s  (i4) x serait  aussi fonct ion de y, et dans les 6quations 

(4) les seconds membres  seraient  li6s par  une relation, cas que nous 6cartons ici. 

I1 r6sulte de lh, d 'apr6s  le premier  paragraphe  de cet te  note,  que si nous 

prenons pour  a e t  y deux  valeurs  arbi t ra i res  a~ et  y~ d 'un  domaine  assez peti t :  

donn6 ~ l 'avance.  

(I6) 

o n  a u r ~  �9 

I-,l<~, ly, l<~ 

]es 6quat ions (I5) a d m e t t r o n t  en u et  v un sys t6me de solutions (u~, v~) dans un 

domaine  t r6s-pet i t  
I~l<,i, ]vl<,~ 

P a r  suite, si x~ est la va leur  de x fournie par  la re]at ion:  

x, : a ~ y L  + a2y~ + ..- + a,-ly~ -I + (a~ +a,)y~ 

x, = t ( u , ,  v , ) l ( u ,  v,) 
Yl ~ ) , (u ,  v,)ef(u,, vl). 

En  r6sum6, si dans la re la t ion (i6) on p rend  y~ et  ~, arbi t ra i res  mais assez 

peti ts ,  les 6quat ions (4) pour  x ~ x l ,  y ~  Yl a d m e t t e n t  un sys t6me de solutions 

en u et  v a p p a r t e n a n t  au domaine  

I~1<~, Ivl<~: 

off ~ a 6t6 pris a rb i t r a i r emen t  peti t .  

Nous avons supposG pour  parveni r  ~ ce resul tat ,  que, apr~s un cer ta in  nom- 

bre d 'op6rat ions,  on pa rvena i t  s une  fonct ion ~,~ telle que ~ - - a ~  ne soit pas 

divisible pa r  ~(u, v). Montrons  ma in t enan t  qu'i l  en est tou jours  ainsi. 

Si dans les 6quat ions (4) on remplace  u et  v par  deux  fonct ions arbitraires 

d 'un  pa ram6t re  t, r6guli6res pour  t = o  et  s ' annu lan t  pour  ce t te  valeur,  pour  

des valeurs assez pet i tes  de t les seconds membres  seront  des fonctions r6guli6res 

de t, e t  x et  y se pr6sentent  ainsi comme fonctions r6guli~res d ' un  seul para-  

m6tre.  On peu t  alors consid6rer x comme fonction de y, et le d6velopper,  comme 
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on sait, suivant  les puissances enti~res et  posit ives de (y)p p ~tant  un ent ier  

positif.  Or les premiers  te rmes  du ddveloppement  sont  mani fes tement  donn~s 

pa r  la formule (i4) jusqu 'au  te rme en y.~-i inclusivement .  Si on ne pa rv ien t  

pas h une fonct ion ~s, telle que r  as ne soit pas divisible par  ).(u, v), on pour-  

ra i t  avoir  t o u s l e s  termes du d~veloppement  de x suivant  les puissances de y; 

cela rev ien t  h dire que x serait  toujours  In m~me fonct ion de y quelles que soient 

les deux  fonctions de t qui remplacent  u et  v. Mais alors il y aura i t  dvidem- 

men t  une relat ion ent re  x e t  y consid~r~es comme fonct ions de u et  v, hypoth~se  

que nous avons 4cart~e. 


