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SUR GUELQUES PROPRIt TES ARITHM] TIGUES DE 
CERTAINES FONCTIONS TRANSCENDANTES. 

P.~R 

E. STRIDSBERG 

it STOCKHOLM. 

C H A P I T R E  I. 

I n t r o d u c t i o n .  

L '6 tude  suivante  sur les propri~t~s ar i thm6tiques  de certaines fonctions 

t ranscendan tes  a pou r  origine et  pour  base essentielle d 'une  p a r t  les c61~bres 

recherches concernan t  la t ranscendance  des nombres  e ct  ~ qui ont  6t6 faites 

p a r  H~R~IIT]~, LINDEMANN, WEIERSTRASS et aut res  ainsi que les m6thodes  suivies 

pa r  cos savants ,  d ' au t re  p a r t  les recherches tr~s int6ressantes sur les propri6t6s 

ar i thm6t iques  des int~grales de cer ta ines  6quations diff~rentielles lin~aires qu 'on  

dolt  s MM. HURWITZ et  BENDIXSON et off l 'on r e t rouve  sous une forme nouvelle  

certaines cons6quences jusqu'ici  peu  observ6es de la p reuve  de l ' i rrationali t~ des 

nombres  e et  z donn6e pa r  LAMBERT et  LEGENDRE. 

Dans un  m6moire c61~bre, HERMITE ~ d6montr6 la proposi t ion suivante :  ~ 

Ddsignons par E(x)  la ]onction exponentielle. Soient XoX~... x,, des nombres 

rationnels inggaux d'aitteurs arbitraires, et soient Co C~. . .  C,, des nombres ration- 

nels quelconques, avec Co ~ o. Il ne pourra jamais exister une relation de la /orme: 

n 

(I) ~ k C k E ( x k )  = O. 
0 

] ]::[ERMITE: Sur la f0nction exponentielle. Compt. rend. t. 77. I873. 
.dcta mathtmatica. 33. Imprim~ le 23 septembre 1909. 30 
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Ce~te proposit ion est, comme je montrera i  dans ce travail ,  applicable aussi 

h certaines fonctions d 'un  type  plus g~n&al que la fonction exponentielle. 

Or, pour cette derni~re fonction elle offre, comme on le salt, un int6r6t  

tou t  g fair partieulier.  
En  effet, comme, d 'apr~s le th~or&me d 'addi t ion  pour la fonction exponen- 

tielle, on aura  
E(xk) = e "k, 

il s 'cnsuit  que e n e  peut  ~tre la racing d 'une  ~quation alg4brique g coefficients 

rationnels, c'est-g-dire que e dolt  ~tre, selon la terminologie de M. KROSECK~R, 

un nombre  t ranseendant .  

En  pa r t an t  des reeherches prdcit4es, M. LIND~MANN a le premier ~tabli que 

z est aussi un nombre t ranscendant .  

Je  me permet t ra i  dans ce qui suit  de d6signer par  le th&r$me de Lindemann 

]a proposi t ion suivante:  

Soient ~ ...~m~ les racines d'~tne ~quation algdbrique. S i  xox~ . . .  x ,  d&ignent 

des nombres rationnels ou des expressions fin&ires dana ~ . . .  ~,~ ~ coe/licients ra- 

tionnels, avec xi # xk pour i ~ k, sl Q C ~ . . .  C ,  sont des hombres rationnels, n'dtant 

pas tous dgaux ~ z&o, et si l'expression 

n 

~ k  ek E (xk) 
o 

est symdtrique dans ~ .  . . ~=,~ il ne peut exister une relation de la /orme 

n 

(i) = ~ k  r O. 
o 

W]~IEaSTm~SS a donn~ une t ransformat ion ext r6mement  int6ressante des d& 

monstra t ions  fournies par  HER~IIT~ et LI~rD~A~r~r et  d6velopp4 les recherches 

de ce dernier2 

En  s ' appuyan t  sur le th4or~me d 'addi t ion,  W~aSTm~SS finit  pa r  d~montrer  

la proposit ion g~n~rale suivante,  ~nonc~e sans ddmonstrat ion par  M. L I N D E I ~ f ~ :  

Th~oreme. Si  l'on a une relation de la /orme 

(i) 2 ~ C ~ E ( x ~ ) ~ o  ( x o ~ x i ,  pour i # o ,  et Co#o) ,  
o 

les hombres Co C ~ . . .  C,,, x o x ~ . . ,  xn ne peuvent dtre tous algdbriques. 

1 ~VE1ERSTRASS: Z[l Lindemann's Abhandlung Ueber die l,udolph'sche Zahl. Sitz. ber. der 
Ak. d. ~Vissensch. zu Berlin, I88i, p. Io67--Io85. (Voir ailssi: Mathematische Werko yon K. 
XVeierstrass, Band 2, 13. 34~--362). 
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Du moment  que, par  exemple, e -~ est un nombre alg6brique, z ne peu t  6tre 

un hombre  alg6brique. 

Parmi  les autres  t ransformat ions  de cette preuve faites apr6s WmERSTRASS, 

je ne rappellerai que celle de HILBERT-HU~tWITZ-GORDA~r ~ qui, sur tout  dans la 

forme que GORDAN y a donn6e, a 6t6 d 'une  importance capitale pour  mes dtudes. 

Ces 6tudes n6eessitant chez le lecteur la connaissance de la preuve de GOI~DAN, 

je crois devoir en donner  ici un expos6 sommaire. 

GORD,tS in t rodui t  un caractbre h avee la signification symbolique suivante :  

h" d6signera toujours It,  r 6rant  un entier quelconque > o ;  

h. '~ . h ~ ne signifiera pas I,__t. [~, mais ]~"+~', c.-s {:, + ,,, et, par suite, h;' ne 

signifiera jamais h :~-~' mais le quot ient  de ,~ par ~ ;  

(x + h)" sera d6fini par  ]a formule du binSme, ~ savoir 

(Z  q - h )  r " ~  x "  h r - ' '  ~ X '~ 

Par  eons6quent, /(x) d6signant une fonetion rationnelle enti6re quelconque, 

soit de d6gr6 m, /(x + h) sera d6fini par  la s6rie de TAYLOR, savoir 

l (x  + h ) =  = /,,(x). 
Q I*--.= I 

Cela posG GOaDAN a, de la mani6re suivante,  d6montr6 direetement,  en 

pa r t an t  de la s6rie exTonentielle , le th6or6me d'HERmTE regardant  la transeen- 

dance du nombre e. 
Si l 'on arr6te ladite s6rie k un terme arbitraire,  soit au terme ( r e  I) ~+, on 

obt iendra  
X~ ~ X r 

off l 'on aura  [x+(x)l<E({x{)  et par  suite 

(z ~) h~E(x) =-: (X q- h)  r --~ ) , r ( X ) x r E ( [ x l )  

Soit 

l<x) 
= I v - :  o o 

(x + h) r x r 

I;-,-(x) I < ~. 

1 HILBErtT: U e b e r  d i e  T r a n s c e n d e n z  d e r  Z a h l e n  e u n d  ~. - -  HURWlTZ: B e w e i s  d e r  Tr,~n- 

s c e n d e n z  d e r  Z a h l  e. - -  Gol';ox.'~: T r a n s c e n d e n z  y o n  e u n d  z. - -  T o u t e s  c e s  t r o i s  n o t e s  so  r e t r o n -  

v e n t  d a n s  l e s  M a t h .  A n n a l e n ,  t o m e  43,  I893 .  
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et mettons 

nous aurons 

X,i, 
r = 2;  "~.~(x) F ,  

o 

l ( h )  E (x) = 

d'ofi l'on tire 

(z) 

n 
(x-- xo + h ) p - ~  (x - -x ,  + h)P + cf(x) E( Ix[ ), 

] p - - I  I 

n 

/(h) ~ k  6'kE(x~) = A + B+ C. 
0 

off j'ai pos6, pour abrdger, 

h p - 1  n 

A--c01v_~ll (xo x,+h), 

I t  

B =  ]~C~ (x~-~~ + h)~-, tv,~ (x~--x, + t~)~ 
1 I P ~  I- 1 

n 

o 

On aura 6videmmenb 

~-~ ] x r 

I~f(x)lK~o~'la,'~_, I " 

Le dernier terme (C) du membre droit de l'6quation (2) est done, pour des 

valeurs de p assez grandes, d'une valeur num6rique inf6rieure ~ I. Soient main- 

tenant  xoxl . . ,  x~ CoC1... C,~ des entiers que]conques; les deux autrcs termes (A 

et B) seront de m6me des entiers, dent B sera divisible par p. 

En admet tant  que le membre gauche soit 6gal s z6ro, C doit de m~me se 

r~duire ~ un nombre entier, et l'on aura, pour des va]eurs de p assez grandes, 

C = o, d'oh 
A + B = o ,  

et, par suite, A sera de m~me divisible par p. 

Or, FOB aura 
7 t  

A _ C~ ~ ,  (Xo - -  x~lP 
1 

(rood. p). 

Supposons le produit 
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K - -  C o i (x  o - x i  e o. 
1 

Si done p e s t  un nombrc premier assez grand et > K ,  A ne pourra pas 

&re divisible par p, et, p~r suite, le membre gauche de l'6quation (2) ne peut 

s'annuler. C. 0- F.  D. 

Par la voie indiqu6e par WEIERSTRASS, eette preuve se laisse g6n6raliser 

jusqu'~ embrasser la proposition de LI~DE~A~'~. Les id&s direetriees d'une 

pareille preuve &endue se retrouvent - -  sous une forme adaptde aux besoins de 

la d6monstration - -  dans les reeherches du ehapitre II  w 3 de ce m6moire. 

L~MB~T est, eomme on le sait, le premier qui ait d 'une mani~rc rigoureuse 

6tabli l'irrationalit~ des nombres e et ~, et s~ d6monstration a 6t6 plus tard d6- 

velopp6e par LEGENDRE. ~ 

LEGENDRE &udie la fonction suivante 

off l'on aura 

% a v 

= p. 1,, ( . . ) ,  

! ' - -  l 

+ = 

0 

On obtient par des calculs 616mentaires cette belle formule de d6veloppe- 

mcnt en fraction continue: 

(3') a ~ p ( z + i )  [ a ] ~ 
z ~ ( z )  k + z " 

Or, d'apr~s un th6orbme de LEGENDRE devenu classique dans la th6orie des 

fractions continues, il ne peut arriver, quel]es que soicnt les valeurs donn6es ra- 

L x ~ t T :  Vorl~ufige Ken tn i s se  ftir die, so die Quadra tur  und Rect i f icat ion des Circuls 
suchen.  Beytri~ge z. Gebrauche  der  M a t h e m a t i k  u. de ren  Anwendung .  II ,  p. z4o--I69. Ber l in  
177o. (Le m6moire  a 6t6 (~crit en  z766.) - -  LEa~'.~'gm:: El61nents  de g~om6trie.  .Note 4. ire 6di- 
t ion,  Par i s  I794--~5me 6d., lb. I9oo. - -  Les deux m6moires  ont  6t~ l i t t6 ra lement  reprodui t s  dans  
l 'oeuvre  de M. F. Rumo: Arch imedes ,  Huygens ,  Lamber t ,  Legondre.  Vier  A b h a n d l u n g e n  t iber 
die Kre ismessung.  Leipzig, Teubner .  1892. 

[:] ~ J ' emplo ie  ici e t  dans  ce qui sui t  la no ta t ion  connue  pour  r ep r6sen te r  une f rac t ion  
k 

con t inue  de la forme:  
rl o 

~o+~, 
,~ + 
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tionnelles de a et de z, que la fraction continue ci-dessus obtenue se r6duise 

un hombre rationnel.  ~ 

Cette proposi t ion remarquable 6tablie par  LEGElqDRE pout  6vidcmmcnt  ~tre 

exprim6e encore sous la forme suivante:  

D6signons par  c une constante  arbitraire,  s t  introduisons 

Si 

- -  soit 

on aura  

d 'o~ 

(3) 

l 'on 

b = c z ,  x = c a .  

consid~re el(z) comme fonction de x ~ avcc les param~tres b ct c 

cf (z) ---= V (x / c, b), 

~p(z + ~) = bV ' (x / c ,  b), 

[ c x  
Vr(x) = a z] = [ k c +  b] cx ~ ( ~  cLk + 

et l 'on pourra  formuler de la mani6re suivante  le thdor~me de Legendre : 

b e t  c dtant des hombres rationnels quelconques, ddsignons par k~ le produit 

et posons 

0 

X v 

V(x)  = L ~  k~ ,~ ; 
o b[.2 

la ddrivde logarithmique de V(x) ne peut ]amais avoir une valeur rationnelle pour 

des valeurs rationnelles de l'argument di//drentes de zdro. 

En remp]agant b pa r  2 et c pa r  4, on aura  

- - ,  V ( - -  x ' )  = cos  x, 
2 

d'ofl l 'on tire, comme cas sp6cial, le thdor~me de Lambert: 

e x et x ainai que t~Tx et x ne peuvent dtre simultandment rationnels, 8au/ le 

grant rationnel, ;r dolt ~tre irrationnel. cas oit x = o. Par suite, tg 4 

Duns le cas g6n6ral, V(x) rcpr6sentera 6vidcmment  une fonction enti~re, 

int6grale particuli~re d 'une  ~quation diff6rentielle de BEss~L, h savoir de l '6quation 

1 Une autre propri6t6 int6ressante  de cette fract ion continue me parait  digne d 'une men- 
t ion en passant :  c 'est  qu'elle repr6sentera  une fonction de z qui ne satisfora h allcmlo dqua- 
tion diff6rent iel le  alg6brique. 
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d. V / 
(4) cx  V2 + b V , - -  V =  o. V~,= dx~, ! �9 

Sous ce t te  dcrni~re forme le th6or~me de LEOnNDaE a 6t6 t rouv6 p o u r  la 

premibre  fois pa r  M. HURWITZ et - -  i nd6pendamment  - -  aussi pa r  M. BENDIX- 

SON. 1 

Los mdmoires de M. HURWITZ consacrds h ce sujet  ont  dt6 publids dans ]es 

Math.  Annalen sous le t i t re  ))Ueber ar i thmet ische  Eigenschaf ten  gewisser t rans-  

cenden te r  Func t ionen  I (Band 22, i882) und I I  (Band 32, 1888).,> 

Le dernier  de cos m6moires a 6t6 provoqu6 p a r  un art icle de M. I~AT~R, ~ 

Oh l ' au tcur  cherche s employer  ]es m6thodes  de M. HURWITZ pour  6tudier  m~me 

des dquations diffdrentielles lindaires plus g6ndrales que celle que nous avons  

indiqu6e ci-dessus pa r  (4). 

A ce propos,  M. HVRWITZ fourn i t  une nouvelle  p reuve  du  th6or~me de LE- 

OEm)RE, p reuve  qui, comme il le fair comprendre  lui-m~me, n 'es t  qu 'une  t ran-  

script ion de la p reuve  de LEGENDRE, mais qui offre l ' avan tage  d ' e t r e  applicable 

dans une  cer ta ine  mdsure h des fonctions d ' u n  type  plus gdndral. 

Soit r une cons tan te  arbi t ra i re ,  nous aurons  

V(x/c, b ) =  V(rx/rc,  rb), 

et, pa r  suite, nous pouvons  nous borner  au cas oh x, b e t  c d6signent des nom- 

bres entiers. 

D6signons p a r  qJ'~ la r6duite  !tiptoe de la f rac t ion cont inue (3), nous aurons  

6v idemment  
( - - I ) ."c~'x~"V~,=V~V,--cxV~%, (!t ~ o ,  1 , 2 . . . a d  inf.). 

~V,, et  *r% do iven t  8tre des po lyn6mes  ra t ionnels  de x, b e t  c h coefficients entiers.  

Cela pos6, si V~: V se rdduit  h un  nombre  rationnel,  soit  

V ~ k 0 Q  et  V~=k~q ,  

off ko et  kt d6signent des nombres  entiers  ou nuls, on obt iendra  

(5) c."x." V,, = k,o,  avcc k~, entier.  

A par t i r  d 'une  eertaine valeur  de !~, soit pour  ! t > E ,  le membre  gauche de 

(5) dolt  ~tre inf6rieur en valeur  num6r ique  h une  quant i t6  donn6e quelconque e, 

1 BENDIXS0.~: Sur los 6quations diff6rentielles lin6aires ~ solutions p6riodiques. Kungl. 
Vetensk. Akad. 0fversikt. Stockhohn I895. -- On trouvera dans ce m6moire le thdor~me de 
LEGk'NDRE appliqud, d'une mani~re fort intdressante, h l'dtudo des solutions p6riodiques de cer- 
taines 6quations diff6rentielles lin6aires. 

RxTxm~: Ueber eine Eigenschaft gewisser linearer irreductibler Differentialgleichungen. 
Math. Ann. Band 32. I888. 
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e'est-~-dire, en d ' au t res  termes,  que ]e nombre  ent ier  I k~,l doit  ~tre < I, et, p a r  

consequent ,  on aura  

k.,, ~ o et  de m~me Vt~ ~ o, p o u r  !t > L  

On aura  done pour  V une fonct ion rat ionnel le  de x, ce qui  est impossible. 

La  propos i t ion  6nonc6e se t rouve  donc ddmontrde. 

M. HURW~TZ chercbe ensuite - -  et  rSussit jusqu 's  un  cer ta in  point  ~ h 

d tendre  ce t te  d6monstrat ,  ion s des fonctions d 'un  type  plus gdndral, ent re  aut res  

h cer ta ines  sdries hyperg6om6tr iques  g6n6ralis6es, t 

C'est  su r tou t  les iddes exprim6es dans ce dernier  m6moirc  de M. HUaWITZ 

qui m 'on t  fair en t r ep rendre  les recherches publi6es dans les ehapi t res  suivants  

de ce t ravai l .  

Dans  le chapi t re  I I  je cont inuerai  les recherches commencdes p a r  LE~E~C- 

DRn et  HURWITZ sur cer ta ines  fonct ions de BESSEL; le ehapi t re  I I I  sera con- 

saer6 "~ des fonct ions un peu  plus g6n6rales. 

C H A P I T R E  II .  

S u r  que lques  p ropr i~ t~s  a r i t h m ~ t i q u e s  de ee r t a i n e s  fone t ions  de Bessel .  

w 1. Nous  4tudierons  d ' ab o rd  l%quation diffdrcntielle qui fait  l 'obje t  des 

recherehes de M. HURWITZ, "h savoir  

(I) c z ~ + b  - - y ~ o .  

Nous ferons pour  le m o m en t  h l '~gard des coefficients de cet te  ~quation 

seulement  ce t tc  supposi t ion que c ~ o. ( S i c  ~ o, l '~quation (I) se t ransforme en 

effet,  comme on ]e voit ,  dans l '~quat ion diffSrentielle de la fonet ion exponen-  

tieIIe). 

D~signons pa r  k~(c) ou, plus br i~vcment  encore, pa r  k~ ]e p rodui t  

k~ ~ b (b + c) . . . (b + : , - -  ~ c ) ,  

l ' indice ~ ~.tant > z, et soit pour  ~ ~ o: k~ = I.  

1 HvawITz loc. cit. -- Voir aussi p. 272 et suivantes de ce travail. 
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Lea int~grales particuli~res de l'~quation (~) sont 

241 

V ( x / c , b ) = 2 ~ ,  x" 
o ~ ,  et 

(2) 
b 

V ( x / c , b )  ~ x  c V ( x / c , - - 5 +  2c).  

On aura ~videmment t o u s l e s  coefficients k ; ~ o ,  sauf le cas off b eat un 

multiple de ~ c ,  soit pour b = - - i i c  (i( d~signant un nombre entier >o) .  

Dans ce cas, on trouve en effet 

pour  ~ < Z :  k ~ =  (--  c) [~---~ 

et pour ~ > ~ :  k ~ O .  

Par consequent, V ( x / c , b )  a ~videmment toujours un sens d~termin~ pour 

b ~--~,c,  et repr~sente une fonction enti~re. Si, d 'autre part, b-~--;~c,  l 'autre 

int~grale V ( x / c , b )  repr~sentera h son tour une fonction enti~re. 
La d~riv~e n ibme de V sera 4videmment 

I V ( x / c , b  + nc). 

Nous pouvons donc restreindre l'~tude arithm~tique des int~grales de l'~qua- 
tion diff~rentie]le (i) et  de toutes leurs d~riv~es /~ rexamen des fonctions 

V (x / c, b) (b ~ Zc). 
Avant  d'aborder cette 6tude, je crois utile d'~tablir concernant les coeffi- 

cients k~ quelques lemmes ~l~mentaires, dont je ferai, dans ce qui suit, un usage 

frequent. 

J e  donnerai d 'abord au caract~re k~ une signification symbolique analogue 

celle qu'a donn~e M. GORDAN au caract~re h (voir ci-dessus p. 2j5 ), de sorte que 

k~.k~ d~signera toujours k~ '+'', c.-~.-d, le produit  

b(b + c) . . . .  (b + ,u + ~ - -  I c), 

et non pas le produit  de k~' et de ~ ,  

(x + kb) r sera ddfini par la formule du binSme, h savoir 

Acta mathematica. 33. Imprim$ le 23 septembra 1909. 31 
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Cela pos6~ j '6 tabl i ra i  les p ropos i t ions  su ivan tes :  

Lemme I :  a, b e t  c ddsignant des quantitds arbitraires et r dtant un entier 

positi/ quelconque, on aura tou~ours 

(k. + k~F = k~+b 

(k~ dgsignant k~(c), k~ = k~(c), k~+ b --~ k~+b(c). ) 

Pour  r----o e t  pour  r ~ I ,  la p ropos i t ion  est  6vidente.  

Supposons  d6s lors, que  r soit  un ea t i e r  quelconque > L 

On a u r a  

I_I, ! 
~-1 k[ k[, -1-~ 

= l r - - ~  2 ~(a + b + c r - -  I ) ] . ; l r _  i _ _ ~  
0 L,..! 

d'o/~ 
= ( a  + b +  c r - - i ) ( k b  + ka) "-~, 

(k~ + ka) ~ (kn + k,) "-~ k~ + k ,  
. . . . . .  x. C . Q . F . D .  

k ~-1 kb+~ 

Ce l emme  616mentaire, qui a 6t6 t rouv6  p r o b a b l e m e n t  p o u r  la p r emie re  fois 

0 

m /r 

0 I - -  

m k v 

1 (x). 

On trouvera de m~me pour les ddrivdes d'un ordre quelconque 

oh l'on aura mis  

nous aurons 

une ]onction rationnelle enti~re quelconque, et mettons 

pa r  VANDERMONDE, subs is tera  m~me  ell cas d ' 6vanou i s semen t  de l ' un  ou de 

l ' au t r e  des t e rmes  de la s6rie donn6e pou r  (kb + ka) r ou de tous  ces termes.  

On en d6duit  c o m m e  corollaire ce t te  au t re  p ropos i t ion :  

Lemme I I :  Soit 

/ (x) = ~ a,,x" 
0 
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ra ]~v 
/ ,<ka . ) :  2" hr<k ) 

0 
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L e m m e  I I I .  S i  l 'on donne h b e t  h c des valeurs entibres, r et v ddsignant 

des entiers posi t i / s  quelconques, spit, pour  prdciser, o < v < r, on aura 

E n  effet ,  c o m m e  

c~ k~ - -  hombre entier. 

~ ( - -  c) : (-- ~)qcLb(c), 

il n ' y  a lieu de  s ' o c o u p e r  que  des va leurs  pos i t i ves  de  c. 

L a  fo rmule  
k~ 

c~_ 1 (b = n o m b r e  en t i e r  

es t  6 v i d e n t c  p o u r  

v > 3  p a r  d d d u c t i o n  de  r - - i  ~ r. 

Supposons ,  en  effet ,  que  lad i te  fo rmule  spit  v ra ie  

d6s ignons  p a r  a un  en t i e r  q u e l c o n q u e  _> o. 

On  a u r a  

~-I k" k r-~ 

b~+l '=b~J I v I r -  v '  
1 

d'of i  

et,  p a r  suite,  

Or, 6 t a n t  

on  a u r a  de m 6 m e  

v : I e t  p o u r  v : 2, e t  p o u r r a  encore  6 t re  d d m o n t r d e  p o u r  

p o u r  I <  v < r - - I ,  et  

c ~-2 ( k ~  i - kL)  = c r - ~ k ;  (mod.  ~ )  

c--1 
Gr--2 ~ c  -~- cr--2 2 a ( ~  - -  kr 'ba' --- cr--l lCrb (rood. It). 

0 

c r - - 2 l + r  _ _  +,2 r - - 2 / + r  ( T 

r  (mod.  Jr), p o u r  r > I .  

(mod.  ~r), 

Cela 6tabli ,  on a u r a  encore  

c ~-Ik~ e'-1 
vkr_ ~ - -  k ~ = n o m b r o  ent ier ,  p o u r  z < v < r .  

A /ortiori, on  t r o u v e r a  
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c "k~ ~ nombre  entier,  
It. r-~ 

et  ce t te  formule res tera  vraie  encore pour  v = o. C . Q . F . D .  

La  formule  

e ~-Ik~ ~ nombre  ent ier ,  pour  r > x, 
V r 

se d6dui t  ais6ment comme un cas sp6eial du  e~l~bre th6or~me d ' E m E ~ S W ~  con- 

ee rnan t  les coefficients du d6veloppement  en s~rie de TAYLOR d 'une  fonct ion 

alg~brique. 

On t rouve  en effet  

( i - -  c~x)-b: ~ ~ c'k" bx*  1 - -  , '~ 

o k 

J ' a i  prefer6 toutefois  conserver  la d6monst ra t ion  tr~s-~l~mentaire donn6e 

ci-dessus sans supposer  connues les recherches d'EISEl~STEI1% 

On aura, comme consdquence imm6diate du lemme III ,  la proposi t ion sui- 

van te :  

Lemme I V .  Soient a ~  ce~ ,~ f l l . . .~"  ainsi que a, b et c des nombre8 

entiem queldonque,. J'introduis, pour abrdger, la notation suivante: 

k : + ~ + ~  [ , fl'lF' (,k~+,, ~+ , ,4~  a ~ fl~-~ 

,~,, r et s dgsignant des entiers positi/~; on a touioum 

~,~L ef ~ hombre entier. 

En  effet, chaque te rme de la s6rie 

- - v  r+3L r  k a e" l~b+ l' 

0 

est, eomme on le volt ,  un produi t  de hombres  entiers,  et ,  par  suite, la somme 

elle-m6me d e v r s  se rbduire k un nombre  entier.  C . Q . F . D .  

J ' a i  pr6f4r6 g rouper  ici ees lemmes pr61iminaires afin d '6viter ,  dans ce qui  

suit, des digressions encombrantes .  

1 Conf. H~aMXTE: Cours profess4 pendant le 2e semestre 1881--82, Paris. Hermann. I883. 
p. 138, 
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w 2. Je  vais chercher maintenant ~ ~tudier de pros la fonction V(x /c ,b)  

pour des valeurs rationnelles des param~tres b e t  c et pour des valeurs alg4bri- 

ques - -  notamment rationnelles - -  de l 'argument. 

On peut d'abord d~montrer que non seulement le th~or~me de Lambert, mais en- 

core la proposition plus g~ndrale d'Hermite (et mdme celle de M. Lindemann) cou- 

cer~mnt la /onction exponentielle - -  sous la /orme que f ai donnde dans le chapitre 

prdc&tent 5 ces propositions - -  correspondent h des propositions analogues pour la 

/onction V e t  pour ses dgriv~es d'ordre quelconque. 

Nous supposons, d'apr~s ce qui pr4c~de, que b et c soient des nombres 

rationnels quelconques (c ~ o), et que l 'argument x soit un nombre alg4brique 

quelconque. 

D4signons par F ( x / c , b )  l'int4grale g4n4rale de l '4quation diff4rentielle (i), 

et soit r u n e  constante arbitraire, nous aurons, comme le fair observer M. HUR- 

WITZ, 

F(rx /rb ,  rc) = F ( x / c ,  b). 

On peut donc, sans diminuer la g4n6ralit6 des recherches, supposer que c 

et b soient des nombres entiers, avec c > o, et que x soit un nombre entier alg~- 

brique, c.-~.-d, racine d'une ~quation de la forme 

n 

X n + l  .4~ 2 v  a v x  v ~ o ,  

0 

les aoa l . . ,  an ~tant tous des nombres entiers ou nuls. 

Tout  particuli6rement, il est done inutile d'examiner F pour d 'autres va- 

leurs rationnelles de l 'argument que des nombres entiers. 

Pour l '4tude arithm4tique plus approfondie de la s~rie V(x /c ,  b), j'ai pro- 

c~d4 de la mani~re suivante: 

Soit u an entier positif queleonque, et d~signons par E ( ~ ) l e  plus grand 

entier <-~. 
- - 2  

J ' introduis les d4finitions et les notations suivantes: 
Soit 

et, pour l'indice v > i ,  

(3) 

u ~ / c, b) = I, 

I_" - 
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J e  f a i s  o b s e r v e r  q u e ,  b e t  c d t a n t  s u p p o s d s  d e s  h o m b r e s  e n t i e r s ,  t o u t e s  les  

f o n c t i o n s  
u"(x) 

r e p r 6 s e n t e r o n t  d e s  f o n c t i o n s  r a t i o n n e l l e s  e n t i ~ r e s  s c o e f f i c i e n t s  e n t i e r s .  

O n  t r o u v e  e n t r e  c e s  f o n c t i o n s  u ~ les  r e l a t i o n s  s u i v a n t e s :  

Cotr t lne  

(b + c v - - ~ - - z ) ( v - - ) . )  = (b + C p - - I ) ( P - -  2 ~) + )~(b + r  I ) ,  

o n  ~ u r a  

E(,'--I\ 
U~(X/C, b) c) Z~ -.., % . . . . . . . . . . .  + 

d'ofi l'on tire 

+ 2'  2 1 b I J ~ - 2  

. Uv-- I (x /C,  b) 
+ CX 2 z  - - .  

- cx u"-~(x/c' b) u"-~(x/c, b) + 
(4) u~'(x/c'~ b) = (b + v - -  I c) Iv - -  I V v ~ 2  

I n t r o d u i s o n s  m a i n t e n a n t  u n  c a r a c t ~ r e  u a v e c  l a  s i g n i f i c a t i o n  s y m b o l i q u e  

s u i v a n t e :  ~ 

t Les syst~mes symboliques qu'on rencontre dans ce travail  ne sont ni ici ni ail leurs 
indispensables it la dgmonstration. Au contraire, ce serait une chose simple, bien qu 'amenant  
sans doute par ci par lit certains cmbarras  de nature formelle,  que de transcrire la preuve sans 
se servir  de ces symboles. 

Si je les ai conserv6s, c'est qu'ils me paraissent faire ressortir  d 'une facon plus claire les 
propri6tgs ar i thm6tiques des fonctions et aussi qu'ils m'out  fourni le moyen technique h l 'aide 
duquel j 'ai r~ussi A ddmontrer  rues propositions. 

II m'a paru utile de faire cette observation, ear M. VAmms a trouv6 n6cessaire d'intro- 
duire dans les Math. Annalen une nouvel le  preuve 616mentaire arithm6tico-algdbrique de la 
transcendance de e, preuve qui, it r ins tar  de celles de HrawiTz et de GORDA-~, se base sur la 
preuve de HILBEI~T, mais qui poss6derait, par rapport  it celle de GoaDx~', l 'avantago de ,>ne pas 
se servir  de d6signations symboliques. ,  

II ne serait gubre difficile non plus de montrer  que ce n 'est  nul lement  it une faiblesse 
essentielle de la preuve de GORDA.~ que M. V*nLE.~" s 'est attaqu6 dans le passage precit(~. 

Laissant de c6t6 l 'ex6cution formelle - -  chose re la t ivement  peu importante - -  le m6rite 
principal de la preuve de GoaDx~r me semble 6/re de ramener  d 'une manibre plus simple et plus 
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Nous d6signerons par 

la somme 

[x + u(z/c ,  b)y 
ir ou, plus bri~vement, par ~. 

r ~.  z~ u:-~-(z/e, b) 

(x + u)  ~ 

r ~ t a n t  u n  e n t i e r  p o s i t i f  q u e l c o n q u e .  

D o n e ,  si / ( x )  e s t  u n e  f o n c t i o n  e n t i ~ r e  r a t i o n n e l l e  q u e l c o n q u e ,  so i t  d e  d e g r $  n ,  

$1 

l(z + u) d6signera 2~u~(x) t  ~ 
0 I~ " (~)" 

On trouve d'apr~s l'6quation (4) 

r~ l  r--2 (x +U)" x" x ~. u "-1-~. x T M  u "-1-~+" 
Iv = 2 "  (b + ~ " - -  ~ - -  X) ~ I~--  I - -  X 0  + 2 ~ ' c ( ) ' + I ) ~ l r - - x - - ( ) ' + r ) ' o  I r_ 

d ' o f i  

palpable que les preuves pr~c~dentes les recherches sur les propri~t~s ari thm~tiques de la fonc- 
tion ex :a l '~tude des coefficients de la s~rie exponentielle.  

C'est b~ cause de cette qaalit~ de la preuve en question qu'il m'a sembl~ naturel de la- 
prendre pour base d 'un essai de d~river des coefficients des s(~ries de TAYLOB repr~sentant  les 
fonctions qui font  l 'objet de rues recherches, et qui ont a v e c l a  fonction exponentiel le  une 
certaine affinitY, des propri~t~s ari thm~tiques apparent~es "2 celles qu'on a constatdes chez la 
dite fonction. 

La preuve de GORD/t~, telle qu'elle a ~t~ expos~e p. 235 et s., ram~ne t'~tude de la fonc- 
tion exponentiel le  d 'une part  '2 la propri~t~ de Ir qui ~t l 'endroit  cit~ a donn~ lieu h l '~quation 

(21 ) hr E(x)  = (x + h)r + 2r xr E(I  x I ), 

d'autre part au th60r6me d'addition. 
II faut pourtant  observer que d6ja l '6quation (2 ~) ~t elle seule aurait  suffi pour une 6tude 

non seulement  de relations lin6aires mais aussi de relations rat ionnelles de degr6 sup6rieur de 
la fonction exponentielle.  

En effet, on trouve d'apres l '6quation (2 I) 

d'ofi l 'on aura 
(h- x~)~ E(x~ ) = t :  + a'r ~ E(I xt I), 

(h - x~ ~ E(x , ) .  E(x) ---- (x + h)r + ),r a,r E([ x l) + 2'r x~ E(I x~ I) E(x), 
et, par suite, 

(2") hrE(x l )E(x )  = ( x + x ,  + h~" +pr (I x 1+] x, ])rE(] x, [). E(] x [), 

oh l 'on aura [pr[ < I, 
On est amen~ par 1~ h chercher une gSn~ralisation des deux ~quations (2 f) et (2"). 
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(x + u) r x" b + c r - -  i ~ l  x~ " u,_l_~. (x + u) "-1 

soit au terme ( r+  i) me, 

et, par  suite, 
(~ + u)" = ~ x,' 

(5) 
r @" 

Si l 'on arr~te la s6rie V ( x / c ,  b) h u n  terme arbitraire,  

on obt iendra  
T 

(6') V ( x / c ,  b) = :~,, x~ x ,  

ot~ l 'on doit  avoir 

(x + u)" z" 
- + , ~ -  x , (x ) ,  k[,Ir 

X 92"* 

;~r(x) • (b + cr)(r + I) -t- (b + cr)(b + cr + I)(r + z)(r + 2) + "'" 

Or, soit z le premier nombre entier positif pour  lequeI 

b + c z > o ,  
et  introduisons 

X v 

0 

on aura  dans t o u s l e s  cas 
iz,(x)i<u(ixl). 

Si, de plus, nous introduisons le caraet~re h(c, b) avee une signification 

symbolique qui se ra t tache  ~ celle de GORDAN (voir p. 235), de sorte que h" d6- 

signe u ' (o / c, b), d'ofi 
h, = k~ I_', 

l '6quation (6') peu t  s'~crlre, comme oil le voit  ais6ment, 

(6) h, v ( x )  = (x + u),  + ~ , ~ ' u ( I z l ) ,  

off l 'on aura  
IZ,(~) l  <_ I. 

Or, soit [(x) un polynSme rationnel quelconque, met tons  

n Xv 

0 
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n ~(~) = ~ a,~v x'' 

0 ~" 

I1 s 'ensui t  que 

(7) / (h)v(x) - -  /(x + u) + ~(x)V(lx]) ,  

oh l 'on aura  6v idemment  
x'l 

I 

Soient ma in t enan t  XoXl.. .xn (n+ i) nombres  rat ionnels  queleonques in~- 

gaux, e t  soient, de mSme CoCI. . .  C,~ des nombres  ra t ionnels  quelconques ~ o. 

Cela pos~, supposons qu'i l  existe  une relat ion de la forme 

n 

(8) W --  ~ k  Ok V(z~ / c, b) = o. 
0 

On pourra ,  comme nous l 'avons d~j~ remarqu~, sans d iminuer  la g~ndralit~ 

de nos recherches,  supposer  que xox~.. ,  xn ainsi que CoC~... C,~ soient tous des 

nombres  entiers. 
Si m a i n t e n a n t  n ~ o et x 0 = o, nous aurons 

W ~ C o ~ o .  

Dans tou t  au t re  cas, nous pourrons ,  t o u s l e s  xi ~tant  in~gaux, supposer,  

pour  plus de simplicitY, que lea xi soient  ordonn~s de telle mani~re que 

X o ~ O .  

D~signons pa r  i~ et  p deux  ent iers  positifs quelconques,  soit  

p > L  

Pou r  pr~ciser, je suppose que p soit un ent ie r  impair,  e t  que )~ doive 6tre  

choisi dans l ' intervat le  

(i) P - - I < t < p - - i .  
2 

Je  mets  encore 
- -  ) .  ~ ,  

d'ofi l 'on t i re  

Acta mathematica. 33. Imprim4 la 23 septembre 1909. 32 
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/(h) V(x) (x--xo + u)~.H - -  ~ ( x - - x ~  + u)p + ~ ( x ) U ( I x l ) ,  

d'ofi encore 

Or, l 'on trouve aisdment 

C ~ O ~  

A + B = o .  

B = o  (rood. p) 

et, par consequent, on aura de mSme 

A ~o (rood. p). 

S i p  est un nombre premier, on aura 6videmment 

et j 'aurai par consdquent 

n 
(IO) o = / (h )  ~ k  Ck V(xD = A + B + C, 

o 

off j 'ai introduit, pour abr6ger, 

A = Co U l  (Xo - -  xi + U(Xo))p 
1 

B = ~_~kCk [ x l ' - x ~  "(Xk)]~'~lP||~ (Xk--Xi + U)P 

n 

O = ~ Ck~p(xk)U(Ixkl). 
0 

Or, x dtant un nombre entier, les fonctions 

u~(x) 

seront, d'apr~s ce qui prdc~de, toujours des entiers, et il en rdsulte que A e t  B 

seront de m~me des hombres entiers. 

Dans ce cas, C sera encore un nombre entier. 

Or, l'on pourra toujours choisir p assez grand pour que 

I CI soit infdrieur ~ i, 

quel que soit l'entier )~ choisi dans l'intervalle (i). 

Donc, nous aurons 
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u z (xo) f i l  (x o -  xi)p (mod. p). A : : - C o ~ -  1 

Or, soit p un nombre  premier  assez grand et  supdrieur h la va leur  numdri- 

que de 
n 

Co H i  ( Z o -  xi), 
1 

on aura  

( I I )  u z ( x o )  _ L~ = o (mod. p). 

Nous prenons  le nombre  premier  

p>]bcxo[. 

Ddsignons pa r  u - - z  et  r deux  nombres  consdcutifs dans l ' interval le  (i), e t  

subst i tuons  suecessivement  dans l 'dquation ( i I )  

nous aurons  
~ v e t  Z ~ v - - I ,  

u~(Xo) u~-~(Xo) ~ 0  
i f  ~ o  e t  t ,~__ I 

(mod. p)_ 

Pa r  consdquent,  d 'apr6s  l 'dquat ion (4), nous o b t i e n d r o n s  

-----u~-2(x") :_ o (rood. p), CX~ la2-- 2 

et, comme [CXo [<  p, il faut  encore que 

- o (mod. p). [ 7Y--2 

De proehe  en proche,  on t rouve ra  de m6me que t o u s l e s  

uZ (x0) _ 
l_ z = o  (rood. p) 

pour 
Z < v .  

Done l 'on aura  enfin 

u I (xo) ~- o (mod. p), 

e.-h.-d, que b devra  6tre divisible par  p, ce qui est impossible, puisque nous 

avons suppos6 
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o < [ b [ < p .  C . Q . F . D .  

Nous aurons donc la la proposition g6n6rale suivante: 

Th~oreme. Si  l'on ddsigne par XoXt . . .  xn (n + I) hombres rationnels indgaux, 

d'aiUeurs quelconques, s i c  et b dgsignent des nombres rationnels quelconques, et que 

Co C ~ . . .  Cn soient de m~me des hombres rationnels quelconques, qui ne sont pas tous 

dgaux r zdro, il ne pourra jamais exister une relation de la /orme 

0 

Oorollaire. Pour une valet~r rationnelle de l'arg~ment dij/grente de zdro, d'ail- 

leurs arbitraire, ni V (x) ni aucune de ses ddrivdes peuvent prendre une valeur ra- 

tionnelle ou devenir z~ro. 

w 3. I1 ne sera pas sans int6r6t pour nnc continuation 6ventuelle des re- 

cherches sur les fonctions qui nous oecupent de montrer que m~me le thdor~me 

de Lindemann est applicable & ces fonctions. 

En effet, soient 

h i*  

H,.(~) = ~;.a;..,.~ ~. = o 
0 

pour v - - I ,  2 , . . . r  

une suite d'6quations alg6briques irr6ductibles g coefficients entiers, dont les 

racines seront respectivement 

~ . . . r ) .  ~1.~ . . . .  ~n~, .,, ( i , =  I ,  2 ,  

Tous les  a~..,, doivent 6tre suppos6s des entiers ou nuls. 

Soient de plus XoX~.. .x , ,  des hombres rationnels queleonques ou des ex- 

pressions lin6aires ~ coefficients entiers des quantit6s donn6es ~; je suppose tous 

les x in6gaux entre eux. 

Soient encore Co C 1 . . .  Cn des nombres rationnels quelconques qui ne sont 

pas tous 6gaux & z6ro, et supposons qu'on air choisi XoXl . . . x , , ,  Co C I . . .  C,, de 

mani~re que l'expression 

n 

W =~kCkV(xk/c, b) 
0 

soit une fonction sym6trique de chacun des syst~mes 
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. . . . .  ( , ,  = i ,  2 . . . .  r ) .  

253 

Ceci pos6, j'6tablirai la proposition suivante: 

Th6oreme. I1 ne peut exister, dans les conditions donn~es, aucune relation de 

la /orme 

(s) W = o .  

En effet, nous pourrons, comme il a 6t6 d6js observ6, supposer, sans di- 

minuer la g6n6ralit6 des recherches, que tous l e s  ~ soient des nombres alg6bri- 

ques entiers, que C o C I . . .  C,~ soient des entiers # o, qui ne sont pas tous n6ga- 

tifs, et que X o X l . . . x n  soient de mfime des entiers ou des expressions lin6aires 
des ~ ~ coefficients entiers. 

Ceci pos6, les xo x~ . . ,  xn 6tant de m6me des nombres alg6briques entiers, 

d6signons respectivement par Oi(x) la fonetion rationnelle enti~re irr6ductible qui 

s'annule pour x = x i  ( i =  o, i . . . n ) .  

Je suppose que CoC~. . .  C,, soient rang6s de mani~re que 

C~_< Ca pour fl > a. 

Soit C~,+1 le premier des coefficients C qui soit inf6rieur ~ C0, de sorte que 

Co ~ C1 . . . . .  C I ,=  C > o 

CF,+i < C, pour i = i, 2 . . . .  

(,u > o) 

Comme W a 6t6 suppos6 sym6trique dans chacun des systbmes ~, il en sera 

6videmment de m~me pour chacune des sommes 

n 

0 

( v  = I ,  2 . . . .  a d  i n f . )  

et par cons6quent routes ces sommes se r6duiront ~ des nombres entiers. 

Posons maintenant 
n 

= I 1 '  
0 

Soit X(x) le plus grand diviseur eommun de O(x) et de O'(x), et d6signons 
par ~p(x) le quotient de O(x) par X(x). 

I1 faut done, comme on le sait, que ~o(x) soit de m~me une fonction ration- 

nelle cnti~re de x k coefficients entiers. Soit 
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q J ( z )  - ( x  - x i ) ,  

0 

off XoX~...x,~ seront  les x donn~s et XnJcl... Xn+p repr~senteront  des nombres  

alg~briques ent iers  ~trangers, tous dist incts et diff~rents des XoXl... xn. 

Chacune des sommes 

"•f? C xy, 
0 

( P  = I ,  2 . . .  a d  inf.) 

est  pa r  suite un  nombre  entier .  

Cela pos~, introduisons 

et  posons 
Cn+i = 0 pour  i = I, 2, . . .  p 

C ' k = C - - C k > o ,  pour  k = , u + i  . . . .  n + p ;  

chacune des sommes 

se %dui ra  h u n  nombre  entier.  

Pa r  cons6quent ,  le p rodu i t  

k X  k 

/ l + l  

" l • k  (x  - -  z k ) c ' k  

t t + l  

(~ ~ I, 2 . . . .  ad  inf.) 

reprdsentera  une fonct ion ent i6re rat ionne]le de x ~ coefficients entiers. 

I1 en sera de m~me, comme on le sait, pour  chacun des produi ts  

Ilk (x-xk), 

qui cor responden t  h t o u s l e s  indices k, p o u r  lesquels les Cr~ p r e n n e n t  la m~me 

valeur.  

Comme, pa r  cons4quent ,  le p rodu i t  

aussi bien que le p rodu i t  
n + l  

t t + l  

seront  des polynSmes h coefficients entiers, il en sera enfin de m6me pour  le 

p rodu i t  
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~ k  ( z - - x k ) .  

0 

Cela pos4, en d6signant par 

7̀  
el(x) ----- I lk  ( x -  xk) 

o 

un facteur irr6ductible de ce dernier produit  et par F(x) un polyn6me ration- 

nel ~ coefficients entiers, d'ailleurs arbitraire, on trouvera que non seulement la 
somme 

mais encore les sommes 

n 

~ k  Ck F (xD 
0 

n 

~ k  CF(xD et ~ k  CkF(xD 
o 7,+1 

se r6duiront k des nombres entiers. 

Or, formons les fonctions 

]v.z(x) x ~ q ~ ) z f i  = - -  i ( x - - z i ) ~  ( ~ = o ,  I . . . .  n ) .  
7`+1 

)~ et p pourront 6tre choisis de la m6me mani~re que dans le num6ro pr6- 

c6dent (p. 249). 

Toutes les fonctions 

I~L.,.(x) 
seront, conform4ment ~ ce qui a 6t6 dit p]us haut, des polyn6mes de x h coeffi- 

cients entiers. 

On aura (voir le num4ro pr6c4dent) 

off l'on a mis 
o = / , . z (h)  W = A  + B + I ' ,  

n 

A = C~k]~.z(xk + u) 
o 

n 

B = ~ k  CkL.;.(xk + ~) 
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A et B seront 

entier. 

E. Stridsberg. 

n 

0 

des nombres entiers, d'ofi il r6sulte que F sera de m~me 

p &ant  pris assez grand, on aura 

IFI<~, d'ofi F = o ,  

et, par cons6quent, on aura encore 

A + B = o .  
De plus, on a 

B ~ o  (mod. p), 
ce qui entralne 

A~-o (mod. p). 

Si done p e s t  un nombre premier assez grand et sup6rieur h C, on aura 

~k]~.~.(z~ + u ) ~ o  (rood. p) ( v =  o, ~ . . . .  n) 
0 

(en supposant s ehoisi dans l'intorvalle (i) p. i7). 

Or 

o 0 I~" n + l  

p &ant  un nombre premier, on aura done 6videmment 

0 0 [~ - n4-1 

( ~ = 0 ,  I , . . .  n ) .  

Si l'on suppose n ~ o, la preuve ne sera dans la suite qu'une simple r~p6- 

tition de la preuve fournie dans le num6ro pr6c6dent. 

On pourra d$s lors supposer que n >  i, et que tousles xox~. . ,  x~ soient di/- 

]drents de zdro. 

Avant de continuer, je crois bon d'introduire les d6finitions et notations 

suivantes ainsi que d'6tablir quelques lemmes pr61iminaires dont je me servirai 
dans ee qui suit. 
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D6signons par 

ep(x) = x 7.+' + ~ ;  a,x" 
0 

un polyn6me irr6duetible quelconque h coefficients entiers et dans lequel le coef- 

ficient de la plus haute puissance de x est l'unitd; soit xk une racine arbitraire 

de ~f(x) = o. 

Dd/initions: Si F(x) et G(x) d6signent des polyn6mes rationnels quelconques 
coefficients entiers, et  si l'on a 

F(x)  = a (x )  + qJ(z)O(x), 

0(x) d6signant de m~me un polyn6me rationnel s coefficients entiers, nous 6orirons 

F (x) ~- G (x) (mod. ~f). 

Comme on le sait, il existcra toujours parmi les fonctions G(x) congrues 

k F(x) un seul polyn6me, soit 

/(x)-~F(x) (mod. ~), 

dont  10 degr6 n'est pas sup6rieur k n. 
P o s o n s  

0 

off /0/~. . .  /~ seront, d'apr~s ce qui pr6c~de, des nombres entiers ou nuls absolu- 
ment d6termin6s. 

La fonction /(x) sera dire le rdsidu de F(x) (mod. of). 

Si t o u s l e s  coefficients /~ sont des nombres entiers divisibles par p ou nuls, 
nous dirons que 

F(x)=~o (mod. p, ~) 

F(xk)=~o (mod. p) ( k = o ,  I . . . .  n). 

Dans ce cas, on aura 6videmment 

~kF(xk) 6gal s un nombre e n t i e r ~ o  (mod. p). 
0 

D6signons de m~me par g(x) le r6sidu de G(x) (mod. ~f). 
Soit 

g ( x ) = ~ g , , x  ~. 
0 

Acta mathematica, 33. Imprim6 le 24 septembre 1909. 33 
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Lemme I. Pour que 
F ( ~ ) ~ G ( x )  (mod. ~f), 

il /aut et il su]/it que /(x) soit identiquement dgal ~ g(x). 

Lemme I I .  Pour que 

F(x)=_a(x )  (rood. ~), 

il /aut et il su]]it, que l'on ait 
F(xk) = G(xk), 

xk ddsignant une racine donnde arbitraire de lYqualion 

~v(x) --  o. 

Corollaire. Comme cas particulier de ces lemmes, je rappelle que, si l'on 

trouvd 

0 

aoal . . ,  an dgsignant des nombres entiers ou nuls, on aura n~cessairement 

l ( x )  = ~ . ~ .  
0 

Lemme I I I .  On aura dvidemment 

F(x)G(x)~_/(x)g(x)  (mod. q~). 
Donc, pour que 

F ( x ) G ( x ) ~ o  (rood. p, el), 
il /aut et il su//it que 

/ (x)g(x)=_o (mod. p, q~). 

Or, soient 71$2... 7~ les racines de l'~quation 

g (x) = o, 

de sorte que 

g(x) = g;, ~ ,  ( x - -  7~), 
1 

et supposons que 
/ ( x ) q ( x ) ~ o  (mod. p, ~p). 

Soit, pour fixer les idles, 

l (x )g(x)  = ptp(x) + qJ(x)e(x) 
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tp(x) ~ 2~, ct~ x, 
o 

o 

(a,, fl~ d6signant  des nombres  ent iers  ou nuls). 

On aura, par  suite, 
n--1 

p ~ (z~) + q' (r~) ~ fl,, z~ = o. 
0 

Soit 

et  posons 

n 

1 

D z  

done, nous aurons  

( - - I )  

( i = I ,  2 . . . .  n) 

i[  ).--I ~ ~ ).+I ~ n--1 Y 1 . . . 7 1  ~P(7~)7~ . . -Z~ 

. . . . . . . . . . . . . .  g~ A (7, �9 �9 �9 Y~); 
) .--1 ) .+1  n - - 1  

7 ~ . . . 7 ~  ~(Y~)7~ . - . 7 ~  

D f l z - = - - p D z  (Z = o ,  I ,  . . . n ) .  

D et Dz repr~sentent  ici des fonet ions sym~triques de 7 ~ . . .  7, et  do ivent  

par  cons6quent  se r6duire ~ des nombres  rationnels,  don t  les d6nominateurs  se- 

ron t  certaines dignit6s de g;,. 

On t rouve  done la proposi t ion su ivante :  

Lemme I V .  Ddsignons par F ( x )  et G(x) deux polyn~mes rationnels quelcon- 
ques d coe//icients entiers, et supposons que l'on ait 

Soit 

oh l'on aura 

F (x) G (x) --- o (mod. p, el). 

G (x) g (x) (rood. ~), 

(x) -~,,g,,x,'= g~ l l , ( x -  ./i). 
0 1 

Soit g~ une puissance de g;, assez grande pour que le produit suivant, savoir 

n 

(I2) D = g: ~ ,  cf (7i) g' (7i), 
1 

soit un nombre engier. 
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Si,  alors, p n'a pas de diviseur commun avec D el avec g, ,  on aura 

Corollaire I .  

F (x) = o (mod. p, r 

Si  l'on a 

x F ( x ) ~ o  (mod. p, el), 

et que p n'ait  pas de diviseur commun avec a0, on aura 

F (x) = o (mod. p, ep). 

Corollaire I I .  Soit g (x) et h (x) deu~ polyn6mes rationnels quelconques ~ coe/- 

/icients entiers, et soit G (x) le plus petit dividende commun de g(x) et de h (x). 

et 

Supposons que, pour une valeur donu{e arbitraire de v, on ait 

u; ( x ) _  h (x) ~ o (,nod. ~,, ~) 

u~ (x) 
g(~) 1'2 _ o  

(rood. p, ~). 

n'a pas de diviseur corn,nun avec ao, c et b, on aura neces- 

8airement 
G (x) § o (rood. p, ~f). 

En effet, on aura,  par hypoth~se,  

~-u~ / G ( x ) ]  ~ o  (mod. p, rf) 

Uv--1 ] 
G (x) I" - -  x -- o (mod. p, ~f) 

et, comme, h cause de l '~quation (4), on aura  

q~v UV--1 U v 2 
+ c x G ( x )  a(x) v. = (b + a ( X ) l , , _  , 

b.,.-- I 
il en r~sulte que 

?tv--2 
c x G ( x )  I~ ,__2~o (mod. p, rf), 

i 
d'ofi, d 'apr~s le corollaire I, 

UV--2 
o (mod. p, ~). 

a (x) I " -  2 

Cela posd, 8i p 
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De la m6me mani6re on ~tablira de proche  en proche que t o u s l e s  

a(x) ~_-o 

Or, posons )~ ~ I, on aura  

a (x) u' (x) ~ o 

ou, en rempla~ant  u 1 (x) par  b, 

b G ( x ) - ~ o  
d'ofi, pa r  hypoth~se,  

a ( x ) - -  o 

(rood. p, ~), pour  ). < ~. 

(mod. p, of), 

(mod. p, el), 

(mod. p, ~f). 

Corollaire I I I .  Cas spdcial: p dtant sans diviseur commun  avec ao, 

et r d~signant un  entier posit i /  quelconque, on ne peut avoir ere mdme temps 

U*' U ~'-1 
i ~ o  st b ,_  --o (rood. p,~f,). 
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C. Q. F. D. 

c et b, 

Apr~s cet te  digression, revenons sur la preuve  de la proposi t ion g~n~ralis~e 

de M. Lindemann.  

Si nous int roduisons  les nota t ions  suivantes :  

n 

03) C (x) = Hi  (x--xi), 
n+l  

(x) z 
(I4) /v.Z (X) ~ x v e f ~  , et  

(I4') qJk.z (x) - :  H ~ ( x  - -  xi) 2 
0 

d'ofi 

(z4") t,..z (x) --- x v ( x -  xk)x i~ - ~ . ~ . ( x )  

( k = o , i . . . n ;  i m k ) ,  

( k  = o ,  i . . . .  g ) ,  

nous ob t iendrons  

(~s) 1,..,. (x~ + ~ ) =  (x~ + ,,).~ - ,~- ~ . , . ( x~ )+  ~ - ~ ' ~ . , . ( ~ ) +  
/ 12_ 12_  

~$).+ 2 1/)" k. ~ (~k)  

I ~_ L 
+ . .  } 
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off l 'on aura  6videmment  

(16) qJk. ~. (xk) -- ep' (xD z. 

Or, d 'aprbs ( i i ) ,  on aura  

T, 
~ k  C (xk)p/~. ~. (xk + u) ~ o 

0 

(mod. p), 

ou, en d 'au t res  termes, 

" v /  ~t2 U)'+I I (mod. p). 

Soient main tenan t  ) . - - I  et )~ deux entiers cons6cutifs dans ] ' intervalle (i), 
et supposons qu 'on air tous les 

UZ+i 
i~ - o ( m o d .  p ,  ~f),  

On aura  d~s lors 

pour i = ~, 2, 3 . . . .  ad inf. 

d'ofl 

n U) " 
o ~  e (xk)~,p' (x~-)~-(x~ + u)" [_ z 

0 

~ k  C " " '" " " u~ ' (xk)  o t x k l  p rt t x~)"  x ;  

0 

(mod. p), 

ou, en d 'au t res  termes, 

(I7) ~k  C (x~)p ~t' (xk) ~ x~. 
0 

(mod. p), 

---pA,.,  

pour v = o , i , . . . n ,  

Ao, A t . . .  AT* 6tant  des entiers.  

Mettons, pour  abr6ger, 

D = 1 ~  C (xk) et  

( i8)  0 
n 

0 
o n  a u r a  
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n 

(19) DP(D ~'+luz(x~) • pAk(Xk) l l~C(xi)l '  q~' X " - (" i )  , 

o 

en d6signant  par  Ak(Xk) les d6 te rminants  

I 
I . . I  A o I . . I  

? 
z '2  . . %~ ~ A ;, x'~'+ l . . x ~  

(Xo x,  . . .  x~). 

Le coefficient de p dans le membre  droi t  de l '6quat ion (19) sera 6videm- 

men t  une fonct ion enti~re ra t ionnel le  ~ coefficients entiers  de Xo x l . . .  xg, sym6- 

t r ique  par  r a p p o r t  s x 0 x l . . .  xk-1 x k + l . . ,  x~; on pour ra  done l ' expr imer  par  une 

fonct ion enti~re ra t ionnel le  de x~ g coefficients entiers. 

D et  q) se r6dui ront  s des entiers  # o. 

Done, si l 'on p rend  le nombre  premier  p plus grand que les valeurs  num6- 

riques de D et  de O, on aura  

et, pa r  suite,  

(2o) 

u ~" (zk) .... 
__o (mod.  p) 

u~- (x) 
~_ - o  (mod.  p, el). 

De ]a m6me mani~re on 6tablira encore que 

u z-1 ( X ) _ o  (mod. p, qo). (21) ~l - -  i - -  

Si, d ' au t r e  part ,  on choisit  le nombre  premier  p plus grand que la valeur  

num6rique de ao, de c e t  de b, ces deux  relat ions simultan6es (20) e t  (21) com- 

p o r t e r o n t  d 'apr~s le corollaire 3 (P. 251) une impossibilit6. 

Or, en effet,  p - - 2  et p - - !  sen t  deux  entiers  cons6cutifs dans l ' in terval le  

(i), et  l 'on au ra  tous les 

uP-- l+i  

I'P--I - - o  (mod. p, cp), pour  i = i ,  2 . . . .  ad inf. 
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Nous avons doric ~tabli l'impossibilite d'une relation 

W~---o. 
C. Q. F. D. 

w 4. Je ts maintenant,  h l'aide des fonctions u et des constantes h 

introduites duns ce qui precede, d'~tudier de plus pros los relations lin~aires h 

coefficients rationnels qui peuvent exister entre des fonctions V diff~rentes pour 

des arguments rationnels. 

Soit 
V ( x l c ,  b) une fonction V donn~e arbitraire, 

et soit 
V~, (x i c, b) sa d~riv~e ,u i~m~ 

On trouve (voir p. 19) 

(~) V (xlc ,  b + .~,c) = k~' V:,(xJc, b). 

Nous introduisons la notation 

h~ ~, (c, b) = k~,'h r (c, b + ,u c), 
d'ot~ 

(2) h, ~, (c. b) 

[5 - -  k~ k~+,.c = k~+,., 
et nous mettons encore 

(3) u~ (x I c, b) = u~ (x l c, b + ,,, c). 

On aura 

hr(c. b + ~,c) V (xlc ,  b + ~ , c ) =  [x + u (x i c ,  b + ~, c)]r + ~rx~U.(ixl) .  
d'ofi 

h~(c, b) V,~(~lc, b ) = I x  + u,,(xlc,  b)] ~ + ~x~ V,,(Ixl), 

ou, plus brii~vement, 

(4) h~ v, ,  = (x + ~,,)~ + ~r ~ U,, (I x I)" 

Soit m un entier quelconque positif, et d6signons par 

r X v  

(5) t. ( x ) =  ~ a ;  V 

une fonetion rationnelle enti~re queleonque. 
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On aura, pour tt ~ o ,  i ,  2 , . . .  m, 

d'ofl, d 'aprgs l'6galit6 (2), 

(6) 

Or, Yon aura  

ainsi que 

r 

1" ( x )  = 2 "  a,, x ~ - ' '  
m I ; - - W ' '  

r 

1," (h,,) = ~r a ~,' = t (I,). ,~1 r b 

! (hi v = ! (.~ + u / +  ~ ( ~ / u  (I x II 

(7) 1 (h) v, ,  = 1,, (h,,) v, ,  = 1,' (x + u.)  + ~r,. (x) u,, (I z I), 

p o u r  ~l ~ o ,  i ,  2 ~ . . .  m .  

265 

Je  me servirai des 6quations (7) pour 6tudier de plus prbs les relations 

lin6aires qui pour ron t  exister d 'abord  entre trois fonctions cons6cutives, V,:  

V~+I et  V,+2, ou, en faisant  un simple 5change des param~tres,  entre une fonc- 

t ion V quelconque et ses deux premibres d6riv6es, V1 et V2. 

En  effet, soient d 'abord  x0 x l . . .  x , ,  Co C1 �9 �9 �9 C, ,  C'o C'~ . . . C' , ,  C o C'~'... C:  

des nombres rationnels donn6s arbitraires. 

Posons, pour abr6gcr, 

Wk (x) = Ck V (z) + C'k V, (x) + C~ V~ (x), 

et supposons qu'i l  existe une relation de la forme 

n 

( s )  W = ~ W ,  (x~) - o. 
0 

On pourra,  comme nous l 'avons d6j~ plusieurs fois remarqu6, supposer que 

tous les x et C soient des entiers et tous les x distincts. 
Consid6rons d 'abord  le cas oh 

n = o et x 0 = o, 
on aura  

Co V (o) + C'0 V' (o) + C'~ V" (o) = Co + ~~  + W 

et la condit ion n6cessaire eg suffisante pour que 

W ~ o, 
deviendra,  dans ee eas sp6cial, que 

Acta mathcmatica, 33. Imprim6 le 24 septembre 1999. 

C,, 0 

b (b + c) '  

34 
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Co + C'o Co 
b- + b (b + c) 

~0. 

Dans tous les autres  eas nous pourrons  supposer  comme a u p a r a v a n t  quo 

les xi soient  ordonn~s de sorte que 
X 0 ~  O. 

On au ra  
~r "~1 r - . - - I  ~pc'e-a- 2 

a _ I ~' -~ V X ,  . _ _ , , 1  
ip__f__~ ( b  ~- 1 ' - -  I C) 1,' ( : ~ - -  I 

( .  :=o,  i, 2; r_> ce + 2). 

Posons done, pour  a br6ger, 

(9) 
I 

v?, (x) = C~ 

v), (x) = b Ck + C~k 

v~!~  = c ~ { c x  + b (b + ~)} + C'~(b + c) + C~ = (b + ~) v~ (~) + Ckcx  + C~, 

~t ' et, pour  l ' indice r > 3, 

/ 
~, ~l';-' (x) C" ~ - 2  (~.) 

nous aurons,  pour  l ' indiee ~ > 3, 

, v}.?-i v; -~- 
(~o) 12v~ = (b + , , -  ~ c ) [ , ~ i  + c . ~ . - - - -  

En  d6signant  par  

1 (x) - :  z , ,  I;z 
T 

une fonct ion ent ibre rat ionnel le  donn6e arbi t raire ,  on obt iendra  

( I I ' )  
n 

o = l(h,) W = ~ [ C k l  (x~. + ~) + O'kl' (xk + ~,) + C" k f '  (zk + ~l~)] + x .  
O 

Or, ~tant  
r v - - a  X, t ? / v - - a - - ! l  

on aura  
C" t" (x + ~0 -- / (x + vk) C k / ( x  + u) + C'k / ' (x  + u) + k ,  

et, pa r  suite, d 'aprSs l '~quation (II ') ,  
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gt 

o = ~ k  I [zk + v~ (xk)] + z = A + z. 
0 

Soient main tenan t  ~ et p deux entiers positifs quelconques choisis de la 

m6me manibre que p. 249- 
Posons 

X 2 (X, ~ ;~ ln[n 
X " ~ ' H i  ( X  - -  x i ) P .  l (x) = ~_ , 

A repr6sentera un nombre entier, tandis que ]'on attra, pour p assez grand 

- -  queue que soit la valeur de Z prise dans l ' intervalie (i) - -  

17 .1<1 ,  
ce qui en t ra ine  

A - - o .  
Or, l 'on aura  

A = [% + vo (%)]2 ~ [xo - -  xi + vo (x0)Jp + 
(-" 1 

~ tt 
+ ~ k  [xk + vk (xk)y [xk - -  x,, + vl~ (x~.)]~- I ! ;  * vk 

IL- l 1 

Si done p est un  nombre premier assez grand,  on aura  

Supposons, de plus, que 

p >  i (Xo-- Xi) , 
1 

o n  a u r a  

v~ (x0) .... (12) [x~ + V0 (x~)] ~ ~ - - o  (rood. p). 

Si l 'on remplaee d 'abord  ). par  p - - ~ ,  on obt iendra 

vo ~-~ (x0) (rood. p) x'o I.p--I :i o 

ou, si l 'on a pris p >[xQ[, 

vo v-1 (x,,) (mod. 
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Posons, en second lieu, ~ = p - - 2 ;  on aura  pour  Ia mfime raison 

v~ -2 (Xo)_ (mod. p). 
[ p - - 2  --  o 

D'apr6s  l 'dgalit5 (io) on aura  d~s lors, si l 'on a pris 

p > l c z 0 l ,  

pour  tous les u < p - - I  (saul 6ventue l lement  la valeur  v = o), 

On aura  donc  

v: (xo) (rood. p) [~ ~ O  

v~ (Xo) = o, c 'est-~-dire b C O + C'o ~ o 

v~ (xo) = o, et,  pa r  cons6quent ,  CXo Co + Co ~ o. 

On pou r r a  ais6ment v~rifier que les derni~res 6galit6s repr6sentent  la con- 

di t ion non seulement  nScessairc mais encore  su/fisante, pour  que l 'on ai~ 

Wo (Xo) = o. 
En  effet, si l 'on admet  

C r o = - - b C  O et  C' o = - c x  oCo, 
o n  a u r a  

Wo (xo) = C, V (xo) + C'o V, (Xo) + Co V~ (xo) = Co { V (xo) - -  b V~ (xo) - -  cxo V2 (Xo)), 

et  Wo (xo) s 'Svanouira  done h cause de l '~quat ion ( i)  p. 240. 

Nous  pouvons  done 6tablir  la proposi t ion su ivante :  

Th6or~me.  XoXl . . .  xn ddsignant (n + I) hombres rationnels indgaux, et 
C O C I . . .  C,,, Cro. . .  C',,  C'~. . .  C'~ dtant des nombres rationnels quelconques, si l'on 

pose, pour abrdger, 
W~ (x) = Ck V (x) + C'k V, (x) + C'~ V2 (x), 

il ne peut exister une relation de la /orme 

7~ 

(8) W = ~ , ,  Wk (z~) 
0 

sans que chacun des termes 
W, (xk) = o, 

O, 
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et, pour que cela air lieu, il /aut et il su//i t  que, xk dtant ~ o, Wk (xD se r~u i se  
l' expre~sion 

(13) Ok I V  (Xk) - -  b [1 (xk) - -  cxk  V 2 (xk)], 

qui est nulle par dd/inition de la /onetion V, ou que, Xk dtant ~ o, on air 

C'k C" k 
Ck + ~ -  + b (b + c) o. 

J'observe que, b e t  c 4rant ~ o, et V (x), V~ (x), V2 (x) ne pouvant prendro 

aucune valeur rationnelle ou nulle pour des valeurs rationnelles quelconques de 

x diff6rentes de z~ro, aucun des termes de l'expression (13) ne peut s'6vanouir 

ou prendre uno valeur rationnelle. 

Nous retrouvons doric sous une forme g4n6ralis6e le th4or~me prdcit4 de M.  

Hurwitz,  1 ~ savoir 

(~Pour de8 valeurs rationnelles donndes de l'argument di//drentes de zdro, d'ail- 

leura arbitraires, il ne peut ]arnais se /aire que 

V' V" 
V, V', V", V- ou V 

soit dffal ~ zdro ou air une valeur rationnelle; et, d'une /afon gdn3rale, il ne peut 

exister aucune relation de la /orme 

p V + q V ' = r ,  ou 

p V + q V"~-  r, 

p, q, r ddsignant des nombres rationnels, qui ne 8ont pa8 tous dffaux h zdro.,) 

Des recherches de M. HURWITZ r6sulte, comme nous l 'avons mentionn6 dans 

lo w respectif, que, si la d6riv4e logarithmique de V a ~t~ d4velopp6e en frac- 

tion continue, soit 

(I4) c x _ _  = k c  + b ' 
et si l'on d6signe par 

la r4duite ~e i~m" de eette fraction continue, on aura 

(I5)  ( - -  I)" c~' x~ Vt, = 'P,, V - -  r f .  cx  V , ,  

off (p, et %, doivent ~tre des polyn6mes rationnels de x, b e t  c s coefficients 

entiers. 

1 HURWITZ, loc. cit. 
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Soient maintenant x0 x~ . . .  x~ (n + i) hombres rationnels indgaux; ddsignons 

par m un entier positif quelconque, et soient 

C~ (k--~ "''n) 
/l = o ,  I ,  m 

des nombres rationnels quelconques. 

Posons, o n  o u t r o ~  

Wk = W.  ~,, V .  (xk) 
0 

et 

W -- ~t ,  Wk. 
0 

Nous aurons 6videmment 

W k  ~ t t  . . . . .  

~o (- -c) ,x '~ '  

Posons, pour abrdger, 

C~ ~f,, (x~) ~ , 
V(xD --  �9 .,, ~ - - = - - -  cxk v ,  ~xkj. 

peut prendre aucune valeur rationnelle di]/drente de zdro. 

W~o~ 
il /aut  r chacun des termes 

Wk ~ o, 

et, pour que eela air lieu, on doit avoir 

~ k  (xk) = o e t  Ok (xk) = o. 

La condition ndcessaire et suffisante pour que 

Tt r ~  o, 

W~ = ~k  (xk) V (xk) - -  o~  (xk) V, (x~). 

On aura done la proposition gbndrale suivante: 

Thdoreme. S i  nous ,upposons tous les Xo x~ . . .  x,, di]jdrents de z~ro, IV ne 

Pour  que 

doit done ~tre exprimde par un syst~me de critdri~ms algdbro-arithm~tiques. 

J'observerai enfin qu'aussi le thdor6me de LINDEMANN pout sans grande 

difficult6 8tre gdn~ralisd d'une fagon analogue. 
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CHAPITRE III .  

Sur  quelques eas de s6ries hyperg6om6t r iques  g6nbralis6es. 

w 1. La m6thode employ6e dans le chapitre pr6c6dent peut  6tre utilis6e 
dans une certaine m6sure pour une 6tude ari thmdtique aussi des intdgrales de 
certaines 6quations diff6rentielles d 'un type plus g6n6ral que celles que nous 
avons 6tudi6es jusqu'ici. 

Ex~minons par exemple d 'un peu plus pros les int6grales de l '6quation 
diff6rentielle suivante:  

(I') ~ "  b,,z ,~ V,,+I ---- a0 V, 
0 

6quation d6nt  celle qui a fait l 'objet des reeherches de M. HURWlTZ est un cas 
sp6cial eorrespondant ~ m-=-2. 

Cette 6quation (i') est ~ son tour un cas sp6eial de l '6quation diff6rentielle 
plus g6n6rale des s6ries hyperg6om6triques g6n6ralis6es. 

Appliquons les notat ions introduites dans ce qui pr6ebde. Soit k~(--i) ou 

plus simplement 

(2) 
{ k~.,i--[Z~_~ v,  pour v<) .  

et = o, pour v >  it. 

ao, a, . . .  a,,=, bob~ . . . b,, d6signant des nombres rationnels donn6s arbitraires, 
soient de plus 

(3') " 

0 0 

()~ = o, z, 2 . . . .  ad inf.). 

/z et g;. pourront  s'6crire sous la forme 

I /;. ~ [(k;.) et g;. = g(k~.), oli 
lr/g m 

/ (x )  = ~ ;  a,,ce ~' et if(x) - :  2 b,,xL 
0 0 

Soit, en outre, 

et, pour it_> I, 
F o  ~ i ~ ~ o  
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(4) 

et posons enfin, pour abr~ger, 

(s) 

Nous aurons done 

(6) 

E. Stridsberg. 

F(Z) = R ' / '  
0 

GO.) = l l i  gi 
0 

G 0.) 

I;.H~.+I = g~. 11z. 

Ceci pos6, consid6rons la fonction 

(7) V--- ,~ .  zz �9 
o l l z  

Cette fonction, qui est le type  des s6ries hyperg6om6triques g6n6ralis6es, 

sat isfai t  6videmment  ~ l '6quation diff6rentielle 

(i) 
m 

b ~ x  m V,,+I ----- "~ ; (a,,x - -  b~,_x):r' ~-1 V,, + ao V.  
1 

Si am ~ o, mais b,, ~ o ~ bm-~, la s6rie (7) est, comme on le voit, toujours  

divergente  et n ' aura  par cons6quent pas de sens d6termin6. 

Si a,,~ ~ o et  b,~ ~ o, mais b,,-1 ~ o, la fonetion V(x )  aura  en dehors de x ~  c~ 

encore un point  singulier essenticl situ6 ~ une distance finie de l'origine. 

Si, f inalement,  bm ~ o, il est 6vident  que la s6rie (7) convergera dans tou t  

le plan. 

Nous bornerons - -  du  moins pour le prdsent - -  nos recherches h ce der- 

nier cas. 

Dans le m6moire pr6cit6 de M. HURWITZ, publi6 dans le tome 32 des Math. 

Annalen, l ' au teur  t rai te  aussi les s6ries hyperg6om6triques g6n6ralis6es. 

M. HURWITZ part ,  en 6tudiant  l '6quation (i), de l 'hypoth6se essentielle que 

b~ r o et  que a m =  o. La  s6rie (7) sera alors non seulement convergente  dans  

tou t  le plan, mais elle convergera si fortement,  que ~,,~' x m''. -~,v d iminueront  con- 

s t amment  et ind6finiment,  Iorsque l ' indice ,u va  en croissant. 

On peut  par  cons6quent reprendre le ra isonnement  de l a p .  z39 et mont rer  

que, dans les circonstances indiqu6es, il est impossible que toutes  les relations 
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V: V,: V ~ : . . .  : Vm 

s o i e n t  r a t i o n n e l l e s  p o u r  des  v a l e u r s  r a t i o n n e ] l e s  de  l ' a r g u m e n t .  ~ 

D a n s  ces  r e c h e r c h e s ,  nous  p o u r r o n s  c e p e n d a n t  l a i s se r  d e  c6t6 la  r e s t r i c t i o n  

am ~ o, qu i  e s t  p o u r  n o u s  s ans  i m p o r t a n c e .  

D ~ s i g n o n s  d o n c  p a r  am, le n o m b r e  a~, de  l ' i n d i c e  le p l u s  h a u t ,  qu i  e s t  # o. 

S u p p o s o n s  b i n #  o e t  m ' < m ,  de  s o r t e  q u e  /z so i t  a u  p l u s  d u  m S m e  deg r6  d a n s  

)~ q u e  gz. 

E n  d 6 s i g n a n t  p a r  r e t  s des  e o n s t a n t e s  d o n n ~ e s  a r b i t r a i r e s ,  n o u s  a u r o n s  

V ( r x [ s a o . . .  sam, rsbo. �9 . rsbm) = V ( x ] a o .  �9 . a , , ,  be .  �9 .bin), 

ee  q u e  n o u s  a b r 6 g e o n s  d e  l a  m a n i ~ r e  s u i v a n t e :  

V ( r x l s a ,  r s b ) =  V ( x ] a ,  b). 

D o n e ,  il su f f i t  e n c o r e  p o u r  ces f o n c t i o n s  p l u s  g6n6ra les  de  s u p p o s e r ,  c o m m e  

n o u s  l ' a v o n s  f a i r  d a n s  les cas  p r 6 c ~ d e n t s ,  q u e  les p a r a m ~ t r e s  ao a ~ . . .  am, b0 b ~ . . .  bm 

s o i e n t  des  n o m b r e s  entiers, a v e c  b,~ > o e t  a,~, > o, e t  que  l ' a r g u m e n t  x ne  p r e n n e  

p a s  d ' a u t r e s  v a l e u r s  a l g 6 b r i q u e s  q u e  des  v a l e u r s  a l g 6 b r i q u e s  enti~res. 

t HuRwI~z: loc. cit. 
En corrigeant les 6preuves de cette ~tude, men attention a ~t~ attir~e par un article 

publi(! ces jours-ci par M. O. PEaRO~: Ueber lineare Differenzen- und Differentialgleichungen 
(Math. Annalen, Band 66, Heft. 4, 1909), off l 'auteur consacre un chapitre aux recherches prdci- 
t~es de M. HuawlTz. 

M. PERRO~, qui a d~velopp~ l 'algorithnm bien connu, introduit dans uu m~moire posthume 
de Jacobi et g6n6ralisant les fractions continues, a eu l'id~e tr~s naturelle de se 'servir de ces 
algorithmes afin de trouver, pour certaincs fonctions g6n6rales, la correspondance exacte de la 
propri6t6 que LEGE~DRE et HURWlTZ ont prouv~e pour les fonctions de Bessel h l'aide de l'algo- 
ri thme ordinaire des fractions continues. 

La propos~ition de M. Peck'on est Omnc~e de la mani~re suivante: 
~Ddsignons par Qo Q1 . . .  Qn une suite de polyn6mes rationnels, soit 

i 
Qd~) = ~ a ~ . . i x ~ "  (i = o, ~ . . . .  n), 

o 
o~ nous supposons an. n # o. 

II  existera toujours une fonction enti~re b'anscendante, soit 

y =  V(x), 

ddtermlnde ~ un facteur constant p~gs, qui satisfait ~ l'dquatlon diffdrentielle 

Qn(x)y(n+l) + . . .  + Q~ (x)y" + Qo(x )y ' -  y = o. 

or, soient tons les az. i des nombres mtionnels et Xo un hombre rationnel quelconque, qui n'a- 
nule pas le coefficient Qn(xo), et ddsignons par Co C~ . . .  Cn des hombres rationnels quelconques, qui- 
ne soient pas tous dgaux h z~v. 

I Ine  peut ~amais exister une relation de la feline 

~ k  Ck Vk(xo) = o., 
0 

Acta mathematica. 33. Imprim~ le 24 septembre 1909. 3 5  
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Nous  avons  trouv6 (lemme 2, p. 242), pour des valeurs quelconques  de r et 

de ~ < r ,  les relations suivantes:  

(8) 
1,. - -  ~ ,  k" /~ (2") 

0 r--). 

k~ r 
0 

m r - - ~ ,  

1 

Ir--iL 
l 

Introduisons maintenant  une  suite de fonct ions  uS(x) par les formules r~cur- 

rentes suivantes .  

Soit  u ~  i ,  et soit,  pour ~,> I, 

U Z + I  m ~).--v m ,//).+l--v 
~ "  t~v (Z) ~v - -  - -  1,.1s ~ - ~ -  ~ . ~ ( z ) ~ " l z _  ~, i z + ~ - , ,  0 1 

m U)__v 
= ~ .  { , .  (z) - ~ + ,  (z) } x. Iz 

0 

off flm+l ~ o, 
et off l 'on aura encore 

a,(Z) = o et fl,;()~)----o pour )~ < r. 

Nous  aurons done,  en nous  servant de notat ions  symbol iques  analogues h 

eelles introduites  clans le ehapitre pr6e6dent, 

(X "]- l/~) r + l  t x r + l  ~ ~/).+1 •r--). 

l~ i . ~ + ~ - - , . i ~ - - ~ , . / ~ l ~ §  ~ -  
r m r--v ~ t  k ~ ,//?.+1 ~--) . - -v  

UL+I xr--2 2 ~  v ~ ) .  F ~ 2 1  

0 1 

m r 

Je pose 

m r 

"~(~)= I-2--(~= 
k (k,_) 

O~ I . �9 �9 m)~ 



Sur quelques propri6t6s arithm~tiques de certaines fonctions transcendantes. 275 

et  je t rouve 

r Z--v u)r+l  Xr+l - -  ra2v - v  ~ ,  [ 7 v ( k ~ ' - v )  "Yl'^__ xr--)" t.(xl.~++~ t r ~  + ~ o , ,  , -  . 

= 2 v  2 Z y ' , ~ Z ,  - X r-~" 
o o IZ El  r - x - "  

OU 

(9) 

On a donc 

f f t  

"-~ I" El r - z '  o o 

u),+l . x~+l 

/.(~1++, t.l~-+~=g.---- 
(X Jr u ) r .  

I, 

(x 4- u) r+] r+x XV 

o 

Les fonctions u~(x) doivent  ici 6tre ddfinies par  les formules de rdcurrence 
suivantes:  

u '  d~signera toujours  le nombre un, et, pour  ~ >  o, on aura  

(io) 
~ " - t _  ~ - ~  I ~ ~ = ~o ~ ~ U -  ~ I ~=-* '  o~ 

, u T M  ~ ,  [ r  /"+~(#~. . . . .  3 ]  ~ u ~'-~ 

..i~v~=~0~ [ ~ - x  I.+ ~--J~ ~-~.~, 

Si nous introduisons ensuite la no ta t ion  

h" ~ a ( r )  = u  (o) = L ~ )  = L~, ,  
n o u s  aurons  

( i i ' )  h'V  = (z + u)" + x'X,(x), 

off 

x, (x)  = ] g ,  ~'~- 
1 :Zifr+v [ f -~- lp 

Or, nous avons suppos6 
~7~ ~ ~t t . 

X v . 
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A part i r  d 'une  eer taine valeur  2 o de 2, on aura  par  suite 

1 2g~-11 /~.-1 [ sup6rieur h i,  e t  cons tamment  et  ind~finiment croissant  avee it, 

e t  il en sera de m6me pour  
I~lZl. 

Or, soit M la plus grande et m la plus pet i te  des valeurs que prend 

2g,-, I 1~.-1 I pour  2 < 20- 

On peu t  tou jours  t rouver  un nombre  z > 2 o ,  assez grand pour  que 

M ) ~  

et  que, pour  route  valeur  de 2 inf~rieure h z, 

Soit maintenant ,  en premier  lieu, r > u ,  on aura  ~videmment  

I ~+~1~+ ~-i~,,+,l ~---+ .I-1~4 . 
En second lieu, si r < z  et v > 2 0 ,  on aura  

I~t~1<1~,1.1 
et  

~r~+,,Ir +.~. < 

et  

d'ofi 

Soit enfin v < Z0, on aura  

I z~lr ~ r ~  ~1<-~ ~ 

I~L~I<_M ~, 

I ~+~'LI~ + ~ ~ ~i < (~)~ < (~1 ~' < I ~ I -  - 
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Pa r  cons6quent ,  on aura  dans t o u s l e s  cas 

Soit dgs lors 

Ix,(x)l< U(Ixl). 

L'6qua t ion  ( I i ' )  pou r r a  donc fi~re 6crite sous la forme su ivante  

h"V=(x +u)" + Zrx"U(Ixl), o~ IZ~(x)l< x. 

on aura  toujours  

(Ii) 

Soit, comme aupa ravan t ,  
a ~ v  

t(x) =~a~ 
0 E 

une fonct ion rat ionnel le  enti~re quelconque,  et posons 

nous aurons  

(I2) 

Off l 'on au ra  

n X v  

0 

j(h) V(x) = j (x  + u) + q~(x) U(Ixl), 

~ 1  xvl 
I~(~)1 <- ~o v]a~-  [ �9 
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et  supposons qu 'on  ai t  

(~3) 

n 

W = ~k Ck V(xk), 
0 

W = o .  

Soient  2 et  p deux  ent iers  positifs, don t  p > )~. 

Soient. XoXt . . .  x,, (n + i) nombres  donn6s rat ionnels  in6gaux - -  il suffit  de 

les supposer  tous ent iers  - -  et  soient Co C~ . . .  C,, des entiers  quelconques ~ o. 

Posons,  pour  abr6ger,  
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Nous supposons, comme dans le chapitre pr6cddent, que p soit un nombre 

impair et que )~ delve ~tre choisi dans l'intervalle 

(i) P - - I < ~ < p - - I .  
2 

Soit, de plus, 
n 

l (x)  = ( ~ -  ~~ H i  (x - xi ) , ,  

on aura 

(~4) 

off l'on a posd, pour abrdger, 

A = C~ i ( X o -  

0 = / (h ) '~kCkV(xk)  = A + B + C, 
o 

xi + U(Xo))p 

n 

B = ~ k  Ck [xk--xo + u(xD] ~" ur(xk) f i[  ( x k -  x, + U(Xk))P 

C = ]~kCkq~(xk)U(Ixkl).  
o 

p peut 6tre pris assez grand, pour que 

[C[ soi t<  I, 

quelle que soit la valeur donnde de ~, prise dans l'intervalle (i). 

Des relations analogues peuvent  facilement 6tre d6montr6es aussi pour des 

combinaisons lindaires arbitraires entre V et ses ddriv6es. 
En effet, on aura, V~, d6signant toujours la derivde Ct i~mB de V, 

o o 

v ,  = ~ or+, 12 "~.+,1_ ~' 
0 

h ~ V,, = ~ ~ V,~ = [-~[_~ (x + u~,) "-" + R, 

off j'ai ddsignd, pour abrdger, par R le restant des termes. 
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Donc 

Soit  

il en r~sulte que  

on aura  

D~s lors, si i 'on pose 

d'ol~l 

(I~) 

Or, met tons  

l(h) V~, = l,"(x + u,,) + R. 

w= ]~,,c,, v,,(x), 

n 

/(h) W =  "~u O,,/,"(x + u,,) + R .  
0 

V ~  " n ,lt).--te 

~ - ~ o .  i~--"-~,, 

n 

l(v) = ]~ .  e, , l , ' lu.) .  
0 

l ( h ) W = l ( z + v ) + R .  

lx+~, = h(k;.) et  g~.+.,, = i(k;.), 

d'ofi, d 'apr~s le lemme 2, p. 242, on aura  

h~(k~) ---- ]"(k~+t,) et  i"(k;.)~g~(k;.+~,), 

ee qui  nous donne  

m fg~(/r 

Done 

U2----~ 

l~ IZ:-~. u ~,~0 ( ") -x 1 "+'~(k~ .... ')(/x" [~ - - ' - -  ~ %  , 

et  il en r6sulte que 

279 
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A l'aide de ces ~quations (I5) et (i6), on pourra toujours rendre r~tude de 

eombinaisons lin~aires quelconques de V et de toutes ses deriv~es analogue k 
l'~tude de la seule fonction V, et, par suite, nous pourrons nous borner, dans ce 

qui suit, k cette derni~re 4rude. 
En effet, le raisonnement suivant ne rencontre pas de difficult~s. 

D~signons par  
m k 

w,,= ~,,r~ v,~(x) 
1 

une combinaison lin~aire quelconque des V, V~. . .  Vm k, dont les coefficients 
soient des nombres rationnels ou des fonetions rationnelles de x h coefficients 

rationnels. 
Wk se r~duira toujours, ~ l'aide de l'~quation (i) et des bquations qui en 

auront  ~tb obtenues par des differentiations successives, /~ une eombinaison de 

la forme 

w,,= ]~,,c~ v,,(~), 

dont les coefficients C k scront de la m~me nature que 7~- 

Soient xox~ . . ,  xn (n + ~) valeurs rationnelles de l 'argument, toutes distinctes, 

d'ailleurs arbitraires, et posons 

W = ~ ,  Wk(~k). 
O 

Si l'on a montr~, par les m6thodes iei appliqu6es, l'impossibilit6 de route 

relation de la forme 

]~k Ok V(xk) --- o,  

(Ck et xk ~tant tous des hombres rationne]s), saul le cas off tous ]es Ck s'~va- 

nouissent, on pourra tou]ours d~montrer, d'une mani~re tout  s fait analogue, 

la proposition suivante:  
La condition n~eessaire et suffisante, pour  que 

est qu'on air chacun des termes 

W ~ o ,  

W~ (xk) = o, 

et cela ne peut  avoir lieu, sans que tous les C k s 'annulent (saul le cas, bien en- 
Is 

tendu, oh l'on a Xk ~ o, ce qui entraine, en effet, une solution sp6ciale 6vidente). 
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w 2. Nous nous bornons dans ee w au eas sp6cial de lYquation (1'). 
On doit substituer dans l '6quation (i) 
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B ~ o  

d'oh encore 
A - - o  

tandis que, p 6tant un nombre premier, 

(rood. p), 

(mod. p), 

Soit encore 

n 

A C O l l i  (x0--xi)P (mod. p), 
1 

d'oh, si l'on prend le nombre premier p suffisamment grand, on tire 

u~'(x0) (17 ) ~ ~ o  (mod. p). 

Supposons, d'apr~s le raisonnement rep6t6 plusieurs lois dans ce qui pr6- 
e~de, que 

X o # O, 

et choisissons d'abord le nombre premier 

p>lb,,,xol. 

- - > r a ,  
2 

et soient v, v - - i  . . . .  v - - m  (m + i) nombres eons6eutifs dans l'intervaile (i), on 
aura, d'apr~s l'6quation (i7) , 

gtv--x (X0)  - 
[ v - - x  o (rood. p) 

Acta ~nathematica. 33. Imprim~ Iv 24 septembre 1909. 

(x=o,  i , . . .m) .  

36 

a m ~ O ~ a m - - 1  . . . . .  a l ;  ao~O. 
Comme 

V ( x l a  o, b )=  V(aoxli ,  b), 

on peut  toujours supposer a, ~ 1. 

On voit alors, h l'aide des 6quations (IO), que t ous l e s  [_v sont des entiers. 

Il en sera de m6me pour A et B, et l'on 6tablira comme dans le chapitre 
] I  w 2 que 

A + B = o ,  
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d'ofl 

I1 en r6sulte d'apr~s (IO) 

uV--m--1 
b~x'~ ..... o (mod. p), 

r - - m - - I  

u~-~-I - -o  (mod. p) etc. 
I v - - m - - i - -  

Finalement, on aura donc 

u ~  o (mod. p), 
ce qui est impossible. 

Nous aurons done le th6or6me enonc6: 

Th~or~me. L' dquation 
W-----o 

comporte dans tous les cas une impossibilitg. 

0orollaire. M$me une relation lindaire ~) coe/]icients rationnels entre la /onc- 

tion V et ses ddrivges est done, d'apr~s ce que nmts avons dit dans le w prgcddent, 

impossible pour des arguments rationnels, sau/ les relations, qui sont identiquement 

rdductibles ~ l'dquation di][drentielle (it), et sau/ la relation dvidente qui existe entre 

des /onctions V arbitraires pour x = o. 
gemarquons  enfin que mfime le th6or~me de LINDEMANN se d6duit ici sans 

difficult6. 

w 3 .  Mon intention a 6t6 de poursuivre ces 6tudes jusqu'h consid6rer cer- 

tains types g6n6raux des s6ries hyperg6om6triques gdn6ralis6es. Si cela r6ussis- 

sait, on obtiendrait, comme on peut facilement le montrer, un point de d6part 

important, qui permettrai t  d'approfondir consid6rablement l'6tude de notre pro- 
bl6me et notamment de l'6tendre des relations lindaires entre des fonctions V 

donn6es b~ des relations de degr6 sup6rieur. 
Je  me permettrai de rendre compte iei de quelques-unes de rues recherehes 

pr61iminaires sur eertains types plus g6n6raux que ceux qui ont 6t6 6tudi6s dans 
le w pr6e6dent. Elles donnent une id6e des difficult6s que l'on rencontre, lors- 

qu'il s'agit de s 'at taquer au probl6me gdn6ral. 
Consid6rons d'abord la fonction suivante d'un type  plus g6n6ral 

( is*)  v = :Ev 
0 



Sur quelques propri6t~s arithmetiques de certaines fonctions transcendantes. 

oh l 'on a mis 
H~ = h o hi �9 �9 �9 h~-i 

h~. = h(kz ) ,  

283 

h (x )  d6signant  une fonct ion rat ionnelle  enti~re ~ coefficients rationnels,  soit 

( Sh) h ( x )  = 
0 

Pour  plus de pr6cision, nous supposons  toujours  qu 'on ai t  obtenu,  par  un 

6change convenable  des param6tres ,  t o u s l e s  b,, entiers. 

Si hz poss6de un fac teur  de la forme ) . - - z ,  z d6signant  un nombre  ent ier  

queleonque positif,  n6gatif  ou nul, V dol t  8tre ramen6 aux  fonctions ddj~ dtu- 

di6es dans le num6ro pr6c6dent.  

Je  suppose done que hz n ' a i t  pas de fac teur  pareil.  

Nous  aurons done t o u s l e s  h~.r o, et, par  suite, la fonct ion V d6finie pa r  

l '6galit6 (18") aura  toujours  un sens d6termin6. 

J ' a jou te ra i  l ' observa t ion  suivante  don t  je ferai usage plus loin: 

On aura,  ce qui est  facile ~ v6rifier, pour  des valeurs quelconques de L et  de v, 

k~_ l_x- - ( - - i )vk~+  ~ (rood. •) (Z=O,  1, 2 , . . .  ). 

P a r  suite, si l 'on me t  

(zS.) 

on au ra  tou jours  

( -   )vb k: , ,  %+, 
0 

hz_l_ ~ ~ a .  (mod. Z) (z - -  o, i ,  2 . . . .  ). 

Ceei pos6, supposons qu 'on  air pour  une valeur  donn4e de z, soit pour  

~ 0 ,  

on aura  6v idemment  t o u s l e s  hz divisibles par  (L + z 0 4- z), ce qui  est  contra i re  

aux hypoth6ses .  

P a r  cons6quent ,  on aura  t o u s l e s  

ctz # O. 

Supposons ma in tenan t  que hz cont ienne  un fac teur  lin6aire de 4, soil 
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Par  hypoth~se,  on devra  avoir dvidemment  b # o, et, d 'une  fa~on gdndrale, 

[b I ne doit  pas 6tre divisible par  I c [. 

Posons, d 'apr~s les nota t ions  introduites  plus haut ,  

k ; = ~ b ( b  + c) . . . (b + c v - -  i ) ,  

l 'dgalit6 (i8*) se t ransformera  dans 

(~8)  V ~ x ,  
0 ~ ~ v  

C'est-lh la fonction que je veux dtudier.  

Considdrons d ' abord  la fonction plus simple 

x ~ 
v = 

Cette fonction est une gdndralisation trgs simple de la fonetion exponen- 

tieUe, et, pour le c a s q u e  nous aeons exceptd, 

b : - o  (mod. c), 

elle se t ransformera  dans ladite fonction. 

Je  rappelle en passant  que M. RATNEI~ a montr~, Math. Annalen tome 3 z, 

l ' impossibilitd de g~ndraliser jusqu'k ce type  de fonction les lemmes auxiliaires 

sur lesquels M. HURWITZ basait  dans ses recherches ant~rieures sa ddmonstrat ion.  

Cependant  le ra isonnement  de M. RATNER montre seulement que les m g t h o -  

de s  employdes par M. HURWITZ ne se laissent pas gdndraliser au delh de certains 

types de fonctions ddterminds, mais ne prouve rien eontre la possibilitd d 'une 

extension pareille des r d s u l t a t s  auxquels M. HURWITZ a voulu arriver. 

La  fonetion V, ddfinie par l '~quation (I8'), est dvidemment  une intggrale 

particuli~re de l 'dquation diffdrentieUe lindaire non homog~ne 

(I9') c x V l + ( b - - c - - x )  V = b - - c  

ou de l 'dquation diffdrentielle lindaire homogAne 

( I 9 )  c x V,  + (b - -  x)  Y~ - -  V = o. 

L'int6grale g6ndrale de ces 6quations doit  ~tre repr6sent~e, comme on le 

voit, par  une combinaison lindaire de l ' intdgrale particuli~re donnde par  l 'dqua- 

t ion (18 f) et d 'une  fonetion exponentielle. 1 

I Je me sers ici et ailleurs de ce terme dans le sens dtendu d'une combinaison de fonc- 
tions algdbriques et de sdries exponentielles de fonctions algdbriques. 
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pour  

L '6qua t ion  (I9) est, comme on le voit ,  un cas par t icu l ie r  de l '~quat ion (i), 

m = I ,  b t = c  b o = b  a t - ~ I = a o .  

Les formules  r6currentes  de (io) se t r a n s f o r m e n t  dans  

(2i) / u ~  u l = b ,  et  pou r  v > i  

u ~+1 = (b + c v - -  x) u ~ + c v x u r - l ,  

o u  e n c o r e  

U v i x § U) : (~ ~ U v-1 i x § U) § b u ~. 

Tous  les u ~ sont  donc des nombres  entiers.  

J ' a u r a i  g subs t i tue r  dans  les 6quat ions  ( I I )  e t  (12) 

h : kb, 

et  j 'obt iens ,  d ' ap r~s  ee t te  derni~re,  

i22) t (kb) V = l (x + u) + r (x) U (Ixl). 

Soient m a i n t e n a n t  s e t r  des ent iers  posit ifs  quelconques,  on a u r a  

u*(x + uF x + u~-l  u~+" x~_l_,, 

I . - i  ~2o" V__ Iv : ~ z ~ =  
C i z § U) ~r--1 U,,+s_ 1 x r _ l _  v Its (~  -[- U) r -1  

+b E Ir-~ 

c (x + u)  r-l~ u ~+'-~ x ~-1-~ + c u '-~ (x + u)" 

"r i~-~ i r -  I - - ~  18--I____ i r -  I 
b u* (x + u) "-I  

+ ~ IT--~ 
c u'  (x + u) r-l 
18 I ~ ' - 2  

c u "-~ (x + u) r u'  (x + u) r-1 
+ [ 8 ~ I ~ - m i - - + b 1 8  I r - - I  

u" (x + u) "-~ c u'-~ (x + uy  
+ IS~I  Iv I ' = ( b + c r - - 1 ) ~  [r--I  

d'ofi  

u'(x + u)" u ~ + u) "-1 
(23) ~ k~ ~ k~-' 

U s-1 i x *j- U) r + 

Soit  q le plus pe t i t  des nombres  r et  8. 
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Par  l 'application it6r~e de la formule (23), on t rouvera  6videmment  pour  

Tous les u~ se rdduiront  h des nombres  entiers, et, par  suite, tous les 

seront de m6me des entiers. 

De plus, on aura  

v ' - - ( x  + u)" 

V r ~ X r + h r - 1  v r - l ,  

Donc, nous aurons,  en d~signant par  r et s des entiers positifs quelconques, 

Us $ $ v'+~- (-- x)'-'- v'+~-~ i - -  x)'-~" 
v.~  = 2 ~  ~ : 1 ~  - 2~-h.+,.-, - ~ p : ~  - Is o o 

= ~ ,T,,~ h ~ ik,_,) , , ,§ i -  x).-~. 
0 ~ I,, I ; ~ - , ' 1  ~ - ~ .  

-o-  ~ h ,  ]k,_l) v,+,_l • i~,,v ~-~ ( - ~ , x )  "-~- 

chaque nombre entier 
~t< q: 

~'i~ + u). t u t . - ,  t x + ,,y-,,  (,, �9 + ut.  

d 'od  l 'on tire, d 'apr~s ]e lemme 4, P. IZ, 

c~ 
u" ix + u)" = nombre entier. 

Or, cet te proposit ion pourra  s '4tendre encore ~ la fonction ( i 8 ) d e  type  

plus g~n~ral. 

En effet, d 'apr~s les 4quations ( i I )  et (i2) on aura, cn m e t t a n t  

h" = H , ,  

i24) ] (h) V (x) = 1 (x + u) + ~ (x) U (I x I), 

off les u ~ (voir l%quation (zo)) seront introdui ts  par les formules r~currentes 

suivantes 
u ~  u ~ = h 0  et, pour ~_>I,  

u~- ~ h"(k~_,) ~ u ~.-~ 
i ~ - ~  �9 ~ o E  
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d'ot~ 

u" ~ h~ (k~-1) v~+~-I --u'-~ (26) v ~ - -  = ~.~ 
o I 

ou, si l ' on  veu t ,  

m 
u" u" ~ h  ~ ( k , _ , ) v ~ + . _  1 u'-~ 

L e m m e .  Dd s i g n o n s  p ar  s u n  ind ice  quelconque.  

P o u r  toute va leur  de r q u i  n 'es t  pas  supdr ieure  ~ s, soit  p o u r  

on a u r a  
r = s - - ~  ( , u = o , i  . . . .  s), 

~ + ~ ,  v'-.~ (cu)" 
~ nombre  entier,  

et p o u r  toute va leur  de r q u i  n 'es t  pas  in lgr ieure  ~ s, soit  p o u r  

on a u r a  
r = s  + ~, ( u = o ,  i . . . .  ad  i n / . ) ,  

v , + ,  (c u) ~ = n o m b r e  entier.  

P o u r  s ~ o  e t  p o u r  s ~ i  le l e m m e  es t  dv iden t ,  e t  p o u r  s > 2  il p e u t  s 'd ta -  

b l i r  a i s d m e n t  p a r  d d d u c t i o n  de  s - - i  h s. 

E n  effet ,  s u p p o s o n s  le l e m m e  v r a i  p o u r  l ' ind ice  < s - - i .  

D ' a p r ~ s  (25'), nous  a u r o n s  

/~t - -  v*- '  (c u)" , . , + 1  �9 g,-: ,-a v~-.,-1 !c u)" 
b4-c.--# ]8 I%+CS--l'--i ~ = 

m 
_ ~ h~ (k,_~_~) y ,  - -  v'-"+~-~ e u "-~ - -  . n o m b r e  en t i e r .  

1 [~ b+~-, ,  i s _  ~ 

P a r  l ' a p p l i c a t i o n  i tdrde de  ce t t e  fo rmule ,  nous  a u r o n s  donc  

~ _ _  ( c ~  ~b (CU) ~ + n o m b r e  e n t i e r  b+es--,~e " Vs--~ ~ g*--I,--1 g*--.,e--2 �9 �9 �9 go 

n o m b r e  en t ie r ,  p o u r  tt = o, i . . . .  s. 

E n  pa r t i cu l i e r ,  n o u s  au rons ,  p o u r  tt = o, 

v" ~ ~ n o m b r e  en t ie r .  
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De plus, on aura  d 'apr~s l '~quation (26) 

i m Cs U~_ v V , + .  ~ (C /)" __  , ~  h ~ ( k . + , , - - l )  . V , + ~ , + ~ _ I  . 

o I; P - ;  

hs+u-1, vs+! ' - I  (c u ) '  . ~ + n o m b r e  entier  = 

h~+~-l.h,+~-2 �9 h e r ' ( C ;  )~ --  . .  - -  + n o m b r e  entier 
L_ 

nombre entier. C . Q . F . D .  

Supposons main tenan t  qu'il  existe une relation de la forme 

W =  ~,r V(xk) = o. 
0 

On peut  toujours  supposer 
X o ~ O .  

Soit 

/ (x) ~ (c x),  (x -~ x~ O ,  (x --  x,)p, 

avec les m~mes hypotheses  qu ' aupa ravan t  concernant  les nombres p et )~ (voir 

par  exemple p. 278 ). 

On trouve, comme auparavant ,  

n 
o = 1 (h) ~ k  C~ V (x~) = A (x0) + B + C, 

0 

oh l 'on aura  pos~, pour abr~ger, 

V n 
A (x) = Co (2 + u)p H i  (x - xi + u)v 

1 

n r .  

B = ~ k  Ck c~ [;rk-- Xo + u (xk)Y" p~ [xk + ~ (xk)]~ u~ (xk) Hi[Xk~ - -  Xi + U (xk)lP 

n 
c ='E,, c,,~ (xk) u (I =,, I). 

0 

A (x0) et B se r~duiront h des nombres entiers, ce qui en t ra lne  effective- 

ment  la consequence que C sera de m~me entier. 

Or, prenons p assez grand pour que 

[CJ soit < i ;  
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d o n c  il f a u t  que  
C = o ,  

et, p a r  suite,  nous  a u r o n s  encore  

A (x~) + B = o .  
Or, e o m m e  

B :=-:i o (mod.  1') 
il f a u d r a  enf in  que  

A (x,,) ~ o (mod.  p). 

Si l ' on  p r e n d  p o u r  p tin n o m b r e  premier ,  on  do l t  avoir ,  p o u r  x =  x 0, 

c p  ~t). n 
A (x) - -  t,'0 ~ (x + ~)v l l i  (x - -  x~)v 

1 

Soi t  p u n  n o m b r e  p r emie r  assez g r a n d  e t  

r ique  de  
n 

C0 b~ c Xo l I i  (x0 - -  xd. 
1 

On t r o u v e  alors,  p o u r  x = x0, 

(C~)~(x + u)" o 

S u p p o s o n s  de  plus  que  

.... > m ,  
2 

(rood. p).  

supdr ieur  '5 la va l eu r  num6-  

(mod.  p). 

e t  so ient  p - - i ,  p - - 2  . . . .  p - - I - - m  (m + z) 

val le  de  ),, on  a u r a  

(c u)V-~ 
i p I z  ( x + u ) P  o (mod.  p) 

n o m b r e s  eons6cut i fs  dans  l ' i n t e r -  

( z = i ,  2 , . . .  m + i). 

On t r o u v e r a ,  p lus  g6nSra lement ,  p o u r  - -  zr < !, < m et  * < z < p, 

(27) (c u)~ -~- i p _ z  (x + u ) p - " -  o (mod. p). 

E n  effet,  supposons  d ' a b o r d  que  la fo rmule  (27) soit  v ra ie  p o u r  une  va lour  

ce r t a ine  de z e t  p o u r  t o u t e s  les va leu r s  ent i~res pos i t ives  inf(,rieures h celle-lh, 

tt 6 r an t  6gal g z6ro. Sa v6rit6 p o u r  - -  o~ < !l < - -  i sera  alors fac i lement  p rouv6e  

p a r  d 6 d u c t i o n  de ,u g !t + i .  

E n  effet,  on  a u r a  

I %  

c(~;)-P_~(x + u)p+,+l (c~)~'-~+~ (x + u)p+', ~> o 
- I p _ _  z 

Acta mathematica. 33. lmprim6 le 9 novembre 1909. 

( rood.! , )  (.,,= % r , . . . a d i n f )  

37 
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Cela d6montr6,  la v6rit6 de la formule  (27) pour  r < p < m sera aussi facile- 

m e n t  prouv6e par  d6duet ion de !t ~ . + I.  

En  effet, d ' ap rgs  l ' ident i t~ su ivan te  
z 

(x + u)~ . . . .  ~ [(c ~)~-~ - ( -  c x)~-U (c ~)p . . . .  c (x + ~), '-" y__/. (c ~)v-~.{-- c xp  --~, 
2 

qui p o u r r a  ~tre a is6ment  v6rifi~e, on au ra  

,~. ~ (cu)P  - ~  :-- ( c u )  (a: + ~OP - ' ' - 1  (rood. p). 
( 2 8 )  ( - - C X J ~ - - ' ~ 9 _ _  Z ( X ' ~ - 1 0  p - ' u - 1  --  

d'ofi 

De plus, on a u r a  

~n (~...)pT~ (~. .  ~,.)~_, .... ]~.. _t,_.. (k._,,_.)(,~ -,, ~,),,_,,_~... 
[~,-~ ' o [,' 

CP--1 ?tp--l--v 

- -  ! - -  P 

(C ~ )  P--] 
(rood. p). 

Or, nous avons  t rouv6 (voir p. 51) 

hp_, ,_j  : ,,, (mod. 1~), 

o~ t o u s l e s  c h, sont  diff~rents de z6ro, p o u r  !~ = o, I, 2 , . . .  ad inf. 

P a r  eons6quent ,  si l 'on  prend  p sup6rieur  ~ la va leur  num6r ique  la plus 

grande  des nombres  % a ~ . . .  c~,n, on au ra  6 v i d e m m e n t  

(~c + u)v-, , -1 (cu)V-~ 
- o ( r o o d .  p ) ,  

[ p - -  I 

d'ofi,  d ' ap r6s  (28), 

( c u ) f - ~  (x  + u ) v - . , - 1  :-=~ o (rood. p). 
}p - - z  

L a  formule  (ZT) sera done  vra ie  pour  I S z < m +  I e t  pou r  - -  w < u < m. J ' 6 t a -  

blirai, pa r  d6duct ion de z h z + i, qu 'el le  l 'es t  aussi  pour  m + 2 < z < p. 

Supposons  en effet  que ladi te  formule  soit  va lable  pou r  une cer ta ine  va leur  

donn6e de z >  m + I e t  pou r  tou tes  les valeurs  inf~rieures h celle-lh. 

On t rouve  

(cu)p -~'+''-1 u)p_m+ 1 ~ h" (/:p-,,,) (.~: + ~Op_m,~. (c ~OP--"+m--~--"C '' 

I p - , ~ +  m - ~ ( x +  = ~ 0  . . . . .  k' .... I P - ,  " + ' ~ - ~ - ~ ' '  

d'off 

u ) ~ ,  - ( cu )pTT- !  ~: (mod. p), 
c"b , ,~ (x  + . I p - - z - 1  o 
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et l 'on 5tablira,  comme auparavan t ,  que t o u s l e s  

C ~t ) p 7.--1 
[ ~ - - z - - I  (x + u)P-:' o (mod. p), 

pour  - -  ~ < p <  m. 

Or, subst i tuons dans l '~quation (27) 7. ~ / ) ,  nous aurons 

( x + u ) p - , - - o  (mod. p), p o u r - -  or < , < m .  

Or, l 'on aura  
(x + u)p = x~ + hp_~ (x + u)~'- ~, 

d 'oh  
x p  -o  (mod. p), 

ce qui est impossible. 

De lh~ r~.sulte ce t te  proposi t ion:  

Th~oreme.  V ddsignant la /onction dd/inie par la /ormule (i8), il ne peut 
exister aucune relation de la [orme 

W =  y_. Ck r (xk) o. 
0 

Mes reeherches 

dentes :  

En  poursu ivan t  les reeherehes  expos~es dans ce w j 'ai r6ussi encore h (,tu- 

dier de plus prgs l '6quat ion diff6rentielle g~nSrale du 2 ~me degr~ que voici: 

(29) c x V2 + ( b -  e x) V 1 - - a  V = o, 

6quat ion don t  celle de M. HURWITZ est un cas sp~cia! pour  

e = o  

et  don t  l '6quat ion (i9) est  un au t re  cas sp6cial pour  

a ~ o (mod. e). 

ont  about i  ~ la proposi t ion suivante  analogue aux prSc~- 

Theoreme. Soit 
~,--1 ~,--1 

( p , = H  z(a + e).), x, ,= H ~.(b +c)O. 
0 0 



292 E. Stridsberg. 

La jonction 

(30) 
o z~'l'_' 

sera donc une intdgrale partic~li~re de l'$quation (29). 

I l  est w'ai aussi  l~,our cette /onction V qu'il  ne peut exister aucune relation 

de la /orme 
n 

W - ~ k  C~ V (xk) : -  o, 
0 

a, b, c, e, Xo xl . .  �9 x,~ et Co, C1 . . .  C,, dtant des hombres ralionnels quelconques, 

x0 x~ . . .  x~ dtant tous dif/drents et C~ C~ . . .  C,~ n'~tant pas tous ~ a u x  ~ z~ro. 

Cette proposi t ion repr~sente un progr~s incontes table  compar@ ~ celles que 

nous avons exposSes dans ce qui pr@~de. J ' a i  p o u r t a n t  t rouv4 inuti le de pro- 

' r  longer encore cet article, en en donnan t  ici la preuve,  espe an t  t rouver  l 'occa- 

sion de passer dans un art icle su ivant  ~ certaines ~tudes g~n~rales bas6es sur 

ces recherches.. 


