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VIII. Surfaces hyperelliptiques r6guli~res de rang 3 (type II). 

73. - -  Transformations hermitiennes p~riodiques d'ordre trois. - -  Soit F une 
surface de JACOBI admettant  une, et par consequent ~ ' ,  transformations her- 

mitiennes p6riodiques d'ordre 3, correspondant h une transformation r d'ordre 3 
de la eourbe associ~e /. 

Rappelons-nous que la transformation singuli~re �9 jouit des propri~t~s 
suivantes: 

a) Le groupe form~ par un point _~ de / et par les points _~",, ~" correspondants 

h ~ au moyen de T et de v ~, donne, au varier de ~, une s~rie linSaire g~ de 
la courbe ]. 

b) La transformation v admet quatre points de coincidence qui se distribuent en 

deux couples de la g~ appartenant h ]. 

La transformation v peut  6tre envisag~e aussi comme une transformation 

birationnelle entre Ies couples de points de /: on a ainsi sur la surface de JACO~I 

F une transformation de HERr~TE T, qui correspond h r. Pour d6terminer le 

nombre des points de coincidence de T, il faut chercher les couples de points de 

], qui sont invariant par rapport  k la transformation r. 

Soient 
A,, A~, B .  B2 

les quatre points de coincidence de v; A,, A2 et B,, B., 6tant respectivement con- 
jugu~s par rapport  s la g~. 

D~signons d'une fa~on gSn6rale par 2 P  le couple donn~ par deux points 

coincidant avec P, et par P + Q le couple donn6 par les points P, Q. On a 

alors les couples zA~, 2A:, 2B1, 2B2, A~ + A~, B~ + B~, A~ + B~, Aa+B2,  A~+B~, 

A~ + B~, invariant par rapport  s v; et on ne peut  pas avoir d 'autres couples 

jouissant de la m6me proprietY, car tout  couple P + Q qui est ramen~ en lui- 
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doit 6tre form6 par deux points de coincidence de la transfor- 

T 2 ~ T  -1 .  

I1 semble au premier abord qu'on aura sur F,  Io points de coincidence de 

la transformation T. Mais il ne faut pas oublier que si la surface F n'a pas de 

courbes exceptionnelles (n. i7), la correspondance entre les points de F et les 

couples de ], n'est pas biunivoque sans exception, car tout  couple do la g~ vient 

repr6sent6 par un m6me point de F (n. 14, c); ainsi donc les deux couples 

AI+A2, BI+B3 

appartenant  h. la g~ correspondent tL un mfime point de coincidence de T sur F. 

Pour tan t  on a sur 1;' neu/ points de coincidence de la trans/ormation T. 

Envisageons maintenant le syst~me complet ~, d6termin6 par les courbes 

C de F r6pondant aux couples de / qui renferment un m~me point. La T 

change en lui-m~me le systbme 2 et fait correspondre les courbes de celui-ci, 

conques comme les 6]6ments d'une vari6t6 hyperelliptique, suivant une transfor- 

mation hermitienne d'ordre 3. 
En vertu de la dualit6 entre les points de F et les courbes du systbme 

(n. 23), on peut  affirmer tout de suite que T change en elles-m~mes neu] courbes 

du syst~me ~. 

Entre ces courbes et les neuf points de coincidence, il y a des relations re- 

marquables, que nous allons dtablir. 
Soit O un des points de cofncidence, et H l e  syst6me ~1 form6 des courbes 

C issues par O. 

La transformation T change en lui-m6me |e syst~me H, et elle donne nais- 

sanee h une transformation singulibre d 'ordre 3 entre les courbes du syst~me H, 
con~u comme une vari6t6 ~1 d'6l~ments, birationnellement identique /t la courbe 

f (n. 22). On a donc quatre 616ments de H qui demeurent invariant par rapport  

la transformation T, c'est-h-dire que des neuf courbes C unies, quatre passent 

par  le point O. 

Les quatre 616ments unis, en vertu de la propri6t6 b) rappel6e ci-dessus, se 

distribuent en deux couples de la s6rie g~ appartenant k la vari~t~ H. 

Comme les couples de cette s6rie sent donn6s par les couples de courbes C 

se touchant  en O, on en conclut que les courbes unies issues par O se distri- 

buent  en deux couples a, b, et c, d de courbes tangentes. 

En consid6rant d 'une fagon analogue la transformation d'ordre 3 d6termin6e 

par T sur une des courbes unies, on trouve sur cette courbe quatre points de 

coincidence distribu6s en deux couples de la g] relative s la courbe envisag6e. 
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Mats il y e n  a davantage. Deux courbes unies se coupent certainement en 

deux points de coincidence, car ces points doivent 6tre unis par rapport  & la 

transformation 
T' ~_ T-L 

Or ces points peuvent gtre distincts ou coincidents. 

On a p. ex. le premier cas relativement aux courbes a, c et le second rela- 

tivement aux courbes a, b. 

Analoguement par deux points de coincidence il peut passer deux courbes 

unies, distinctes ou coincidentes. Le second cas se pr6sente seulement lorsque 

les points unis envisag6s sont conjugu4s par rapport & lag', de la courbe unie. 

Dans la suite nous dirons que deuce points de coincidence sont con]ugu~s lors- 

qu'ils apparticnnent s une seule courbe unie; et nous dirons aussi que deux 

courbes unies sont con]ugudes lorsqu'elles se touchent. 
En r6sumant, la configuration form6o par les courbes et les points unis de 

la transformation T, jouit des propri6t6s suivantes: 

Par  un point passent quatre cour- 

bes, distribu6es en deux couples de 

courbes conjugu6s. 

Deux points appartiennent g une 

ou & deux courbes, suivant qu'ils sont 
ou qu'ils ne sont pas conjugu6s. 

Une courbe renferme quatre points, 

distribu6s en deux couples de points 

conjugu~s. 
Deux courbes se coupent en un 

ou en deux points, suivant qu'elles sont 

ou qu'elles ne sont pas conjugu~es. 

Ces propri6t6s peuvent  s'exprimer d'une fa~on 6]4gante et complete au 

moyen de l'algorithme suivant, qui a une tr~s grande analogie avec l 'algorithme 

adopt6 par M. HUMBERT pour la cfg. des points et des plans singuliers d'une 

surface de KUMMER (n. 46). 
Envisage(ms les deux s~ries de hombre8 

I, 2, 3 e t  I r, 2 t, 3 r, 
et ddsiguons par 

a, pt, 7 et d,  fit, 7r 

deux permutations quelconque de ces s~ries. On pe~t reprdsenter les neuj courbes 
et les neu] points unis de la trans]ormation T de F, respectivement par les aymboles 

II t ,  I2f~ I3 r, 2If, 221, 23 r, 3 It, 32r, 33' 

(II'), (12'), (I3'), (2I'), (22'), (23'), (3I'), (32'), (33'); 

et cela de Jason que 
I) Les points appartenant ~ la courbe a a', soient 

(,~ ~'), (c,7'), Ca'#'), (a'~,). 
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2) Les courbes passant ,par le point (an r) soient 

af)', ay', a'f3, a' 7. 

3) Deux point~ ou deux courbes ~oient conjuguD lorsque les ~ymboles relati/s 
on$ un caract~re commun 

[p. ex. ap~', aT' et (a•'), (a7')]. 

On voit que les points conjugu~s au point (an') ont les symboles 

et par suite i]s ~ppartiennent & la courbe an'. Analoguement les courbes con- 

jugu~es ~ une courbe donn~e an' passent par le point (an'). 
On exprimera ce rapport en disant que le point (cea') e$ la courbe aa r sent 

conjugu~s. Nous verrons dans la suite comment on pout rattacher l 'algorithme 

que nous avons d~fini, aux propri~t~s des fonctions (9 appartenant s la surface 

de JACOBI F. 

74. Proprigt~s in/init~simales d'un point uni de la trans/ormation T. I1 nous 

sera utile de connMtre ce qui se passe dans le domaine d 'un point de coinci- 

dence O de la transformation T. 

On 6tablit ais6ment que la transformation T d~termine une homographic 

pSriodique d'ordre 3 entre les points appartenant  au domaine du point uni O, 

ct que les coincidences de eette homographie tombent en les points de contact 

des couples de courbes unies passant par O. 

En effet la transformation T ne peut pas changer entre elles deux courbes 

arbitraires C de :~ se touchant  en O, car 0ans l 'hypoth~se contraire ces courbe~, 

rtsulteraient invariantes par rapport s la transformation 

Tt~_T-1 ,  

et par suite elles seraient des courbes unies de la transformation T. 

II s'ensuit que T change tout  couple de courbes C se touchant en O, en 

un couple analogue, mais distinct du premier. 

II faudra donc que T change un point arbitraire appartenant  au domaine 

de O, en un autre point du m~me domaine. Ce point & son tour ne pourra pas 

~tre chang~ en le premier, car autrement T ~ donnerait lieu ~t une homographic 

identique dans le domaine de O. 

On en conclut que T d~termine dans le domaine de 0 une homographic de 

3 me ordre, dent les coincidences tombent ~videmment dans les points eommuns 

a u x  couples de courbes unies. 
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75. L'involution Is engendr& par la trans/ormation T. En associant s 

tout point P de F les points P', P"  correspondants ~ P par rapport  aux trans- 

formations T, T ~, on obtient une involution Is, poss6dant neuf groupes de coinci- 

dences, dent  chacun est form6 de trois points coincidents. 

Nous nous proposons d'dtudier la surface rdguli~re q) qui repr6sente (sans 
exception) les groupes de I~. 

Disons C r, C ~r les oourbes de F transform6es d 'une courbe C de :~, par rap- 

port  s T, T s, et observons que la courbe rdductible 

D = C + C' + C" 

appartient ~ l'involution 18, c'est-~-dire que les points conjugu6s de tout  point de 
D, appartiennent aussi ~ cette courbe. 

La correspondance (i, 3) entre les points de O et les points de F,  trans- 

forms la courbe C de F e n  une courbe F de O birationnellement identique a C: 
eh bien cette eourbe I" est aussi la transform6e des courbes C r, C", c'est-k-dire 

qu'elle reprd,ente la s6rie des groupes de I j  appartenant  s la courbe D. La 

courbe F a deux points doubles, car il exists sur C deux couples de points con- 

jugu6s par rapport  s I3, qui sent donn6s par les quatre intersections des cour- 
bes C r, C" avec C. 

Lorsque C d6crit le syst~me :~, la eourbe F d6crit un syst~me continu; et 

comme la surface q) ne poss~de pas d'int~grales simples de premiere esp~ce, 

d'apr6s M. HUMBERT ce systems continu doit ~tre renferm6 en un systems lin6- 

airs I F I  de courbes du m6me ordre. 

Faisons maintenant les remarques suivantes: 

i) Le syst~me I r J n'a pas de points-base. En effet la correspondance [i. 3] 
entre q), F n 'ayant  pas des points fondamentaux sur la surface �9 - -  c'est-h-dire 

des points de q) auxquels correspondent des courbes de F - -  au systems ~ d6- 

pourvu de points-base, correspond sur �9 un systems jouissant de la m6me pro- 
pri6t6. 

2) Le genre du systems I F I  est 

7 g ~  4. 

En effet le genre d'une courbe arbitraire du systems lin6aire, est ~gal au genre 

d'une courbe F r6pondant ~ une courbe C, augment6 du hombre des points 
doubles de F.  

3) Le d~r~ de IF~ (c'est-~-dire le nombre des intersections de deux F) est 

n = = 6 .  
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En effet les z8 points communs /L deux courbes D, se partagent en six groupes 

de l'involution I, .  

4) La dimension de ~F[ est 
r > 3 ,  

car ce systbme lin6aire dolt renfermer un syst~me eontinu oo~, non ]in6aire, de 

courbes dou6es de deux points doubles. 

5) Lc syst~me [/ ' [  est un syst~me s imple ,  c'est-~-dire que les courbes /" 

passant par un point quelconque de ]a surface q), ne vont passer en consequence 

par d'autres points mobiles avec eelui-ci. 

Etant  donn~s sur q) deux points queleonque M, N, il suffira de prouver 

qu'il y a des courbes F passant par M e t  non par N. 

Soient 
p p '  p,,, Q Q' Q" 

les deux groupes de I s r~pondant aux points M, N de q~. Comme les eourbes C 

passant par P n 'ont  d'autres points communs, on pourra fixer uno de ees cour- 

bes, qui ne passe par aucun des points Q, Q~, Q,r. Alors les eourbes C', C" trans- 

fortunes do C, viennent passer respectivement par les points P', P ' ,  mais non par 

Q, Qr, Qrr. On a ainsi sur �9 une courbe r - -  image de la eourbe 

D = C + C ~ + C r~ - -  

qui passe par M e t  non par N. 

Comme il est bien connu, en vertu des propri&~s 4) et 5) on pourra trans- 

former birationnellement la surface ~ en une surface de l'espace ~ r dimensions, 

de telle fa~on qu'aux courbes du syst~me I/~1 r~pondent les sections hyperplanes 

de la surface transform~e, qui r~sultera d'ordre 6, 6 &ant  le degr~ de I / ' [ .  

Dans ]a suite (aucune ambigu~t6 n '&ant  pas possible) nous d~signerons encore 

par $, ou par (De, la surface d'ordre 6 de l'espace S~, et par F ses sections hy- 

perplanes, qui seront des courbes de genre 4. 

76. ~ L a  ,qur]aee De. ~ Remarquons d'abord que la dimension r de l '&pace 

renfermant la surface q)6, ne peut pas 6tre plus grande que 4, car les sections 

hyperplanes de la surface, &ant  des courbes d'ordre 6 et de genre 4, ne peuvent 

pas appartenir ~ un espace de dimension > 3. On aura done 

r-~ 3 ou r ~ 4 .  

La premiere valeur de r sera ~cart~e, lorsque nous aurons d~montr$ que 

�9 la surface q) ne peut pas renfermer des lignes multiples~; car une section hyper- 

plane arbi traire de q~ r~sultera alors une courbe d'ordre 6 et de genre 4, d~- 
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pourvue de points multiples, et par suite elle ne pourra pas appartenir ~ un 

plan. Pour ~tablir le fait ~nonc~, observons que, si P e s t  un point de la surface 

de JACOBI _F, distinct des neuf points de coincidence, on peut  toujours construire 
deux courbes D passant par le groupe p p r p ,  d~termin~ par P, et se coupant, 

hers de ce groupe, en 5 groupes distincts de l 'involution Is. I1 suffit en effet 
de choisir deux courbes arbitraires C, Co de :~ passant par P, et de consid6rer 
les courbes C', Crr; C'o, C'~ qui leur correspondent au moyen de T et de T 2. On 

a ainsi deux courbes D 
C + C' + C", Co + C'o + C', 

satisfaisant ~ la condition enonc6e. 

Designons par M le point de �9 image du groupe P P '  pH. 
Les courbes D envisag~es ont pour images deux sections hyperplanes de ~, 

issues par le point M e t  se coupant trots de M e n  cinq points: on en conclut 

que M est un point simple de @, c'est-h-dire qu'it tout point P de F,  ne tom- 

bant  pas en un point uni de la transformation T, correspond un point simple 

M de la surface q); et par suite que cette surface n'a que neuf points multiples 
(au plus). 

I1 s'agit mamtenant  d'examiner la nature des points de q) qui correspon- 
dent aux points de coincidence. 

Soit 0 le point de ~ correspondant au point de coincidence (ii~), ayant  

adopt~ pour les points et pour les courbes unis de la transformation T l'algorithme 

introduit au n. 73- 

Lorsque la courbe C variable dans le syst~me ~, vient coincider avec la 

courbe i2 ~ issue par (H'), les courbes C', C rr transform~cs de C par rapport  ~ T 

et s T ~, viennent aussi eoincider avec I2 ~, de sorte que la courbe i2 r compt~e 
trois fois, donnera une courbe totale du syst~me ]in~aire ]D}. 

I1 s'ensuit qu'en comptant trois fois la courbe de �9 correspondante h la 

courbe i2', on obtient une section hyperplane de q); pourtant  s I2' correspondra 

sur �9 une conique, et il y aura un hyperplan ayant  un contact d'ordre 2 avec 

la surface �9 en tout  point de cette conique. 

On a ainsi sur �9 quatre coniques passant par ]e point 0, et correspondant 
aux quatre courbes unies, issues par (Ii'). 

Nous d~signerons ces coniques avee les m6mes symboles qui appartiennent 
aux courbes unies correspondantes. 

Un hyperplan arbitraire passant par 0 coupe ]a conique I2 r, hers de O, 
en un point: donc la courbe D correspondante h la section hyperplane envisag~e, 

doit couper la courbe ~2' en trois points diff~rents de (ii ') ;  e'est-h-dire que le 

point (II') doit absorber 3 parmi los 2.3 intersections des courbes D et I2'. 
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La m~me conclusion peut  6tre rapport6e aux eourbes I3', i '2 ,  I '3. 
I1 s'ensuit que la courbe D a ell (Ix r) un point multiple d 'ordre 

8 2 2  o u  8 = 3 ;  

dans le premier cas les deux branches de la courbe D touchent les couples de 

courbes conjugu6es i2', i J ,  et 1'2, i '3,  tandis que dans le second cas on n'a pas 

des contacts de ees eourbes avec D. 

On volt tout  de suite que le cas s = 3 est r6ellement possible. En effet les 

courbes C', C" transform6es d 'une courbe C passant par (II), mais ne touehant 

aucune des courbes unies, passent aussi par (Ii ')  de sorte que la courbe parti- 
euli~re 

D = C + C' + C" 

vient passer par ( i i  r) avec trois branches non tangentes entre elles. Les points 

de ces branches infiniment prochains s (II') donnent un groupe de I.,, e'est-k- 

dire un cycle de l 'homographie p6riodique d'ordre 3 qui r6sulte d6finie dans le 

domaine de ( i f )  (n. 74). 
Remarquons encore que la courbe I" de genre deux r6pondant k la courbe 

C + C r + C", n'a qu 'un point double distinct du point O; en effet la courbe C 

renferme deux couples de points conjugu6s par rapport /~ Is, dent  l'un est form6 

par deux points coincidents avee (i~r), et l 'autre par les intersections ult6rieures 
de la courbe C avee C r, C'. 

Comme une courbe gauche F d'ordre 6 et de genre 2, ayant  un point double, 

ne peut pas poss6der un autre point multiple d'ordre > 2, on en conc]ut que F 

a en 0 un point double, et par suite que O n e  peut  pas 8tre un point multiple 

d 'ordre > 2 pour la surface. Cette conclusion conduit tout naturellement aux 
propri6t6s suivantes: 

i) Une courbe arbitraire D passant par (iI'), c'est-h-dire une courbe r6- 

pendant  s une section hyperplane F, issue arbitrairement par O, a en ( iI  ~) un 

point multiple d 'ordre 2 dent  les deux branches touehent respectivement les 
couples de courbes tangentes 

12;, 13 ' et I'2, I r3. 

En effet si pour une D arbitraire l'on avait  s = 3, deux courbes D auraient 
communs, hers de (lit), seulement 

1 8 - - 3 . 3  = 9 

points, et par suite deux sections hyperplanes arbitraires F passant par O, se 

eouperaient, hers de O, en 9 = 3 points, c'est-k-dire que O serait un point triple 
3 

de la surface O. 
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2) Au sys t6me lindaire des sections de �9 avec les hyperp lanes  passan t  par  

O, rdpond sur F un syst6me lindaire H de courbes D a y a n t  en (zz') un point-  

base double  avec  deux  points-base simples inf iniment  voisins, qui sont  les points  

de con tac t  des couples de courbes xz r, x 3' et  I '  z, z r 3. 

On ne peu t  pas avoir  d ' au t r e  points-base successi/s, car le po in t  O & a n t  

double  pour  la surface O, le poin t  (zi  r) dolt  absorber  seulement  3.2 intersect ions 

de deux  courbes D, rdpondan t  ~ deux  sections hyperp lanes  issues par  O. 

3) Un hype rp lan  arb i t ra i re  passant  par  O coupe �9 su ivant  une  courbe  F 

a y a n t  en O un po in t  double  nodale ( intersect ion de deux  branches  ou cycles non 

tangentes)  car  sur la courbe  D cor respondan te  k F,  on a deux groupes dis t incts  

de I~ formds par  des points  inf in iment  voisins ~ (zl ') .  On obt ien t  ces groupes  

en eomptan t  trois fois les points-base simples, c 'est-h-dire les points  unis de l 'ho- 

mographie  d 'o rd re  3 qui  rdsulte ddfinie dans le domaine  de (zzl). 

Cette  propri6t6 nous m o n t r e  que le poin t  O ne p eu t  pas ~tre un poin t  

double  uniplanaire  de la surface r (c 'est-h-dire un point  off ]o c6ne t angen t  se 

rddui t  ~ un plan double),  car  en ce t te  hypoth6so  une section hyperp lane  arbi- 

t ra i re  issue par  O, aura i t  en O un poin t  double  avec une seule tangente .  

Nous  ddmont re rons  que le point 0 est un point double biplanaire, c'est-h-diro 

un  po in t  oh le cSne se r6dui t  k deux  plans. I1 suffira de p r o u v e r  qu' i l  y a un  

sys t6me lin6aire ~ '  d ' hype rp lans  issus pa r  O, d o n n a n t  des sections qui on t  en O 

un point  double  avec une seule tangente .  

En  effet, de la propr i&6 2) on t ire que les courbes D a y a n t  en (iz') un 

poin t  triple, fo rment  un syst~me lindaire ~ t ,  car  en imposan t  h une courbe  D 

du syst6me lin6aire ~a H la condi t ion de toucher  en (ix') une  droi te  diff6rente 

des deux  tangentes  fixes, on ob t ien t  une courbe a y a n t  en ( iz  r) un point  tr iple 

Comme sur une telle courbe  il y a un seul groupe  de 13 formd par  des points  

in f inement  voisins s (zzr), s ce t te  courbe  rdpondra  une courbe I" passant  pa r  O 

avec  une  seule b ranche ;  et  pa r  suite le poin t  double  O, &an t  origine d 'un  seul 

cycle, rdsul tera  un point  de rebroussement  de F .  On a ainsi un  syst~me lin6aire 

de oo~ hyperp lans  eoupan t  O su ivant  des courbes doudes d 'un  poin t  de rebrousse-  

men t  en O, et d 'une  m~me t angen te  o en celui-ci. I] s 'ensui t  que le cSne tan-  

gent  ~ q) en O se rddui t  h deux  plans se coupant  darts la droi te  o. En  out re  il 

est ais6 de voir  que le poin t  o est un point biplanaire ordinaire, c'est-h-dire que 

le po in t  de rebroussement  d 'une  des courbes sections hyperp lanes  par  o, est  de 

premi6re  esp6ee, ~ ou, en d ' au t res  termes,  que la dro i te  o a un con tac t  de second 

ordre avec  la surface q). 

I ars, 
' Voir p. e. APPELL et Gouasxw, Thdorie des fonctions algdbriques. -- (Paris, Gauthier Vil- 

I895 ) nO 88. 
Acta ma~h~matlca. 35. Imprim6 I~ 22 d6e~mbro 1909. 42 
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En effet eonaid6rons deux courbea D arbitrairea ayant  un point triple en 

(Ii1); eomme ces eourbes se coupent, hera de (Ii '),  en 9 points, deux courbes F 

arbitrairea passant par la droite o se eoupent, hers de O, en 9 ~ 3 points. 
3 

Pour  achever l 'analyse du point double O, il faut encore remar0uer que, en 

disant E 1 le point de F infiniment voisin ~ ( i i  r) et eommun aux courbes unies 

x2 ~, i3', la eorreapondance T vient ddterminer dans le domaine de E 1 une homo- 

graphic identique, de sorte que Et r6suite une coincidence par/aite de la trans- 

formation T. En effet une des branches d'une eourbe D ayant  en ( I I ' )un  point 

double, eontient trois points unis successi/s de la transformation T: deux de ces 

points - -  e'est-k-dire (Ii ') et E I - -  reatent fixes au varier de D; tandis que le 

troisi~me d4crit le domaine de El. On peut  r~p~ter les m~mes remarques pour 

le point E2 infiniment voisin k (i i ' )  et commun aux courbea i~2, i~3 . 
De tout  ce qui precede on tire qu 'aux points ))de �9 infiniment voiaina h 0 

sur lea deux plans tangents ~ la surface, rdpondent respectivement les points de 

F appartenant  aux domaines de E 1 et de E2, tandis qu 'aux points de �9 infini- 

ment voisins au point simple 01 auccesaif ~ 0 suivant la direction o, r4pondent 

des ternes de points appartenant  au domaine de ( i i ' ) . ,  

Lea propri~t6s de la correspondance [i, 3] entre �9 et F r6sultent ainsi d6- 

finies d 'une fa~on complete. 

Comme sur P lea eourbes unies I2', 13' paasent par El, tandia qu'elles n 'ont  

pas d'autres points communs successifs h E ,  il s 'ensuit que les eoniques z2', i3 r 

issues par O, touchent un m~me plan tangent suivant deux directions distinetes 

entre cues et de la direction o. 

Analoguement les eoniques i '~, 1'3 touchent  l 'autre plan tangent. 
D$signons les neuf points doubles et les neuf eoniques de �9 par les m6mes 

symboles qui repr$sentent les points e~ les courbes correspondants de la surface 

F et appelons eonjugu~s deux ~l~menta de la efg. eonsidSr~e sur O, loraqu'ila 

sont les images de deux ~l~ments eonjugu~a de la cfg. de P (n. 73); on pourra 
$noncer le thdor~me suivant:  

Toute sur/ace hyperelliptique de rang 3 et du type II, peut ~tre trana[ormde bi- 
rationnellement en une sur/ace q)6, d'ordre 6, appartenant ~ l'espace ~ quatre dimen- 
sions. Les sections hyperplanes de cette sur/ace sont des courbes canoniques de genre 4. 
l l  y a neu] points doubles b~Tplanaires ordinaires et neu] coniquea, qui ]orment une 
con/iguration ]ouissant d ~  propridtds suivant~ : 
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Par un point passent quatre co- 
niques. 

Deux points appartiennent ~ une 
ou deux coniques. 

Dans le premier cas les 2 points 
s'appellent con~uguds. 
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Une conique ren/erme quatre points. 

Deux coniques se coupent suivant 

un ou deux points. 

Dans le premier cas ]es 2 eoniques 

s'appellent con]uqudes. 

On peut reprdsenter respectivement les neu/ points et lea neu[ coniques avec les 

symboles ( a n ' ) , . .  et a a r , . .  (oh a, a ' , . .  ~ I, 2, 3; I', 2', J) ,  de /agon que: 

I)  Len points appartenant ~ la conique a c~ F, soient 

( .  f ) ,  ( .  7'), (~' ~), (.' ~'). 

2) Le8 coniques passant par (a a r) soien~ 

aft', ~ 7', a' fl, s  

3) Les points con]ugu~ ~ (a a') soient 

(" ~'), (" 7'), (.' fl), ("' 7). 

4) Les coniques con~ugudes ~ a a ~ soient 

~ ~', aT', a' fl, a' 7. 

Les coniques a fir, a 7 t passant par (a a'), touchent un m~me plan tangent ~ �9 

en (a a'), tandis que les coniques a r fl, a f t  touchent l'autre plan tangent en (a a'). 

Toute conique a a r de la c/g. appartient ~ un  hyperplan ayant un contact d'ordre 
2 avec q) suivant la conique a a r. 

Remarquons enfin que les 4 points doubles de �9 appartenant ~ une m~me 

conique, ont sur celle-ci un rapport anharmonique qui ne ddpend pas de la conique 

considdrde et qui est l ' invariant de la courbe de genre 2 associde & q) (courbe repr~- 
sent~e sur la conique triple ayant  4 points de diramation dans lea points indiqu~s). 

77. Les genres de la sur/ace q)e. En nous rapportant  s la surface O~ qui 
fournit le module des surfaces hyperelliptiques du type II, il est ais6 de recon- 
naitre k post6riori que ces sur/aces ont les genres 

p a ~ p g - ~  I.  

Remarquons d'abord que la surface q)6 est l 'intersection d 'une vari~t~ qua- 
drique et d 'une vari~t~ cubique de S,; c'est 1~ une consequence de ce que 

route section hyperplane de genre 4 de q)e est l'intersection de deux surfaces 
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d 'o rd re  2, 3 .~ Or la surface intersect ion de deux  vari6t~s d 'ordre  z, 3 en S, a 

en g6n6ral los genres p~ = pg ~ i ; ~ mais comme not re  surface @~ n 'a  pas des points  

s ingu l ie r s : aba i s san t  le genre num6rique,  on en conclut  que le genre num6rique  

de q)~ sera aussi 

Pa ~ I .  
I1 s ' ensui t  que 

pg~ I ;  

ce qui d'ailleurs se reconnalt aussi d-rectement en montrant clue |e syst~me 
lin6aire I F ]  est ad jo in t  h lui m~.me. 

78. La Bur[ace hyperelliptique (l), caract~ris~e par la con/iguration de ses points 

et hyperplans sinquliers. Nous venons de r econna l t r e  que route  surface hyper -  

ell iptique du t ype  I I  peut  ~tre ramen6e par  use  t rans format ion  birat ionnelle  h 

use  surface O~ d 'o rd re  6 et de genres i en A' 4, qui poss6de 9 points biplanaires 

et  9 hyperp lans  a y a n t  un con tac t  d 'o rd re  2 suivant  des coniques; ces points  et  

hyperp lans  singuliers f e rmen t  une configurat ion que nous avons  d6finie au n. 76. 

Donnons-nous  ma in t enan t  u se  surface �9 0 d 'o rd re  6 et  de genres p , - -  pg- -  i ,  

en $4, e t  supposons que eet te  surface poss6de une conf igurat ion de 9 points  et  

de 9 hyperp lans  singuliers sat isfaisant  aux  condit ions 6tablies; il s 'agit  de reeon- 

na l t r e  si (Do est u se  surface hypere l l ip t ique  de rang 3. 

A eet effet nous proc6derons par  la mSme m6thode  que nous avons em- 

ploy6 a u n .  49. 
Nous tgcherons  de construire  une surface hypere l l ip t ique  de rang I ,  F ,  qui 

soit repr6sent6e sur la surface �9 6 compt6e trois fois; on obt iendra  une telle sur- 

.face F en op6rant  sur les points  de q)6 par  l ' ex t rac t ion  d 'une  racine cubique 

p o r t a n t  sur u s e  fonct ion ratiolanelle de ces points.  

Soient  /~ (x~ . . . .  , xs} = o, / ,  ( x ,  . . . ,  xs) ~ o, les 6quations homogbnes (d 'ordre  

2, 3) qui repr6sentent  la surface q)6 dans l 'espace S, (x). 

Consid6ronn u s e  forme cubique ~ (x~ . . . . .  xs) et eonstruisons en $5 la surface 

F qui est repr~sent6e par  les 6quat ions  suivantes :  

$ 

I/ 1 ~ O ,  1~ r e ' O "  

Nous voulons d~montrer  que, par  un choix convenable  de ~, la surface F 

qui Be t rouve  repr~sent6e Bur ]a q), compt~e 3 lois, aura  les genres 

Cfr. E~RIqvss ~ R i c e r c h e . . . ~  (l. e. V,  5)- 
I. c. I II ,  6. 
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p ~ = ~  I ,  pg=P4=I ,  
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et  sera donc une surface hypere l l ip t ique  de rang I (et m6me en ce cas une sur- 

face de Jacobi) .  

Faisons d ' abo rd  les remarques  g6n6rales suivantes .  

Si l 'on p rend  9 d 'une  faqon arbi t raire ,  on ob t ien t  une surface F qui eat re- 

pr6sent6e sur �9 6 compt6e 3 fois et l 'on a sur ce t te  derni6re  surface une courbe 

de d i ramat ion  d6coup6e par  

9 = o .  

Cependant  : 

i )  Si de cet te  courbe fair par t ie  une composan te  compt6e 3 fois, celle-ci 

n 'es t  pas lieu de points  de diramat ion,  mais seulement  de points  cri t iques appa-  

rents  de la surface triple. P o u r t a n t  il faudra  r e t r anehe r  de la section de 9 = o 

route  composante  qui soit compt6e  3 s fois; et on pour ra  compte r  comme simple 

route  eomposan te  qui figure 3 s + ~ ou 3 s + 2 fois darts la m~.me courbe.  

2) Si 9 = o passe pa r  un point  double  (biplanaire) 0 de 08, on aura  que 

le domaine  de O6, sur chaque  nappe de la surface, pour ra  cons t i tuer  ou non 

une courbe de d i ramat ion  inf iniment  pe t i t e ;  e 'est  le premier  eas qui  a lieu 

si tou te  b ranche  lin6aire de courbe a p p a r t e n a n t  h ce t te  nappe  a t = 3 s + x ou 

3 s + 2 intersect ions avec 9 =  o; au eont ra i re  on tombe  dans le deuxi~me cas 

si t = 3 s .  
3) La  surface F ne saurai t  6tre  r6ductible s'il y a sur $6 des points  de di- 

ramat ion .  

Ceci pos6 on peu t  choisir trois hyperp lans  tangents  ~ O6 su ivant  des coni- 

ques, de faqon que ces coniques se eoupen t  deux  h deux en trois couples de 

points  doubles a p p a r t e n a n t  ~ un m~me triangle,  et  qu'elles r en fe rmen t  dans leur 

ensemble tous les 9 points  doubles de (/)6. I1 suffi t  de consid6rer trois hyperp lans  

qui dans not re  symbolisme sen t  rcpr6sent6s pa r  

a a  r, ~fir, a 7  ~. 

On peu t  supposer  que les 6quat ions de ces hyperp lans  soient respec t ivement  

Posons 
�9 l ~ O j  X 2 = O  ~ X t =  O. 

et  eonsid6rons la surface F qui  est repr6sent6e par  

y , = x ,  . . . . .  vs=x , ( / 1 = / 2 = o ) .  
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On voit d'abord que, n 'existant pas des courbes de diramation propres sur 

r aux sections hyperplanes de q)~ correspondent sur F des courbes se coupant 

en des groupes canoniques, et par cons6quent les genres g6om6triques de F 

sont 6gaux ~ i :  

En outre les courbes de diramation infiniment petites de ~)6 donnent lieu 

sur F ,  ou sur une transform6e de celle-ci, h des courbes exceptionnelles qui se 

partagcnt en 9 couples de courbes Be coupant en un point; pourtant  chaque couple 

se ram~ne ~ un point simple sur une surface de la elasse convenablement choisie. 

I1 s'agit de prouver que le genre num~rique de F est  

A cet effet il faut montrer que les domaines des points doubles (bipla- 

naires) de 06, comptent tous comme des courbes de diramation infiniment petites 

de la surface triple. 

II y a deux sortes de points doubles de (D e; des points tels que (a fl~), (a a'), 

(a ~f) appartenant  ~ deux parmi les hyperplans x~ ~ o, x 2 ~ o, x~ ~ o; et des points 

appartenant g un seul parmi ees hyperplans. 

Consid6rons d'abord le point (aft). 

Les hyperplans associ6s a a t et a fir qui renferment co point, out eommun le 

plan tangent  ~ une nappe de la surface. Or une section hyperplane de celle-ci 

aura ea (aft ~) un point double; et la tangente ~ une de deux branches 6taut une 

droite double pour r ~ o, cette branche aura 4 intersections avec r tandis 

que l 'autre branche en aura 2. II s'ensuit que le domaine du point double sur 

chaeune des deux nappes de la surface, compte comme une courbe de diramation 

infiniment petite. 

I I e n  est de m6me pour un point, tel que (a t fl), appartenant h u n  seul hy- 

perplan parmi ceux qui composent fp. En effet en co cas Ie plan tangent h une 

des deux nappes appartient simplement h ~; ainsi done en consid6rant une sec- 

tion hyperplane par le point double, on trouve qu'une b r a n c h e a  2 intersections, 

et l 'autre u n e  intersection avec (p. 

Ceci pos6 on peut 6va]uer l ' invariant de Zeuthen-Segre I de F .  

Consid6rons un faisceau de sections hyperplanes C de q)e ; a celles-ci cor- 

respondent sur F des courbes K de genre ~ ~ io, ayant  n-~  i8 points-base. 

Eu d6signant par ~ le hombre des courbes K dou6es d 'un point double, 

on aura 

I-,= J--n--4rc----- # - -  58; 
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et d'ailleurs, puisque le genre lindaire de F est p{1)_~_ I,  

1 = i 2  P a - - P m  + 9 =  12 p~ + 8; 
pour tant  

I1 s'agit d'6valuer J. 

On aura 

= 66 + 12 P a .  

J =  3 Jt + 9 h, 
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en d6signant par d~ le hombre des eourbes C qui ont un point  double hers des 

d'ofi ( I < p , , < I )  

3 . I 5  + 9 h = 6 6  + I2p~, 9h -~- Izpa  + 2I,  

h~--- I ,  pa ~ - - -  I; 

par eonsdquent le genre num6rique de F est 

p a = - - I .  C.Q.F.D.  

En conclusion on pourra 6noncer le thdor~me suivant:  

La aur/ace hyperelliptique 0 e d' ordre 6 et de genres pa ~ pg = i ,  est caracterisde, 

parmi les sur/aces du m~me ordre et du m~me genre de S~, par la configuration de 

ses 9 points doubles et de ses 9 hyperplans singuliers. 

Etant  donndes les dquations alg~briques de la surface, ]a m6thode pr6c6- 

dente nous apprend aussi h representer les coordonnde, de se8 points par des /one- 

tions hyperelliptiques de deux param~tres u, v; ces param~tres s ' introduisent en 

eonstruisant les deux int6grales simples de premiere esp~ce attachde h la surface 
F ddfinie ci-dessus. 

I1 s'ensuit 

points biplanaires de la surface, et en supposant qu'en un point simple de F (ou 

d'une transform6e) correspondant ~ un point biplanaire de 06, il y ait un point 

multiple pour une courbe K,  dquivalent s h points doubles. 

Mais en ealculant l ' invariant de Zeuthen-Segre de Oe on t rouve 

I r ~ A - - 6 - - 4 . 4 = 2 o  , 
off 

A ~ 42 

ddsigno le nombre des C qui sent dou6es d'un point double. En ce nombre A 

figurent les 9 points biplanaires de la surface, chacun h compter 3 fois d'apr~s 
l 'abaissement qu'il produit sur la classe de la surface; ainsi done 

J ~  42 ~ jr + 3 . 9 ,  

~F ~ I 5 .  
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Dans la suite nous aurons lieu d'~tudier en d~tail cette reprSsentation pa- 

ram~trique. 

Remarque, Il y a lieu de remarquer  que l'~nonc~ du tb~or~me precedent 

renferme des conditions surabondantes. 

Eu effet la condition de poss~der 9 points biplanaires entralne I8 ~quations 

auxquelles on doit satisfaire par les 19 modules appar tenant  h une surface d'or- 

dre 6 et de genre i (intersection d 'une vari4t~ cubique et d 'une quadrique) en 

S 4. Cette remarque nous fair comprendre que: la sur]ace hyperelliptique 06, dd- 

pendant d'un module, r~sulte d/]h caract~ris/e Tar la condition de possdder 9 points 
doubles biplanaires. 

79. La con/iguration caractdristique de (b 8 rattachde dt une con/iguration connue : 
dquations algdbriques de 06. Pour ~tudier de plus pros la configuration caract~- 

ristique do (D6, il convient do la ra t tacher  h une configuration connue, consid~r~e 

par MM. SEGR~ ~ et CASTEL~UOVO, ~ c'est-s s la configuration qui est form~e 

par les 9 points doubles d'un ]aisceau de varidt$s cubiques et par les 9 plans appar- 
tenant gt ces varidds. 

D'apr~s MM. SEGR~ et CASTELZ<VOVO, il y a en S, ~ ** groupes de 9 points 

Gg, qui sent doubles pour une vari~t~ cubique; il y a toujours un faisceau de 

vari6t~s analogues poss~dant les m~mes points doubles de G, et renfermant  9 

plans; G9 no renferme pas des modules. 

Nous allons montrer  que: Toute varidd cubique passant doublement par les 

9 points d'un G 9, ren/erme deux sur/aces hyperelliptiques O~ ayant con~me points bi- 
planaires les points du m~me G~. 

Toute (De ainsi d~finie d~pend d 'un module qui est simplement li4 au para- 

m~tre dent  d~pendent ]es vari~t~s du faisceau considerS; pour tant  toute surface 

hyperelliptique O~ du type II  peut 6tre obtenuo par ia construction indiqu~e, 

e'est-h-dire que: 

Les 9 points biplanaires d'une sur/ace hyperelliptigue 0~, sent les points doubles 
de oo 1 varidtds cubiques /ormant un /aisceau. 

Consid4rons les 9 points d'un G,. D'apr~s M. CAST~L~UOVO (l. C. X5, Pg. 

24) on pourra les representer tr+s siml)lement en a joutant  aux coovdonn~es 

x~ . . . . .  x~ des points de S, ,  la coordoun~e auxiliaire x~, off 

X 1 -{- x 2-[- X a-t- X4 �9 X~ ~- X e ~ O .  

On a un faiseeau de vari~t4s eubiques 

1 C. SECR~ ~Sulle variet~ cubiche deIlo spazio a 4 dimensioni..., Momorie Acead. Torino, 
s. II, t. 39 (I888). 

2 G. GISTEL~UOVO ~Sullo congruenze dot 3o ordine dello spazio a 4 dimensioni*. II. Me- 
moria Atti Istituto Venoto t. VI, s. 6 (1588. 
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qui ont les 9 points doubles 

( I  0 0 - - I  0 O) 

(0 Z 0 - - Z  0 O) 

(0 o i - - z  o o)  

( I  0 0 0 - - I  O) 

(o z o o - - z  o) 

(o o z o - - z  o) 

(X 0 0 0 0 - - Z )  

(0 X 0 0 0 - - Z )  

(0 0 :E 0 0 - - Z )  

que nous ddsignerons respectivement par i) 2) 3) 4) 5) 6) 7) 8) 9). 

Les 9 points, formant un groupe Gg, se trouvent quatre ~, quatre sur 9 plans 
tels que 

et ces plans appartiennent aux m6mes varidtds cubiques de notre faisceau. 

Entre  les 9 points doubles et les 9 plans-base des (z), il y a l e s  m~mes re- 

lations qui passent entre ]es points doubles d'une surface e8 et los plans de ses 
coniques. 

Or parmi les varidtds du faisceau (i) il y en a une doude de io points dou- 
bles, le dixi~me point tombant  en P = (i i i - -  i - -  i - -  z). 

Considdrons ce point P, covariant du groupe G~, et formons la quadrique 
polaire de P par  rapport  A la varidt6 

on t rouvera  

X l X 2 X a - 4 - ~ t X 4 X s X 6 ~ O  

(2) x~ x3 + x, xl + xl x2 + X (x5 xe + xe x, + x, xs) = o.  

Cette quadrique coupe le plan 

suivant la conique 
Xl = ~ d ~ O  

X 2 X s + ~t t X s X 6 ~ O 

qui renfcrme les quatre points 5) 6) 8) 9). 

I1 est ais6 d'dvaluer le rapport  anharmonique que ces quatre points forment 

sur la conique; il suffit de les projeter par le point 8) suivant les droites 

X s ~ O ,  X s ~ - - O ,  X 3 "4- Z s ' ~ - O ,  ~3 - - ~ I / X  s ~ 0 .  

En prenant les points dans l 'ordre 5) 6) 9) 8), on obtient le rapport  anhar- 
monique - -  Z'. 

Cette valeur ne ddpend pas des indices des x; par consdquent la quadrique 
Av~a m a $ ~ a .  ~. Imprtm~ le 23 d~embre 1909. 43 
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(2) coupe les 9 plans-base du faisceau (I) suivant des coniques qui renferment 

quatre points I ) . . .  9), ayant  sur la conique respective le m~me rapport  anhar- 

monique. 

On obtient ainsi une configuration de 9 points et de 9 coniques satisfaisant 

aux m6mes conditions que la configuration caracteristique d 'une surface hyper- 

elliptique O6. 
Nous Mlons reconnaitre qu'il y a toujours dans le faisceau (I) une vari6t6 

coupant la quadrique (2) suivant une surface O~ qui renferme les 9 coniques et 

qui a 9 points biplanaires en I) . . . . .  9). 
A cet effet, 6tant donn6e la quadrique (2), tgchons de d6terminer une 

vari6t6 (I) de fagon qu'un des points I) . . . .  9), P. ex. le point i), soit un point 

biplanaire pour la surface intersection de (I), (2). 
Remarquons que le c6ne tangent g (i) en (i, o, o , -  i, o, o) est 

(3) x 2  x ,  - -  Z x s  x6  = o ; 

d'autre c6t6 ] 'hyperplan tangent ~ (2) est 

(4) x, + x~ - -  Z' (x5 + x,) ---- o. 

I1 faut exprimer que l 'hyperplan (4) est tangent k la quadrique (3). 

En 61iminant x2 entre (3), (4), on obtient la quadrique 

x~ - -  ~' xa x 5 - -  ~' x~ x6 + ). xs x6 = o ; 

et en annuUant le discriminant de cette quadrique, on trouve la condition de 

contact de (i), (2) sous la forme suivante: 

2 - -  ~' 

~ F  o = 0 .  

Cette 6quation peut 8tre divisde par Z ( ) , ~ o  correspond s une vari6t6 (x) 

r6ductible k trois hyperplans), et l'on obtient 

Cette condition ne depend pas du point I) que nous avons choisi parmi les 

9 points de notre G 9. Par  consequent elle exprime que les vari6t6s (i), (2}, cor- 
respondantes aux param~tres ;/~, ~.' se coupent suivant une surface O6 qui a 9 points  

biplanaires em les points de Go. 
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Ainsi donc 06 sera notre surface hypere]liptique du type II, et on obticndra 

m6me la surface la plus g6n~rale de cette famille d6pendant d'un module arbi- 

traire. Par suite /a sur/ace hyperelliptique �9 6 pourra ~tre reprdsentge tr~s simple- 
ment par les dquations suivantes 

I XlX2Xa "4- ~4XsX6~O 
(5) ~x~ x3 + x~ x, + x, x3 + V~ (x~ x6 + x6 x~ + x, x~) = o 

/ 
Ix~ + x ~ + x s + x 4 + x s + x 6 ~ o .  

80. Homographies qui ram~nent en elle-m~me la sur/ace �9 6. La surface (/)6 

admet un groupe remarquable de transformations homographiques en elle-mfme. 

Nous nous proposons d'6tudier ce groupe et en particulier d'6tablir quelques pro- 

pri6t6s qui nous seront utiles dans la suite, pour l 'analyse du type IV. 

Rappelons-nous que sur la surface de Jacobi F ,  les transformations de i TM 

et de 2 de esp~ce qui ram~nent en lui-m~me le groupe des coincidences d'une 

transformation quelconque T, ram~nent aussi en elle-m~me cette transformation 

(n. 62). 
En partieulier, dans notre cas, les transformations de V ~ e t  de 2 do esp~ee 

qui ehangent en lui-m~me le groupe des 9 points unis de la transformation ey- 

clique de 3 ~ ordre T, changent aussi en elle-m~me l'involution I~ engendr6e par 

T,  et par suite elles donnent naissance ~ des transformations birationnelles entre 

les points de la surface O6 image de I3. 

On aura ainsi sur F exactement neuf transformations de I TM esp~ce et neuf 

transformations de 2 do esp~ce, parmi ces derni~res 6tant comprise la transforma- 

tion identique. 

Comme les x8 transformations indiqu6es laissent invariant le syst~me ~: des 

courbes C, elles laisseront invariant aussi le syst~me lin6aire ]D] renfermant les 

courbes C + C ' +  C"; par cons6quent les transformations homologues qu'on ob- 

tient entre les points de q~ laissent invariant le syst~me IF  ], c'est-h-dire qu'elles 

sont des homographies de l'espace S,. 

En ayant  6gard aux propri6t6s des I8 transformations de V ~ et de 2 do esp~ce 

qui ehangent en elle-m~me l'involution Is, on arrive tout de suite au th6or~me 

suivant: 

La sur/ace �9 est trans/orm~e en elle-m~me Tar les homographies d'un groupe 
G~s d'ordre I8, ren/ermant 9 involutions, et 8 trans/ormations cycliques d'ordre :3 qui, 

avec l'identitg, /orment un sous-groupe G~. 
Le produit de deux homoq, raphies involutoires est une homographie de G~, tan- 

dis que le produit d'une involution par une homographic "de Gg, est encore une in- 
volution. 
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Le groupe des neuf points doubles et le groupe des neuf coniques apparte- 

nant ~ �9 sent ramen~s ~videmment en eux-m~.mes par toute homographic du 

groupe G~8. 
Nous voulons pr4ciser quelles sent les permutations produites par ces homo- 

graphics entre les points doubles et les coniques. Nous considtrerons en parti- 

culler les permutations produites par une homographic involutoire du groupe 

G18, car cela nous sera utile pour | 'examen du type  IV. 
I1 suffit de voir comment sent permutes les points et les eourbes de coinci- 

dences de la transformation T existant sur F ,  par une des 9 transformations de 

i r~ esp~ce qui changent T en elle-m~me. 
Soit K l a  transformation de i TM esp~ce envisag~e. Elle est d~finie par  la 

condition qu'un des i6 points unis de K coincide avec un des 9 points unis de T. 

D~signons ce point uni commun, par le symbole (a a'); et observons que les 

courbes a f~, a yr ~tant tangentes en (a at), sent correspondantes par rapport  ~ K. 

De m6me K transforme la courbe a'fl en afT. 

Il s'ensuit qu'au point (;/fl') commun aux courbes a fl', a'fl hers de (a a'), 
correspond le point (~7 r) commun aux courbes a ~/, arT, hers de (a a'); au point 

(afr) eonjugu6 de (a a') par rapport  h la g~ de la courbe a 7', correspond lc point 

(aT ~) conjugu~ de (an') par rapport  h la g~ de aft'; au point (f$ ')  commun aux 
courbes a7 r, a'fl, correspond le point (7;/r) commun aux courbes apt', ar~/; etc. 

On trouve ainsi que K transforme les points 

on les points 

et les courbes 

en los courbes 

Donc: 

Chacun des 

(" "'), ( f  f'), ("/~'), ("' f), (f r') 

(a a'), (z r'~, (a r'), (a' r), (f' r); 

an', f f', ctf', a'~, fir' 

ant, 7 ~', aT', a'$, fry.  

points doubles de q) est uni par rapport de une involution de G18. 
Cette involution /ait correspondre deux ~ deux les autres points doubles. EUe laisse 
invariant la conique de (l) qui est con]ugude au point uni et /air correspondre deux ?~ 
deux les 8 coniques restant. 

Dans la suite il nous faudra aussi connaitre le hombre des points de coin- 

cidence d'une des involutions qui transforment en elle-m~me la surface O. Cela 

revient h chercher ]e nombre des groupes de l 'involution I3 de F ,  qui sent in- 

variant par rapport  h la transformation de x r~ esp~ce K.  
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Nous avons d6j~ 6tabli qu'entre les neuf groupes de Is form6s par des points 

coincidants, il y e n  a un qui reste invariant par rapport ~ K:  c'est le groupe 

form6 par le point uni (a a') compt6 trois fois. 

Cherehons maintenant  s'il peut exister des groupes invariants form6s par 

trois points distincts. 

Comme K est une transformation cyclique de 2 d~ ordre, entre les trois points 

d 'un groupe invariant, on trouvera n6cessairement une coincidence de K,  et par 

suite les deux points restant seront aussi unis par rapport ~ K,  car la transfor- 

mation T, 6rant permutable avee K,  doit ramener en lui-m6me le groupe des i6 
points unis de K.  

Les I5 points unis distincts du point (a a') - -  qui ne sont pa~ unis par rap- 

port ~ T,  se distribuent ainsi en cinq groupes invariants de I~. 

On en eonclut que sur la surface �9 l'homographie w, image de la transfor- 

mation K,  laisse invariants six points de ~9: le point double (a a') et cinq points 

simples de la surface. 

Mais un examen plus approfondi nous montre qu'au point de vue des trans- 

formations birationnelles, le point double (aa') est 6quivalent ~ trois coinciden- 

ces, e'est-~-dire que sur une surface d6pourvue de points multiples et de courbes 

exceptionnelles, qui soit birationnellement identique a q), /a trans]ormation cor- 
respondante ~ oJ poss~de huit coincidences distinctes. 

A eet effet il s'agit de prouver qu'entre les points de q) infiniment voisins 

au point (a a'), il y e n  a trois qui sont unis par rapport h w. 

Remarquons d'abord que la droite d commune aux plans tangents ~ �9 en 

(a a') doit 6tre unie, et par suite que le point successif h (a a r) suivant la direc- 

tion de cette droite, est aussi uni. 

Comme l'homographie ~ change la conique a fl' en la conique a 7' qui touche 

�9 le m6me plan tangent z ,  elle changera en lui-m~me ce plan tangent, et entre les 

droites tangentes issues par le point (a a') sur le plan z ,  elle engendrera une in- 

volution non identique, un couple de cette involution 6tant donn6 par les droites 

distinctes r, s tangentes aux coniques a #r, a y,. Les deux droites unies de eette 

involution sont: la droite d et la droite d' conjugu6e harmonique ~ d par rap- 

port ~ r, s. 

On trouve analoguement que l 'homographie ~ a une autre droite unie d", 

sur l 'autre plan tangent ~t ~ en (a a'). 
On a ainsi en correspondanee aux droites d, d ~, d", trois points simples, suc- 

eessifs ~ (a a'), qui sont unis par rapport ~ to. C . Q . F . D .  

81. Reprgsentation analytique de let tranMormation T .  Nous voulons aehever 

ce Ch. on 6tudiant de plus pros la repr6sentation param6trique de la surface ~ .  
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Commen~ons par representer analytiquement la transformation T d'ordre 3, 

qui donne naissance s cette surface. 
Rapportons-nous done h ia surface de Jacobi F ,  que T transforme en elle- 

m~me, et t~chons d'~crire ]a substitution lin6aire produite par T sur les int~gra- 

les normales u, v. 

Ainsi que nous l 'avons rappel6 au n. 66, les p~riodes normales de u, v sont: 

(1) 

Soit 

- -  o 

I 
o I g' 

2 

d = ~/'u + #rv 

la substitution lin6aire repr6sentant T;  il s'agit de calculer les eonstantes )~, #, ~', #'. 

Ces constantes s 'expriment au moyen des p6riodes g, h, gr par les relations (i) 

d u n .  45, et les quatre 6quations fondamentales (A), (B), (C), (D)auxquelles con- 

duit l'61imination de )~, ?t, i', ~t' entre ces relations, doivent actuellement se r6- 

duire aux relations singuli6res (de Humbert)  

c'est-k-dire 

I I 

h 2' gg' I2 

2 ~ - - I ~ O ,  Izgg'  + I = o .  

En exprimant que les 6quations (A), (B), (C), (D) deviennent des identit~s 

pour h = z I 2-' gg~ = ----I2' on obtient entre les i6 entiers a~, bl, ci, di les relations 

a t = b o = a ~ - -  b 2 = c ~ = d 2 = c ~ = d o = o ,  

3 ( c o + d ~ ) = - - ( a 2 +  b , ) = 2  ( a 0 - - d , ) = 2  (bt --62). 

Ces relations, compar~es aux (i) du n. 59, (caract6risant les transformations 

de Hermite d'ordre I), permettent  de calculer les valeurs des entiers ai, bi, 61, dl. 

On trouve ainsi: 

a o ~ I a 1 - - -  o a 2  ~ - - 3  a S ~ o 

b o = o  b~-~I  b 3 =  o b s = - - 3  

6 o ~ I C t ~ O 62 ~ - -  2 C s ~ O 

d o = o  d , = I  d2~- o d 3 = - - 2 ,  

1 BOLZA * A m e r i c a n  J o u r n a l ,  I888.  
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On en tire 

ou bien 
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a o ~ - - 2  a t ~ o a ~  = 3 a s ~ - -  o 

b o =  o b t = - - 2  b x = o  bt = 3  

C o ~ - -  I C l -~- 0 C 2 ~ I C$ ~ 0 

d,---~ o d t = - - I  d , - - o  d~-~---I. 

I 
it = a a  + asg + a2h = ~ -  

2 

= b e  + bsg  + b ~ h = - - 3 g  

~t = a t  + a~h + a2g t=  ~ 3gt 

V ' - - b ,  + b t h +  b39'=~I ,  
2 

I ),, I 
Jr------ 2, ~t'=--3g, = 3 9 ' ,  ~ d = ~  2, 

343 

et par suite on a les substitutions lin6aires p6riodiques d'ordre 3 

Ut  I 
= - - -  u - - 3 g v  

2 

I 
v' = - -  3 g 'u - -  2 v ,  

l u t r 
= - - 2 u  + 3 g v  

I 
v' 3 g~ u ~ 2 

qui sont l 'une inverse de l 'autre, ou l 'une le earr6 de l'autre. 

On remarquera que le d6terminant i - - - 9  g g, de ees substitutions, est 6gal 
4 

l'unit6. On pourra d6signer par T la premiere parmi les substitutions que nous 

avons 6crites; alors T ~ d6signera ]a seconde. 

Nous avons d6j~ d6montr6 que la substitution T a neuf points de coinci- 

dence (n. 73); nous pouvons maintenaut retrouver ce r6sultat en caleulant aussi 

les valeurs des int6grales u, v aux points de coincidence. 

Soit (u, v) un point uni de T: on aura 

I 
u ~ - - - u - - 3 g v  2 

v = _ - - 3 g ' u - - ~ v ,  2 
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los congruences ayant  lieu par rapport aux p6riodes. On en tire 

I O, 
- u  + g v ~ - -  
2 3 

g'u + I 0~ 
2 3 

Or, #2 6rant un couple de p6riodes simultan*es de u, v. De I~ on d6duit 

2 

I 
v ----- - O= - -  g '  Or, 

2 

qui donnent seulement neuf couples incongrus par rapport aux pdriodes, c'est-h- 

dire les couples 

I 
On obtient ]e premier couple pour ,9t----O~ = o, le second pour O~ = g, #2 = 2' 

]e troisi~me pour O~ = z g, 02 = i ,  etc. 

8~. J~quations des courbes C de ~ qui sent invariant Tar rapport h T .  Con- 

sid6rons la fonction th6ta normale h caraet$ristique nulle, d'ordre z, d~finies par 

los conditions fonctionnelles 

(2) I 
O(u + z , v )  . ~ - O ( u , v +  z ) = O ( u , v )  

O(u + g, v + h) ~ e-"~(~'+e)#(u,v) 

O(u + h, v + g ' )~  e-"~(2"+r v) 

oh les p~riodes appartiennent au tableau de BOLZA (n. 8I). Comme il est bien 

connu, ces conditions d6terminent une seule ]onction, ~ un facteur constant pros 

(n. 28). 
La substitution hermitienne T change route courbe C en une courbe C, 

c'est-h-dire toute fonction th~ta de premier ordre en une fonction analogue: il 

s'agit de trouver, en particulier, la fonction th6ta correspondante h la D normale 
envisag6e. 

On volt tout  de suite que la fonction 

- '!) s 3 ' ' d ( 3 g e 2 + u v + 3 g * u z )  .~-- 3 g v , - -  3 g ' u - -  2 
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satisfait  elle-mfime aux condit ions fonctionnelles (2). On aura  par  consdquent  

(u, v) = c 0 (u, v) 

off c est  un fac teur  cons tan t  ~ calculer. 

I1 est  ais6 de p rouver  que c = i .  En  effet d tant  O(o, o ) r  ~, il v ient  

(o, o) = 0 (o, o) = c 0 (o, o) 
d 'oh  l 'on t i re  0 = I .  

On a done la re la t ion 

off l 'on a pos6 
0 (U', ~)') e s'i(3gv2+uv+3g'u2) = 0 (u,  v ) ,  

I u r ~ - - - u - - 3 g v  
2 

I 
v r ~ - - 3 g r u - -  V. 

2 

En  ehangeant  u en u -  a ,  v en v -  a r, on ob t ien t  

0 ( U ' - -  fl ,  V ' - -  fit) e 3 a i [ 3 g ( v - ~ f + ( u - a )  iu-,q}+3g'(u-a)2l ~ 0 ( U - -  a ,  V - -  a t ) '  

(fl, fir) 6tant  le po in t  de F qui correspond ~ (a a') pa r  r ap p o r t  s T .  

Cette  re la t ion mont re  que la trans/ormation T change la courbe 

O ( ~ - - a ,  v - - ( ~  r ~ o  

qui est une co~'~rbe quelconque C de ~ ,  dans la courbe 

o ( u  - f l  , v - -  f l ' )  = o 

(tiff') ~tant le point homologue de (a a'). 

I1 s 'ensui t  que, si ( a a  F) est  un po in t  uni de T ,  l '6quat ion 

O(u--a, v - - a ' ) =  o 

vien t  repr6senter  une eourbe  C invar ian t  par  r a p p o r t  k T .  

On peu t  done 4noncer  que:  

Etant donnde une sur]ace de Jacobi correspondante au tableau 

o 9 2 g g' = __ 

I 
2 

i Vo i r  p. e. HUSBERT, J o u r n a l  de  M a t h ,  I893, pag.  40. 
V o i r  HERMITE, C o m p t e s  r e n d u s  I8~f, t. 40, p. 366. 

.dora mathematica. 33. Imprim6 le 23 d6cembre 1509 44 
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il y a une trans/ormation hermitienne pdriodique d'ordre 3 

- - - u - - 3 g v  
(T) 2 

d-~---3g'u-- ~v 
2 

qui famine la sur/ace en eUe-m~me; cette trans/ormation poss~de neu[ coincidences 

en les points 
{2 t 

U = -  V = -  (a, a t =  o, I, 2) 
3' 3 

et laisse inz~riant neu/ courbes C ayant les ~quations 

( ~ 0 U - - 3 ,  ~ - -  ~ 0 ,  

oh ,9 est la [onction th~ta n o r ~ l e  clu i ~ ordre ~ earaaterietique nulle. 

En poursuivant l 'analyse on arrive aussi ~, d&montrer que /a eourbe 

( o 

contient les quatre points unis 

3 3 '  3 3 '  3 3 '  3 3 '  

oh ~ f 7, at fit ),t sont deux permutations de8 hombres o, I, 2. 

On retrouve ainsi le symbolisme introduit par une voie diff6rente au n. 73. 

83. Reprdsentation paramdtrique de la sur/ace 0~. La correspondance [I, 3] 
entre la surface 06 de l'espace ~ quatre dimensions et ]a surface de Jacobi F ,  

transforme le syst~me lin~aire d~coup4 sur �9 par les hyperplans, dans ]e syst~me 

lin~aire 

IDl=iO+O'+O"l 

C r, C" ~tant les courbes de ~ correspondantes h une C donn6e par rapport  ~ T, T 2 

(n. 75). Si 
o(u--a,  v--~')-~o 

est l'~,quation de C, l '~quation de C + C r + C" r~sulte (n. prec.): 

O(u--~,, v--a') .*(u--g, v--f') O(u--r,  v--7')'=o 



oh l'on a posd: 
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2 a - - 3 g a  

' _ _ 3 g ~ a _ _  I d 
2 

{ 7 = - - I a  + 3 g a '  

7 r= 3 g v a - I  d .  

347 

Soient Co, C ,  C~, C.~, C4 einq positions de la courbe C telles que les einq eour- 
bes D: 

Ci + C'I + C' i' ( i = o , I ,  2 ,3 ,4)  

repr6sent6es par les 6quations 

O~ (u, v) - -  ,9 (u - -  ai, v - -  di)  0 (u - -  fli, v - -  fl'i) ,9 (u - -  )'~, v - -  f i) ~ o 

( i = o ,  i . . . .  4 )  

re'sultent lin6aircment ind6pendantes. Comme toute courbc du syst~me [D[ est 
lin6airement d6pendante des cinq courbcs fix6es, rdquation d'une courbe D quel- 
conque aura la forme 

~o Oo (u, v) + ;t~ O, (u, v) + . . .  + ;t, O, (u, v) = o. 

Dans l'espace $4 de �9 6 prenons comme hyperplans d'6quations 

X 0 ~ -  O,  X t ~ O,  . . . X  4 = O  

les cinq hyperplans qui renferment les courbes F rdpondant aux courbes Ci + 
c:'. 

On obtient a lom les /ormules  

r x~ = O~ (u ,  v )  ( i  - -  o ,  ~ . . . .  4 )  

qui  donnent  la reprdsentation de la sur/ace q)6 au moyen  des param~tres u, v. 

IX. Surfaces hyperel l ipt iques  r~gulibres de raug 4 ttype I l l ) .  

84. - -  Trans /ormat ions  hermi t iennes  pdriodiques d'ordre quatre. - -  Soit ~ une 
transformation singuli~re, cyclique d'ordre 4, appartenant  s la courbe de genre 
deux /. La surface de Jacobi F attachde ~ /, poss~de une transformation her- 
mitienne T (correspondante s f) appartenant  s une s6rie continue oo~ de, trans- 

formations semblables. 
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Des propri6t6s de v on d6duit tout  de suite les propri6t6s de T. Cherchons 

en particulier le nombre des points de coincidence de la transformation T. On 

doit chercher combien y a-t-il de couples de points de /, qui soient chang6s en 

eux-m6mes par v. Remarquons que v laisse invariant deux points M, N de ], 

qui sont aussi unis par rapport  s ]a g~ de /, et que les quatre points unis re- 

stant de la g~, se distribuent en deux couples de points homologues A~ A~, Bt B~ 

par rapport  s la v; on obtient ainsi les couples unis 

2M, 2N, M + N, A t + A s ,  B~ + B2. 

Partant sur la sur/ace F il y a quatre points de coYncidence de la trans/orma- 
tion T, car la F,  6rant toujours suppos6e d6pourvue de courbes exceptionnelles, 

les couples 2M, 2 N  sont repr6sent6s par un m~me point de F (n. 5). 

Comme la transformation v" coincide avec la correspondance d6termin~.e par 

la g~ entre les points de /, la transformation T ~ de F sera une transformation 
K de la i re esp~ee. 

Cette transformation K poss~de I6 points unis, dont quatre tombent en les 

points unis de T; les i2 qui restent correspondent aux couples de points de /: 

AI + M, A s + M ;  A1+ N, A~ + N; B~ + M, B2 + M 

BI + N, B2 + N ; AI + B1, A~ + B2; AI + B~, A2 + B,. 

On a ainsi 6 couples de points de F qui forment des cycles d'ordre 2 par 

rapport  s T. 

Envisageons maintenant le syst6me 2 qui contient totalement les courbes 

C de F correspondantes aux s6ries des couples de / q u i  renferment un point fix6; 

t~chons de d6terminer les courbes de 2 qui sont invariantes par rapport  ~ T et 

les liens entre ces courbes et les points unis de la m~me transformation. Il nous 

sera ici trbs utile le symbolisme introduit par M. HUMBERT (n. 46). D6signons 

donc par (ad)  et respectiv6ment par aa '  - -  oh c t ~ I ,  2 , 3 , 4 ;  d =  I', 2', 3', 4' - -  
les points et les courbes invariants par rapport h la transformation de la i TM 

esp~ce K. Soit ( i i  r) un des 4 points unis qui sont aussi invariants par rapport  

/~ T, et H le syst~me de eourbes C issues par (iit). 

La transformation T 6tablit entre les 6Mments (courbes) de la vari6t6 H, 

unc correspondance singuli~re eyclique d'ordre 4, parfaitement analogue s la 

transformation v donn6e sur la courbe ]. 

Rappelons-nous que les couples de eourbes C issues par (ii ')  et conjugu6es 
par rapport  s K, forment la g~, appartenant ~ la vari6t6 de genre deux H qui a 

pour 616ments ces ~ C; il s'ensuit que parmi les six courbes 
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12', i3 r, i4' ~ I'2, I '3, It4 

passant par le point envisag6 et unies par rapport k K, deux seront aussi unies 

par rapport ~ T et les qua,re restant se partegeront en deux cycles de 2 ~ ordre 

par rapport h cette derniAre transformation. 
Soient 1.o', 1'2 les courbes unies, et 

13 r, I '  3 ; 14', I' 4 

les deux cycles d'ordre 2. I1 s'ensuit que les points (22'), (33'), (44') o6 se cou- 
pent ees couples de courbes hors du point (ii '), sont des points unis par rapport 

T. On consid6rera alors la correspondanee 6tablie par T entre les eourbes C 
passant par (22'), ct on trouvera deux nouveaux cycles de 20 ordrc de la trans- 
formation T. Ce raisonnement pouvant  ~tre r6p6t6 pour les autres points unis, 
on arrivera s la conclusion qui est exprim~e par le tableau suivant: 

P o i n t s  

unis cycles de 2 a ordre 

(II'), (2z'), (33'), (44') (12'), (I'2); (13'), (2'4); (14'), (2'3); 
(23'), (1'4); (24'), (1'3); (34'), (3'4)- 

C o u r b e s  C 

unies cycles de 2 d ordre 

I2', I '2, 34 r, 3'4 I3', It3; I4', I '4;  23', 2'3; 

24', 2~4; II', 22'; 33', 44'. 

On voit de suite que les cycles de 2 a ordre form6s par les points ou par 
les courbes de notre tableau ne iouent pas un r61e sym6trique. 

On a en effet quatre cycles de points, c'est-~-dire los cycles 

(I) (13'), (2'4); (14'), (2'3); (23'), (1'4); (24'), (1'3) 

qui appartiennent g des courbes unies, tandis que les cycles restant 

(2) (12'), (i '2); 

n'appartiennent g aucune courbe unie. 
courbes 

(3) I3 r, I '3;  I4', 1'4; 

(34'), (3'4), 

Analoguement on a quatre cycles de 

23', 2'3; 24 ~, 2' 4, 

qui passent par des points unis, tandis que les cycles 
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(4) II', 22'; 33', 44' 

ne jouissent pas de eette propri6t6. 

Les cycles (x), (3) seront nommds cycles de rang ~, et les cycles (z), (4) cycles 

de rang 2. 

8 5 . -  L'involution 14 engendrde par la trans]ormation T et la sur/ace 08, 

d'ordre 8, qui en donne l'image projective. - -  Consid4rons l 'involution engendrSe 

sur la surface de Jaeobi F par la transformation T; e'est-h-dire l 'involution 
dont un groupe quelconque est form6 en associant h u n  point P de F les points 
p,, p , ,  p,1 correspondants h P par rapport ~ T, T ~, T ~. 

En suivant la m6me marche qu'aux n. 75 on 6tablit tout de suite: 
I) Que l'involution I4 poss6dant un hombre fini de points de coincidence 

(c'est-s quatre points 4-ples et douze points doubles, donnant  six groupes 
de I~), toute surface q) qui reprdsente birationnellement les groupes de I~, est 
r~guli~re. 

2) Que dans la eorrespondance [r, 4] entre les surfaces O, F, au syst~me 
lin4aire I DI appartenant  s l 'involution 14 et renfermant totalement la eourbe 

C + C r + C " + C  f~r (off C ~, C', C "r sont les transform6es de C par rapport  s T, T j, T ~) 
correspond sur q} un syst~me lin6aire simple ~ l F I ,  d~pourvu de points-base, 

ayant  le genre 5 et le degr6 8. 
La vari6t6 ~ des groupes de I~ pourra done ~tre repr6sent6e par une sur- 

face Os de l'espace $2 de fagon que le syst~me lin~aire complet I I'~ soit decoup6 
sur q~8 par les hyperplans de $2. 

Comme sur uner rdguli6re, telle que 08 tout syst~me lin6aire complet 
a la s6rie earact~ristique complete, la dimension r du syst~me {F I, e'est-h-dire 
de l'espaee renfermant O~, sera 6gale A 5 ou ~ 4 suivant que eette s6rie carae- 
t~ristique sera la s6rie canonique ou bien une s6rie non-speeiale; le premier cas 

aura lieu si le genre de la surface Pa ~ ~, le second si pa ~ o. 

On verra dans la suite que Pa----r et par eons6quent r = 5. 

86. - -  Relations entre la sur/ace (D s e t  la sur/ace de Kummer  attacMe ~ la 

m~me courbe de genre 2. - -  Genre de la sur/ave q)s. - -  Pour caleuler la valeur du 

genre de Os, remarquons d'abord que: 
On peut dtablir une correspondance birationnelle entre les points de la sur/ace 

(D r et les couples d'une certaine involution I~ appartenant ~ la sur/ace de Kummer 

~p qui est attachde d la courbe de genre deux /. 

En effct les points P, P~, P", p, ,  d 'un groupe de I ,  se distribuent en deux 
couples P, p,r et pr, p , ,  de points homologues par rapport ~ la transformation 
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de i r~ esp~ce K ~ T  2, de sorte qu'h tout  groupe de 14 r6pondent deux groupes 

de l 'involution 12 engendr6e par K, et r6ciproquement h tout  groupe de 12 r6- 

pond un seul groupe de 14. Comme les surfaces O, qJ dont on parle ci-dessus, 

sont birationnellement identiques aux vari~t6s 14, I_. on aura entre les points de 

ces surfaces une correspondance faisant r6pondre h u n  point de O, deux points 

de qJ, et s un point de ~p, un seul point de q) C . Q . F . D .  

On dira que la correspondance involutoire qu'on a entre deux points de ~/, 

correspondant h u n  m6me point de q), est l'image de la correspondance T qu'on 
a 6tabli sur la surface F. 

On d6montre de plus que l 'involution d'ordre 2 que nous avons d~]inie sur la 

sur/ace de K u m m e r  (p, est engendrde par une h~mographie involutoire qui lrans- 

/orme en elle-mdme la sur/ace q), et laisse invariant quatre points doubles de celle-ci. 

Pour 6tablir cette proposition, il faut remarquer d'abord que dans la cor- 

respondance [I, 2] entre les points de la surface de Kummer ~p et de la surface 

de Jaeobi F,  aux sections planes de ~ r6pondent les courbes d 'un syst~me li- 

n6aire ]G] renfermant totalement la courbe C + C" ainsi que la Cr+ C". 

Comme la transformation T change la courbe C + C" en Cr+ C "~, la cor- 

respondance involutoire, to, image de T, changera la section plane de ~ rdpon- 

dant  ~ C + C', dans la section r6pondant ~ C' + C", et par suite elle changera en 

lui-m6me le syst~me (eomplet) des sections planes de tp. On en conclut que to 

est une homographic (involutoire). 

Les points de (p qui sont unis par rapport ~ to r6pondent aux groupes de 

l'invo]ution I2, engendr6e par K, qui demeurent invariant par rapport  s T. En 

se rappelant que K - - T  ~, on voit tout de suite que les seuls groupes de K qui 

restent invariant par rapport h T, sont form6s par les points uniu (IIt), (22~), 
(3J), (44'), dont chacun dolt  6tre compt6 deux fois. 

Comme s ces groupes de points coincidant r6pondent quatre des I6 points 

doubles de la surface ~ on arrive ainsi b. la conclusion 6noncde. 

Ceci pos6, remarquons que l'homographie w (par laquelle vient d6finie 12 

sur (p) ne saurait fitre une homologie, car autrement on aurait sur q; une courbe 

de points de coincidences; pourtant  to sera une homographie harmonique ~ deux 

axes, et ces axes seront les deux cSt6s oppos6s du quadrilat6re gauche form6 par 

les quatre points unis nomm6s ci-dessus. 

Or d'aprbs le lemme que nous avons 6tabli au n. 38 on pourra calculer le 

genre (p~=pg) de �9 en d6terminant s'il y a, ou s'il n 'y  a pas, des points de 

coincidence de l'involution 12 sur (p; on aura 

~ a  ~ ~0g ~ I 
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dans la premiere hypoth~se, tandis que la seconde hypoth~se amenerait 

p= = pg = o. 

On dirait au premier abord" qu'il existe sur ~ quatre coincidences de 12 

tombant  dans les quatre points doubles qui se t rouvent  sur les deux axes de w. 
Mais il ne faut  pas oublier qu'au point de rue  des transformations bira- 

tionnelles, un point double conique doit  6tre consid~r~ comme une courbe ra- 

tionneUe (de degr~ - -2) ,  de sorte que les points de cette courbe qu'on aurait 

sur une transform~e convenable de la surface, r~pondent aux points appartenant  

au domaine du point double, ou, si l'on veut, aux g~n~ratrices du cSne tangent. 

On aura donc ~ chercher le nombre des g~n~ratrices des quatre cSnes tan- 

gents, qui restent invariant par rapport  s w. Soit M un point double uni et n 

raxe de 1,homographie w qui ne renferme pas M; on voit que les deux droites 

tangentes en M ~ ]a surface ( p e t  appuy~es ~ l 'axe n, sont les seules g~n~ra- 

trices du cSne tangent, qui restent invariant par rapport  s w. L'involution I2 

engendr4e par w sur (p poss~de donc 4.2 = 8 coincidences, et  par suite /a sur/aee 

Os a l e  genre Pa ~ P g  = I. 
On en d~duit que /a sur/ace normale qJs, d'ordre 8, appartient 5 un espace 

~ cinq dimensions (n. 92). 

87. - -  Remarque. - -  Dans le raisonnement qui prdc~de, le lemme du n. 38 

nous conduit ~ la conc]usion que le genre de �9 est > o, et par consequent ~ i, 

aussitSt que l'on a reconnu qu'il y a x > o points de coincidence de 12. ]1 est 

int6ressant de remarquer qu'on peut  calculer directement le genre num~rique 

pa ( =  pg) de �9 en fonction du hombre x, d'apr~s le proc~d~ suivant. 
Consid6rons en g6n6ral une surface ~p de genre num6rique Pa, renfermant 

une involution 12; soit x le nombre des points de coincidence de I2 (hombre 

qu'on suppose fini, _> o) et soit pa le genre num6rique de cette involution, ou 

d'une surface q) qui en fournit une image. 

Remarquons d 'abord que les coincidences de I2 sont n6cessairement par- 

/aires, c'est-s que dans le domaine de tout point uni on a une homographie 

identique. 

Supposons en effet que dans le domaine du point uni U on ait une involu- 

tion poss6dant deux coincidences, et d6signons par ]A] un syst~me lin6aire quel- 

eonque trac6 sur ~0 et par I A r] le syst~me transform6 de I AI par  rapport  ~ 12. 
Soit ]B[ le syst~me lin6aire appartenant ~ l'involution 12, et renfermant les cour- 

bes r6ductibles A + A'. Une courbe B queleonque que l'on oblige ~ passer par  
U, passera ndcessairement par ce point avec deux branches tangentes ~ deux 
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direct ions dis t inctes;  et  celles-ci seront  conjugu6es par  r a p p o r t  k l ' invoIut ion qui 

r6sulte d6finie duns le domaine  de U. On en d6dui t  que l ' involut ion d 'o rd re  2 

appu r t enan t  s la courbe consid6r6e B, n ' au ra  pus des coincidences,  car s un point  

qui se meu t  sur B s ' approchan t  ~ U sur ] 'une des deux  branches  de la courbe,  

correspond en I2 un point  qui se meut  sur l ' au t re  branche.  Or on a sur B une 

involut ion  7~, (form6e pa r  les couples de I3) don t  on pour ra  d6signer le genre 

par  Q; en d6signant  par  r le genre (effectif) de B on a la formule bien connue 

de M. ZEUTHE~ 
4 ( e - - i ) = 2 ( e ' - - i )  d 'ob  e ' = 2 e - - r .  

Comme la B que nous avons  eonsid6r6e poss~de un  poin t  double  en U, le 

genre  effectif  d 'une  B arb i t ra i re  ne passant  pas par  U sera Q' + i = 2 r Mais 

c 'es t  l~ une conclusion absurde,  car  ee t te  B renferme aussi une  involut ion sans 

coincidences,  f o m 6 e  pa r  les couples de I~, e t  en app l iquan t  h celle-ci la formule 

de Zeuthen,  on t rouve  que le genre de la courbe est un nombre  impair.  

Ceci pos6 consid6rons la correspondance [i  2] en t re  les surfaces q), ~p (O ~tant  

une  image de I2). On d6dui t  ais6ment de ce qui pr6e~de, qu ' aux  points  unis de 

I2 r6pondent  sur 69 des eourbes rat ionnelles de degr6 - - 2 .  On a alors t o u s l e s  

~16ments pour  6erire la relation, que M. SrV~RI a ~tablie, en t re  les genres ar i th-  

m6tiques de deux  surfaces en correspondance  alg6brique; ce t te  re la t ion sera 

x +  4 P a = 8 p a +  4. 

Dans le cas par t icul ier  qui  nous interesse ici, on a Pa = i ;  la formule pr6- 

e6dente nous  donne  alors 
p a =  I, x ~  8 

OU bien 

~ga ~ O, g ~ O 

(le cas x < o, qui  r6pondra i t  k une  involu t ion  12 doU6e d 'une  infinit6 de coinci- 

dences, est  ici 6cart6 ~ priori).  

Pa r  ee t te  r emarque  se t r o u v e  6tabli  le thr  su ivant  qui  renferme celui 

que nous avons  6tabli au  n. 38. 

Soit 12 une involution d' ordre 2, alrpartenant d une sur/ace de genre numdrique 

i ,  et posMdant un  nombre ]ini ~(> o) de co'incidences; le genre numdrique de I~ est 

~ a  ~ O OU p a  ~ I ,  

el on a respectivement 

: r ~ o  ou x ~ 8 .  

Acta mathtma$ica. 33. Imprim6 le 24 d~cembre 1909. 45 
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En nous rapportant  ~ la 12 donn4e sur une surface de Kummer (I~ qui est 

repr4sent4e par la surface hyperelliptique q)~) nous avons trouv4 effectivement 

x = 8 ;  

ainsi la d4duction p~-----i se trouve confirm~e. 

88. - -  Con/iguration des points doubles et des courbes rationnelles appartenant 

la sur/ace ~ 8 . -  Consid4rons sur la surface de Jacobi F ]es Io groupes de 

l 'involution I4, qui renferment des points multiples, c'est-h-dire les 4 groupes for- 

m4s par des points quadruples et les six groupes form,s par les cycles de 2 a ordre, 

dont chacun soit compt~ deux fois (n. 84). A c e s  groupes r4pondent io points 

singuliers de la surface Os, formant une configuration remarquable que nous nous 

proposons d'~tudier. 

De m6me que sur F les relations essentielles entre les points unis de la 

transformation T, se rapportent aussi aux courbes C unies, sur la surface (/), la 

cfg. des points singuliers r4sultera 4troitement li4e s la cfg. form4e par los cour- 

bes r~pondant a u x  courbes unies. 
On voit tout  d'abord que cette derni~re cfg. contient: quatre coniques, r4- 

pondant  aux courbes unies i2', i '2,  34', J 4 ;  quatre courbes de quatri~me ordre 

(que nous dirons de rang i) r~pondant aux cycles de rang i;  et deux courbes 

de 4 me ordre (que nous dirons de rang 2) r4pondant aux cycles de rang z. On 

d4montre ais4ment que les six courbes de 4 ~e ordre sont rationnelles. 

Ainsi p. e. la eourbe r4pondant au cycle I J ,  I '3, est rationnelle car ses 

points sont en correspondance birationnelle avec les groupes de la s4rie g~, d4- 

termin6e sur la eourbe I3' (ou I' 3) par la transformation T~_~K. 

On peut aussi ajouter qu'il existe 4 hyperplans qui touchent �9 le long des 

quatres coniques avec un contact de 3 me ordre, et six hyperplans touchant  ~ le 

long des six quartiques avec un contact de i r ordre. En effet toute conique 

eompt4c 4 fois, doit donner une courbes du syst~me complet I/'1 coup4 sur q) 

par les hyperplans, car une des courbes unies I2', i '2, 34',3'4 compt4e 4 lois 

donne sur F une eourbe D; et analoguement pour les quartiques. 

Apr~s ces remarques relatives h la cfg. des courbes rationnelles, passons s 

examiner la nature des io points singuliers. 
D~montrons d'abord que ces points ne sauraient 6tre multiples d 'un 

ordre > 2. 
On a plus g4n4ralement que: une sur/ace rdguli~re normale des genres p a =  

=Pg = P2 = x, ddpourvue de courbes exceptionnelles, ne peut pas poss~der des points 

multiples d' ordre > 2. 
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Rappelons  que tou te  surface normale  de genres i ,  d~pourvue  de courbes 

exceptionnelles ,  joui t  des propri~t~s suivantes:  

a) elle appa r t i en t  ~ un espace Sr don t  la dimension r e s t  ~gale au genre r des 

sections hyperplanes  (canoniques) de la surface;  

b) elle est d ' o rd re  2 r - -  2 ; 

c) elle ne poss~de pas des courbes mult iples ou des points  mult iples n 'aba issant  

pas le genre des sections hyperplanes .  

Si la surface renferme un  point  multiple O, en la p r o j e t a n t  de 0 on ob- 

t iendra  une nouvelle surface de Sr - t  qui ne cont ien t  pas des courbes except ion-  

nelles 1 de sorte que cet te  pro jec t ion  devra  satisfaire aux  propri~tSs a ) e t  b); 

il s 'ensui t  que le point  mult iple 0 ne saura i t  pas ~tre d 'o rdre  > 2. 

Remarque .  - -  On voit de plus que les points doubles de la sur/ace de genres I, 

abaissent le genre des sections hyperplanes d'une seule unitd. 

Ceci pos~ revenons  ~ no t re  surface �9 8 de l 'espace S s. 

Appclons P le point  de q) r~pondant  au point  uni ( i i  r) de F.  Des IO cour- 

bes rat ionnelles  a p p a r t e n a n t  h. O, il y e n  a qua t re  qui passent  pa r  P :  c 'est-h-dire 

les coniques homologues aux  courbes unies i2 r, i t2,  et  les quar t iques  de rang I 

r6pondan t  aux  cycles de rang  i ,  I J ,  i f3  et  i4 r, ~'4 (voir le tab leau  d u n .  84). 

Comme une section hyperp lane  arb i t ra i re  issue par  P,  coupe chaquc conique 

hors  de P en un seul point, sur la surface F une courbe D issue a rb i t r a i r ement  

pa r  ( i i  r) coupera  les courbes i2 r, I '2 ,  hors de (ix'), en quatre points, de sorte 

qu'elle aura  qua t re  intersect ions avee ces courbes, r~unies en (IIt). On en con- 

elut  que le poin t  ( i i  f) est  un poin t  de multiplicit~ 8 > 2  pour  la courbe D envi- 

sag~e. Mais dans l 'hypoth~se  s > z deux  courbes D arbi t raires  issues par  ( i i  r) 

aura ien t  t in tersect ions  r6unies en (iir),  od 

t > 8 s > 9, 

et par suite deux sections hyperplanes de O, issues par P, auraient ->2 inter- 
4 

sections r~unies en P, et ce point r~sulterait de multiplicit~ > 2. En vertu de 

la proposition ~tablie ci-dessus, on en d~duit que s = 2. 

E n  t enan t  eompte  de ce que la D envisag~e a qua t re  intersect ions r~unies 

en (H~), avec les eourbes iz  ~, i '  z, on reconnai t  que les deux  branches  de D pas- 

sant  par  ( ~ ) ,  do iven t  avoir  respec t ivement  un con tac t  de 2~ ordre  avec les cour- 

bes susdites. On peu t  expr imer  ce t te  propri~t~ en disant  que les courbes D 

issues pa r  P fo rmen t  un syst~me lin~aire a y a n t  le point-base double  P e t  deux  

1 En effet le genre des sections hyperplanes ~tant r ' ~ r - - L  on en d6duit ~r r - - i  
(pg >o); cette dgalit6 ne saurait subsister s'il y avait sur la surface dos courbes exceptionnelles 
parce qu'en ce cas on aurait n f > r - - I ,  
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points base simples successifs sur ehacune des courbes I2', I' 2. (Voir la figure.) 

Ce syst~me ]in~aire, que nous d4signerons par I D, I, est form4 par les courbes D 

de F r~pondant aux sections hyperplanes de ~, qui passent par P. 

Supposons maintenant qu'un point M de F, se mouvant sur la eourbe i J ,  

s'approche s (Ii'), et consid4rons les ~3 courbes de IDI[ qui passent par M, 

courbes que nous nommerons D2. Comme le syst~me I DI[ appartient ~ l'involu- 

tion I~, ces courbes que nous avons oblig4es h passer par M, passeront en con- 

s~quenee par les points M r, M", M rr' homo[ogues ~ M ell T, T ~, T ~. En se rap- 

pelant que T~'~K,  on d6duit que le point M 'r se meut sur i J ,  tandis que les 

points M r , M'" se meuvent sur I'3. De 1s on tire qu's la limite, ]orsque M 

coincide avec (II'), les courbes D 1 envisag~es viennent avoir au moins deux nou- 

velles intersections r4unies en (ii ')  avec les courbes z3 r, I '3, de sorte qu'elles ont 

avec ces courbes au moins quatre intersections, tombant  en (n ') .  Comme les 

D~ ont aussi quatre intersections en (Ii ') avec los courbes iz', I '2, il s 'ensuit que 

le point (ii ' )  est quadruple pour les oo~ eourbes D 2. 

On pourrait douter que les D 2 aient en (~i') un point multiple d'ordre > 4; 

mais on se passe de ce doute en observant que la courbe C+C'+Cr'+C "' compos4e 

d'une C passant par (H') et de ses transform~es par rapport ~ T, T', T s, est 

une particuli~re D2 qui poss~de en (H') un point quadruple. On voit de p]us 

que les D: n 'ont pas des tangentes fixes en (iI'), ear la courbe C + C - } - C " +  C'" 

envisag4e, a ses tangentes variables au varier de C. 

Aux courbes D 2 r~pondent sur q) les sections hyperplanes d 'un syst~me li- 

n~aire ~a contenu dans ]e syst~me ~ des sections hyperplanes qui passent par 

P, e'est-~-dire ]es sections produites par des hyperplans renfermant une certaine 

droite p par P. 

Comme le genre de ces sections dolt ~tre 4gal ~ la dimension 3 du syst~me 

complet auquel elles appartiennent, on arrive h la conclusion que la surface 

poss~de un point double /'1 infiniment prochain ~ P, suivant la direction p. Si 

l 'on ajoute qu'une section hyperplane arbitraire par P, passe par ce point avec 

deux branches non tangentes entre elles - -  r4pondant aux branches d'une courbe 

D1 en (~z') - -  on en d~duit que le point P est biplanaire et que p e s t  la droite 

commune aux deux plans tangents. 

La eirconstance que les courbes D~, r~pondant aux sections h):perplanes 

par p, ont les quatres tangentes variables, nous montre ais~ment qu'il ne peut 

pas exister un troisi~me point double P~, successif h P~. 

On peut aussi 4tablir tout  de suite le comportement en P des quatre eour- 

bes rationnelles passant par ce point. Il suffit k cet effet de rappeler les pro- 

pri~t~s des courbes D~, D~ au point (~') .  
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Ainsi p. ex. de ce que les D,, D~ ont quatre intersections en (II') avec ]es 

i2', I '2, on d6duit que les coniques r6pondant h i2', i '2  passent par P d'une 

fagon telle que chacune d'elles touche un des deux plans tangents et non la droite 
p; etc. etc. 

Passons maintenant s 6tudier la nature du point Q de �9 qui r6pond au 

cycle de rang i :  (I3'), (2'4). Une courbe D issue d'une fagon arbitraire par le 

point (I3') doit passer en cons6quence par  (2'4); il s'agit d'6tablir les propri6t6s 

de cette D dans le domaine de (I3 ~) et de (2~4). A ce but  remarquons que par 

Q passent les coniques r6pondant aux courbes i2', 3'4, et qu'une section hyper- 

plane par Q coupe ces coniques, hors de Q, en un seu] point. Il s'ensuit qu'une 

D par (i3'), (2'4) doit avoir deux intersections avec les courbes I2', 3'4 en cha- 
cun des points (I3'), (2'4), et par suite que la D doit avoir un point double en 
(13') et un autre point double en (2t4). 

Soit I D1] le syst~me lin6aire ~ form6 par les courbes D r6pondant aux 

sections hyperplanes par Q. On volt ais6ment que les D 1 ont en (I3'), (2'4) ]es 
deux couples de tangentes variables, car en transformant au moyen de T, T ~, T 3 

une 6ourbe C issue par (i3'), on obtient une particuli~re DI ayant  les tangentes 

variables. En poursuivant l'analyse on 6tablit que le point Q est un point 
double conique. 

Ce r6sultat d6coule des remarques suivantes: 

i) Une section hyperplane arbitraire passant par Q, poss~de un point double 

origine de deux branches non tangentes correspondantes aux branches de la 
courbe homologue D~ par ( iJ ) ,  (2'4). 

2) Les points de �9 appartenant  au domaine de Q, torment une vari6t6 alg6bri- 
que irr6ductible, car ils correspondent biunivoquement aux couples de l'invo- 

lution form6e par les tangentes des courbes Dt eu (~3'), (2'4). 

On conduit d 'une fa~on parfaitement analogue la discussion relative au point 
R de O, correspondant ~ un cycle de rang 2, tel que (i2'), (i '2). On arrive de 

m~me g la conclusion que R e s t  un point double conique. 

Pour compl6ter ]a recherche des relations qui passent entre les IO courbes 
rationnelles et les points doubles de q), il suffira de remarquer que toute relation 

entre les courbes et les points unis sur F, se transporte sans aucune difficult~ 
aux 61~ments singuliers de q). 

En r6sumant on arrive ~ la conclusion suivante: 

Toute sur/ace hyperelliptique de rang 4 et du type I I I ,  peut ~re trans/ormde 

birationnellement en une sur/ace 08 de genres I appartenant h l'espace ~ cinq di- 

mensions, et posMdant des sections hyperplanes d'ordre 8 et de genre 5. 
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La Os ]ouit des proprigtds suivantes: EUe poss~de io ?~oints doubles et zo cour- 

bes rationnelles remarquables. Des Io points doubles q uatre sont biplanaires et 

les six restant sont coniques. Dans le domaine de I r ordre de tout point bipla- 

naire on a un autre point double. 

Les points doubles coniques se partagent en deux classes jouissant de pro- 

pri6t6s diff6rentes: 4 points coniques de rang i et 2 de rang 2. Des xo courbes 

rationnelles quagre sont des coniques et six des quartiques. Le long de toute 

conique il y a un hyperplan ayant  avec 08 un contact d'ordre 3, et le long 

d'une quartique un hyperplan ayant  un contact simple. Les quartiques se par- 

tagent en deux classes: 4 de rang i e t  2 de rang z. 
Les xo points doubles et les Io courbes satisfont aux relations qui suivent: 

Par un point biplanaire passent 

2 coniques et z quartiques de rang z. 

Par un point conique de rang i 

passent 2 coniques, 2 quartiques de 

rang i et les 2 quartiques de rang 2. 

Par  un point conique de rang 2 

passent les 4 quartiques de rang i et 

I de rang 2. 

Une conique renferme 2 points 

biplanaires et 2 points coniques de 

rang z. 
Une quartique de rang x renferme 

z points biplanaires, 2 points coniques 

de rang I e t  les 2 de rang 2. 

Une quartique de rang 2 renferme 

les 4 points coniques de rang i et 

passe doublement par i point conique 

de rang 2. 

89. -- La surface (1)8 caract~risge par la con]iguration de ses points el de ses 

hyperplans sing~diers. - -  Soit une surface Os, d'ordre 8 s sections canoniques en 

$5 (Pa ~ P a  ~ P2 ~ i), poss~dant io points doubles et i o  hyperplans tangents sui- 

r an t  des courbes rationnelles, de fa~on que ces points et ces courbes forment une 

cfg. jouissant des propridtds dtablies au n. pr6e~dent. On peut d~montrer que 

q98 est une surface hyperelliptique du type III, de fa~on que /a configuration que 

nous avon8 dg]inie ]oue un r61e caract~ristiqne par rapport ~ cette surface. 

A cet effet nous proc6derons par une m6thode analogue k celle que nous 

avons d6veloppde aux nn. 49, 78. 
Nous ts de construire une surface birationnellement identique ~ la 

surface de Kummer, qui soit reprdsent~e sur la O8 eompt~e deux lois. 

Faisons d'abord les remarques suivantes. 
Ainsi que nous l'avons expliqu6 au n. 86, la surface q)s correspond s une 

involution 15 d'ordre 2 appartenant  ~ une surface de Kummer. Transformons 

celle-ci en faisant correspondre aux quadriques de S 3 les hyperplans de $9; on 

aura ainsi une surface q)~ de $9 poss~dant z6 points doubles et i6 S~ tangents 

suivant des courbes rationnelles d'ordre 4. 
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La surface (p~ transform6e de la surface de Kummer renferme une involu- 

tion 12 qui est engendr6e par une homographie de $9. Cette homographic pos- 

s~de un $3 de points unis ne rencontrant pas ~016; et de cet espace $3 la surface 
vient projet6e en notre �9 8. 

Ceci pos6 nous allons montrer comment on peut construire r~ciproquement 

~ e  6rant donn~e �9 s. 

A cet effet remarquons que parmi les 4 hyperplans tangents ~ q~8 suivant 

les quartiques de rang I, on peut choisir deux hyperplans ayant communs 4 

points coniques, et renfermant dans leur ensemble les 4 points biplanaires. 

Supposons que de tels hyperplans soient represent6s par 

~1~0~ ~ 2 ~ 0 .  

Construisons la surface de Se 

( i ) Y l  = x ,  , . . . y ,  = x , ,  

(xl . . . .  x6 satisfaisant aux 6quations de Os). 

Y7 = Vx, x, 

Comme la quadrique de diramation 

xl x2 = o est tangente ~ la surface double, Os, il n 'y  aura pas sur ceUe-ci des 

courbes de diramation proprement dites; par cons6quent la surface (i) que nous 

venons de construire est d'ordre i6, et ses sections hyperplanes sont de genre 9 

et se coupent deux h deux en des groupes canoniques: il s'ensuit que cette sur- 

face a t o u s l e s  genres g6om~triques ~gaux h I pg = P 2  . . . . .  I). Or il y aura 

une surface normale d'ordre i6 (que nous d6signerons par ~) dont la surface (I) 

de $6, est une projection. 

Nous voulons prouver: d'abord que le genre numSrique de ~p [ou de (i)] est 

p a  ~ I et par cons6quent que ~p appartient ~ un $9; ensuite que ~ est identique 

h la surface (P~6 que nous avons obtenue en transformant une surface de Kummer. 

A cet effet faisons les remarques suivantes: 

i) Un point biplanaire de 08 appartient h un des deux hyperplans de dirama- 

tion x~ = o, x2 = o, de sorte que le domaine de ce point sur ehaque nappe de 

la surface donne lieu ~ une courbe de diramation infiniment petite. 

2) Les points coniques communs ~ x~ = o, x2 = o, sont doubles pour la quadrique 

de diramation xt x 2 = o; on voit donc qu'il n 'y  a pas des points de diramation 

dans le domaine de ces points coniques. 

3) I1 e n e s t  de m6me pour les deux points coniques de Os qui n 'appartiennent 

pas ~ la quadrique x~ x2 ----- o. 
Ceci pos6 on voit d 'abord qu'aux x6 points coniques de 0 ,  correspondent 

autant  de couples de points coniques de ~p, ce qui fait i2 points doubles coniques 

de cette surface. 
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A chaque point biplanaire (de diramation) de q)s r~pondra un point de ~V, 

et nous supposerons qu'il s'agisse d 'un point singulier abaissant [a classe de la 
surface d'un certain nombre h (>o) .  

Or en r@6tant le raisonnement que nous avons d6velopp4 aux nn. 49, 78, 
ts d'~valuer l ' invariant de Zeuthen-Segre de la surface ~V. Ce calcule nous 

amine  h l '6quation 
4 + 4 h = I2pa 

p~ d6signant le genre num6rique de ~. 

Cette 6quation dolt 6tre r6solue en nombres entiers, et on dolt avoir 

h > o ,  p ~ < I ;  
pour tant  on aura 

h ~ 2, p a =  I. 

I1 s'ensuit qu'aux 4 points biplanaires de 60 correspondent 4 points doubles 

coniques de ~p. 

Nous venons de prouver que la sur/ace ~P est une sur[ace de genre ~Pa = I 

possddant 16 points doubles coniques. II est ais6 de reconnaitre qu'elle poss~de 

aussi 16 Ss tangents suivant des quartiques C~. 

Ces courbes C prennent naissance de la fa~on suivante: 
I) Chaque quartique de Os donne lieu s deux C~ (ce qui fait 12 C,). En effet 

on peut  reconnaltre qu'une telle quartique ne renferme pas des points de di- 

ramation. 
2) Chaque conique de q)8 donne lieu s une courbe irr6ductible d'ordre 4, parce 

qu'il y a sur la conique deux points de diramation. On a ainsi 4 C4 ~ ajou- 

ter aux 12 d6js trouv6es. 
Ceci pos6 on volt que la sur/ace ~p de $9 est une trans/ormde de la sur/ace de 

K u m m e r ;  le syst~me transformant est le syst~me lin6aire auquel appartiennent 

les 16 quartiques de ~v compt6es deux fois. 

X. Surfaces hypere l l ip t iques  r~guli~res de rang 6 ( type IV). 

90. - -  L'involution le engendrde par une trans/ormation hermitienne cyclique 

d'ordre 6 . -  Sur la surface de Jacobi F consid6rons la transformation hermi- 

tienne T p6riodique d'ordre 3, envisag6e au n. 73, et d~signons par K la trans- 
formation ordinaire de ~re esp~ce qui laisse invariant un des 9 points unis de T. 

On remarquera tout  d 'abord que ]es transformations T, K sont ~changeables, car 

T doit transformer K e n  elle-m6me (voir le n. 52). 
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La transformation hermitienne singuli~re 
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S - - T K ~ K T  

r~sulte par consequent p~riodique d'ordre 5, car on a 

86 ~ T6 K 6--- I. 

Nous nous proposons d'~tudier dans ce chapitre les surfaces reprdsentant l'invo- 

lution Io, engendr~c sur F par la transformation S. 

En parcourant la marche suivie dans les cas precedents, on aura d'abord 

chercher les points et les courbes C qui restent invariant par rapport s la trans- 

formation S ou h une de ses puissances, les C ~tant courbes d'un syst~me E. 

A c e  but il faut chercher: 

a) La permutation produite par K entre les points et les courbes C invariant 
par rapport s T. 

b) La permutation produite par T entre ]es points et les courbes C invariant 
par rapport h K. 

La premiere recherche a ~t6 d~jh effectu~e au n. 80. En d6.signant par 

( an  t) le point uni de T, qui est aussi uni par rapport h K, on a trouv~ que K 
transforme les points 

(~ ') ,  (~ f'), (~fl'), (.'fl), (~/) 
en les points 

et les eourbes 

en les courbes 

(""'), (~7'), ( - / ) ,  (-'~), (Fr), 

. a ' ,  ~ f ' ,  a f  t , a t f ,  f ir '  

ant,  77',  aT',  a ' z ,  fl'7. 

Passons donc maintenant  $ la recherche b). D~signons les courbes et les 

points unis de K au moyen des symboles de M. HUMBeRt, en eombinant les 
deux s6ries de caract6res 

a, b, c, d et a t , b t, c', d'. 

Soit ( a s  (an  r) le point uni de K, qui est aussi uni par rapport ~ T. Entre 

les ~ldments de la vari6t~ ~1 form~e par les C qui passent par (aa') ,  il y a une 

transformation singuli~re p~.riodique d'ordre 3 d6finie par S; par tant  les six 
courbes unies de K: 

ab f, ad ,  a d  r, a tb, arc, atd 

qui passent par (aa'), se partageront en deux cycles de la transformation T: 

a b  t, a c  t , a d  r et atb, arc, a id .  
Aeta  maShemativa. 85. Imprim6 Io 27 d6eembro 1900. 46 
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Ceci pos6, on voit tout  de suite que la T fait correspondre au point (bb v) le 

point (cd) et h ce dernier le point (dd~), car (bb ~) peut ~tre envisag~ comme le 

point commun aux courbes a b r, arb, hors de (as  le point (cd) comme le point 
commun aux courbes a c ~, s  correspondantes aux courbes pr6c~dentes, et enfin 

le point (dd r) comme l'intersection, bors de (as de deux courbes ad  r, ard. 
En poursuivant, l 'analyse par des consid4rations analogues, on arrive s la 

conclusion que les termes de points 

(a a ~) (a a r) (a a') - -  (b b ~) (c d) (dd') - -  (a b ~) (a d) (a d') 

(bc') (cd r) (db')--(cbr)(dc')(bd')~(car)(dar)(bar),  

et les termes de courbes ayant  les m~mes symboles, forment des cycles de la 

transformation T. 
En r~sumant, on voit que l'involution I6 engendrde sur F Tar la trans/orma- 

tion hermitienne S, cyclique d'ordre 6, poss~de Io groupes ren/ermant des points mul- 
tiples: c'est-~-dire un groupe /ormg Tar un point 6-ple, quatre groupes dont chacun 
est /ormd par deux points 3-ples, cinq groupes dont chacun est /ormd par trois 
points doubles. 

En  considdrant l'involution I ,  engendrde par S entre les courbes C d'un sy- 
st~me 2~, on a d'une /acon par/aitement analogue ~o groupes ren/ermant des courbes 
comptdes plusieurs /ois. Les algorithmes introduits ci-dessus donnent d'une /acon 
complete les relations entre ces groupes de points et de courbes. 

91. - -  La sur/ace 012 d'ordre i2 modkle pro]ecti/ des sur/aces hyperelliptiques 
du type IV .  - -  Pour construire un module projectif des surfaces birationnelle- 

ment identiques • l 'involution In, on proc4dera en suivant la marche plusieurs 

fois indiqu6e. On consid6rera d 'abord le syst~me lin~aire I DI appartenant  h I6 
et renfermant la courbe D =- C + C r + ... + C (-,) compos~e avec C et ses transfor- 

m4es par  rapport  ~ S, S~ , . . .  $5; s ce syst~me r~.pond sur une surface hyper- 

elliptique �9 de la classe envisag~e, un syst~me lin~aire simple IF  I, d~pourvu de 
points-base; de sorte qu'on pourra supposer que I/'~ soit le syst~me des sections 

hyperplanes de O. 
La surface 01~ ainsi obtenue a l 'ordre I2 et ses sections hyperplanes ont 

le genre 7. 
I1 s'agit maintenant de trouver la valeur du genre arithm6tique Pa de q)12. 

A cet effet il suffit de d6velopper des consid6rations 6troitement analogues 

celles qu'on a expos6es en calculant le genre pa du type pr6c6dent. 

Soit Oe une surface de l'espace S 4 (type II) image projective de l 'involution 

13 engendr6e sur F par la transformation T; on aura sur q)e une involution I~ 
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de 2 a ordre, dont  les groupes correspondent birationnellement aux points de la 
surface O,~. 

En effet un groupe 
p ,  p,, p , ,  p, , ,  p~v, p v  

de I~, obtenu du point P au moyen des operations 

S, S * = T  ~, S ~ = K ,  S * = T ,  S 5 = K T  ~ 
donne deux groupes 

p ,  plv, pit et p,r, p~, pv  
de r involution I3. 

Comme le second de ces groupes s 'obtient du premier au moyen de la trans- 

formation K -  qui change en elle-m~me T et par suite I ~ -  rinvolution I~ 

dont on parle ci-dessus sera engendr~e sur (1)8 par une des 9 homographies in- 

volutoires qui changent en elle-m~me cette surface (n. 8o). 

En se rappelant que l'involution I ,  poss~de 8 coincidences (n. 8o) on en 

conclut (nn. 38, 87) que la sur]ace 012 a l e  genre p a ~  I ( =  pa-----P~); et par suite 

qu'eUe appartient ~ l'espace S 7 et que ses sections hyperplanes sont des courbes cano- 

niques. Les io groupes de I~ renfermant des points multiples sont repr~sent~s 

par Io points singuliers de la surface q)l~, et les Io groupes de I6 renfermant des 

courbes multiples, par io courbes rationnelles de la m~me surface. 

Ces courbes sont rationneUes parce que l'involution Is 4tablit sur chacune 

des courbes unies de S, T, K, une s~rie linfaire (d'ordre 6, 3, 2 respectivement). 
On trouve ais4ment l 'ordre des Io courbes appartenant  s q)~. Ainsi p. e. on 

voit qu's la courbe a s  a a r r~pond une conique, car en comptant six fois la 

a a  r on obtient une courbe D; k la courbe flfl~ + Z7 r r~pond une quartique, car 

la courbe 3(tiff' + 77') est une D; etc. 
On a done sur O~_~ une conique, 4 quartiques et 5 courbes de sixi~me ordre. 

Les xo points singutiers de (D~ ne peuvent  pas avoir une muItiplicit~ plus grande 

que 2 (n. 88): on voit ais~ment par des considerations d~sormais connues, que 

les 4 groupes de I6 renfermant des points 3-ples sont repr~sent~s par 4 points 
biplanaires ordinaires de (D~2, et que les 5 groupes de I8 renfermant des points 

2-ples sont repr~sent6s par 5 points doubles coniques. 
Arr~tons-nous sur le point P de (D~ qui r~pond au groupe de I ,  renfermant 

le point 6-ple (aa r) ~ (aa'), car l 'analyse de la singularit~ que la surface q),~ pos- 

s~de en P,  se pr6sente moins simple. 

-~ priori une courbe D satisfaisant h la condition de passer par le point 

(aal), pourra avoir une branche tangente ~ une direction arbitraire d issue par 

(aat), ou bien une branehe tangente ~ une des courbes aft t, fla'. Dans le pre- 

mier cas la D dolt poss~der deux autres branches tangentes aux directions 
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d r, d rr correspondantes s d par rapport ~ T, T 2, et par suite la D viendra avoir 

en (a d) un point de multiplicit6 > 3. 

L'involution d'ordre 6 appartenant ~ D aura autant  de points doubles qu'il 

y a de branches passant par (ad) :  comme, d'apr~s la formule de Zeuthen, une 

involution poss~de n~cessairement un nombre pair de points doubles, le hombre 

des branches par (ad) devra 6tre pair, et par suite 6gal h six (car il doit r6- 

sulter un multiple de 3)- Mais alors, en d6signant par x le genre de l'involution 

donn6e sur D, on obtient 

6 + I2(x-- I ) - -~  2 (22-- I) 

car le genre d'une D arbitraire 6tant 6gal h 37, une D dou6e d'un point 6-ple 

aura le genre 3 7 - - x 5 ~ 2 2 .  La relation pr6c~dente donne x = 4 ,  ce qui est 

absurde, parce qu'une section hyperplane de @,2, issue arbitrairement par P, doit 

avoir le genre 7 -  i - - 6 .  

I1 faut done conclure qu'une D passant de la faqon la plus g6n6rale par 

le point (ad), a une branche tangente ~ la courbe a fir (ou ~ rift). Mais si la D 

poss6dait en (aa r) une seule branche, l 'involution d6finie sur D aurait  seulement 

un point 6-ple 6quivalent ~ 5 points doubles, contrairement ~ la formule de 

Zeuthen. On dolt donc supposer que D passe par (aa') avec une branehe tan- 

gente ~ a fir et avec un autre branche tangente ~.. d fl. 
II s'ensuit que le point P ne peut pas ~tre simple, et par suite qu'il est 

double (n. 88).  Deux courbes D correspondantes ~ deux sections hyperplanes 

de O12 issues par P, auront done en (aa r) ]a multiplicit6 d'intersection 5.2 = I2. 

On en tire que leurs branches ont deux ~ deux un contact d'ordre 4, c'est-h-dire 

qu'aux sections de O12 passant par P r~pondent sur F les courbes d'un syst~me 

lin6aire ]DII ayant  en (ad) un point-base double et quatre points-base simples 

sur chacune des branches de ce point double. 

Si l'on consid~re les courbes D1 passant par un point de F s'approchant h 

(aa') suivant une direction diff6rente des directions des tangentes fixes, en fai- 

sant toujours jouer la formule de Zeuthen, on trouve un syst~me lin6aire ~5 I D ~0 

de courbes ayant  en (aa r) un point 4-ple avec deux points doubles infiniment 

voisins suivant les directions de aft', cdfl. 
Le genre de l 'involution appartenant  h une D 2 r6sulte 6gal s 5: done aux 

courbes D~ r~pondent sur q)~2 des sections hyperplanes de genre 5, passant par 

une certaine droite p issue par P. Il s'ensuit que O12 poss~de un point double 

P~ infiniment voisin de P suivant la direction p. Le point P resultera done bi- 

planaire, car une section hyperplane arbitraire issue par P poss~de dcux bran- 

ches non tangentes, correspondantes aux deux branches d'une courbe D~. 
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Les courbes D~ passant par un point de F infiniment voisin ~ (aa)  suivant 

une direction arbitraire, forment un syst~me lin6aire I D3 ], ~ ,  de courbes ayant  

en (aa') un point 6-ple, les six tangentes en ce point 6tant variables. Comme 

le genre de l 'involution donn6e sur une D 3 est 6gal ~ 4, on aura sur ~9,~ en 

correspondance aux courbes D 3 de F, des sections de genre 4 d6eoup6es par des 

hyperplans qui passent par un certain plan ~ renfermant p. La surface 6~t2 

poss6dera done un autre point double P2 infiniment voisin K Pt. 

Ainsi l'analyse du point singulier P e s t  achev6e. Nous l'avons expos~e avec 
quelque d6tail, car cela nous dispensera de ddvelopper dans la suite les considdra- 
tions conduisant dt des rdsultats analogues. 

En tenant  compte des relations entre les courbes et les points unis de la 

efg. appartenant  ~ F, on arrive au th6or~me suivant:  

Toute sur/ace hyperelliptique rdguli~re de rang 6, et du type IV ,  peut ~tre 
trans/ormge en une sur/ace q)t~, de genres x, de l'espace S 7, ayant des sections hyper- 

planes d'ordre 12 et de genre 7. La q)~2 jouit des propri6t~s suivantes: 
Elle poss~de zo points doubles et zo courbes rationnelles remarquables. Parmi 

les IO points doubles il y a un point biplanaire singulier poss6dant deux points 

doubles successifs, 4 points biplanaires ordinaires, et 5 points coniques. Parmi 

les zo courbes il y a une conique, 4 quartiques, 5 eourbes d'ordre 6. Le long 

de la conique, des quartiques, des sextiques, on a respectivement des hyperplans 

ayant  de contact d'ordre 5, 2, z avee [a surface q)~2. 

Par rapport aux propri6t6s de la cfg. on a 2 points biplanaires ordinaires 

de rang i; 2 points biplanaires ordinaires de rang 2; 2 points coniques de rang 

z et 3 points coniques de rang z; 2 quartiques de rang x et 2 de rang 2; z sex- 

tiques de rang z et 3 de rang 2. 

Entre les 616ments de la cfg. on a l e s  relations suivantes: 

Par le point biplanaire singulier 

passent les 2 quartiques et les 2 sex- 

tiques de rang ~. 

Par un point biplanaire de rang 

passent la conique, une quartique 

de rang z et les 2 quartiques de rang 2. 

Par un point biplanaire de rang 

2 passent les 2 quartiques de rang I 

et I quartique de rang 2. Cette der- 

ni t re  poss~de un point double en le 

point biplanaire. 

La conique renferme les 2 points 

biplanaires et les z points eoniques de 

r a n g  i .  

Un quartique de rang x renferme 

le point singulier, un point biplanaire 

de rang x, et les 2 points bip]anaires 

de rang 2. 

Une quartique de rang 2 renferme 

les 2 points biplanaires de rang z et 

i point biplanaire de rang 2. 
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Par un point conique de rang i 

passe la conique, i sextique de rang 

I e t  les 3 sextiques de rang 2. La 

sextique de rang i passe doublem~nt 

par le point envisag6. 

Par  un point conique de rang z 

passent les 2 sextiques de rang i e t  2 

sextiques de rang 2. Ces derni~res 

passent doublement par le point co- 

nique. 

Remarquons enfin que: 
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Une sextique de rang z renferme 

le point singulier, un point conique 

de rang x et les 3 points eoniques de 

rang z. 

Une sextique de rang 2 renferme 

les z points doubles de rang i et  z 

points doubles de rang z. 

Za sur[ace hyperelliptique 0 ~  est caractdris~e par la eon/iguration de ses points 
et de ses hyperplans singuliers /ormant la con/iguratiou que nous avons dd/inie. 

Pour le prouver il suffit de montrer que dtant donn~e O~, on peut con- 

struire une surface repr~sentde sur celle-ci compt~e deux fois et birationnellement 

identique & la surface O6 (type II). 

Le proc6d6 que nous avons employ~ d~j& en des cas analogues (nn. 49, 78, 

89) ne presente ici aucune nouveaut~. Pourtant  nous pourrons nous dispenser de 

r~p6ter une analyse qui r6ussirait un peu longue s suivre duns les d6tails. 

II suffira d'indiquer qu'on obtiendra une surface du type I I  (transform~e 

de q)e), en posant 
y~ = xt, �9 �9 �9 y~ = x~, y~ ~ V ~  x2, 

off ( x . . . .  xs) est un point mobile sur ~s2 et off l'on suppose que 

X t ~ O, X~ ~ 0 

repr~sentent les hyperplans de $7 tangents ~ q)a, suivant les sextiques de rang I. 

XI. Surfaces hyperelliptiques r6gulii~res de rang 8 (types V, VI, VII). 

9 9 . -  Sur/aces de Jacobi possgdant des ffroupes bididdriques d'ordre 8 . -  
D'apr~s l 'analyse d6velopp6e au n. 7 ~ une surface de Jacobi F attaeh6e ~ la 

courbe ] de genre deux 
y~ = x (z  ~ -  I )  

poss~de s priori quatre groupes bidi~driques distincts de transformations her- 

mitiennes: les groupes que nous avons d6sign6s par G~, G',, G~, G~'. Chaeun de 
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ces groupes est en isomorphisme olo6drique avec le groupe bidi6drique F .  form~ 
par les transformations birationnelles 

( i ( x ' = - - x ,  y'----+iy) x ' =  , y ' = f l :  

(x ' - - - I ,  y'---- + Y) (x'=x, y '~  + y) 

qui changent en elle-m~me la eourbe /. 

On peut  prendre comme substitutions gdndratrices du groupes F 8 
, I ., iy x'------x, y' =iy; x -~x '  y = ~ '  dont l 'une change l 'autre en son inverse. 

les appe]ant ut, u2, le groupe contiendra les substitutions suivantes: 

les 

En 

les trois couples de points unis des transformations ut, u 2, u, u2 - -  qui donnent 
les six coincidences de lag' ,  - -  on volt (n. 84) que u~ laisse invariant les couples 

u2 les couples: 

et  u, u2 les couples: 

2A1, 2A2, A, + A2, Bt + B2, C~ + C2; 

2Bl, 2B2, At + A2, Bt + B2, Cl + C2; 

2C1, 2C2, A l +  A2, Bt + B2, Ct + C2. 

Les transformations Ut, U 2 de la surface F o n t  donc les memes points unis, 
c'est-k-dire les 4 points r6pondant aux couples: 

A, + A2, Bt + B., Ct + C2, 2A,~2B~--2C,----2A2------2B2~2C2. 

I1 s'ensuit que les quatres transformations Ut U2, U~, U;, U~ U, s ont aussi 
ces m6mes coincidences. 

8 S 9 S - -  2 4 

Nous d6signerons toujours dans la suite par U1, U2; Url, Ur2; U'~, U'~; U'~', U~', 
t t s  t t s  les transformations de Gs, Gs, Gs, G 8 qui r6pondent respectivement aux trans- 

formations ul, u2 de ['s. 

]~tudions tout  d 'abord les propri$tds du groupe G~ par rapport  aux points 

de F qui restent invariant vis-h-vis des transformations du groupe. 

Rappelons-nous que G8 est ]e transform6 du groupe Fs au moyen d'une 

correspondance point par couple ~tablie entre la surface F et la courbe /, de 

sorte que toutes les transformations de G8 ont en commun le point uni qui re- 
prdsente tout  couple de la s6rie gl~. 

En d6signant par 
AI, A2; Bt, B2; C1, C2 
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Envisageons  main tenant  la t ransformat ion de i ra esp~ce 

K - -  U~ - -  U',, 

et  le syst~me ~, qui renferme to ta lement  tou te  courbe C r6pondant  aux couples 

de / qui ont  un point  fixe. En  d6signant par  les symboles  de H u m b e r t  les 

points  et  les courbes  C qui res tent  invar iant  par  rappor t  ~ K, on a c e  tableau 

se r appo r t an t  ~ Ut (n. 84). 

P o i n t s  

unis cycles de 20 ordre 

(II '),  (22'), (33'), (44') (12') ( I ' 2 ) - - ( I 3 ' )  (2 '4 ) - - (14 ' )  ( 2 ' 3 ) - -  

- -  (23') (7' 4) - -  (24') ( 1 ' 3 ) - -  (34') (3'4) .  

C o u r b e s  C 

unies cycles de 2 d ordre 

I2t - -  Ir 2 - -  34' - -  3' 4 I3 F, I t 3 - - I 4  ~, I r 4 - - 2 3  ', 2 t 3 - - 2 4  ', 

2r 4 - -  IIr, 22' - -  33 r, 44 r. 

Soit  (II ')  le p o i n t  uni qui  repr6sente la g~,: par  ee poin t  do ivent  passer  

deux courbes unies de U2 donnan t  un cycle de 2 d ordre de la t ransformat ion  U1; 

soient i3', i t3 ces courbes unies, de sorte que 12 r, 1'2 et  I4', I t4 donneront  deux 
cycles de 20 ordre de la t ransformat ion  U2. 

En  ra isonnant  comme au n. 84 on arrive au tableau  

u n i s  

(II'), (22'), (33'), (44') 

unies 

I3 t - I t 3 - 2 4  f -  2 r4 

se r appo r t an t  ~ Uv 

P o i n t s  

cycles de 2 d ordre  

(13') (I' 3) - -  (I2') (3' 4) - -  (14') (3' 2) - -  

- -  (32') (I'  4) - -  (34') ( i '  2) - -  (24') (2' 4) .  

C o u r b e s  C 

cycles de 2 d ordre 

12 ~, I r 2 - -  14 ~, I' 4 - -  32', 3' 2 - -  34', 
3' 4 - -  IIr, 33 t - -  2 2 r ,  4 4 ' - -  

Comme , c u t e  subs t i tu t ion  de Gs s 'obt ient  par  mult ipl icat ion de UI, U2, on 

en d6duit  sans difficult6 que l ' involution ls engendr6e entre  les points  de F par  

les t ransformat ions  du groupe bidi6drique Gs, poss~de 7 groupes dou6s de points  
multiples,  c 'est-k-dire les groupes form6s par  les points  
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(II'), (22'), (33'), (44'), 
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compt6s 8 fois, et par les quaternes 

(12') (I'2) ( 3 ' 4 ) ( 3 4 ' ) -  (x3') (1'3) (24') ( 2 ' 4 ) -  (r4') (1'4) (23')(2'3) 

compt6s 2 fois; tandis que l'involution J8 engendr6e par Gs entre les courbes C, 

poss~de 7 groupes dou6s d'616ments multiples, c'est-h-dire les groupes form6s par 
les couples 

I2 t, 1'2 - -  34', 3'4 - -  13', It3 - -  24', 2r4 - -  14', I~4 - -  23', 2'3 

compt6s 4 fois, et la quaterne 

II', 22', 33', 44', 
compt6s 2 fois. 

93. ]~tudions maintenant le groupe G's. On salt (n. 7 o) qu'en d6signant par 
A la transformation de 2 do esp~ce (p6riodique d'ordre 2) qui amine  ( i i ' ) en  (22'), 
le groupe G' 8 est engendr6 par les substitutions 

U'I z Ul,  U'3 -- U: A .  

II s'agit de voir comment se distribuent par rapport h Urn, U': les points et les 
courbes unies de la transformation de I r~ esp~ce 

K ~ U"~ ~ U']. 

La transformation U'I 6tant identique h U, on n'a ici qu'h imaginer repro- 
duit le i r tableau d u n .  pr6c. Le tableau relatif h U'2 se d6duit ais6ment du 

2 a tableau, lorsqu'on connait les permutations produites entre les points et les 
courbes unies de K par la transformation A. 

Or, eomme A change en elle-m6me la transformation K ne laissant pas 

invariant aucun point ni aucune courbe C, les courbes I2', I~2 passant par 

les points (Ii'), (22r), doivent se changer entre elles au moyen de .4. En se'rap- 

pelant que A est permutable avec U'I (n. 62) on voit de plus qu'elle change (33') 

en {44') et par suite que les courbes 34', 3'4 doivent aussi se changer entre elles. 
Comme la courbe 12' renferme les cycles 

(t3'), (2 '4)- - ( I4 ' ) ,  (2'3), 
et la 1'2 les cycles 

(I'3), (24 ' ) - - ( I '4) ,  (23'), 
Aeta raathe~natica. 33. Imprim6 le 27 d6cembre 1909. 47 
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appartenant ~ U'I, aucun de ces cycles ne pourra pas ~tre ramen~ en lui-m~me 
par A. 

D'autre c5t6 la UrIA doit avoir 4 points unis entre les i6 coincidences de 

K, c'est-s que U' I e t  A doivent avoir deux cycles de 2 d ordre communs, 
donc les deux cycles restant 

(12'), ( 1 ' 2 ) -  (34'), (3'4) 

doivent appartenir aussi g la transformation A. 

On en tire que A change la courbe 13' renfermant les points (ii '), (I2'), (3'4), 
en la courbe 24' renfermant les points (22'), (1'2), (34'); la courbe 1'3 renfermant 

los points (Ii'), (1'2), (3'4), en la eourbe 2'4 renfermant los points (22'), (12') (3'4); 
la eourbe 14' renfermant los points (ii '), (12'), (34'), en la eourbe 23' renfermant 

(22'), (x'2), (3'4), et la courbe 1'4 renfermant (Ii'), (1'2), (3'4), en la oourbe 2'3 
renfermant (22'), (12'), (34'). 

I1 s'ensuit enfin que A change entre elles les eourbes ii ' ,  22' et 33', 44' qui 
se coupon, respecgivement en les points (12'), (1'2) et (34'), (3'4)- 

On eomplgte ais6ment l'analyse pour ee qui coneerne les points unis de K. 

Ainsi au point (13') appartenant  aux eourbes i i ' ,  12', 3'4 r6pond le point 

(24') appartenant  aux eourbes 22', 1'2, 34'; etc. etc. 
En r6sumant on peut dire que les 16 eoincidenees de K se distribuent en 8 

cycles de A: 

(ii '), ( 2 2 ' ) -  (33'), ( 4 4 ' ) -  (12'), ( 1 ' 2 ) -  (34'), ( 3 ' 4 ) -  

(13'), (24') - -  (I'3) , (2 '4)--  (I4'), (23') - -  (i'4) , (2'3), 

et les 16 eourbes unies, on 8 eyeles ayant  les m~mes symboles. 
On arrive ainsi g construire le tableau se rapportant  g U'2, que nous omett- 

rons d e  reproduire, car il so d4duit tout de suite des tableaux relatifs/r U 2 et A. 
La conclusion est la suivante: 
L'involution I'~ engendr6e snr F par le groupe O's poss~de 6 groupes for- 

m6s des couples 

(Ii'), ( 2 2 ' ) -  (33'), (44')--(I3') ,  ( 2 ' 4 ) -  (1'3), (24')--(14'), ( 2 ' 3 ) -  (1'4), (23') 

compt6s quatres fois, et un groupe form6 de la quaterne 

(12'), (1'2), (34'), (3'4) 

eompt6e deux lois; tandis que l'involution J's engendr4e entre les C de 2 par 

O's, poss~de 4 groupes form,s des eourbes 
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I2 r, f2 ,  34 r, 3r4 

compt4es huit lois, et trois groupes form6s des quaternes 

I f ,  22', 33', 4 4 ' - - I 3  ', f 3 ,  24', 2 ' 4 - - I4 ' ,  f 4 ,  23', 2'3 

eompt6es deux fois. 

Remarque. - -  On volt qua les groupes Gs, Gr8 sont li6s par carte relation: 
qu'on passe des propri6t6s de Pun aux propri6t6s de l 'autre en rempla~ant les 
points de F avec les eourbes C de &l. On peut done dire bri~vement qua les 

deux .qroupes Gs, G'8 se correspondent au moyen de la dualit~ qua nous avons signa- 

lde entre les points de F e t l e s  courbes C d 'un syst~me ~ (n. 23). 

9t.  Passons s 6tudier le groupe G~. En disant B la transformation de 
2 d~ esp~ce faisant passer de ( I f )  s (33~), les transformations g~n6ratrices de G~' 
sont 

t p  
U'; ~ U1, U, = U2 B .  

On doit ici ~tablir les permutations produites entre les points e t les  courbes 
C unies de la transformation 

K ~-- TT"* "z ~ 1  ~ U ?  

par la transformation B. 

Pour celt on n'a qu'k r6p6ter les consid6rations analogues h celles qu'on a 
expos6es dans le n. pr6c. 

Comme B change en elles-m6mes les transformations K,  U2, on aura les 
cycles 

( i f ) ,  ( 3 3 ' ) -  (229, ( 4 4 ' ) -  I3', f 3 -  24', 2'4, 

appartenant  ~ B. 

Mais comma 13' renferme les cycles 

(I2'), ( 3 ' 4 ) -  (x4'), (23') 
et f 3  les cycles 

(f2),  (34')--(x'4), (2'3) 

de la transformation U~, ces cycles ne pourront pas 6tre invariant par rapport 
B, et par suit les cycles restants 

(I3'), ( f 3 ) -  (24'), (2'4) 

devront appartenir/~ B; etc., etc. 



372 Federigo Enriques et Francesco SeveH. 

On voit ainsi que le 16 coincidences de K se distribuent en 8 cycles: 

(11'), (33')--(22'), (44 ' ) -  (~3'), ( ~ ' 3 ) -  (24'), (2'4)-- 
(12'), (34') - -  (I4'), ( 3 2 ' ) -  (1'4), (3'2) - -  (I'2), (3'4) 

de B, et que les 16 courbes se distribuent en 8 eycles ayant  les m6mes symboles. 
On en d6duit ais6ment le tableau relatif /~ la transformation U'; et comme 

on poss6de d6jh ]e tableau re]atif h U'~', il s'cnsuit enfin que: 
L'involution i'~ engendrde par G'~' entre les points de F poss6de 6 groupes 

form6s par les couples 

(II'), (33')-- (22'), ( 4 4 ' ) -  (I3'), ( 2 ' 4 ) -  (I'3), (24')--(I2') ,  ( I ' 2 ) -  (34'), (3'4) 

eompt6s quatre lois, et un groupe form6 par la quaterne 

(I4'), (I'4), (23'), (2'3) 

compt6e deux fois; tandis que l'involution d~ engendr6e par G~ entre les courbes 

C poss6de 6 groupes form6s par les couples 

12', 3 ' 4 , -  1'2, 34 ' - - I3 ' ,  1 '3--24 ' ,  2 ' 4 - - I1 ' ,  22'--33' ,  44' 

eomptds qua,re fois, et un groupe form6 par la quaterne 

14', It4, 23', 2'3, 
compt6e deux fois. 

Remarque. - -  L'analyse d6veloppde nous montre qu'au moyen de la dualitd 
dtablie entre le8 points de F et les courbes C de 2 ~, au 9roupe G'~ rdpond un groupe 
doud de8 m~mes propridtds. On peut dire que G: est correlati[ h lui-mdme. 

95. Nous allons enfin achever l'6tude des groupes bidi6driques, en remar- 
quant que les 9roupes G'~' et G'~' conduisent au m~me type de sur]ace hyperellipti- 

que (VII). 
C'est ce qu'on peut 6tablir tout naturellement en r6p6tant par G'~" l 'analyse 

d6velopp6e par les autres groupes: mais on , c u t  aussi arriver /~ la m6me con- 

clusion par des consid6rations (~ priori. 

Les quatre points unis 

(II'), (22'), (~3'), (44') 

communs aux transformations Ut, U2, se distribuent en deux couples 

(ii '), (22')--(33') ,  (44') 

ouissant des mfimes propri6tds par rapport / t  chacune des transformations U~, U 2. 
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En effet par rapport  h U~ chacun de ccs couples peut se d~finir comme le 

couple des points unis communs h deux courbes unies, tandis qu'aucun des couples 
envisag& ne jouit pas de la m~me propri&~ par rapport  ~ U 2. 

I1 s'ensuit que les transformations de 2 ar esp6ce d&ermin~es par les couples 

(II'), (33') et (xI'), (44') 

se comportent  de la m~me fa~on par rapport  ~ U~, U:, et par suite que les 
groupes G . . . . .  ~, G~ ne sont pas essentiellement distincts. 

96. En r&umant  on conclut que sur la sur/aee F il y a trois groupes bi- 

digdriques birationnellement distincts qui 8e trotlvent en iaomorphisme olo&lrique 

entre eux; ce aont lea groupea G~, G'~, G~. Le premier eat caractdrisg par la condi- 

tion de laiaser invariant un point de F, le second (correlati] ~ Gs) par la condition 

de laisser invariant une courbe C, le troisi~me (correlati/ ~ lui-m~me) par la condi- 

tion de ne hisser invariant aucun point ni aucune courbe C. 

Les trois types de surfaces hyperelliptiques correspondantes aux groupes 

G o, G'~, G'~ seront dd, signds respectivement par V, VI, VII. 

97. Genre des sur]aces hyperelliptiques V, VI, V I I . -  La m&hode suivie 

pour calculer le genre Pa =Pa des surfaces hyperelliptiques r~pondant ~ des grou- 

pes cycliques G4, Ge, s '&end ais4ment aux surfaces relatives ~t G~, G' 8, G'~. 

Examinons tout  d 'abord une surface hyperelliptique q) image de l'involution 
I8 engendrfie sur F par Gs; et ddmontrons qu'on peut  poser une correspondance 

birationnelle entre les points de O e t  les groupes d 'une certaine involution d'ordre 

z existant sur la surface 9 ,  d'ordre 8, qui r~pond au groupe cyclique G, engen- 
dr~ par U~. 

Soient P, P', P", P'", piv, pv,  pvi, pvu Ics points d 'un groupe de Is: ces 

points s 'obtiennent de P au moyen des transformations 

(i) i ,  u, ,  u~, u, u~, u',, u,,, u, u : ,  ui ,  

et par suite ils se distribuent en les quaternes 

p,  p' ,  ply, pvn et pv,  p,, ,  p,,, pvl 

engendr6es par le groupe 
~, u,,  u,,, u',, 

c'est-h-dire qu'ils donnent  deux groupes de l'involution I4 engendr~e par U~. On 
p~sse de ]a premi6re quaterne h la seconde au moyen de la transformation U~. 
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I1 s'ensuit que tout  groupe de I8 vient ~tre repr6sent6 par un couple de 

points de la surface qJ image de I4. On voit ais6ment que la transformation 

involutoire qu'on trouvc ainsi entre les points de ~t~, comme image de la trans- 

formation U~, est une homographie. En effet en disant C, C ~, C', C "r . . . . . . .  C TM 

les eourbes de ~, obtenues de C au moyen des transformations (I), les courbes 

r~ductibles 

C -~ C r "~- C IV -~ C TM et C v + C" + C" + C vI, 

correspondantes entre elles par rapport h U~, sont homoIogues h deux sections 

hyperplanes de (p dans la correspondance [i, 4] qu'on a entre ~ et F .  On en 

tire que la transformation involutoire appartenant h (p change toute section hy- 

perplane en une section hyperplane, et par suite qu'elle est une homographie. 

Les tableaux relatifs aux transformations U~, U. permettent tr~s ais6ment 

de trouver les permutations produites par cette homographie entre les 61dments 

de la configuration caract~ristique de ]a surface tfJ. 

On arrive ainsi au r6sultat suivant: 

Toute surface hyperelliptique du type V r~po~ulant au groupe bi-diddrique Us, 

est birationnellement identique it une involution 12, d'ordre 2, aplmrtenant gt une 

sur/aee hyperelliptique qJ8 d'ordre 8, du type I I I .  

L'homographie ~o engendrant 12 laisse invariant les 4 points biplanaires et les 

4 quartiques de rang I appartenant 5 ~t, s, change par couples les 4 points coniques 

de rang i et les 4 coniques de la sur]ace, change entre eux les 2 points coniques et 

les 2 quartiques de rang 2. 

L'involution I~ poss~de sur ~p huit co'/ncidences distinctes au point de rue 

des transformations birationnelles. En effet comme il n 'y  a pas des coniques in- 

variant par rapport ~ l 'homographie to, et comme les deux coniques issues par 

un point biplanaire P de qJ ne touchent pas le m~me plan tangent, l 'homogra- 

phie 12 ehangera entre eux les plans tangents en P ,  et par suite on n'aura pas 

sur ces plans d 'autre  droite unie que leur intersection p. Le point double co- 

nique P~ infiniment voisin s P ,  suivant la direction p, reste invariant par rap- 

port s I~, et dans le domaine de P~ on aura une involution douse de 2 coinci- 

dences. On trouve ainsi deux coincidences dans le domaine (d'ordre 2) de tout  

point biplanaire, et par suite, en total huit coincidences. 

D'une fa~on semblable on arrive aux r~sultats analogues se rapportant aux 

groupes G'8, G'~: 

Toute sur/ace hyperelliptique du type V I  rdpo~ut~ant au groupe bi-digdrique G', 

peut se trans/ormer birationnellement en une involution I~ engendrde par une homo- 

graphie to r qui change en elle-rn~me une sur]ace tp~ du type 1 I I .  
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L'homographie ~r change par couples les 4 points biplanaires et les 4 quartiques 

de rang i appartenant ~ (Ps, laisse invariant les 4 points coniques de la sur/ace, et 

change entre eux les 2 points coniques et les 2 quartiques de rang 2. 

L'involution I2 poss6de sur qp huit coincidences: en chacun des 4 points 

doubles de rang x tombent 2 coincidences, c'est-h-dire les points unis de l'invo- 

]ution engcndr~e par I~ dans ]e domaine du point double. 

Toute sur/ace hyperelliptique du type V I I  (rdpondant au groupe G",) est iden- 

tique ~ une involution I2 engendrde 

m8me la sur/aee ~'8 envisag~e ci-dessus. 

L'homographie ~o" : 

/ait correspondre par couples les 4 
points biplanaires, 

laisse invariant 2 points coniques 

de rang i, changeant entre eux les deux 

restant, 

laisse invariant les 2 points co- 

niques de rang 2. 

l:ar une homographie w", qui change en die- 

]ait correspondre par couples les 4 

coniques, 

laisse invariant 2 quartiques de 

rang ~, changeant entre elles les denx 

resta~lt, 

laisse invariant les 2 quartiques de 

rang 2. 
On a encore huit coincidences de 12, tombant h couples en chacun des 4 

points doubles coniques. 

I1 s'ensuit que le genre p, ( ~  pg) de toute sur/ace rgpondant h u n  groupe bi- 

diddriqne est dgal h I (n. 86). 

98. Les modules projecti/s des sur/aces hyperelliptiques V, VI, VII. Pour 

obtenir un mod61e projectif simple de la classe des surfaces r~pondant h u n  des 

groupes bi-di~driques, on n 'a  qu'~ suivre le proc~d~ d~velopp~ plusieurs lois. 

On commence h consid~rer le syst6me lin~aire 

I n l = l C  + C ' +  -. .  + C TM ] 

qui appartient h l'involution engendr6e sur F par le groupe envisag6, C', C", . . . . ,  C TM 

6tant les courbes correspondantes h une C au moyen des transformations du groupe. 

La correspondanee [8, I] entre la surface de Jaeobi F et une surface image 

de l'involution, transforme le syst6me ]D] en un syst6me lin6aire simple ]I'], 

ayant  le degr6 16, le genre 9 et la dimension 9,1 de sorte que l'on peut prendre 

comme mod61e de la surface image de l'involution, une surface Ole d'ordre i6 de 

l'cspaee S~. 

Les points singuliers de �9 correspondent aux groupes de ]'involution dou6s 

d'616ments multiples: l 'analyse de la singularit6 en chacun de ces points vient 

1 Le calcul de la dimension se fair tout de suite car on connait le genre de la surface 
renfermant ] I' 1. 
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~tre facilit6e, car on sait ~ priori qu'il s'agit de points doubles (n. 88). A la 

configuration des points doubles vient li~e la cfg. des courbes rationnelles r~pon- 

dant aux courbes C qui admettent  des transformations du groupe. 
Nous omettrons l'6tude d ces points et de ces courbes, car h present le 

lecteur est en mesure de d~velopper cet ~tude par lui m~me; et nous nous borne- 

rons 8 ~noncer les r~sultats suivants: 
Toute sur/ace hyperelliptique du type V peut dtre trans/ormge birationnellement 

en une sur/ace (D~8 , d'ordre i6, appartenant () l'espace S9. Cette sur/ace poss~de 7 

points doubles et 7 courbes rationnelles remarquables. Parmi les points doubles 4 

sont des points uniplanaires ordinaires, et les restants sont des points coniques; parmi 

les courbes rationnelles 6 sont des quartiques et une est une courbe d'ordre 8. La 

con/iguration de ces points et de ces eourbes jouit des propridtds suivantes : 

Par tout point uniplanaire passent simplement 3 quartiques, dont chacune 

renferme aussi un des 3 points doubles infiniment voisins au point uniplanaire. 

Par  tout  point conique passent 4 quartiques et la courbe d'huiti~me ordre: 

les premieres y passent simplement, la seconde doublement. 
Toute quartique renferme deux points uniplanaires et deux points coniqtms, 

tandis que la courbe d'huiti~me ordre renferme (doublement) Ies 3 points eo- 

niques. 

Le module projecti/ des sur/aces hyperelliptiques du type VI, est une sur/ace 

0'~o, d'ordre I6, de l'espace $9, qui ren/erme 7 points doubles et 7 courbes ration- 

nelles. Parmi les points doubles, 6 sont des points biplanaires dont ckacun poss~de 

un point double in/iniment voisin, et le restant est un point double conique; parmi 

les courbes, 4 sont des coniques et 3 des courbes d'ordre 8. La eon/ig~ration relative 

est caraeteris3e par les propridtgs suivantes: 

Par un point biplanaire passent (simplement) deux coniques et detlx cour- 

bes d'8 ~~ ordre. 

Par  ]e point conique passent doublement ]es 3 courbes d'8 ~ ordre. 
Une conique renferme 3 points biplanaires, tandis qu'une courbe d'8 m~ ordre 

renferme (simplcment) 4 points biplanaires et (doublement) le point conique. 

Toute sur[ace hypereUiptique de rang 8 et du type V I I  peut ~tre trans/orm~e 

eu une sur]ace 0'~ d'ordre I(), appartenant h l'dspace $9 et ren/ermant 7 points 

doubles et 7 eourbes rationnelles. 
Parmi les points doubles, 6 sont Parmi les courbes rationnelles, 6 

des points biplanaires(possddantun point sont des quartiques et la courbe restant 

double clans leurs domaines de I ~ ordre) est d'ordre 8. 

et le restant est un point eonique. 
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La con/iguration appartenant <'l 0~'~ est caractdrisde par les propridtds suivantes: 

Par tout  point biplanaire passent 

(simplement) 3 quartiques et la courbe 

d'ordre 8. 

Par le point eonique passent 

(simplement) les 6 quartiques. 

Toute quartique renferme 3 points 

biplanaires et le point conique. 

La courbe d'ordre 8 renferme les 

6 points biplanaires. 

En chacun des cas V, VI, VII, il y a des hyperplans tangents h notre sur- 

face-modble (O, ~ ,  ou q/'). Et  pr@is6mcnt il y a un hyperplan ayant  un con- 
i6 

tact d'ordre - -  i le long de route courbe rationnelle d'ordre m ( =  2, 4, 8). 
m 

99. Les sur/aces O~ ~, 0'~,~, 0 '~ ,  caracldrisdes Tar leurs con/igurations de ?~oints 

et de hyperplans singuliers. En nous rapportant  d 'abord au cas V, nous allons 
prouver que: 

La con/iguration de points et d'est~.ces singuliers que nous venons de dd/inir, 

joue un r61e caractdristique par rapport ~'~ la sur/ace hyperelliptique @~. 

Pour le prouver nous procddons par ]a m~me mdthode que nous avons ex- 
pliqu6e en des cas analogues. 

Nous supposons donn6e la surface O,~. Parmi ses 6 quartiques on peut en 

choisir deux qui n'aient pas eommun un point uniplanaire de ]a surface (ce cboix 

peu~ ~tre fait de trois fagons diffdrentes, correspondantes aux trois partages des 

quatre points uniplanaires en deux couples). On peut supposer que les hyper- 
plans renfermant ces deux quartiques soient 

X I ~ O  ~ X 2 ~ O .  

Etan t  (xl . . . . . .  xt0) un point mobile de $9, posons 

y l ~ x ~ , . . . y l o ~ X l o ,  Y l ,~ l~x~x~ .  

Ces dquations reprdsentent une surface d~crite par le point (y), surface qui 

est birationnellement identique s la surface q)s que nous avons choisie comme 
module du type III.  

Ici encore nous nous ~pargnerons de d@elopper la ddmonstration dans ses 

dStails. I1 suffira de remarquer que ]a surface double que nous avons ddfinie 

par les 6quations pr@ddentes n'a pas de points de diramation dans le domaine 

d 'un point conique de 01~, tandis qu'il y a diramation en tout  point infiniment 

voisin s un point uniplanaire, sauf en deux points de ce domaine. On en ddduit 

qu'aux 3 points coniques de Ol0 correspondent 6 points coniques, aux 4 points 
Acta math~matica. 33. Imprim~ le 29 ddcembre 1909, 4~ 
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uniplanaires correspondent 4 points biplanaires etc. de la surface normale d'ordre 

32 en S~,, qui a pour projection la surface (y). 

D'une fa~on analogue on aura que: 

La con/iguration de points et d'espaces singuliers que nous venons de dg/inir 

joule un r~le caractgristique par rapport ~ la sur/ace hyperelliptique Or~6. 
E~ant donn~e une telle Or~6 consid~rons deux hyperplans tangents h $~]6 

suivant des quartiques qui se coupent en deux points biplanaires et en le point 

conique; soient 

X I ~ O ~  X 2 ~ O  

les 6quations de ees hyperplans. Posons 

y~ ~ x ~ , . . .  Ylo=X,o, YH= Vx~ x z. 

La surface ainsi d~finie r~sultera birationnellement identique h la surface q)a 

que nous avons choisie comme module du type III.  

De mSme que dans les cas precedents /a con/iguration de points et d'espaces 
que nous venons de dd/inir, ]oue un r~le caractdristique par rapport 5 la sur/ace 

hyperelliptique 0'~. 
En effet ~tant donn~e une q)'~'~ poss~dant une telle configuration, on ob- 

tiendra une surface hyperelliptique du type I I I  (identique s notre Os), en posant 

off ]'on suppose que 

Yl ~ x l  �9 �9 �9 Yl0 =xl0 ,  Yll = 1/~x2, 

X I ~ O  , X 2 ~ O ,  

soient deux parmi les trois hyperplans tangents h O'~'~, suivant des eourbes d'ordre 8. 

XII.  Surfaces hyperel l ipt iques r6guli~res de rang I~ (type VIII). 

100. Sur/aces de Jacobi possddant des groupes G,~. Envisageons la surface de 

Jacobi F attach~e ~ la courbe / de genre deux 

y* = x 6 - -  1, 

qui admet le groupe des i2 transformations birationnelles 
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z iy -~ e 
( x ' : e x ,  y ' : + y )  (X '=x ,  y ' ~ •  y ' ~ )  

-~x '  Y'= + ~  (x'=~'x, •  ( x ' = x ,  = + y )  
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et soit G12 le groupe de F r~pondant au groupe de / au moyen de la correspon- 

dance point par couple existant entre la courbe et la surface. 
En repr6sentant respectivement par T, U les transformations hermitiennes 

de F correspondantes aux transformations 

/ (x' I iYl = e x ,  y r=y) ,  [xt I 

1 

le groupe GI: renfermera les substitutions T, U, K, TK, UK, UT, UTK, T ~, T'K, 
UT', UT~K, i, oii l 'on a pos4 

K ~  U j . 

On remarquera que U change T e n  T ~, et que parmi les z z transformations 
non identiques de G12 une, K, est cyclique de 2 a ordre; deux T, T ~, sont cycli- 

ques d'ordre 3; six, U, UK, UT, UTK, UT ~, UT~K, d'ordre 4; et lcs deux restant, 
TK, T~K d'ordre 6. 

Nous d~signons encore par :~ le syst~me complet renfermant totalement les 
courbes C de F qui r~pondent aux s~ries des couples ayant  un point fixe. 

I1 s'agit tout d'abord de chercher les points et les courbes C qui restent 
invariant par rapport  aux transformations du groupe et d'4tablir les relations 
entre ces 61~ments invariants. 

Ainsi que nous l'avons remarqu~, les transformations du groupe G,~ de F 
auront un m6me point uni, qui correspond h la s6rie g~, invariant par rapport 
aux transformations de /. 

Pour d~signer les points et les courbes invariant de la transformation K, 
nous adopterons le symbolisme de M. HUMBERT, en construisant les symboles 
au moyen des deux s6ries de hombres 

a, b, r d et s  u d, dr; 

tandis que les 616ments invariants de T seront d6sign6s par le symbolisme intro- 

duit au Chapitre VIII, en combinant les deux s6ries 
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t~, 4, 7 et ex', 4', 7'. 

On pourra toujours supposer qu'au point uni commun r6pondent les symboles 

(a a') et (a a'), 

de sorte que les six courbes invariants de K qui passent par (aa') seront 

a b', a c', a d r, ar b, arc, a 'd ,  

tandis que les quatre eourbes invariants de T par le mfime point seront 

a4', aT', a'4, at7. 

Cherchons quelles sont les permutations produites par U entre les points et 

les courbes invariant de T; ct les permutations produites par T, U entre les 616- 

ments invariant de K.  
Comme U change entre eux les deux points unis de T appartenant  au do- 

maine de (ce c~r), le couple des courbes ee fir, c~ 7' sera chang6 en le couple a r 4, ~'7: 
soit par exemple arfl la" transform~e de a 4i,, et at7 la transform6e de ct 7'. En 

tenant compte du fait que la transformation de i TM esp~ce K ~  U ~ change entre 

elles les ~ fir, a 7 r et les a, 4, a' 7, on d6duit que 

a 4', a' [~, aT', a' 7 

est un cycle de 4 me ordre par rapport  h U. 

I I  s'ensuit que le point (44')  commun aux courbes a'fl, a 4' hers de (a a'), 

vient chang6 en le point (47') commun aux courbes homologues CtT', ct' 4 et ana- 

loguement que (4 7') vient chang6 en (77') et ce point en (4' 7); de sorte que l'on 

a le cycle d 'ordre 4 

(4 4') (.~ 79 (77') (4' 7). 

La U change le point (aT') conjugu6 de (aa') par rapport  ~ la gl de la courbe 

e~fl', en le point (a'7) conjugu6 de (aa') sur la courbe homologue a'4;  et analo- 

guement (a' 7) en (a 4'), et (a 4') en (a'4), de sorte qu'on a l e  cycle 

(~ 7') (-' 7) (~ 4') ("' 4). 

Comme ces 4 points appartiennent h la courbe a a r, on en tire que eette 

courbe est unie par rapport  s U. On d6duit de plus que les 4 eourbes restant 

ferment le cycle 

/~ fl', 47', 77', ~'7, 
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car ~ la courbe tiff' renfermant les points (fl a') (fl 7') (fl'a) (fl' 7), rdpond la courbe 

fir7 renfermant les points correspondants, etc. 

En rdsumant on a par rapport ~ U le tableau suivant: 

unis 

P o i n t s  

cycles de 4 me ordre 

(~ fl') (d fl) (~ 7') (~' 7) - -  ( ;  ; ' )  (fl 7') (7 7') (/~' 7). 

unies 
~X a r 

C o u r b e s  

cycles de 4 me ordre 

c, t~', a' ~ ,  c, z',  d z - -  fl fl', fl z', z z', fl' 7. 

Le tableau qui serf h indiquer les permutations produites par T entre les 

dl6ments invariant de K, se construit ais6ment en supposant que les ternes 

ab', act, ad '  et a 'b ,  a 'c ,  a 'd  

donnent deux cycles de T. On n'a ici qu'h rappeler le rdsultat obtenu au n. 90: 

unis 
(a a') = (a a') 

P o i n t s  

cycles de 3 =e ordre 
(bb') (cd)  (dd')  ~ (ab r) (ac') (ad'} - -  (bd)  (cd') (db') - -  (cb') (de') 

(bd r) - -  (ca') (da')  (ba') 

unies 
a a' ~ ct a r 

qui 

C o u r b e s  

cycles de 3 m* ordre 
bb r, cc', dd '  - -  ab' ,  ac' ,  a d  r - -  be', cd',  db'  - -  cb', de',  bd  r --  

ca  r, da' ,  ba  r. 

On reconnait ais6ment que parmi les 6 courbes invariant par rapport  ~ K,  

passent par  (aa') ,  les a b  ~, arb sont aussi unies par rapport  ~ U, et que les 

ac',  a d 1 - - a r c ,  a 'd  

forment deux 

suivant:  

unis 

(aa'),  (bb'),  (ab'), (a'b) 

cycles de 24 ordre; ceci posd on aura par rapport  h U le tableau 

P o i n t s  

cycles de 2 ae ordre 

(a t ' )  (ad')  ~ (a' c) (a' d) - -  (b' c) (b' d) - -  (be') (bd') - -  (c' d) 

(cd')  - -  (co') (dd' )  
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unies 

aa', bb', ab', a~b 
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C o u r b e s  

cycles de 2 de ordre 

ac', ad'  - -  a' c, a 'd  - -  bt c, br d - -  be', bd' - -  c 'd,  cd ~ - -  cc', dd  ~. 

En appliquant les opdrations du groupe G,2 ~ tout point et s toute courbe 

appartenant  aux configurations relatives h T et ~ K, on conclut que: 

L'involution I~  engendrfe sur F 
par Gt2 poss6de: 

i) Un groupe form6 du point Iz-ple  
(aa') ~- (aa'); 

z) Trois groupes form6s des ternes 

(bb') (cc') (dd') - -  (ab') (ac') (ad') 

(a'b) (a'e) (a'd) 

L'involution J~2 engendr6e par G~2 
entre les eourbes de 2 poss6de: 
I) Un groupe form6 par Ia courbe 

a a ' = a a '  comptde I2 fois. 
2) Trois groupes formds d'616ments 

4-ples 

b b', c c', d d' - -  a b', a c', a d' ~ a' b , t i c ,  a' d . 

compt~s 4 fois; 
3) Deux groupes form6s des quaternes 

(f~') (77') (~7') ( f '7) - -  (~ ')(~ '~) (~ 7')(~'r) 

eompt6s 3 fois. 
4) Un groupe form~ par les 6 points 

doubles : 

3) Deux groupes form6s d'616ments 

5-pies: 

dr', 77', fir', f '7  - -  af ' ,  a'fl, aT', a '7.  

4) Un groupe form6 d'~l~ments dou- 

bles: 

(bc') (ed') (b'd) (bg') (b' c) (de') bc', cd', b'd, bd', b'c, dc'. 

101. Le genre de la surface hyperelliptique du type VIII.  Remarquons que 
les transform$s d'un point de F ,  au moyen des transformations du groupe Gl~, 
se partagent en deux groupes homologues par rapport b~ U, groupes qui sont 
engendr$s par la transformation T K ,  d'ordre 5; on en d~duit que toute surface 
hyperelliptique ~ ,  image de rinvolution I12, pourra ~tre transform~e biration- 

nel]ement en une involution I2, d'ordre 2, appartenant  h une surface ~2,2 du type 
IV. On peut 6tablir, eomme avant, que la Is vient engendr~e sur ~2 par une 
homographie involutoire, etc., etc., de sorte que l'on obtient le r~sultat suivant: 

Toute sur/ace hypereUiptique r~pondant au groupe G12, c'est-~t-dire route sur/ace 

hyperelliptique du type V I I I ,  est birationnellement identique ?t une involution I~ 

engendrde sur une sur/ace ~p,~ d'ordre i2, du type I V ,  par une homographic invo- 

lutoire. 



Mdmoire sat les surfaces hyperelliptiques. 

Cette homographie :  

Laisse invariant le point bipla- 

naire singulier, les deux points coni- 

ques de rang i e t  un point conique de 

rang 2 appartenant  ~ ]a surface; 

change entre eux |es deux points 

biplanaires de rang i, ]es deux points 

bip]anaires de rang 2 et les deux points 
coniques restant de rang 2. 

383 

Laisse invariant la conique, les 

deux sextiques de rang I e t  une sex- 

tique de rang ~ appartenant  h la sur- 

face ; 

change entre elles les deux quar- 

tiques de rang I, les deux quartiques 

de rang 2 et le deux sextiques restant 

de rang 2. 
L'involution I2 poss6de sur (p huit coincidences disfinctes au point de vue 

des transformations birationnelles: deux coincidences tombent  dans le domaine 

du dernier point double eonique infiniment voisin au point biplanaire singulier, 

et deux coincidences dans le domaine de tout  point double eonique invariant. 

I1 s'ensuit (n. 87) que }>le genre p~ = pg de toute surface hyperelliptique VIII  
est 6gal ~ i~>. 

102. Le module pro]ecti/ des sur/aces hyperelliptiques du type VI I I .  La sur- 
face O:4 dont les sections byperplanes r~pondent aux courbes du syst~me lin6aire 

[D I ~ [ C  + C ' +  ... + C(xI) I 

trac6 sur F ,  est d 'ordre 2 4. 
Comme la 024 a le genre p ~ r et ses sections hyperplanes sont des courbes 

de genre z3, la dimension de l'espace renfermant O24 r6sulte 6gale s ~3- 

Aux 7 groupes de 112 dou6s d'dl6ments multiples r6pondent 7 points doubles 

de 0 ,  et aux 7 groupes singuliers de I~2 r6pondent 7 courbes rationnelles. 

L'6tude des points doubles et  de la configuration form6e par ces points et  

par les courbes rationnelles se fait cn suivant la marche plusieurs fois indiqu6e. 

On arrive ainsi au th6orbme suivant: 
Toute sur/aee hyperelliptique du type V I I I  peut ~tre trans/orm~e en une sur- 

/ace 024, d'ordre 24, appartenaut ?t l'espace S~ .  Cette sur/ace ren/erme 7 points 
doubles et 7 courbes rationnelles remarquables; c'est-h-dire: 

Un point uniplanaire singulier, poss6dant trois points doubles successifs (dans 

]es domaines de i r, 2% 3 ~e ordre); trois points biplanaires singuliers, dont chacun 

poss~de un point double infiniment voisin; deux points biplanaires ordinaires et 

un point conique; une eourbe d'ordre 2, trois courbes d'ordre 6, deux d'ordre 8 

et une d'ordre I2. 
Par  rapport  aux propri4t6s de la configuration appartenant h O~4, on a 

deux points biplanaires singuliers de rang I e t  un de rang 2; un point biplanaire 
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ordinaire de rang i et un de rang 2; deux sextiques de rang I e t  une de rang 2; 

une courbe d'ordre 8 et rang i, une de rang 2. 

Par le point uniplanaire passent 

simplement les deux sextiques de rang 

et la courbe d'ordre 8 et rang I avec 

un point de rebroussement. 

Par un point biplanaire singulier 

de rang i passent la conique, une sex- 

tique de rang i, la sextique de rang 2, 

et la courbe d'ordre I2. 

Par le point biplanaire singulier 

de rang 2 passent les deux sextiques 

de rang i e t  la courbe d'ordre i2. 

Par le point bip]anaire ordinaire 

de rang 2 passent la conique et les 

deux courbes d'ordre 8. La courbe 

d'ordre 8 et de rang 2, y passe double- 

ment. 

Par le point biplanaire ordinaire 

de rang z passent les deux courbes 

d'ordre 8. La courbe d'ordre 8 et de 

rang �9 y passe doublement. 

Par le point conique passent les 

trois sextiques et la courbe d'ordre ~2. 

La sextique de rang 2 et la courbe 

d'ordre I2 y passent doublement. 

Ajoutons que: 

La conique renferme les deux 

points biplanaires singuliers de rang i 

et le point biplanaire ordinaire de 

rang i. 

Une sextique de rang I renferme, 

le point uniplanaire, un point bipla- 

naire singulier de rang i, le point bi- 

planaire singulier de rang 2 et le point 

conique. 
La sextique de rang 2 renferme 

les deux points biplanaires singuliers 

de rang i et le point conique. 

La courbe d'ordre 8 et de rang i 

renferme le point uniplanaire et les 

deux points biplanaires ordinaires. 

La courbe d'ordre 8 et de rang 2 

renferme les deux points biplanaires 

ordinaires. 

La courbe d'ordre I2 renferme les 

trois points biplanaires singuliers et le 

point conique. 

La configuration des points et des hyperplans si~guliers 9ui touchent 024 sui- 
vant ses courbes rationnelles, ]oue un r61e caract6ristique par rapport ~ cette sur]ace 
hyperelliptique. 

Pour le prouver on se donnera une surface poss6dant une telle configuration 

de points et de hyperplans singuliers, et on t~chera de construire une surface ~0 

repr~sent6e sur la 054 compt6e deux fois, qui appartienne au type IV. 

On devra obtenir sur ~ une involution 12, qui agira d'une fa~on connue sur 

les 616merits de la configuration caraet6ristique de ~P (n. Ioi). 

En s 'aidant par cette connaissance on trouvera qu'on peut obtenir une sur- 

face (p transform6e de la ~12 du type IV, en proc6dant de la fagon suivante. 
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X l ~ O  ~ X 2 ~ O  
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]es hyperp lans  tangents  5 0,~4 suivant  les deux ,~extiques de rang I, et posons 

La  surface d6finie par  ees formules r6sultera b i ra t ionnel lement  ident ique  5 

]a 0,~ ( type  IV). 

C'est ce qu 'on  mon t re ra i t  pa r  une analyse d6taill6e dont  nous croyons  de 

pouvoi r  nous passer, a t t end u  qu'elle ne pr6sentera i t  aucune nouvea , t 6 .  

X l I I .  Su r f ace s  h y p e r e l l i p t i q u e s  r6gul ib res  de r ang  24 ( types IX,  X. XI).  

103. Sur/aces de Jacobi possddant des groupes bi-tLtra/driques. On a ici h con- 

sid6rer la surface de Jacobi  F a t tach6e h 1,~ courbe / de genre deux  

y'  --. x (z" - -  n ,  

qui admet  le groupe  bi- t6tra6drique:  

(i) 

( ~ ' = - x ,  v ' =  i iy) x ' = ~ ,  y ' =  ~ x~f ( x ' : : - -~ ,  ? /=  _+ :,i:, 

( x ' = x ,  y ' =  d= y) (x' i--x 2 y l / ~ i  t i x ,=  ~ + i , _L 2yV~-iI 
- 7 ~  x' Y'= • ( ~ ~ !  ~ x - - ?  Y = = ~  i : / . ~ i ? 1  

(x ,_~- i  ~vV=~ / i + z  z~tv~i I +~, y ' = !  ( ~ u  ! (x' ...... .v' , .~ i -  x' : + r 

( ( -'_.'_, x ' : i z + x ,  y ,  • X . . . . .  -- y' .... •  
I - -  ( I - - x )  ! ~:- I '  

I + x ~x + I Y '=  * (x + I) ~ I" 

Ce groupe  est engendr6 par  les 3 subst i tu t ions  

Aeta mathemcdica. 33. Imprim~ le 30 d6eembre 1909. 

i - -  x , 2y V2 i  I 
i + x'  71 5:-+ ~I '  

,19 
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dont les deux premieres sont cycliques d'ordre 4 et la troisi~me d'ordre 3 ou 6, 

suivant que l'on prend 

V ~ = - - ( i +  ~) ou V ~ i = i +  ~. 

Nous d6signerons par G2, le groupe de F qui r6pond au groupe envisag6 de 

/ au moyen de la correspondance point par couple entre la courbe et la surface. 

On peut  prendre comme substitutions g6n6ratrices de G~4 les transformations 

hermitiennes U 1, U2, $1 correspondantes aux transformations (I), off l 'on a pris 

V ~  - -  - -  (i + ~). 

Le groupe G2~ renferme le sous-groupe bi-di~drique G8 engendr~ par U~, U~: 

hors des substitutions de ce sous-groupe on a en G24 8 transformations cycliques 

d'ordre 3 $1 $2 S~ S 4 S '  1 S] S~ S',, et 8 cycliques d'ordre 6 qu'on obtient de ees 

derni~res en les multipliant par la transformation de i re esp~ce: 

K = :  U, = U~. 

Les transformations de G~ ont un point uni eommun r~pondant aux couples 
de la g~. 

En d~signant los ~l~ments unis de K (points et eourbes C du syst~me 2) 

par les symboles obtenus en eombinant les nombres des deux s6ries 

I, 2, 3, 4 et f ,  2 r, 3 r, 4 r, 

et les ~l~ments unis de S~ par les symboles obtenus en eombinant les caraet~res 

des deux s~ries 

ai, bi, ci, et ati, bti, di,  

on peut toujours supposer qu'au point uni commun appartiennent les symboles: 

(H'), (ala'1), (a~_a'.~), (a~a'3), (a,a',). 

I1 y a sur F 48 points qui restent invariant par rapport  s des transforma- 

tions de G2,: c'est-k-dire le point uni commun, les 32 points unis appartenant  

ult~rieurement aux transformations $1 $2 S~ S~ et les x5 points unis appartenant 

ult~rieurement s K.  Les permutations produites par U~, U~ entre les points et 

les courbes unies de K sont donn~es par les tableaux au n. 92: il s'agit done 

d'~tablir que]les sont les permutations produites par S~, entre les ~14ments unis 

de K,  et par U~, U~ entre les ~l~ments unis de S, S: Sa S,.  
En faisant ~sage de considerations analogues ~ celles qu'on a expos~es plu- 

sieurs fois dans l 'analyse des types precedents, on arrive ais~ment aux tableaux 

cherch~s que nous omettrons de transcrire ici. 
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La conclusion ~ laquelle on est amen6 par l 'examen de ces tableaux est la 
suivante: 

L'involution I2~ engendr6e par G~.4 entre les points de F renferme 7 groupes 
dou6s d'616ments multiples, c'est-h-dire: 

I) Un groupe form6 par le point uni commun compt6 24 lois. 
2) Un groupe form6 par les 12 points doubles: 

(12') (1'2) (13') (1' 3) (I4') (I'4) (23') (2'3) (34') (3'4) (24') (2'4). 

3) Un groupe form6 par les 8 points 3-ples: 

(a,b't) (aic'l) (a~b'2) (a2c'...) (a,b'3) (a3c'.~) (a,b'4) (a,c'~). 

4) Un groupe form6 par les 8 points 3-ples: 

(a'lb,) (a'lcl) (a'2b~) (a'~c:) (a',b3)(a',c~)(a',b,) (a',c,). 

5) Un groupe form6 par les 8 points 3-ples: 

(b,b'1) (c,c',) (b2b'~)(c~c':) (b3b',) (c3c'3) (b,b',) (c,c'~). 

6) Un groupe form6 par les 8 points 3-ples: 

(b,c',) (b'lc,) (b2c'2) (b'2c~2) (b3c's) (b'3c,) (b,c',) (b',c,). 

7) Un groupe form6 par les 3 points 8-ples: 

(22') (33')(44')" 

L'involution J24 engendr6e par G2~ entre les courbes C du syst6me -~, pos- 
sgde 7 groupes dou6s d'616ments multiples, c'est-~-dire: 

i) Un groupe form6 par les 4 Courbes 6-pies: 

I I '  ~ ala' 1 , 22' ~ a~a'2, 33' - -  a3at3, 44' ~ a4a',. 

2) Un groupe form6 par les 6 courbes 4-pies: 

I2', 1'2, I3', 1' 3, I4', 1' 4. 

3) Un groupe form6 par les 6 eourbes 4-pies: 

23', 2'3, 24', 2'4, 34', 3'4. 

4) Un groupe form6 par les 8 eourbes 3-ples: 

a,b't, arc'l, a2b'2, a2d3, atb'3, a3c',, a4b'4, a4c'4. 
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5) Un groupe form6 par les 8 eourbes 3-ples: 

a'tb~, a'~c~, a'2b2, a'2c2, a',b3, a'ac 3, ar4b4, a'tc4. 

6) Un groupe form6 par les 8 courbes 3-pies: 

b~b'~, ctc'~, b~b'~, c~c'~, b3b'3, c~c'3, b~b'~, c~c'4. 

7) Un groupe formd par l e s ~  eourbes 3-pies: 

b~c'~, b'~c~, b2c'2, b'2c~, b3c'3, b'~c3, b4c'4, b'4c~. 

Disons quelques mots du groupe G':~ qui renferme le sous-groupc bi-di6dri- 

que invariant G's, engendr6 par les substitutions 

U'~ ~ U ,  U'2 =-- U2 A ,  

A 6tant une convenable transformation de 2 d~ esp~ce (n. 70). 
Comme Grs r6pond g Gs au moyen de la dua]it6 entre les points de F et lcs 

courbes C du syst~me 2,  le groupe G'24 sera correlatif ~ G:,, et l'on pourra par 

consdquent obtenir les propri6tds de la configuration relative ~ G~24 en cbangeant 

entre elles dans le dernier 6nonc6 les involutions 124 et J24 et les symboles entre 

( ) en symboles sans ( ) ,  et r6ciproquement. 
Considdrons maintenant le groupe G'~,, correlatif ~ lui-m~me, qui renferme 

le sous-groupe invariant G~ (n. 70) engendr6 par 

Comme 

t s  U ~ U ~ ,  U"--UoB..= . 

K " ~  ~ ,  __ U~ -- K ,  

on trouve tout de suite les permutations produites par U]', U':' entre les dlgments 

unis de K". Pour construire les tableaux restant, on commencera h remarquer 

que le groupe G';, 6rant olo6driquement isomorphe ~ G:,, on dolt trouver en G';, 

une substitution S',', rdpondant ~ S, et changeant U'~' en U'~', etc. etc. 

En ce cas la conclusion relative ~ la configuration des 616ments unis est la 

suivante : 

L'involution I" ,  engendr6e par G;', entre les points de F renferme 7 groupes 

dou6s d'616ments multiples, c'est-g-dire: 

Un groupe form6 par les 4 616ments 6-ples: 

(14') ( I '4)(23 ' ) (2 '3)---(a ,a ' , ) (a2a '2)(a ,a '~)(a4a '4) .  
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(ii ')  (33') (I2') (1 '2 ) ( I3 ' ) (2 '4) - - (22 ' )  (44') (1'3) (24') (34') (3'4). 

Qua,re groupes form6s par 8 616ments 3-ples: 

(a, b',) (a: b'2) (a3 b'3) (a, b'4) (at c',) (a. c'2) (a3 c'3) (a4 c',), 
(a', b,) (a'2 b2) (a'a b3) (a', b,) (a't ct) (a'., c2) (a'3 ca) (a', c,), 
(b, b'~) (b: b'2) (b3 b'3) (b~b'4) (ct c',) (c~ c'.) (c3 c'a) (c~ c'~), 

(b, c',) (b2c'2) (b, c'3) (b4 c'4) (b', ct) (b'2 c2) (b'~ c3)(b'4 c,). 

L'involution J'.~, engendr6e par G", entre les courbes C du systbme _~, ren- 

ferme 7 groupes douds d'616ments multiples, c'est-~-dire: 
Un groupe form6 par les 4 616ments 6-ples: 

I4', I'4, 23', 2'3 ~ at at, ,  a2 a'2, eta a'3, a~ a' 4 . 

Deux groupes formds par 6 616ments 4-pies: 

II', 22', I2', 3'4, I3', I ' 3 - -33 ' ,  44', 1'2, 34 r, 24', 2' 4. 

Quatre groupes form6s par 8 6Mments triples. Ces groupes ont les m~mes 

symboles des 4 groupes correspondants de I",. 
Dans la suite nous d6signerons respectivement par IX, X, XI les classes de 

surfaces hyperelliptiques correspondantes aux groupes G24, G'2~, G",. 

104. - -  ModUles pro]ecti/s des sur[aces hyperelliptiques IX, X, XI. - -  Toute 
surface hyperelliptiqu e O, image de l'involution I2~, peut aussi representer une 
involution 13 appartenant  ~ une surface ~, d'ordre x6, du type V. En effet les 

points d 'un groupe de 124 se par ,agent  en trois groupes engendr6s par les trans- 
formations du sous-groupe bidi6drique Gs renferm6 en G24. On passe d'un des 
trois groupes aux deux restant au moyen des transformations St, S~, de sorte 
que tout groupe de 124 vient ~tre repr6sent6 par un groupe de trois points de ~, 
formant un cycle de l'homographie ~o, p6riodique d'ordre 3, image de St. 

On volt tr~s ais~ment quelles sont les permutations produites entre les points 
doubles et les courbes rationnelles de ~p par l 'homographie to, car il suffit de 
chercher les permutations produites par $1 entre les groupes singuliers des invo- 

lutions I s et J8 engendr~es sur F et sur le syst6me 5,  par le sous-groupe Gs. 
On remarquera que la transformation Sl laisse invariant quatre groupes de 

I s renfermant 8 points distincts: c'est-h-dire les groupes qui appartiennent aussi 
h I~ ,  lorsque on compte trois lois chacun de leurs points; de sorte que la ~o 
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laissera aussi invariant quatre points simples de (p. On arrive ainsi au th6o- 

r~me suivant: 

Toute sur/ace hyperelliptique (9 rdpondant au groupe bi-tdtragdriq~ze G,.~ peut 

reprdsenter une involution 13 appa~r h une sur/ace (P~6 du type V: cette invo- 

lution dtant engendrde par une homographic ~o pdriodique d'ordre 3, qui change en 

elle-mdme (p. L'homographie co change en lui-mdme un point uniplanaire de ~ et 

distribue les trois uniplanaires restant, ainsi que les trois points coniques de ~P, en 

deux cycles; elle laisse invariant la courbe d'huiti~me ordre et distribue en deux 

cycles les ~ix quartiques tracdes sur (p. Hors des points doubles il y a encore sur qJ 

quatre points unis de (o. 

Au point de rue  des transformations birationnelJes on a sur ~p six coinci- 
dences, car dans ]e domaine du point uniplanaire invariant P, il existe deux 

points unis simples, qui sont les coincidences de la correspondance projective 

(dont un cycle est form6 par les trois points doubles infiniment voisins ~ P) 

existant dans le domaine de P .  
En connaissant le nombre des coincidences de Ia on pourrait  caleuler Ie 

genre pa de ]a surface image de I3, et | 'on trouverait  p~ = I. 

Cette conclusion s'accorde avee la proprietY, dont jouit un module conve- 

nable de la surface (9, de ne poss6der que des points doubles abaissant d'une unit~ 

le genre des sections hyperplanes qui les renferment. On peut ~tablir ce r6sultat 

directement de la fa~on suivante. 

So|t, comme d'habitude, 

I D I = I  C + C' + ... + C (23) 1 

le systbme lin6aire de F qui renferme toute courbe C et ses transformdes par 

rapport  aux transformations de G:4. D6signons encore par (9 ou par O~s ]a sur- 

face d'ordre 48, dont  les sections hyperplanes r6pondent aux courbes D. L'es- 

pace renfermant (9 aura la dimension r = 25; cette valeur 6tant la seule possible 

lorsque le genre Pa de (9 est 6gal h i. En vertu de la correspondance [i, 3] 
entre ]es surfaces (9 et ~,  aux sections hyperplanes 1" de (9 r~pondent sur ~ les 

courbes d 'un syst~me lin6aire ]A] renfermant les courbes r6ductibles form6es de 

toute section hyperplane de ~ et de ses transform6es par rapport  ~ ca, (,~. 

Les points singuliers de (l) r6pondent: 

I) Au point uniplanaire invariant P. 

2) Au cycle formd par les trois points uniplanaires restant. 

3) Au cycle form6 par les trois points coniques. 

4) A chacun des 4 points unis simples de la surface ~.  
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On voit ais6ment qu'au cycle 2) r6pond un point uniplanaire ordinaire de 

O, car le domaine de ce point vient correspondre biunivoquement au domaine d'un 

queleonque des trois points uniplanaires ordinaires qui lui sent homologues. Et  

d 'une fa~on analogue on eonelut qu'au cycle 3 ) r6pond  un point double coni- 
que de O. 

Comme la co ~tablit entre les points appartenant au domaine d'un point uni 

simple Q, une homographic cyclique d'ordre trois ayant  deux points unis, au 

point Q r~pondra sur �9 un point biplanaire ordinaire: les deux domaines de ce 

point r6pondant aux deux points unis susdits, et le domaine du point simple in- 

finiment voisin suivant la direction de la droite commune aux deux plans tan- 

gents, r~pondant aux cycles de eo infiniment voisins ~ Q. 

I1 s'agit enfin d'~tudier le point P'  de �9 qui r~pond au point uniplanaire 
P d e  (p. 

On voit par des considerations d(~sormais habituelles qu'aux sections hyper- 
planes issues par P '  r~pondent sur ~/, des courbcs z/ ayant  en P un point triple 

dont les trois branches renferment los trois points doubles de ~ infiniment voi- 

sins g P. On en tire tout  de suite que les sections hyperplanes susdites ont en 

P'  un point de rebroussement (ordinaire) de sorte que le point P '  est un point 

uniplanaire (non tacnodale). On peut  ainsi poursuivre l 'analyse du point singu- 

lier F ;  mais ce qu'on a ~tabli suffit pour affirmer que ))la surface n'a que des 

points doubles abaissant d'une seule unit~ le genre des sections hyperplanes issues 

arbitrairement par un de ces points~). 

Par  la m6me marehe plusieurs lois indiqu~.e, on arrive h completer l'~tude 

de la configuration des points doubles et des courbes rationnelles existant sur O; 

de sorte que l'on peut  ~noncer le th~or~me suivant:  

Toute sur/ace hyperelliptique de rang 24 correspondant h u n  groupe G~ (type 
I X )  peut dtre trans/ormge birationnellement en une sur/ace 048, d'ordre 48, appar- 
tenant ~ l'espace S:3. Cette sur/ace ren/erme 7 points doubles et 7 courbes ration- 
nelles remarquables ; c' est-6-dire : 

Un point uniplanaire singulier, un point uniplanaire ordinaire, quatre points 

biplanaires ordinaires et un point conique; une courbe d'huiti~me ordre, deux 
courbes de i2 me ordre, quatre de i6 me ordre. 

La surface O,8 renferme de plus trois points doubles infiniment voisins h 
chaeuu des deux points unip]anaires: ces points doubles appartenant  au domaine 

de i ~ ordre ou aux domaines suecessifs de I r, 2 d, 3 me ordre, suivant qu'il s'agit 

du point uniplanaire, ordinaire ou du point singulier. 
Par  rapport  aux propri6t6s de la configuration existant sur q)48, on a deux 

points biplanaires de rang i et deux de rang 2; une courbe de i2 me ordre et 
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rang i,  une courbe de i2 me ordre  et rang o, deux courbes de i6 me ordre et rang 

i e t  deux  courbes de i6 me ordre  et rang 2. 

Pa r  le poin t  uniplanaire  singulier passent  la courbe de i2 m' ordre  et rang i,  

et  les deux  courbes de i6 me ordre  et  rang 2.. Chacune de ces courbes passe par  

le point  en quest ion avec un rebroussement .  

P a r  le point  uniplanaire  ordinaire passent  les deux courbes de I2 m~ ordre :  

I y passe s implement  et  la courbe de rang 2 doublement .  

bip]anaire de rang i passent  s implement  la courbe d 'hui t i6me 

de I6 m~ ordre et rang I, et les deux courbes de i6 me ordre  et 

la courbe  de rang 

Pa r  un point  

ordre, une  eourbe 

rang  2. 

Pa r  un poin t  

i6 ~" ordre  et  rang 

biplanaire de rang 2 passent  s implement  les deux  courbes de 

z, doub lement  une courbe de i6 m€ ordre  et rang 2. 

Pa r  le poin t  conique passent  doub lement  la courbe  d'8 ~" ordre  et  les deux  

courbes de i2 ~~ ordre.  

La  courbe d 'o rd re  8 renferme le poin t  conique (point n o d a l ) e t  les deux 

points  biplanaires de rang  I (points simp]es). 

La  courbe  d 'ordre  i2 et  rang  I renferme le point  uniplanaire  singulier (point  

de rebroussement) ,  le point  conique (point  nodal), le poin t  uniplanaire ordinaire  

(point  simple). 

La  courbe d 'ordre  I2 et  rang 2 renferme le point  conique ( n o d a l ) e t  le point  

uniplanaire  ordinaire  (simple). 

Une courbe d 'o rd re  i6 et  rang i renferme le poin t  uniplanaire  singulier (re- 

broussement) ,  un point  biplanaire de rang i e t  deux points  biplanaires de rang 

2 (simples). 

Une  courbe  d 'ordre  I6 et  rang 2 renferme un poin t  bip]anaire de rang 

(nodal) et  les deux points  biplanaires de rang i (simples). 

105. - -  Pou r  les surfaces r6pondant  aux groupes G'24, G'~, on a des r4sultats  

analogues,  que nous nous bornerons  h 6noncer:  

Toute sur/ace hyperelliptique rgpondant ;t G':4 est birationnellement identique ~t 

une involution I:~ engendr~e par une homographie ~o' de troisi~me ordre, qui change 

en elle-m~me une sur/ace ~/,', d'ordre i6, du type VI.  La  o/ change en lui m~me le 

point conique de ~' et distribue en deux cycles les six Toints biplanaires; change en 

elle-m~me une des quatres coniques de g,' et distribue en deux cycles les 3 coniques 

restant et les trois courbes d'ordre 8. Hors du point conique invariant il y a encore 

sur q; quatre points unis  simples. 

On a ainsi sur ~p' six coincidences de I~, don t  deux tomben t  dans le do- 

maine du poin t  conique invariant .  
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Par tant :  

Toute sur/ace hyperelliptique de rang 24 correspondant ~ G'~.4 (type X ) p e u t  

~tre ramen4e ~ une sur/ace O'~s d'ordre 48, appartenant ~l $25 et ren/ermant 7 points 

doubles biplauaires et 7 courbes rationnelles. 

Parmi les points doubles il y e n  a un qui poss6de un point double infini- 

merit voisin dans chacun des domaines de V e t  de 2 d ordre, deux poss6dent un 

point double dans leurs domaines de i r ordre et les 4 restant sont des points bi- 

planaires ordinaires. Parmi les courbes rationnelles une est d 'ordre 2, une d'ordre 

O, quatre d'ordre i6 et une d 'ordre 24. 

Par  rappor t  aux propridt4s de la configuration, on a un point biplanaire de 

rang I (c'est le premier point biplanaire singulier dont on a parl6 ci-dessus), un 

point biplanaire singulier de rang ~. et un point de rang 3; deux points bipla- 

naires ordinaires de rang z et deux de rang _~. Les courbes d 'ordre I2 se distri- 

buent  en deux classes: deux de rang i et deux de rang :. 

Par  le point singulier de rang i passent simplement les deux courbes d'ordre 

I6 et rang i et doublemcnt (avec un oscnode) la courbe d'ordre 24. 

Par  le point singulier de rang z passent simplement la conique et la courbe 

d 'ordre 6 et doublement (avec un tacnode) la courbe d'ordre 24. 

Par  le point singulier de rang 3 passent doublement la courbe d'ordrc () 

(avee un node) et la courbe d 'ordre 24 (avec un tacaode). 

Par  un point ordinaire de rang I passent simplement la conique, une courbe 

d 'ordre i6 et rang i e t  les deux courbes d 'ordre i6 et rang 2. 

Par  le point ordinaire de rang 2 passent simplement les deux courbes d 'ordre 

i6 et rang ~ et doublement (avec un node) une courbe d 'ordre I5 ct rang z. 

La conique renferme le point singulier de rang 2 et les z points ordinaires 

de rang I. 

La courbe d 'ordre 6 renferme les trois points singutiers de rang 2 et 3. 

Une courbe d 'ordre i6 et rang I renferme le point singulier de rang i. un 

point  ordinaire de rang i et les 2 points ordinaires de rang z. 

Une courbe d'ordre I6 et rang 2 renferme les z points ordinaires de rang I 

et un point ordinaire de rang 2. 

La courbe d 'ordre 24 renferme les .~ points singuliers. 

106. - -  Toute s~tr]ace hyperelliptiq~te r6pondant ~'r G" l corresFond aussi  ('~ u~e 

involution 13 appartenant 5 ~lne sur/ace tf,~ du type V I I ;  cetle invol~tion 4rant engen- 

dr4e par une homographie cyclique t,J" d'ordre 3. - - L a  t,, '~ 

distribue en deux cycles les 6 points hi- distribue en deux cycles les 6 quartiques 
planaires de ~p" ; de t/," ; 

Acta mathematica. 33. Imprimd le 30 ddcembre 1909. ~'~1 
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famine en lui-m~me le point conique de ram~ne en elle-m~me la courbe d'ordre 8 
la sur]ace, de la sur]ace. 

I1 y a sur tp", hors du point conique invariant, quatre points unis simples. 
I1 s'ensuit encore que 13 poss~de six coincidences, dont deux tombent dans 

le domaine du point conique, et par suite que le genre pa de toute surface r~- 

pondant ~ G~, est ~gal h i. 

Apr~s eela on a que: 

Toute sur]ace hyperelliptique rdpondant h G';, (type XI )  peut dtre trans/ormde 
en une sur/ace 0'~, d'ordre 48, appartenant ~ l'espace S2s et ren/ermant 7 points 
doubles biplanaires et 7 courbe8 rationnelles remarquables. On a prdcisdment: 

Un point biplanaire singulier poss~dant deux points doubles successifs, deux 

points biplanaires singuliers, dont chacun poss~de un point double successif, et 

quatre points biplanaires ordinaires. 

Parmi les 7 courbes une est d'ordre 8, deux d'ordre i2, quatre d'ordre I6. 

Par rapport aux propri~t~s de la configuration, le premier point biplanaire 

singulier, dont on parle ci-dessus, est de rang i, et les deux points singuliers 

restant sont de rang 2. On a ensuite deux points biplanaires ordinaires de rang 

i et deux de rang 2, deux courbes d'ordre i6 et rang i et deux de rang 2. 

Par ]e point singulier de rang i 

passent simplement les 2 courbes d'or- 

dre 12 et les 2 courbes d'ordre i6 et 

rang I. 

Par un point singulier de rang 2 

passent simplement une courbe d'ordre 

8 et une d'ordre i2 et doublement la 

courbe restant d'ordre i2. 

Par un point ordinaire de rang i 

passent simplement la courbe d'ordre 

8, une courbe d'ordre i6 et rang i et 

les 2 courbes d'ordre I6 et rang 2. 

Par un point ordinaire de rang 2 

passent simplement ]es 2 courbes d'or- 

dre i6 et rang I e t  doublement une 

courbe d'ordre I6 et rang 2. 

La courbe d'ordre 8 renferme les 

points singuliers de rang 2 et les points 

ordinaires de rang I. 

Une courbe d'ordre i2 renferme 

les 3 points singuliers. 

Une eourbe d'ordre I6 et rang i 

renferme le point singulier de rang i, 

un point ordinaire de rang i et les 2 

points ordinaires de rang 2. 

Une courbe d'ordre i6 et rang 2 

renferme les 2 points ordinaires de 

rang i et un point ordinaire de rang 2. 

107. - -  Les sur]aces hyperelliptiques 048, Or48, 0'~8 caractgrisdes par la con/i- 
guration de leurs points et de leurs hyperplans singuliers. ~ Nous venons de con- 
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struire trois surfaces-modUles repr6sentant les types IX, X, XI;  ce sont les sur- 

faces (D,s, O'4s, 0~8. 
Chacune de celles-ci poss~de une configuration de points doubles et de hy- 

perplans tangents suivant des courbes rationnelles; plus pr6cisement toute courbe 

rationnelle C d'ordre m ( =  2, 6, 8, i2, i6, 24) appartien~ s un hyperplan qui a 

un contact d 'ordre 48 - - - - i  le long de C. 
m 

Or il y a lieu de rcconnaltre que ,)si une surface d'ordre 48, ~ sections hy- 
perplanes de genre 25 en $25, poss~de des points et des hyperplans singuliers for- 
mant  une configuration qui jouit des propridt6s correspondantes ~ celles de q)4s, 

q)'4s, ~ 8 ,  cette surface est hyperelliptique et appartient respectivement aux ty- 
pes IX, X, XI,). 

C'est ce que l'on exprime en disant que: 

La configuration des points et de8 hyperplans singuliers joue un r~le caractd- 
ristique ~gar rapport aux surfaces hyperelliptiques O4s, O'4s, q)'~s- 

Rapportons nous d'abord ~ une surface O4s. I1 s'agit de montrer  que la 
configuration des points et des hyperplans singuliers permet de repr6senter pa- 

ram6triquement les coordonn6es des points de la surface par des fonctions hyper- 
elliptiques O. Et  cette question se ram6ne h la question analogue concernant 

une surface du type V, que l'on construit par le proc6d6 suivant. 
Soient 

X I ~ O  , X 2 ~ O  ~ 

les deux hyperplans tangents suivant des courbes C~6 d'ordre I6 et de rang i. 
Posons 

$ 

Yl = x, . . . .  Y26 =~ x20, Y27 = Vxl x~. 

Par  ces formules on d6finit une surface qui possb, de 3 points coniques cor- 
respondants au point conique de q)4s, 3 points uniplanaires correspondants au point 
uniplanaire ordinaire de 69~s, et un quatri~me point uniplanaire (ordinaire) cor- 

respondant au point uniplanaire singulier de q},s; tout point biplanaire de rang 
i, 2 de q~s r6sulte un point de diramation sur chaque nappe de q)4s qui le con- 
tient, et correspond ~ un point simple de la surface qui est repr6sent6e sur la 
q~4s compt6e trois fois. Une analyse approfondie montre que cette surface est 
birationnellement identique s la q}~6 du type V. 

On proc6d6ra par la m6me m6thode par rapport ~ une surface ~'~s. 
Analoguement ~ ce que nous avons fait pour le type IX, nous choisirons 

les deux hyperplans tangents suivant les courbes C~8 de rang I. Ces hyperplans 
6tant repr6sent6s par 
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nous poserons 
3 

y ,  = x ,  . . . . .  y~.~ - -  ~'=,.  y2~ = V ~ ; ;  . 

Nous obtiendrons ainsi une surface renfermant (i points biplanaires singuliers 

correspondants h ceux de rang 2, 3 de q/,s et un point conique correspondant au 

point singulier de rang i (qui est un point de diramation sur chaque nappe de 

O'4s ). Cette surface rdsulte birationnellement identique h la O',6 (type VI). 

Soit enfin une surface possddant Ia m6me configuration que la O'~, du 

type XI. 

Choisissons de m6me les hyperplans 

X 1 : O ~  X 2 - - : O ;  

tangents suivant des eourbes C~6 de rang i. 

En posant 

Yl = Xl . . . . .  Y'.'~ : :  X2c,, Y'-'7 : I/Xl X':.,, 

on obtient une surface birationnellement identique h la 0'~', ( typeVII ) .  

XIV. quelques remarque,~ eoncernant les ~urfil('es hyperel l ipt iques r6gu- 
lii 'res II . . . .  XI. 

108. - -  Trans /ormat ion  des sur/aces-modbles II . . . .  XI e~ des su~'/aces du qua- 

tribme ordre. Nous avons choisi comme modules des surfaces hyperelliptiques de 

rang r > i, I I  . . . .  XI des surfaces d'ordre 2 r, O.),., appartenant h des hyperespaces. 

Or route (D2r peut ~tre projet~e successivement par ses points doubles, ou 

par quelques unes de ses courbes rationnelles remarquables. Par ce proe~d~ on 

peut toujours transformer une surface hyperelliptique Oz,-en une surface d'ordre 

4 de respace ordinaire. 

Pour ce qui concerne les surface II . . . .  VIII, il suffit de les projeter succes- 

sivement par des points doubles. Dans le cas IX eonsid~rons p. ex. l'espace S~ 

qui renferme une courbe C~0 de rang 2, et projetons de $16 la O4s en une sur- 

face @, de Ss; O ,  possgde 4 points doubles infinimen~ voisins, un point unipla- 

naire ordinaire (auquel sont voisins trois points doubles), un point biplanairc et 
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un point eonique, de sorte que elle pourra ~tre projet~e en une surface d'ordre 

4 de S 3 en prenant successivement comme eentres de projection 5 points doubles. 

D'une fa~on analogue on r6ussit h projeter en une surface d'ordre 4 les 

autres surfaces O'4s, O~s. 

1 0 9 . -  Representation sur un plan double. - -  Les surfaces du quatribme 

ordre auxquelles on est amen6 de plusieurs famous diff6rentcs par des projections 

suceessives de nos O2r, poss~dent des points doubles; en prenant un de ces points 

comme centre de projection on ramenera la surface "~ un plan double ayant  une 

courbe de diramation d'ordre 6. 

Par  les remarques qui precede se trouve 6tabli le th6or6me suivant: 

Toute sur[ace hyperelliptique de rang r> I admettant une rep~'~senlalion para- 

m~trique l~'ol~re par des 0 irr&tuctibles relatives h u n  tableau de pdriodes lrrimitives 

i o g h 

o I ]1 g', 

peut ~tre trans]orm~e en une surface du 9uatribme ordre, o~; si l'on aime mie~x, e~t 

une surface du sixi~me ordre 

~- = / ( x ,  y ) .  

La surface du quatri~me ordre aura en g6n6ral des points doubles et des 
surfaces tangentes suivant des courbes rationnelles; ces points et ces courbes 

formerons une configuration caract6ristique qui ddpend non seulement du type 

auquel appart ient  la surface hyperelliptique donn6e, mais aussi des liens en par- 

tie arbitraires qui rat tachent  cette configuration "~ celle de la surface typique 
correspondante, O,z~. 

De m~me les courbes ] - - o ,  d'ordre 6, correspondantes ~ des surfaces hyper- 

elliptique z "~ ~= ] (x y) auront des points doubles et des courbes pluritangentes jouant  
un rSle caract6ristique. 

110. - -  Surfaces hyperellipti~ues du quatri~me ordre de rang 3 (type II). - -  
Consid6rons la surface hyperelliptique O~ (type II). 

En la projetant  par le point double (xI') on aura une surface du quatribme 

ordre qui renfermera quatre droites i'2, I2', I3', 1'3, contenant chacune trois 

points doubles biplanaires, et formant un quadrilat~re gauche, dont les sommets 

sont les points doubles (22') (2'3) (33') (3'2) �9 

Ainsi done on obtient une surface du qvatri~me ordre possddant 8 points bi- 

planaires qui *ont situ~s trois par trois sur 4 droites. I1 y a en outre 5 coniques 

appartenant  ~ la surface et renfermant chaeune 4 points biplanaires etc. 
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I1 est ais6 d'6crire l '6quation de cette surface du quatri~me ordre. 

En supposant que .q) soit repr6sent6e par les 6quations (5) d u n .  79, et 

que le centre de projection tomb6 en le point (I, o, o , -  I, o, o), posons 

y t - -X t+e ,  y~=x~,  y 3 = x s ,  

Supposons que la projection soit faite sur l 'hyperplan 

il faudra poser 

On aura 

xl + X 2 + X a + X , + X s + X 6 = O ;  

* - - - - ( x ,  + x~+x~). 

YtY2Y3+~Y4 Y~ Y~- -~ (Y :Y~- -~Y~Ys ) -~o  

Y, Y2 + . . . + V ~ y ~  y~+ . . . .  r ( y , V ~ - - y ~ ) = o .  

Eliminons ~, rempla~ons Y3, Y6 par - - y t -  y x , -  Y 4 -  Ys, et enfin posons 

x -~Y l ,  Y ~ Y 2 ,  z = y 4 ,  i -~ y,; 

on aura lYquation de la sat/ace du quatri~me ordre sous la [orme suivante : 

[y(x + y ) - - ) . ( z  + I)] [ x y - - ( x  + y ~) + V)~z-- V). (z + i )"-]--[xy(x + y) + ).z(z + i ) ] = o .  

111. - -  Quelques exemples de sur]aces hyperelliptiques z ~" = /  (x y). Reprenons 

la surface hyperelliptique du quatri6me ordre du type I I  consid~r~e ci-dessus et 

projetons-lh s u r u n  plan double en prenant comme centre de projection le point (22'). 

Sur le plan double on trouvera une courbe de diramation d'ordre 6 poss6- 

d~nt 7 points doubles (13') (2'3) (1'3) (23') (33') (I2~) (i'2), parmi lesquels il y a 
deux couples de points infiniment voisins (13') (2'3), (1'3) (23'); il y aura deux 
droites renfermant chacune trois points doubles et se coupant en le point double 

(33') etc. 
Nous ne d6ve]opperons pas l'dtude de ce plan double qui en somme n'est 

pas tr6s 6ldgant h eause du ddfaut de symdtrie de sa configuration earact6ristique. 
I1 suffira de remarquer que la projection du mod~le que nous avons construit en 

un hyperespace, conduit en ce eas, aussi bien que dans les cas successifs, s dd- 

terminer les plans doubles correspondants au type hyperelliptique donn6. 

Parmi les autres types de surfaces hyperelliptiques, il y e n  a u n  qui am6ne 

un plan double extr6mement simple et tr~s 616gant. Nous nous arr6terons sur 
cet exemple. 
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Consid~rons la surface O~a de S~ (type V). Elle poss~de 4 points doubles 

uniplanaires ordinaires (dont chacun a 3 points doubles infiniment voisins) et 3 

points coniques; en projetant  de ceux 7 points doubles la surface vient repr~- 

sent6e sur un plan double. La courbe de diramation de celui-ci sera une eourbe 

Ca, d'ordre 6, poss~dante I2 points doubles qui se r~unissent en 6 couples de 

points infiniment voisins, c'est-h-dire en 6 tacnodes correspondants aux quarti- 

ques de q). Les 6 tacnodes se t rouveront  trois h trois sur une droite repr~sen- 

tant  le domaine d'un point uniplanaire de O. 

En conclusion la surface �9 vient repr~sent~e sur un plan double dont la 

courbe de diramation C6 passe doublement par les 6 sommets d 'un quadrilat~re 

complet, e t a  en ces points des tacnodes. 

I1 est ais~ de caract6riser une telle Ca. 

D'abord son genre (num~rique) ~tant - - z ,  la courbe se d~compose en trois 

parties, et on peut  reconnaltre que ces parties sont des coniques. 

Or il s'agit de construire trois coniques se touchant deux s deux deux fois, 

de fa~on que les points de contact tombent  en les sommets d'un quadrilat~re 

complet. Ces conditions suffisent s d~terminer un triplet de coniqucs, bien d~- 

fini au point de vue projectif. 

Par  une transformation homographique du plan on peut ramener le quadrila- 

t~re & un carr6; alors, parmi les trois coniques, deux deviendront des hyperboles 

~quilat~res ~guales ayant  les m~mes asymptotes,  et la troisi~me devient un cercle 

passant par les quatre sommets du carr6, qui sont aussi les sommets de nos hy- 

perboles. 

Ainsi done la courbe Ca se r~duit 

(x ~ + y~--  i) ( x ~ - - y ~ - - i )  (y~-- xs--  I ) = o ;  

le cercle imaginaire 

x~+ y~+ z = o ,  

qui touche en deux points chaque conique faisant partie de C~, repr6sente sur 

le plan double la courbe d'ordre 8 de �9 (eourbe qui passe doublement par les 

3 points coniques de cette surface). 

En conclusion on a l e  th4or~me suivant:  

Toute .surface hyperelliptique du type V (premier cas bi-diddrique) peut 4tre 
trans/ormde birationnellement en la sur/ace 

z' ~ (x' + y'  - -  I) (x' - -  y~ - -  I) (y' - -  x' - -  I). 
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