FRACTIONS CONTINUES ET DIFFERENCES RECIPROQUES.

PAR

N. E. NORLUND

4 COPENHAGUE.

§ 1. Les résultats que je vais exposer dans les pages suivantes sont en
partie de nature assez différente, mais leur but principal est de contribuer au
développement de la théorie des fractions continues. IL’application qu’on a faite
de ces algorithmes dans la théorie des nombres est assez connue, mais on s’y
est borné & étudier leurs propriétés purement formelles sans pénétrer plus pro-
fondément dans la nature de ces algorithmes intéressants. Ce n’est que depuis
quelques années qu’on y a réussi grice aux recherches de StTiELTIJES. Mais ces
recherches montrent aussi combien il y a de difficultés & vaincre. Cependant,
depuis quelque temps on a fait un grand progrés par l'introduction des diffé-
rences réciproques. Dans un mémoire profond qu’a présenté M. T.-N. THIELE®
& ’Académie royale des Sciences et des Lettres de Danemark et qui est intitulé:
«Différences réciprogues» il a, en effet, fondé une théorie qui sera d’une im-
portance fondamentale pour les recherches ultérieures sur les fractions continues.
Dans le chapitre IV j’ai essayé de contribner au développement de la théorie
de ces fonctions intéressantes et dans le dernier chapitre je m’en suis servi pour
développer quelques fonctions particuliéres en fractions continues. Pour étudier
la convergence de ces fractions continues, j’ai considéré aun chapitre II les équa-
tions aux différences finies auxquelles satisfont les nominateurs et les dénomina-
teurs de leurs réduites. Un peu de méditation montre que ’examen de la con-

vergence d’une fraction continue convient & la détermination de la maniére dont

* Bulletin de I'Académie royale des Sciences et des Lettres de Danemark 1908, pag.
153—111.
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se comportent les intégrales de ces équations aux différences pour des valeurs
trés grandes de la variable indépendante. Il n’était pas difficile de résoudre ce
dernier probléme en se rappelant ’analogie étroite qu’il y a entre les équations
linéaires aux différentielles ordinaires et celles aux différences finies. En étudiant
cela dans le premier chapitre j'ai été conduit, dans le deuxiéme chapitre, a des
régles de convergence qui certainement laissent & désirer mais qui sont, cepen-
dant, si générales que, grice & elles, on parvient & déterminer la convergence de
la plupart des fractions continues étudiées jusqu’ici dans I’analyse. Au méme
chapitre j’ai, de plus, étudié la convergence d’une classe remarquable de frac-
tions continues auxquelles on est conduit par lintégration des équations diffé-
rentielles du deuxiéme ordre.

CHAPITRE L

Etude des intégrales d’une équation linéaire aux différences finies.

§ 2. Par les recherches de M. POINCARE! on sait que, étant donnée une
équation différentielle linéaire

dn—1 Y

1 d xn—1

dy

P,,%JFP_ +e+PigZ + Py =o (1)

dont les coefficients sont des polynémes, tous du méme degré, on peut toujours
trouver un systéme fondamental d’intégrales qui se comportent comme
esis x—p~1 (t=1,2,...1m) (2)

si  croit vers linfini avec argument déterminé. Supposons que le coefficient
de la plus haute puissance de x dans P; soit 4;, on détermine les a; comme des
racines de I'équation

A2t + Apyzv 4.+ Az 4+ Ay=o. (3)

Il y a généralement exception, si a; est une racine multiple de (2), mais il arrive
exceptionellement que 4 valeurs différentes de u correspondent & la méme valeur

! American Journal of Mathematics. Vol. 7, 1885, pag. 203—264.
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de a;, si a; est A fois racine de (3). Dans un mémoire! que M. POINCARE a
publié plus tard dans ce journal il a démontré plus généralement que si, dans
(1), les coefficients sont des polyndmes de degré arbitraire, il existe n séries de
la forme suivante

eQ.pe. A°+1—:—:’+;—:—§+--- (4)

qui satisfont formellement & I'équation différentielle. @ est ici un polyndme entier
du degré p» en x. Une telle série s’appelle une série normale d’ordre p. Elle
est généralement divergente, mais elle représente I'intégrale asymptotiquement,
ce qui est un des résultats les plus intéressants du beau mémoire de M. Porxn-
cARE. Les coefficients de la plus haute puissance de x dans les polyndmes @ se
déterminent comme les racines d'une certaine équation qu’on peut former des
coefficients de I'équation différentielle. Il y a généralement exception, si cette
équation a une racine multiple. Le degré p du polynéme @ se détermine par
les degrés des coefficients dans (r). On trouvera généralement plusieurs valeurs
différentes' de p. Appelons celles-ci p, p,...p;. Mais pour que les intégrales
aient la forme susdite il faut que tous ces nombres soient des entiers. Suppo-
sons plus généralement que m soit le plus petit multiple commun des dénomina-
teurs dans p, p,...; Pintégrale générale aura la forme suivante

I g Y;(x) (5)

1.

ot @; est un polyndme entier en 2™, tandis que ¥ (x) est une série généralement
1

divergente, procédant suivant des puissances de # ™. Ces résultats s’appliquent

maintenant mutatis mutandis aux équations linéaires aux différences. Clest ce
que nous allons démontrer en procédant d’une maniére semblable & celle que
M. PoincarE a appliquée dans ces deux beaux mémoires susdits.

§ 3. Soit donnée une équation aux différences

Pr(n)u(n +k)+ Pra(@)u(n+k—1)+---+ Py(n)u(n)=o 6)

nous appelons % l'ordre de 1’équation. Remarquons tout d’abord que nous
n’avons pas ici le but d’étudier Pintégrale la plus générale satisfaisant & cette
équation et contenant % fonctions périodiques & module de périodicité 1 mais
d’ailleurs arbitraires. Nous allons seulement faire voir qu’il existe une intégrale
satisfaisant & 1’équation (6) dans wune certaine région du plan et contenant k

! PoixcaBe: Acta Mathematica, Vol. 8, pag. 205—344; voir aussi Fasry: Theses. Paris 1885.
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constantes arbitraires. Nous appelons une telle intégrale I'intégrale compléte
de (6). Considérons d’abord le cas ou les coefficients P;(n) sont des polynémes
en n tous du méme degré p. Nous verrons alors qu’il existe k intégrales
Uy Uy ... Uz QUi Se comportent pour des valeurs réelles trés grandes de » comme

caPn—di—t (t=1,2,...k) (7

ou les ¢; sont des constantes, et entre lesquelles il n’existe pas de relation linéaire
& coefficients constants. J'appelle u; une intégrale normale de (6). Soit C;, le
coefficient de la plus haute puissance de n dans P;(n), alors les a; se détermi-
nent comme les racines de I’équation

C'k’pzk + Ok__]’pzk—l +04 Ci,pzi + .- 00,p= 0 (8)

les 3; sont des constantes qui, elles aussi, se déterminent facilement par les
coefficients dans (6). J’appelle (8) 'équation caractéristique de (6). Si les de-
grés de quelques-uns des coefficients sont plus petits que p, cela ne change rien,
pourvu que Cpp,=o0 et Cop,=o. Si, au contraire, quelques-unes des racines. de
(8) deviennent nulles ou infiniment grandes, les intégrales correspondantes se
comporteront asymptotiquement comie

e l'Mi(n)aPn—%—1 (9)

Enfin, si les coefficients de 1'équation au différences sont des polynomes de degré
arbitraire, on pourra, si non généralement pourtant dans des cas étendus, obte-
nir, par une substitution de la forme

u(n)=re(n)v(n) (10)

et en choisissant convenablement p, que I'’équation en v(n) se reduise & une
équation de la forme (6) dans laquelle du moins deux coefficients atteignent le
degré maximal.

Etudions donc d’abord en détail I'équation (6) en employant la transfor-
mation de Laplace.
Transformation de Laplace.
§ 4. Les coefficients de I’équation (6) pourront toujours prendre la forme

Py(n)=0Coo+Coin+Cosn(n+1)+---+ Copn(n+1)...(n+p—1)

...................................

P;(n)=Cio+Cin(n+10)+Cia(nti)(n+i+1)+ - +Cip(n+i)(n+i+1)...(n+i+p—1)
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car il suffit de poser
Ci0= Pi(—1) v Cip = 4" Pi(— 1 — »).

Je pose maintenant

u(n) —_—-ft”—‘v(t)dt - (11)

ou je vais préciser plus tard la ligne d’intégration. En intégrant par parties
on aura

nu{n)=trv (i) ——ft"v’ (t)dt.

Il faut maintenant choisir les limites d’intégration de maniére que pour ces va-
leurs de ¢ le premier terme du second membre de cette équation disparaisse.
En intégrant par parties on aura encore

n(n + 1)u(n) = —ir+o' (1) +ft"+1v"(t)dt

et généralement

n(w+1)...(n+p—1)un)= (- I)Pjpt”*'l‘—lv(!‘) (t)dt

pourvu qu’on choisisse les limites d’intégration de manidre & avoir pour ces va-
leurs de ¢

tn-l-z

d‘d")(t) (*?=o0,1,2,... p—1).

De la méme maniére on a
m+E)yn+k+1)...(0+k+p—1)uln+ k) =(— I)Pft""'""'l""lvﬂ”(t)dt

pourvu que

v(¢) '-—=o,1,2,...p-—1)
tn«rH—] 12)
dt j=0,1,2,... % (

disparaissent aux limites d’intégration.

En appliquant maintenant la transformation (11) & (6) on trouve que v ()
satisfait & 1’équation différentielle

@ (6 (—0p T2 1 g () (— e ¥ 2
+a0=020  gmvn=0 (13)
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o
Qi(t) =Co,i + Crit + - + Crith.

§ 6. Cette équation différentielle rentre généralement dans la classe de
Fuons; ses intégrales sont régulidres dans tout le plan. Les points singuliers
sont outre o et x les racines de l’équation

Qp(t)=00,p+01,pt+~--+ Clg,ptk’———‘o. (14)

Ce sont ces quantités que nous avons appelées a, a,...a;. Rangeons les de
maniére que |a;|>|a;], si 1 <j. Aux environs du point o il existe alors p inté-

grales de la forme
tig(t)

¢ (t) étant holomorphe dans le domaine du point o, tandis que
—ay, —0Q;,.. . —0p

sont les racines de I'équation P,(n)= o; nous supposons celles-ci rangées de ma-

niére que
Rey) > R(ey) 2 Ray) -+ 2 Raxp)

en désignant par R(c) la partie réelle de a. Si les différences entre quelques-
unes de ces racines sont des entiers, des logarithmes entreront dans l'intégrale
générale.

Aux environs du point « l'intégrale est représentée par p séries de la forme

. a, , @&
=i (a.,+7‘ +t—:+---)

qui sont convergentes pour des valeurs suffisamment grandes de ¢. Les expo-
sants y; se déterminent comme des racines de I'équation

P, k (n - k) = 0.
Rangeons celles-ci de maniére que

m(?’l)im(h)im(ﬁ’a) ot im(yﬂ)

Considérons maintenant un des autres points singuliers a; que nous supposons
d’abord étre une racine simple de (14). L’équation déterminante de ce point a
les racines o, 1,2,...p—2, 3;, ou f; est un nombre arbitraire que nous suppo-
sons d’abord non entier. L’intégrale générale de (13) aura alors aux environs
de a; la forme
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v() =Y () + (t—ai)figp(t)

ou Y (t) et p(t) sont holomorphes dans le domaine de a;.

§ 6. Retournons maintenant & l'intégrale (11) ot nous allons fixer la ligne
d’intégration en nous rappelant que les limites d’intégration devront satisfaire
aux conditions (12). Nous tragons une ligne droite de o & a;; soit b; un point
de celle-ci entre o et a@; et assez rapproché de a; pour qu’un cercle décrit du
point a@; comme centre et qui passera par b; ne passe par auncun point singulier
et ne renferme d’autres points singuliers que a;. Nous intégrerons alors le long
de la ligne droite de o jusqu’d b;, parcourrons la périphérie du cercle et puis
la ligne droite de b; jusqu’a o. Cela posé, les conditions (12) seront satisfaites
pourva que R(n + ap) >o0. On aura alors

u; (n) =ft”‘_1 (t—a;)% @i (t)dt.

En intégrant de la méme maniére autour de chacun des autres points singuliers
on aura, en tout, k intégrales de (6); nous verrons plus tard gque celles-¢i seront,
en effet, linéairement indépendantes. Ces intégrales sont valables partout dans
un demi-plan & droite de la ligne droite R (n) =R (—ep), ol —«, est celle des
racines de P,(n)=o dont la partie réelle est la plus grande.

§ 7. Nous allons maintenant étudier la fagon dont se comporte u(n) pour
des valeurs trés grandes de n. . Nous diviserons la ligne d’intégration en 3 par-
ties: 1) de o jusqu'a b;, 2) la périphérie du cercle, 3) de b; jusqu’a o, et nous
désignerons les intégrales correspondantes par K, K, et K,. Considérons celles-ci
séparément. Nous posons donc

b;
K, ==ft“—lv(t)dt.
0

Soit M le module de la valeur la plus grande que prend t~% v (Z) le long
de la ligne d’intégration. On aura alors

| K | < M -[bp+es).
|6:] étant plus pétit que |a;|, on aura

T o o .
3,'_‘2“&' ~——-—————F(n) K, =o (15)

pour toutes les valeurs de u. Nous allons considérer ensuite 1'intégrale suivante
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1
T=ft""1(t—1)ﬁ¢p(t)dt
1=—r

ou R(B)>—1, et ol r est un nombre positif entre o et 1, tandis que ¢ (¢) est
une fonction développable, aux environs du point 1, en série de la forme

pt)=d,+ A, (t—1)+4A,¢t— 1)+ -+ An{t—1)" + By,
qui est convergente pour |[{—1|<g o 1>0¢>.
Nous allons maintenant déterminer la limite

. rn+g+1)
R O

En développant en série ¢ (t) on aura

1 1
T_—.Aoft"“'l(t—x)ﬁdt + A,J n=l(t— 1) dE 4

17 I—r
1 1

+A,,.ft"—l(t——r)f“'"dt+]t"—1(t—1)ﬂRmdt. (16)

1—r 1—-r
Nous déterminons un nombre positif M, de sorte que pour tout m

|Am|<%[,;‘.

On aura donc dans l’intervalle 1 >1>1 —7r

m+1
|R,,.|<() R A

r
e
Considérons I'intégrale
1
P =ft”"l (t—1)? R dt
1-r
on trouvera facilement en posant g=g'+ ¢g"

1

~

Am+l o o s "g)""+“ e I'(n)r(B'+1) .o
'P'<M‘(e) g—r'}“ 1(t—1) |dt<M,(9 el L oy press L

.
1—7r
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Puisque r < ¢, on pourra toujours choisir m assez grand pour que

I'in+ g+ 1)
T (n) |2
soit plus petit qu’une quantité positive % arbitrairement donnée pour fous les n.

Considérons ensuite 1'intégrale
1

Q=A4,- f o1 (t— 1)p+adt.

1—r
On verra facilement que

1
|Q|<|Aql-flt"-‘(t—r)f’+“ldt-
0

On aura donc

T'(n+ 8 +1) r@+q+0)C{f +n+1)
_““ﬁn‘)"“quA“" T +ntqg+1)

si ¢ =0, le second membre de cette inégalité sera égal & |4, I" (8 + 1)|; soit, au
contraire, ¢ >0, on trouvera toujours une valeur de n assez grande pour que

rn+ 8+ 1)
I (n) @

€
< —.
2m

Nous avons alors déterminé n et m de maniére que

|Tem'ﬂ P-_____(”Ij'(f)+ D_4,r(s+1)|<e
ou
]imTMj:_I_)=Ao[‘(ﬂ+ I)e_”iﬁ~ (17)

N r (n)

Il est aisé de voir comment ce qui précéde s’applique & 1’étude de notre
intégrale

u{n) =ft”"1v(t)dt

prise le long du contour du cercle qui renferme a;. Aux environs du point a;
v (t) est de la forme
v(t) =y @) + (t—a:) @ (t)
done
Acta mathematica. 34. Imprimé le 10 janvier 1910.

1o
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a;
K, =ft"—‘(t——a,~)ﬂiq>(t)dt=(1—-e“’""ﬂi)ft“—l (£ — @) o (1) dt.
b;

Soit ¢ = a;z, on trouvera alors
1

K,= (1~—e2"‘ﬂi)a;‘+/’ifz”—1 (z— 1)l p(a;z)dz.

a
a;

D’aprés (17) on aura

lim a7 === 0% K, ~(e#hi—ev i) I (1 + i) 4, (18)

ol A, est une constante. En se rappelant que u;(n) = K, + K, + K,, on trouvera
d’aprés (15) et (18) que, pour des valeurs positives trés grandes de =, ui(n) se
comporte comme

A,ar+bi ' ()

ml’(l + Bi) (e=nibi—evifi). (18 bis)

Dans cette démonstration nous avons supposé essentiellement R(8;)>—1
mais le théoréme subsiste méme si R(F;) < — 1; pour le voir il suffit dans K,
d’intégrer par parties. L’étude de K, se raméne donc a une intégrale de la

forme
(n—1)...(n—1p)
B+1)...(8+0p

(—1)* tn—p—1(t—1)i+rdt. REB+p>—1
En intégrant de la méme maniére autour de chacun des autres points sin-
guliers on aura, en tout, k intégrales qui se comporteront asymptotiquement

comme
c;a?n—hi—1 (t=1,2,... k) (19)

Ces intégrales sont linéairement indépendantes; car, supposons qu’il y efit
une relation de la forme

Cyu, () + Couy(n)+--- + Cruz(n) =o

. . , . I (n) .
nous diviserons alors cette équation par a j;-(m, ensuite nous ferons
1

converger n vers . Nous aurons alors C; 4, =0 d’oit €, =o0. Nous effagons

. .. r
le premier terme de la relation nommée; puis en divisant par a% F(ﬁ%—x)
2
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on aura C,=o0. Nous montrerons ainsi que toutes les constantes C seront o, ou
qu’il ne peut y avoir de relation linéaire.

§ 8. Au lieu de la ligne d’intégration définie plus haut, on aurait pu se
servir de la suivante: soit ¢; un point du petit cercle autour de a;, choisi de
maniére que |c;|>|a;]. De ¢; nous tracons une ligne droite L s’étandant & Pin-
fini qui-ne passe par aucun.point singulier, et nous intégrons de « le long de L
jusqu’d - ¢;, nous. parcourons la périphérie du cercle, ensuite nous retournons le
long de L 4 w. Une intégrale définie de cette maniére satisfera & 1’équation
aux différences dans un demi-plan & gaucke d’une certaine ligne droite déter-
minée par R(n—E&)=o0 ou § est celle des racines de P;(n)=o0 dont la partie
réelle est la plus. petite (12). En concluant exactement comme . plus haut on
trouvera que, pour de trés grandes valeurs négatives de n, les intégrales de (g)
se comporteront comme

Agarth El(%ﬁjﬂi) (r—e?m i) (1 + B).

Les intégrales se comportent donc de la méme maniére pour des valeurs
trés grandes, soit positives, soit négatives, de n.

§ 9. Nous allons étudier quelques cas d’exception.

1) Si les différences entre quelques-uns des nombres «; sont des entiers,
v(f) se représente aux environs de o par des séries de la forme

t% (log t)2 g (1)

olt ¢ (¢) est bolomorphe dans le domaine de o. -En verra facilement que, par-la,
rien n’est changé de ce qui précéde: |v(f)t—%+1| sera toujours fini le long de la
ligne d’intégration.

2) Nous avons supposé que a; soit une racine simple de (14); si, au con-
traire, a; est A fois racine de cette équation, deux cas essentiellement différents
peuvent se présenter. KEn général, a; sera un point singulier essentiel pour v (¢)
le développement pour, au moins, quelques-unes des branches de celui-ci conte-
nant un nombre infini de puissances positives et négatives de ¢, mais il arrive,
par exception, que a; est un point singulier & branchement déterminé; car si o’
est 4 fois racine de @, (f) = o est A—1 fois racine de Q,—;(¢) = o, I’équation dé-
terminante du point a; aura les racines 0,1,2,...p—A—1, i1, Bi2,--- Bii-
En ce cas l'intégrale générale aura la forme

v(0) =Y () + (t—a)irg1 () + (E—a)fizgia(t) +- - + (E—a)i 2 ().
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Done 1 intégrales différentes correspondent & la racine a;; ces intégrales se
comporteront asymptotiquement comme

Ci - Q? F(n)

lm. (M=I,2,...l) (20)

Si entre les nombres f;, il y a un ou plusieurs entiers, ou bien si les
différences entre quelques-uns de ces nombres sont des entiers, des logarithmes
entreront encore dans l'intégrale compléte. Déterminons la valeur asymptotique
d’une telle intégrale logarithmique. Posons

v (1) = (£ — ;)% log (T — as) @; (t) v,-(n)——=ft"‘l v; (t) dt
ou ¢;(t) est holomorphe aux environs de a@;, et ol 3; est supposé ne pas étre un

nombre entier, et encore

1
T:ft”“‘l(t——I)ﬂilog(t-—l)(Pi(t)dt R(B:)>—1

1—r
on aura alors, en concluant exactement comme plus haut, que

. I'in+ 8+ 1)
,I.LI?,T I (n)
ol

=A,F(1+ ) e b{F(1+p)—F(n+i+1)—mi]

¥ (x) = D, log I (x).

Considérons finalement I'intégrale
K, =ft"—l (t—a;)Pilog t —as)p (t)dt

ot la ligne d’intégration est un petit cercle autour de a;, on trouvera

a;

&
K, = (1—e2#i5; JM‘I (t—a;)ilog (t—as) p(t) dt—2 nie2“‘ﬁiﬁ"*1 (t—a;)% @ (t) dt.
b; b;

13

On verra facilement que, si §; n'est pas un nombre entier, v;(n) se com-
portera asymptotiquement comme

4,a? I (n)

Tt gt P(n+ B+ 1)(e*Fime " 8) I (1 + Bi). (21)
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3) Si, au contraire, g; est un entier, v; (f) peut contenir un logarithme, que
a; soit une racine simple ou multiple de (14). Si 8 est entier et négatif, le fac-
teur I' (1 + 8;)(e*fi—e—7i8) dans (21) sera de forme indéfinie. Mais en se
rappelant que
T

'z + ﬁz)r(—ﬂz)=m

on verra que u;(n) se comporte, en ce cas, asymptotiquement comme

I (n) 271
gt . —
AO a; r(n+‘8i+I)zp(n’*”ﬁz""l)r(_ﬂi)' (22)
Si, au contraire, #; est un nombre entier et positif, le terme contenant ¥ (n)
disparaitra, et u;(n) se comportera asymptotiquement comme

A LM
R o oy

I(x+B)zmiesh, (23)

4) Si 3; est un nombre entier, il peut arriver que v;(tf) ne contient pourtant
pas de logarithme; il faut, en ce cas, que @ soit négatif ou plus grand que
p—1. Si #; est négatif, on trouvera par (18 bis) que u;(n) se comporte asymp-
totiquement comme

I (n) 271

.an . .
“TarmTD F(—p) (24)

— A4,

Si, enfin, f#; est un entier, plus grand que p— 1, l'intégrale prise autour
de a; sera identiquement nulle. Mais, en ce cas, nous pourrons remplacer la
ligne d’intégration dont nous nous sommes servi plus haut, par une ligne de o
& a;; on voit facilement que, dans ces deux points, les conditions (r2) sont satis-
faites. w;(n) se comporte alors pour des valeurs trés grandes de n comme

4,a? ﬁn-% I (1 + 8s). (25)

Il 'y a exception encore, si quelques-unes des quantités a; sont nulles ou
infiniment grandes; nous allons étudier ces cas plus tard. On voit facilement,
comme plus haut, que encore dans les divers cas d’exception les intégrales sont
linéairement indépendantes.
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Représentation des intégrales par des séries de factorielles normales.

§ 10. Dans la détermination de la valeur de u(n) pour des valeurs trés
grandes de n nous n’avons considéré, jusqu'ici, que le premier terme, mais on
peut obtenir une approximation plus grande en développant en séries de facto-
rielles les intégrales étudiées plus haut. Considérons Pintégrale

1u(n>=i13"—1«n——tviwiu>dt. (26)

Ici ¢;(t) se représente par une série de puissances de la forme
%:(®) = By + By (ai—) + B,(@— 0+ + By (ai— 0" + R, (27)

qui est convergente dans un cercle dont a; est le centre et qui passe par le point
singulier le plus rapproché de a;. Supposons que, exceptionellement, o ne soit
pas un point singulier de v (¢), et qu’il se trouve dans ce cercle. En remplagant
dans (26) ¢(t) par I'expression (27) et en intégrant, on aura

L) (1 + Bi)
T'(n+ g+ 1)

_P’i“}‘l
nt+ gt

(P + 1) (B + 2)
(n+ B8+ 1)(n + Bi + 2)

ui(n) == (1 —e2vidi) qp+di

{m+&m

+ B,al +} (28)

Soit ¢, le (v + 1)®me terme de (28).

Nous appelons cette série une série de factorielles normale. En exoluant
les points —g;—1, —f;—2, —fi—3,... par des aires aussi petites qu’on vou-
dra on voit que cette série converge uniformement dans toute portion finie du
plan. ‘

Si, au contraire, o est un point singulier, qui est plus rapproché de a;
quaucun des autres points singuliers, (28) converge si R(n + ap) >0 ou a, est le
nombre défini dans § 6; c’est ce qui résulte d'un théoréme de M. PINCHERLE!
sur la convergence des séries de factorielles. Mais si nous laissons tomber ces
hypothéses spéciales nous voyons qu’en.général les séries de factorielles nor-
males divergeront malheureusement; nous verrons cependant que, en ce cas, elles
représentent U'intégrale asymplotiquement.

! Rendiconti della reale Accademia dei Lincei. Febbraio 1902.
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Posons

(14 8)I (n)

= (1 — e2®i8;) grt+Bs
Sy(n)=(1—e ) af P+ 8 )

[+ B tt

Y B+0Bi+2)... 8+
+B”ai(n+ﬂi+I)(n+ﬂi+2)...(n+ﬁi+v) :

Je dis maintenant que

lim a_nl‘(n»+ Bi+v+1
i

nmo I‘(n) ){ul(n)”"sﬁ(n)} == 0. (29)

Tragons un cercle dont a; est le centre, et dont le rayon est assez petit
pour que tous les autres points singuliers de wv(f) soient situés en dehors du
cercle. La série

u; (n) = B,,ft"—l (a;—t)Pidit + B,j‘t"*1 (@i —B)f+1idt + -

+ Bmft”—l (@i— )i +md 1 +fzn-l (@5 — )% R dt

sera alors uniformément convergente si on étend lintégration le long de ce
cercle. En posant encore

P=ft”—1“(ai~——t)‘3i Ry dt Q=qut"‘-1 (a; —t)Pitady

on trouvera, d’aprés § 7, toujours un nombre N tel que, pour toutes les valeurs
de m plus grandes que N on a

Lnt+pi+vti)p

&
T <=

2

1l
a;

Plus, @ se représente asymptotiquement par gy, ¢’est-a-dire qu'on pourra
toujours déterminer un nombre N, de sorte que, pour toutes les valeurs de »
plus grandes que N, on aura

&
2(m+ 1)’

I'n+gi+v+1)

(Q‘—gq)a;'n I—v(n) <

Nous aurons alors déterminé » et m de manidre que

<e

Jore RS o0 — 8, )

C.Q F. D
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Equations de rang supérieur.

§ 11. Considérons maintenant une équation aux différences finies de la
forme (6) ou les coefficients sont des polyndmes de degrés arbitraires. Au moyen
de la substitution u(n) = I'*i(n) u(*)(n) on peut toujours réduire une telle équa-
tion 3 une équation dont deux coefficients, an moins, soient du méme degré,
tandis qu’aucun des autres ne seront de degré supérieur. On trouvera générale-
ment plusieurs valeurs différentes de y;. Pour déterminer celles-ci, nous appe-
lons les degrés des coefficients de

Prmyu(n+ k) + Pr—am)u(n+k—1)+---+ Py(m)u(n)=o0 6)
respectivement my, wx—3,...mw,. En posant u(n)=I*(n)ul)(n) nous aurons
PPéquation

Pr_1(n)
(u) il ( — -+
Pr(n) ™ (n + k) (n+k—1)ﬁ4um(n+k 1)

Py_s(n)

+ P,{n)
(n+k—1)(n+ k—2)"

(n+k—1)*...n

u(M)(n+k_2)+... +

Lu () =o0. (30)

Les degrés des coefficients sont ici respectivement
hy W= W, M= 28, ... Ty— k.

Posons 7'y, = wx—;—tu; nous déterminerons p tel que deux de ces quan-
tités, au moins, soient égales, tandis qu’aucune des autres ne soit plus grande
que celles-ci. Nous formerons alors les nombres

W1l — W A9 — Y Tg—i—— Tk Ty — Tk
1 ’ 2 ’ ¢ ’ k
., TCh—gq— Tk . . .
Soit —"La——" =u, le plus grand de ceux-ci, ou, §’il y en a plusieurs de

la méme grandeur, le dernier des plus grands. En posant alors =y, on aura
Ay =% ~q b Whog>w'r_;; u =y, sera alors la premiére solution de notre pro-
bléme. J’appelle u, + 1 le rang de I'équation aux différences finies. L’équation
caractéristique de (30) aura alors o racines qui seront différentes de zéro:
a1, aL2, ... a,q-
Nous formerons ensuite les nombres
Bk—a1 " Mk—a Fh—a—i " Tk—a Ty~ Hk—a

1 7 / k—«
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. TBh— §— TTh—
SOIt _.lf_ﬂ—k__q
B—e
Pour yu=p, on aura #'s_g=n'r_5 et w's—_5>w'K_;.
=, est donc encore une solution de notre probléme et a laquelle corres-

=u,<u, le plus grand ou le dernier des plus grands.

pondent les p— & racines as;, d@s,9, ... dg, 3—.. Ensuite nous formons les nombres
N B—1—"Tf—8 Afg—f—i—— —p g — Mf—3
EREER T g0 o
1 i k—pg

et nous continuons de cette maniére jusqu'as ce que nous trouvons une série
dans laquelle le dernier nombre soit entre les plus grands. Ainsi nous aurons

les 4 valeurs suivantes de u
B> g > g >

Le nombre total de valeurs correspondantes de a;; est
a+(P—a)+(y—B)+- (k—e)=k

c’est-a-dire précisément égal & Pordre de I'équation. Il est vrai que, si quelques-
unes des nombres u; ne sont pas des entiers, les coefficients de I’équation aux
différences en wu(*)(n) correspondantes ne seront pas des polyndmes. En ce cas,
il est nécessaire d’employer des artifices particuliers; c’est ce que nous montre-
rons plus tard par des exemples particuliers; mais, dans ce qui suit, nous sup-
posons que tous les nombres u; soient des entiers. Si, en outre, aucune des
quantités a;; n’est une racine multiple, 'équation (g) aura toujours £ intégra-
les normales de la forme

rti(n)ar I (n)

i wﬁ @, (n) (t=1,2,...4) (31)

ou les séries ¢; ;(n) sont généralement divergentes. Comment former maintenant
ces intégrales? Considérons la transformée de Laplace de (30) en posant

ud (n) =ft”"1 v idt.

Si p = u;, celle-ci aura, outre o et «, les points singuliers
%1, @2, A3 ... Gjr.
Aux environs de a;,; I'intégrale générale aura la forme

o (&) =W(t) + (t— a5, (1)

ou Y(t) et ¢(f) sont holomorphes aux environs de a@;;. Si u=y,, toutes les
Acte mathematica. 34. Imprimé le 13 janvier 1910, 3
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intégrales de la transformée de Laplace de (30) seront régulidres aiix environs
de o, c’est-d-dire de la forme

2t (log )1 9 (6)

ou ¢ (t) est holomorphe aux environs de {=0. En ce cas, nous pourrons nous
servir de la méme ligne d’intégration que dans § 6: Un lacet s’étendant de o et
enveloppant un point singulier. Si, au contraire, u = g; (ot j < 1), P,(n) ne sera
pas parmi les coefficients du plus haut degré; o sera alors un point singulier
irrégulier pour vW(f). Ceci correspond & ce qu’on avait dans (13): 0=Cop=
=0C,p=Csp,~=---. En ce cas, on pourra représenter v¥)(t) aux environs de o
par des séries normales de la forme:

v (8) == ¢ ﬁ e%, {8 ;i (¢) (32)

1

ol @j,;(¢) est de la forme d'une intégrale réguliére, tandis que

;. Oy —1 o
(Dj,i(t)=z;jf+7,7::“1+"~ +-£'-
.; s'appelle 'ordre de la série normale —. Quant au point infiniment éloigné

1) (§) se comportera, aux environs de celui-ci, comme une intégrale réguliére;
v () (j > 1), au contraire, se comportera comme une intégrale normale, c’est-a-
dire sera de la forme (32), seulement ici

O, (t) = By thi + By thi—1 4+ + Bt

Nous pourrons maintenant préciser la ligne d’intégration de ¥ (¢). Appelons
les arguments des quantités «,, ¢z, ..., respectivement 6, 6,...60,. Nous
tragons un cercle autour de zéro avec un rayon assez petit pour que tous les
autres points singuliers pour v () se trouvent en dehors du cercle. Nous tra-
gons, de zéro, une ligne L, qui coupe le cercle en E formant I'angle ¢ avec
Paxe des nombres réels positifs, et nous déterminons ¢ de maniére que toutes
les quantités ‘

cos (0, —@L,), cos (6, —@i,), ... 008 (Op —pip), (33)
soient négatives. Ceci n’est pas toujours possible, mais supposons d’abord que
nous ayons trouvé une valeur de ¢ qui satisfasse & ces conditions. Nous tragons
alors autour d’un des points singuliers a;, un cercle dont le rayon sera assez
petit pour que le cercle ne contienne pas d’autres points singuliers. Soit b,
un point de ce cercle choisi de maniére que |b;.]<}aj,]. Nous tracerons
alors une ligne L, de E & b;, ne passant par aucun point singulier, et nous
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intégrerons de o le long de L, et L, autour de a;, et retournerons & o le long
de L, et L,. Une telle ligne d’intégration satisfera aux conditions (12) dans tout
le plan complexe de n. De la méme fagon on peut intégrer autour de chacun
des autres points singuliers; de cette maniére on forme l'intégrale compléte.
On verra facilement. que ces intégrales se comporteront asymptotiquement comme
indiqué plus haut.’

Si 'on déforme la ligne d’intégration, on aura une nouvelle intégrale parti-
culiére en franchissant un point singulier. Or comme il est possible de faire la
déformation de maniére que la valeur asymptotique ne change pas, on verra
que la méme série normale représentera asymptotiquement des intégrales par-
ticuliéres différentes. D’autre part nous pourrons toujours choisir notre systéme
fondamental d’intégrales de maniére que chaque élément en est représenté
asymptotiquement par sa série normale.

- Il arrive qu'il n’est pas possible de déterminer aucune valeur de ¢ satis-
faisante aux conditions (33); en ce cas, il faut prendre, au lieu de v (¢) qui est
Pintégrale compléte de la transformée de Laplace, une intégrale particuliére con-
venablement choisie, de sorte que les conditions en soient satisfaites; ou on pourra
se servir d’une ligne d’intégration s’étendant de l'infini et enveloppant un point
singulier. Soient ¢, ¢,...¢, les arguments des quantités 8, 81, ... B, il faudra
alors que 'argument ¢ par lequel on s’approche de Pinfini soit déterminé de
maniére que les quantités

cos (& + @4,), cos (& + @A,),... cos(ep + Pip)

soient toutes négatives.

Coefficients différentiels d’ordre infini.
§ 12. Au lieu de se servir de la transformation

u (n) =ft“"’v(t)dt

on aurait pu poser

u (n) =/‘t—”—1 v, (1) dit. (34)

En intégrant par parties on aurait alors

m+dn+i—1)...(r+i—j+1)u(n+ i)'=] pra—ihi—1 %vt‘T(t)dt
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supposé que les limites d’intégration aient été choisies de maniére que

fmn—iti dfv,it-) (j=o, 1, 2,...p-1)
dti t=0,1,2...k

(35)

disparaisse pour ces valeurs de {. Supposons que les coefficients de notre équa-
tion aux différences

Pi(n)un + k) + Pr—x(n)u(n+k—1)+ -+ Py(n)u(n)=o0 (6)
soient ici de la forme
Pi(n)=cio+eci(n+d)+cen+i)(nt+i)n+i—1)+---

+epn+t)(n+2—1)... (n+T—p+1)
ol les ¢;, se déterminent par la formule
vy =d"Pi(—1).

Remarquons surtout que ¢;,p, = C;p,(¢ =1, 2,...k). Pour v, (¢) on trouvera main-

tenant par la transformation (34) 'équation différentielle

UL ALY L. 1 N U AU B (30)

qi(8) = Cr,s + Cr—1,it + -+ +Co, i F.

Cette équation est de la méme forme que (13). Les points singuliers sont, outre

. . . I 1 I .
o et w0, les racines de g, (t) = o; mais celles-ci sont 2l Al e Aux environs de
1 2 k

0 v, (¢) se représente par p séries de la forme
Fi(d, + At + 4,884+ -)

ou les exposants y; se déterminent comme les racines de I’équation Pz (y — k) = o:
pour des valeurs trés grandes de ¢, au contraire, par p séries de la forme

—ay A

A+ T
oll les exposants «; se déterminent comme les racines de 1’équation P,(— «)=o.
Les quantités o; et y; sont les mémes que plus haut (§ 6), et nous les supposons
rangées de la méme maniére. En suivant la ligne d’intégration, définie au § 8,
on trouvera une intégrale satisfaisant aux conditions (35), si R(n) > R(—ap). En
se servant, au contraire, de la ligne d’intégration définie au § 6, I'intégrale sa-
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tisfera & I'équation aux différences pourvu que R (n) < R (y,— k). En concluant
exactement comme plus haut on verra maintenant que 'une et I'autre des deux
intégrales se comportent asymptotiquement comme

c.arn~%=1 (1 — e i g) ' (1 + 8. (37)

Appliquons maintenant cette transformation a la solution du probléme suivant:
Soit y l'intégrale compléte de ’équation différentielle

@ d—!
Pu(@) T d + Paca (@) 5 + -+ Po (@) y =0 (38)
en posant
1 dry
ni dan %)

nous allons étudier la maniére dont se comporte u(n) pour des valeurs trés
grandes de ». Nous supposons que les points singuliers de Péquation différen-
tielle soient en nombre fini, et qu’ils soient tous réguliers. Les coefficients seront
alors des polynémes en z dont le degré diminue avec I'indice. Si Py (x) est du
p*me degré, Pi_;(x) sera au plus du (p — 7)*me degré en x. Outre c nous aurons
alors p points singuliers; appelons les a,, @,...a,. Aux environs du point a;
y sera de la forme

i (t— as)’sd ;5 (1) (39)

ot @;;(t) est holomorphe dans le domaine de @;. Nous différentierons main-
tenant (38) n fois et poserons ¥y =mn!%u(n). On aura alors une équation aux
différences d’ordre p en u(n), car p sera nécessairement plus grand que k, «
n’étant pas sans cela un point singulier régulier. On aura donc

Quu(n +k)y+Qrorum+k—r1)+  + Qpun+k—p)=o (40)

Qr=m+k)(n+k—1)...(n +1)Pr(x)

Pr—h (2)

) Pl(p-—k+1) (.70)
(p—k)! !

Ur—p = (p—Fk+ 1)t

+(n+k—p)

)
+-+(n+k—p).. (n+1)P’°;(”

Ce qu’il y a de plus important maintenant, c’est de déterminer les racines de
I'équation caractéristique de (40). Ici, cette équation est

P()

Py (x)z? +

o . +P"(x)z . P}cp) (x) _
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Donec, les racines sont

1 1 1
a,—xz a—x’  ap—2x

Formons maintenant la transformée de Laplace de (40) en posant
u(n) =ft—"—1 v, (t)dt.

On verra facilement qu’elle est

% k—1
T+ Proalo + ) Gttt P+ u =0

y étant, aux environs de a;, de la forme (39), on verra en étendant 'intégration
de « ou de o autour de chacun des points singuliers que pour des valeurs trés

n
grandes de n, u (n) 2’1—‘_(171?5 % 8e comportera comme
i Cij (aix) =BT (T 4 Bag) (1 — e799). (42)

C:; sont des constantes dont, cependant, k£ seules sont indépendantes. Cette
expression nous sera trés utile plus tard. Nous avons supposé ici que tous les
points singuliers soient réguliers, mais quand méme « serait un point singulier
irrégulier, on trouverait la méme valeur asymptotique que plus haut, pourvu
que y soit lintégrale générale de (38); mais nous allons démontrer qu’il y aura
alors certaines intégrales particulidres qui se comporteront d’une autre maniére.
Nous supposons donc que les coefficients de (38) soient des polynomes de degrés
arbitraires, mais tels que tous les points singuliers situés dans la partie finie du
plan soient réguliers. Désignons par =; le degré de P;(x), et soit » le plus grand
des nombres

Wy Wil — L, s —2,...0g—k

Péguation aux différences en u(n) sera alors d'ordre ». Les premiers 7z 4 1
coefficients Q... Qs—, de celle-ci serons tous du méme degré k, tandis que
ceux qui suivent seront d’un degré inférieur. Nous formerons alors I’équation
qui jouera le méme role que (41); celle-ld aura »-— p racines nulles et, en outre,
les mémes racines que (41). A ces derniéres racines correspond une intégrale
u(n) se comportant asymptotiquement comme il est indiqué par 1’expression (42).
Pour déterminer les intégrales correspondant aux racines nulles, il faudra faire
une substitution de la forme
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u(n) =I*(n) w#(n).

Ainsi que nous l'avons déja montré (v. § 11), u* (n) sera alors une intégrale
particuliére dont l’expression asymptotique est de la méme forme que (42). On
trouvera généralement plusieurs valeurs différentes de u; celles-ci se déterminent
facilement par les nombres m;, et on verra qu'elles seront toutes négatives et
plus petites que 1. La valeur asymptotique de ces intégrales particuliéres seront
donc d’un ordre beaucoup moins élevé que celles étudiées plus haut; on verra
par-ld que (42) est, en effet, l'expression asymptotique de 'intégrale générale,
quand méme <o serait un point singulier irrégulier.

CHAPITRE II.

Intégration des équations différentielles et des équations aux différences finies
par des fractions continues.

Equations différentielles.

§ 13. LAGRANGE' a déja traité ce probléme en développant en fraction
continue quelques transcendantes élémentaires (e®, tgx, arc tgz,...) en partant
de certaines équations différentielles de premier ordre. Le procédé est assez
simple. Pour développer en fraction continue une intégrale particuliére y, La-
GRANGE pose

ou &, est une premiére approximation de y, (p. ex. le premier terme de la série
de puissances de y,). Nous aurons alors une équation différentielle en y, et po-
serons de méme

et ainsi de suite; nous trouverons alors que

ylz"ég‘
14 (1)
T

* LacnaNce: Sur l'usage des fractions continues dans le calcul intégral. Mémoires de
1’Acad. de Berlin 1776.
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Le succés de la méthode dépend d’un choix heureux des &;, mais il faut surtout
transformer V’équation différentielle & quelque forme invariable pour ne pas étre
arrété, dés les premiers pas, par embarras des calculs. Considérons, par exemple,
I'équation de Riccarr

.dy e o 2
a,d—x—-ayirby " == 0 {2)

ol a, b et ¢ sont des constantes. En posant

y=2s 2
Y= "y,
on aura l'équation transformée
x(iy—‘ —{a + n)y, + cy; —ba"=o.
dx voooe
En appliquant ici la substitution
. a+n En
! c Ys

on aura Jéquation transformée

‘iy_'f_“(a.y 2n)y, + byt —ca®=o.

xdw

Mais cette équation est de la méme forme que (2); on aura donc pour y la frac-
tion continue

a+(@er—nn 2"
(o ‘ Yar

ol le reste est déterminé par ’équation différentielle

x

‘_il/;_f__(a + 270) yop + bY3, —cx" = 0.

d

On aurait aussi pu poser en (2)



Fractions continues et différences reciproques. 25

L’équation transformée serait alors

d
ocgl—?{n‘———(n——a)yl + cy] —bamr=o.

On aurait done la fraction continue

xn
yzn——a x®
c 2n—a " (4)
J— n
b 3n—e 2
c 4n—a
b

+-,

I est facile, du reste, de trouver la valeur de ces deux fractions continues en
se rappelant la fraction continue de BESSEL bien connue

r
Jtl(z) 2
T 23
v—{-r—i— et
4
viz— oo

olt J¥(x) est la fonction bessélienne; on verra, par comparaison, que la valeur
de (3) est

_n )
Y= 2% T2
ou
,,__:‘1 z=gl/:b-cx".
n n

Pour la valeur de (4) on trouve, au contraire,

__r J7()
Y=726% T(2)"

Les fractions continues (3) et (4) donnent donc, si » n’est pas un entier, deux
intégrales de (12) indépendantes I'une de I'autre.

11 arrive que les fractions continues auxquelles on est conduit ainsi, sont
finies; mais, en général, elles ne le seront pas. Il faut alors examiner la con-
vergence; en appliquant les régles connues de SrtreLTIEs, M. PRINGSHEIM, etc.

cela est possible quelquefois, mais on n’a aucun moyen de se rendre compte de
Acta mathematica. 34. Imprimé le 13 janvier 1910. 4
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la convergence ou de la divergence avant la formation de la fraction continue.
Aussi nous allons exposer une autre méthode qui ne souffre pas de cet incon-
vénient.

§ 14. Pour former une fraction continue dont les réduites sont des fonctions
données, on peut se servir d’un théoréme énoncé par M. THIELE dans un mé-
moire sur les fractions continues finies.! Soient x,, z,, ;... une série de quan-
tités arbitraires que nous supposons &tre des réduites d’une fraction continue.
En étudiant maintenant le rapport anharmonique entre 4 réduites x; z; xx 2y,
M. TareLe démontre I'équation suivante

X, —x
Ty = (L‘, -~ 2
Ty — %
I_—*
(2, —x,) (23— @,)
HT T o Ty
? * o (xn~3*‘xn—2i)r(xn—l—"xn)r
Tn—2—%p
qui donne encore |’identité
Ty ——%, Tz—Z,
Tn— Ty Ty —0y _ Ty—TFy B—F,
Tp— Ty T, — Xy Ty—Fy T —; )
T,—X, Xy -

I —_—
I —
N (Xn_s—Tn_3) (Tn—1—%)

(Zn—3—Tn—1) (XTn—2—an)

Soient maintenant y, et y, deux solutions indépendantes d’une équation diffé-
rentielle linéaire de second ordre

2
%+P~%+Q-y=o. (6)

Pour intégrer cette équation au moyen de fractions continnes je pose

y (ln)
Tr4+1™= n)
ym

on trouvera alors que le rapport anharmonique entre 4 réduites consécutives est

Ta— sy Tnsr—Tars_ YRy gDy gy gl ylae
Tpn—Ln42 Tnil— Tnis y(ln— 13 y(e"+] Yy _ ygn —1) ?/(1"+1) y(ln) ygn+2) _— y(zn) y(‘n+2)

! Den endelige Kjmdebrokfunktions Teori: Tidskrift for Mathematik, Ser. 2, vol. 6, 1870.
Kobenhavn.
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Les dérivées successives de (6) sont maintenant

¥’ 'f'Poyi +@y =0

"+ Py + =0
e ”
yn+d 4 P, y(n+1) +Qn y(n) =0
ol les coefficients se déterminent par les relations de réocurrence
P
/ P, —P . :
Prin=Pu+ e” Q= Gn+ Pl (8)
Qm On
De (7) on dérive encore les relations
{ym yn+2)  — gin) y(1n+2)} + Ph{y(ln) Y+l — gtn) y(1n+1)} == 0
{y(1n+1) y(?n+2) —_— y(,n+1) y(ln+2)} ~Qn {y(ln) y({”l) —_— y(,”’ y(ln-t-l)} =0,
Pour le rapport anharmonique on trouve alors
Zn— Tndr Tnt2—Tn48 _ @n ()
Tp—Tn+2 Tn41—Tn+3 Pn_1-Pn’ 9
En substituant dans (5) cette expression on aura ’identité
Yhyp —yh Yt @,
Yy YD gy g nvT) P _ 0,
0 P, — Qz (IO)
1 P2 —_—
i . Qn-—l
P n—1 '

Mais on pourra encore trouver une autre fraction continue toute analogue: En
désignant par y—" la ni*me intégrale on peut, aprés avoir trouvé la loi générale
des coefficients de (4), former les équations suivantes

y+Pay +@Qay-Y=o

(—1) (—2)
y +P~—2y +Q—2y o (II)
y(2—n) +P_, y(l—ﬂ) +Q_, y(—”) =0.
En posant dans (35)
(—n)
Tpy2 = QF)
on aura
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NySM —yyt™ 1
Yiyrm—yhyr™ p @
P, Q-2 (12)
. Gia
P_,"

Les équations (10) et (12) sont simplement des identités, mais il est naturel de
faire croitre n vers linfini dans ces fractions continues. L’examen de la con-
vergence dépendra alors de la maniére dont '™ se comporte pour des valeurs
trés grandes de ». On voit que si

= Y

c

oll ¢ est une constante, (10) tendra vers

yi—cy

Yi—CY
c’est-a-dire vers la dérivée logarithmique d’une intégrale particuliére de (6); mais
nous allons voir que cette constante n’a pas la méme valeur dans tout le plan.
La fraction continue tendra donc vers des fonctions analytiques différentes dans
des parties différentes du plan. Pour étudier de plus prés cette particularité
nous supposons que les coefficients de (6) soient des fonctions rationnelles de .
Soient les points singuliers de I'équation différentielle a, a,...a, et «; ce der-
nier point peut &tre un point singulier, soit régulier soit irrégulier, mais nous
supposons que tous les autres points singuliers soient réguliers. Aux environs
de a; on pourra toujours déterminer 2 intégrales linéairement indépendantes y;,
et y; 2 de la forme

Vi1 = (& —a)fslgi1(x)  yio=(x—ai)’ 2, (2) (13)

®;,1(x) et @; 3(x) étant holomorphes dans le voisinage du point a;. Nous allons
maintenant étudier la convergence de (10) et de (1z) aux environs d’un point
arbitraire * du plan. Soit a; le point singulier le plus rapproché de z, a; le
point singulier le plus éloigné de x (o non compris), on aura alors d’aprés (Chap.
¥ v

et —~- se compor-

I (42)) que, pour des valeurs positives trés grandes de =, ur l

tent respectivement comme

Ciy(@i—z)ymn P17 P (1 + 85 1) (1 — 7P P51)
et comme C; s (a;—z)—"n %37 (1 + Bi,2) (1—e*7P52) (14)
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tous les autres termes étant d’ordre inférieur. Donc

{n) Y
lim L nfi1—fip =21
= 00 yg,z Ci,2
oll nous avons posé

i,k = Cix - I' (1 4 B, 1) (1 — €25 k).

On voit de méme que pour des valeurs négatives trés grandes de 7

(n)
lim L pfi1=pie %1,
n———wy},nz) Cj,2
Les intégrales y;; et y;» sont ici des fonctions linéaires de y;1 et de yi2
dont les coefficients se déterminent de la connaissance du groupe de I’équation;
. I
(10) tendra alors vers Y41 oy vers 3-/—"—2, selon que R(;1)>N(B;2), ou que
i1 5,2

R(Bi 1) <R(Bi,2). Si R(Bi1) = R(Bi2), sans que Fi1 = Pi2, la fraction continue
divergera. (12) tend au contraire vers 3,—’—1— ou vers ;/,j’z , selon que R(G;, 2) =
j’l j’2

R(By,1). (10) et (12) conduisent donc généralement & deux intégrales de (6) linéaire-
ment indépendantes Pune de Dautre; nous powvons donc intégrer complétement U'équa-
tion différentielle au moyen de fractions continues. Etudions encore quelque cas
d’exception:

1) Si ;1 est o ou un nombre entier positif, le terme contenant (a;—z)™
. . . 1 . .
disparait dans la valeur asymptotique de o y" & cause du facteur 1 — 2" |
,1/'1‘,1

En ce cas (10) tendra toujours vers vl
i1

2) Si @1 — B2 est o ou un nombre entier positif, y;s sera de la forme

Yiz = (®— a2 (Y, (x) + ¥, (x) log (x—as)}
tandis que y;.1 ne sera pas logarithmique. En se rappelant (Chap. I (21)) on

. . I
trouvera facilement que la valeur asymptotique de ;{;yy‘g sera

X

n
p— n“’ﬂi,z—qu(n + ﬂi’g + I)(I __.e21u'ﬂ,-’ 2)F(I + ﬂi, 2)

on voit donc que (10) tendra toujours vers lintégrale non-logarithmique, c’est-a-

Yi1

dire
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§ 16. En considérant, au contraire, un point z pour lequel a; est le point
singulier le plus rapproché, la fraction continue convergera généralement ausst pour
cette valeur de x, mais vers une autre fonction qui n’est pas la continuation analyti-
que de la premiére. Done, la valeur de la fraction continue saute sur ceriaines
lignes que nmous appelons les lignes critiques de la fraction continue et dont la posi-
tion se détermine par les points singuliers de I'équation différentielle.

Etudions de plus prés quelques uns des cas les plus simples:

1) Sl n’y a qu'un seul point singulier situé dans le fini, ou s’il n’y en a
pas du tout, la fraction continue tend partout vers la méme fonction.

b/
/B
A
! ~
\
\ -
- -~ - X
a,
Fig. 1. Fig. 2. Fig. 3.

2) 8l y a deux points singuliers a, et a, dans la partie finie du plan, nous
tragons une ligne droite BA (fig. 1) perpendiculaire au milieu de la ligne a,a,.
Les fractions continues convergent alors généralement dans chacun des demi-
plans limités par la droite BA, mais dans le demi-plan ou a; est gitué (ro), par

‘ ! !
. 2,1 .
exemple, tendra vers Y11 dans Pautre, au contraire, vers Y21, Sur la ligne

>

Yi,1 Yo, 1
droite elle-méme la fraction continue peut tendre vers I'une ou l'autre de ces
fonctions, ou elle peut diverger.

3) 9l y a trois points singuliers a,, a,, a, (fig. 2), nous tragons des lignes
perpendiculaires au milieu des cotés du triangle a,a,a;. Que celles-ci se coupent
en O. Ces lignes divisent le plan en 3 parties COA, AOB et BOC chacune
s’étendant & l'infini; dans chacune de celles-ci la fraction continue tend vers une
fonction analytique déterminée.

4) On voit de méme que, sl y a 4 points singuliers a,a,a,a, (fig. 3), le
plan est divisé en 4 domaines de convergence 40,B, B0,0,C, CO,D et DO,0,4
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par des droites perpendiculaires au milieu des cOtés et des diagonales du qua-
drilatére.

Et généralement si I'équation différentielle a un nombre fini de points sin-
guliers tous réguliers, nous pouvons l'intégrer complétement dans tout le plan
par deux fractions continues (10) et (12). Celles-ci ne divergeront que exception-
nellement: lorsque R(B;1) = R(Bi2) sans que Fi1=Fie mais elles conduiront &
des intégrales particuliéres différentes dans des parties différentes du plan, les
fractions continues ayant certaines lignes critiques sur lesquelles sautent leurs
valeurs. La position de ces lignes se détermine par les points singuliers. Sur
les lignes critiques les fractions continues peuvent tendre vers une des fonctions
qu’elles représentent dans les parties contigués du plan, mais elles peuvent aussi
diverger. Dans les points singuliers de P’équation différentielle, an contraire, les
fractions continues convergent.

Il arrive que les fonctions représentées par les fractions continues, chacune
de son cdté d’une des lignes dreites, coincident, ainsi il arrive, par exception,
que la fraction continue tend vers la méme fonction dans tout le plan. Mais
il arrive aussi, par exception, qu’elle diverge dans tout le plan: Si pour tous les
points singuliers R(B;1) = R(Bi2) sans que B;1=Fs2.

Nous allons mentionner encore un cas d’exception. Au § 12 nous avons vu
que, si « est un point singulier irrégulier, il y a certaines intégrales particuliéres
qui se comportent asymptotiquement comme

e (n)annt
, . C 1 . i
ot 0> u>—1 tandis que « est une constante indépendante de x. Si ﬁy(}‘) est une

!
telle intégrale, on verra que, dans ce cas, (10) tendra vers % dans tout le plan.
1

§ 16. Un systéme d’équations différentielles de la forme

d dz

;l'g“l‘Po;Z;Jr Qo.y=0

i (15)
cT;+S"'Z+T°'y=O

peut se traiter de la méme fagon, supposé que les coefficients soient des fonc-
tions rationnelles de z. En différentiant (15) n fois on en dérivera facilement
les équations
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dn+1y dn+l 2 dny
donti T P ggae T Q"E;n =0
(16)
dntlz drz dry
gzt S g+ T =0

Soient y,,z, et y.,z, deux solutions particuliéres indépendantes du systéme

proposé. Je pose alors

() 2(n)
Topgr = T a1 = o
n+ ’l/(g”) n z(:,)

Au moyen de (16) on pourra maintenant exprimer par les coefficients
P,, Q. ... le rapport anharmonique entre 4 réduites consécutives; un calcul facile
donnera en substituant dans (5) la fraction continue

P—"t—py (17)

La réduite qu’on trouve en interrompant la fraction continue par le déno-

minateur partiel 7',_; est
Y 2 — Yo 2
2,2 — 2, 2™

tandis que la réduite suivante est

Yy — yz".ﬁ .
2y — 2,y

Au moyen de (15) on dérive encore de (17) la fraction continue

_ %
S

pP—2
° T _Q (7 bis)
! N
Pz

T,

ol les réduites paires et impaires sont respectivement

Yy 2 — y, 2™ nyw —y, Y™
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Pour étudier la convergence de ces fractions continues on n’aura qu’a for-
mer de (15) les équations différentielles de 21*™e ordre que satisfont y et z et &
y déterminer les points singuliers ainsi que les racines des équations détermi-
nantes correspondantes. On verra que, si

) (n)
lim —(‘7) =1 y-(‘;;) =
z? y?

Y —CY» '

!
. Z,—ecz . . ,
(17) tendra vers po et (17 bis) vers m; en combinant ceux-ci on dé-
2 1 2

2

{n) (n)
termine facilement une solution particuliére de (15). Si, au contraire, ;(‘;) et ngn_)
2 2

tendent vers deux limites différentes les fractions continues oscilleront, cependant
elles n’en gardent pas moins le sens, car, en ce cas, elles nous conduiront méme
au systéme complet d’intégrales.

Equations aux différences finies.
§ 17. Considérons I'équation linéaire homogéne de 2ime ordre
Un+2)+ Pr)U(n+ 1)+ Q(n)U(n)=o0. (18)
Pour intégrer celle-ci par des fractions continues je pose dans (5)

x _U,{r+n)
T, + n)

ot U,(n) et U,(n) désignent deux intégrales linéairement indépendantes de (18).
On trouve alors I'identité

U(@r+1)U,(r+0)—U,(r + 1)U, (r + n)
Ui(r)Uy(r+n)— U, (r) Uy (r+n) h

__ Q) e
(r+1
P(r)—
L 4 e —
T Perin—z) 9
En posant, au contraire
Uy(r—mn)

=)
ot U,(n) et U,n) désignent deux intégrales linéairement indépendantes de (18)

mais généralement différentes de U,(n) et U,(n), on aura
Acta mathematica. 34, Imprimé le 13 janvier 1910. 5
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U U, (r—n)—U,(r)Us(r —mn) .
Ur+ 1) U(r—n)—U,(r +1)Us(r—n)

I
o _QUr—r1)
A o (20)
L Qr—mn+1)
P{r—n)

Supposons maintenant que les coefficients de (18) soient des fonctions ration-
nelles de n, mais des fonctions arbitraires d’un paramétre . On pourra toujours
donner & l’équation aux différences une telle forme que les coefficients soient
des polyndémes en n. Nous choisissons maintenant les intégrales particuliéres
Uyn) et Uy(n) {(U,(n) et U,n)) de telle fagon que, pour des valeurs positives
(négatives) trés grandes, elles se comportent respectivement comme (voir § 11)

¢, s (n)arn—4—1 et ¢, ' (n)arn—1 (21)
i, et u, sont ici deux nombres qui se déterminent par les degrés des polyndmes,

tandis que a,, a,, 3, et 8, sont des fonctions de z, qui se déterminent facilement
par les coefficients de (18). Si maintenant u, > u,, alors

lim 2 _ o i G0

n-+ooU1(’n)= Sr— 0 UA(n)zo' (22)

Done, en faisant tendre n vers l'infini dans les fractions continues (19) et

U.(r + 1) U)o ; _
(20), (19) tendra vers D) et (20) vers T.0+ D Si, au contraire, u, = u,,
alors
U,(n) ¢ (‘11)" —3
U,(n) c,\a, L (23)
en ce cas, (19) tendra vers
U (r + 1) U,(r + 1)
AT ou vers AT

selon que [ sera plus petit ou plus grand que 1. Mais a, et a, étant des fonc-

tions de x, ce module sera tantdt plus grand, tantdt plus petit que 1. Done,
si 'on considére la fraction continue (19) comme une fonction de la variable z,
Ur + 1)

celle-ci convergera généralement dans tout le plan, mais tantdt vers RACEE
1
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Uy(r + 1)
- U,(r)

tantdt vers Les courbes sur lesquelles saute la valeur, se détermi-

a,

nent par I’équation =1. Quant & (20) on voit qu’elle se comporte exacte-
2

ment de méme, de telle fagon que, dans les domaines ol (19) tend vers

U/r+ 1)
ARG
(20) tend vers
U,(r)
Ur+1)

et vice versa. (19) et (20) nous conduisent donc & V'intégrale compléte de I’équa-
tion aux différences dans tout le plan, & D'exception des courbes critiques
déterminées par l’équation |a,|{=|a,|. Sur ces courbes mémes (19) tend vers
—U—‘(%)}—) ou vers &[%(i”—;—) selon que RN(B,—B,) sera négatif ou positif. Si &
la fois ja,] =]a,] et R(B,) =R(B,) sans que a, =a,, R(B,) =R(B,), 'une et I'autre
des fractions continues divergeront. Nous avons donc démontré le théoréme
suivant:

Les fractions continues (19) et (20) sont convergentes dans tout le plan excepté
possiblement sur certaines courbes critiques, et elles conduisent ensemble & Uintégrale
compléte de DUéquation aux différences finies. Si u,=p,, les fractions continues
tendront, dans tout le plan, chacune vers sa fonction analytique. Si, au contraire,
u, =u,, les valeurs des fractions continues sautent sur certaines courbes critiques,
déterminées par Véquation |a,|=]a,|. Dans un domaine limité par une de ces
courbes, les fractions continues sont convergenies, et elles tendent vers des fonc-
tions qui ne sont pas des valeurs réciproques U'une de Uautre. Sur les courbes criti-
ques mémes, les fractions continues convergent st R(B,) =R (8.), au cas contraire elles
divergent au moins qu'on ait & lo fois a, =a,, B, =5,

Il arrive que |a,|=|a,| dans une certaine partie du plan, éventuellement

dans tout le plan, si, par exemple, %

est indépendant de 2. Dans un tel do-

maine du plan les courbes critiques de (19) et (20) se déterminent par I'équation
R(B, —pB,) =o. 1l arrive encore par exception que dans ce domaine U, (n) = U,(n)
est une constante. Nous ne trouverons alors, de Péguation aux différences,
qu’une intégrale particuliére. Quant aux autres cas d’exception qui peuvent arri-
ver il suffit de renvoyer & § g.
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§ 18. Nous avons dérivé la fraction continue (19) en partant d’une cer-
taine équation aux différences finies de 2#®® ordre, mais on voit inversement que
toute fraction continue est de cette forme. Pourvu que les numérateurs et les
dénominateurs partiels d’une fraction continue donnée satisfassent aux condi-
tions susnommeées, nous pourrons toujours en étudier la convergence. Il arrive,
cependant, souvent que les coefficients d’une telle fraction continue suivent une
loi alternante. Pour examiner ce cas il faut considérer un systéme d’équations
linéaires, et, en conséquence immédiate de ce qui précéde, nous serons conduits
4 des régles de convergence qui, en pratique, seront généralement satisfaisantes.

§ 19. Considérons donc le systéme:
Un+ 1D+ PRr)V(n+1)+Qnr)U(n)=o0
Vin+ 1)+ 8n)U®)+ T(n)V(n)=0.

(25)

Pour intégrer ces équations par des fractions continues on substitue en (5)

U/ n+7) Vin +r)
X 9 == XZo == pee———— v
T, (n + 1) TP+ 1)
On trouvera alors facilement
_ T
Q(r)
S(r)_P(r)__T(r F I) (26)
Qr+ 1)
Sr+1)——-—"r—
P{r+1)—-.

La (2 n + 4)me réduite de la fraction continue égale

Un)V,n+ry—U,(r)V,{n+ 1) (27)
V(N Vyn+ 1) — Vo) Vy(n + 1) 7

tandis que la réduite suivante est

U (n)Uy(r+ n) —U,(n)U,(r + n)
Vi) U,(r +n) — V,(r)U,(r + n)

(28)

On trouvera de méme en posant

v Tintn  Unr)
2n Vz(n ¥ 1') 2041 = U,(n ¥ r)
la fraction continue
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_Q(r)

T(r+ 1)
P(r) — = (29)
S(r+ I)_Qm___ 9

| Plr+1)—
avec les réduites
Viir + 1) Vy(r + n)— Vy(r+ 1) Vi(r + n) o
U () Ve +n0)—U,(n)V,(r +n)
Vilr + DU (r + n) — Vo(r + 1)U, (r + ) (30)
U, (00U, +n)— U, U,(r +n) 3

Il sera maintenant facile d’examiner la convergence de (26) et de (29) en
formant de (25) les équations aux différences finies de 2i*me ordre en U(n) et en
V(n) et en déterminant
U,(n) et lim Vi(n) .

lim 7 ) V,n)

8i, dans un certain domaine, ces quantités tendent toutes deux vers, par
exemple, zéro, (26) et (29) tendront dans ce méme domaine vers

U,(r) Vr+ 1)
V.(r) et vers ———————UI )

respectivement ,

d’otr il est facile de dériver U,(r) et V,(r). Si, au contraire, dans un certain

domaine
U,(n)
Uz (n)

Vi(n) _

lim 7.(n) c;

=g, lim

(26) et. (29) oscilleront dans ce domaine. Mais, en ce cas, nous pourrons dé-
composer en deux chacune de ces fractions continues. Considérons par exem-
ple (26); en supprimant ici toutes les réduites d’ordre pair la fraction continue

tendra vers
U1 (") —C Uz(_'rz
Vi(r)—c, V,(r)

en supprimant, au contraire, les réduites d’ordre impair la fraction continue

tendra vers
Uyr)—e, Uz(l) .
Vilry—e, Vy(r)

On voit donc que, en ce cas, (26) et (29) nous conduisent & I'intégrale com-
pléte du systéme (25). Si, au contraire, (26) et (29) sont convergentes, il faudra
encore, pour trouver lintégrale compléte, se servir des fractions continues
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i Lr—1) (31)
S(r—i1)—
Pr—z)—2C=2
S(r—z)—-
avec les réduites .

Vi) U,(r—n)— V,(r)U,(r —n)

U000, r—=n)—0,n T, —n) V() Vylr—n)— Vy(r) V,(r—n)

Ul(r) Vz('r—‘n)— Uz(r) Vl (r__n) (32)

t

et
r
T(r)
= =D (33)
P(r—1) Tir—1)
Sr—1)————"r—u
P(r—2)—-
avec les réduites .
Ul(")Uz("'“‘n)“'Uz(r)Ut(r“") ot

Vir+ 0)U,(r—n)—V,(r + 1)U, (r—n)

U,(r) Vyir—mn)—U,(r)V,(r—n) - (34)
Vir+1nV,r—n)—V,(r+1)V,(r—mn) 34

De méme que plus haut on voit facilement que ces quatres fractions con-
tinues donnent ensemble l'intégrale compléte de notre systéme d’équations aux
différences finies.

§ 20. Nous avons vu que les séries de factorielles normales divergeront
généralement; il est donc d’importance d’observer que, pour des cas trés étendus,
ces fractions continues conservent leur sens; un autre avantage qu’on trouve
aux méthodes d’intégration étudiées ici, c’est qu’elles intégrent aussitot les équa-
tions complétement dans tout le plan, et que non seulement elles donnent une
représentation formellement valable des intégrales, mais qu’a cause de la rapidité
de la convergence, elles seront souvent bien utiles pour des déterminations nu-
mériques. Mais, d’autre part, la forme de fonction peu souple des fractions
continues en empéche l'application & la plupart des recherches plus étendues.
L’approfondissement ultérieur de la théorie des différences réciproques y remé-
diera peut-8tre. Mais avant de passer & I’étude de ces fonctions intéressantes
nous appliquerons encore ce qui précéde & quelques exemples particuliers.
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CHAPITRE IIIL
Etude de I’6quation de Gauss.

§ 21. En différentiant » fois 1’équation

2i—2) T+ (a4 B+ 1)2) L apy=o (@)
on trouve

(r—z)ym D + {(1—22)n + y— (e + B + 1)}y —(a + 0)(8 + n)y™ =0 (2)

en l'intégrant » fois, au contraire, on trouve
(1 —2)y® + {(zz—1)n + 7y — (e + f + D)yt — (@ —n)(f —n)y"~ =o0. (3)

Soit y, et y, deux intégrales particuliéres de (1) linéairement independantes,
on trouve au moyen de (10) et de (12) Chap. II, les fractions continues

H
_ YLy — oyt
Yyt — gy, yint D

ap

y—(e+ 3+ 1)

1

4 (e+1)(B+ 1) (1—2) o
(e+2)(8+2)z(1—=) (4)

y+HI1—(e+p+3)a+
e+ n—1)(+tn—1)r(1—7)
y+u—1—(a+p+2n—1)x

K, = Y5 =y
Yiy — gy

_ x(x—-—i)
(e—1)(—1)2(1—1)
y—1—(a+p—1)a+ (e—2)(p—2)x(1—z) (5)

y—2—(a+p—3)a+-
(e—n+1)f—n+1)2(1—2)
y—n—(a+p—2n+1)x

i

Les points singuliers de I’équation différentielle (1) sont o, 1 et « qui sont
tous réguliers. En faisant tendre » vers linfini dans K, et K, ils nous con-
duisent tous ensemble & l'intégrale compléte dans tout le plan. La ligne criti-
que est une droite perpendiculaire sur l'axe des nombres réels traversant le

. b
point + 2
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I1 est facile d’ailleurs d’exprimer par des séries hypergéométriques les va-
leurs des fractions continues. Aux environs des points singuliers o et 1 1’équa-
tion (1) comporte les intégrales suivantes

Yy =2"Fle—y+1,8—y+1,2—72)

YVa=Fle, 8,7, %)

Yo=F(o,pa+f—y+1,1—2)
y,=(1—ay—*SbF(y—a,y—B,y—a—f + 1, 1 —2).

Considérons d’abord I'aire commune aux deux cercles décrits des points o et
T respectivement comme centres avec un rayon égal & lunité.

En appliquant les régles exposées dans le chapitre précedent on voit tout
de suite que:

f
Pour R(x) <-2 K, tend vers Y2 o K, tend vers ZL;
2 1
!
et pour R(x) >1 K, tend vers Vs of K, tend vers 1—/,‘—
2 3 Y
Il reste d’étudier les valeurs des fractions continues pour %(x) =;f- Pour
des valeurs positives trés grandes de n on trouve
yo e =7 ™ (1 —ay=’a e+ f—y+1) )

(n)
Pour des valeurs trés grandes négatives de n on trouve pour ?—/(‘—”), 4 une
1

constante prés, cette méme valeur asymptotique. Cela posé on voit que trois
cas différents se présentent:

{
R(N>NR (;«__—l-_f_—i—__{) K, tend vers Y3 ot K, tend vers ?i,i

2 Y.

!
K, tend vers Ys ot K, tend vers z—,‘
3 1

R(y) < (*TL L)

R(y)=%R

g:f%_l) toutes les deux fractions continues divergent.

Les séries y,, ...y, si bien que leurs derivées ne sont convergentes que aux
environs des points singuliers o et 1. Or il est facile d’en déduire d’autres qui
représentent les valeurs des fractions continues dans toute leur domaine de con-
vergence. [l suffit d’appliquer & celles-ci la transformation d’EvLER bien connue
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xr
r—1I

F(a, B, 7, x)= (1 __x)—aF (O" =87

les séries ainsi transformées convergent dans I'un ou l'autre des deux demi-plans

limités de la droite R(z)=— -

»

A cette méme droite, au contraire, les séries ne convergent pas toujours,
car le module de la 4®me paramétre de la série hypergéometrique est ici 1. La
condition de convergence est d’apréds un criterium assez connu de WEIERSTRASS
R(a—p)<1. Or les séries étant symetriques en « et @, on voit qu'on peut
en effet dans tous les cas représenter les valeurs des fractions continues dans
toute leur domaine de convergence par les transformés de y,, v,, y, et y,. Il y

a seulement exception si R(x)= -ZI—et R —pB)=1. Dans ce cas toutes les 8 séries

transformées divergeront. Nous pouvons alors nous servir de y, et y,, si |x| < 1;
au contraire, si |z|> 1, il faut se servir de séries procédant suivant les puissan-
ces entiéres et décroissantes de z.

Etudions maintenant les différents cas d’exception se présentant lorsque
«, y ou y—a—f sont des nombres entiers, ou lorsqu’un ou plusieurs des para-
meétres croissent vers l'infini.

1) 8i @ (ou ) est un nombre entier négatif, y, = F («, B, 7, ) sera un poly-
néme entier en x du — ¢®@® degré. La dérivée du (1 — o)™ ordre de y, sera
par conséquent identiquement zéro. K, tendra alors pour toutes les valeurs de
x vers

af Fle+1,8+1,7+1,7)
7 Fle, 8,7, 2)

2) Si y est un nombre entier positif, et que ni « ni # ne soient aucun des
nombres 1,2,3,...7—1I, on aura aux environs de zéro au lieu de y, et y, les
deux intégrales particulidres?!

Yy, =F (e, 8,7, 2) + F(a, B, v, x) log z
y,=F (e, 8,7, x).

Fi(a, 8, 7, x) est ici une fonction ayant une certaine ressemblance avec F(c, 8, ¥, ).
Nous savons que la fraction continue tend vers lintégrale non-logarithmique

' Fropenivs: Ueber die Integration der linearen Differentialgleichungen durch Reihen
Crelles Journal, Vol. 76, p. 214 f.

Acta mathematica. 34 Imprimé le 14 janvier 1910. 6
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!
(Chap. II, § 14), on verra donc que, pour SR(x)(E, K, tend vers %3, guand

2
méme y est un nombre entier positif.
3) Si 7 est nul ou un nombre entier négatif, et que ni « ni @ ne soient
aucun des nombres o, —1, —2,...7, on aura aux environs de zéro les deux
intégrales particuliéres

P (e+1—y,p+1—yp,2—p,2)+a"Fla+1—~y,8+1—yp,2—p x)loge

2" Fla+1—7y,B+1—9, 2—7, 7).

Comme K, tendra encore vers l’intégrale non logarithmique, on voit que,

!
pour R(x) <§, K, tendra vers %, tandis que, pour toute autre valeur des para-
1

f
métres, elle tendra vers Ya.
2

4) 8i ¢+ f—y est nul ou un nombre entier positif et que ni ¢ ni g ne
soient aucun des nombres 1,2, 3,...a + f— 7, on aura aux environs du point
1, au lieu de y, et de y, les deux intégrales particuliéres:

Fle,,a+B8—y+1,1—02)
Fi(a:ﬂ>a+ﬁ-—7+13 1——.7:)—}-1"(0:, ﬂ’a+ﬂ—-7+1, I-—x) log (I—%)

!

I 14
pour R(x)< > K, tend donc vers Z—* comme au cas général.
3
5) Si, au contraire, ¢ + §—7 est un nombre entier négatif, et que ni « ni
B ne soient aucun des nombres o, —1, —2,...a + 38—y + I, nous aurons au

lien de ¥, et de y,

1— )¢ bF(y—a,y—p, y—e—pB+ 1, 1—x)
(r1—ay—tF(y—a,y—f,y—ae—f+1,1—2)+
+(1—zy—*PF(y—a,y—8,y—a—B + 1, 1 —2z) log (1 —2).
]
Dans ce cas d’exeption K, tendra donc, pour R(x) >§ vers %f-
4
6) Passons 4 létude des cas ot un ou plusieurs des paramétres tendent
vers l'infini, ce qui a lieu pour plusieurs des fonctions les plus appliquées dans

Panalyse. Mettons dans I’équation différentielle de Gavuss (1) k au lieu de « et

78 liew de z et faisons tendre k vers », nous aurons alors ’équation différentielle
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LY

dw2+(7_7") —py=o (18)

avec les deux intégrales particuliéres

Yy, =zt F (k, g—y+1,2—7, %)

= F (Ic, B ¥, %)

ol ici, et dans la suite, & désigne un nombre infiniment grand. Ces séries sont
convergentes dans tout le plan, Péquation différentielle n’ayant que les deux
points singuliers o et «. Done, il est évident que, dans tout le plan, la frac-
tion continue tend vers la méme fonction analytique, car en différentiant y, et
y, n fois on trouve

I‘(7+n~—I)F

i =i (—xp LR

(k, g—y+1,2—y—n, Z)

w_TO) L@+,

YUSTeT w+n)(kﬂ+”7+mﬁ

y'™ et ¥y se comportent donc asymptotiquement comme

' R V)
i =y ry+n—i1)(—zx)—™ et I‘(ﬂ)e nf—r.
onc
y(n) (V)F(y”l)ewxr—l_i__x)” nb—
ym " () Fy+n—r1)

mais cette limite est nulle pour toutes les valeurs de x.
On trouve la fraction continue

g2 ( g+ 1, y+1’k)_p’x

y a B B+ 1)x
Plogonf) — r—a+ N CEDT: (x9)

+ J—
T 7+2———x+——-—-(.ﬂ+3)w

qui tend vers le premier membre pour toutes les valeurs complexes de z, 8 et y
Ce n’est que lorsque y égale zéro ou un nombre entier négatif sans que @8 soit
un des nombres o, —1, —2,...7 qu’il y a exception; car, en ce cas, les séries
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du premier membre n'ont pas de sens. De méme que plus haut on voit facile-
ment que, dans ce cas, la fraction continue tend vers

x
I_y.F(k,ﬂ+1—y, I—7, IE)

. F(k,p’+1——7,2~7,7t)

(20)

Si g aussi tend vers o, rien n’est changé. Si, au contraire, « et g restent
finis, tandis que y croit au-deld de toutes limites, on aura, au lieu de (1), I’équa-
tion différentielle

2
x?%+{(a+ﬂ+1)x—l}%+aﬂy=0- (21)

Les points singuliers sont ici o et «, mais o est un point singulier irrégu-
lier. Nous posons donc

I
Xr = — =2%_ u
g Yy
et trouvons

2
z%+(z+1+a—ﬂ)%+au=o (22)

mais cette équation différentielle est de la méme forme que (18).

Systéme d’équations hypergéometriques aux différences finies.

§ 22. On peut donner une forme plus élégante aux fractions continues (4)
et (5) en intercalant entre toutes les deux réduvites une réduite nouvelle. Les
fractions continues ainsi obtenues se laissent cependant dériver directement en
partant du systéme d’'équations aux différences suivants

eUm+1)+z(—y)V(n+1)+ (B+n)Um)=o

(23)
(x—1)V(n + x)——al'c Un)+ (@ +n)V(n)=o.
D’aprés les formules (26) et (29) Chap. II on en trouve
ax
Y ()
) _ﬂ__(a + 1)z
4 _@FoE—1) (24)
(a + 2)x
y—8—

. BFaE—1)
78—
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K —_ 1L Blz—1) )
f (e —1) (¢ + 1)
PP B 0= (25)
r—8—.

D’autre part, il est facile d’intégrer (23) par des séries hypergéométriques,
car en éliminant entre ces équations V et U respectivement on trouve

1—2)U(n+z2)+{n(z—22)+y + 1—(a+8+2)z}U(n+1)—(a+n+1)(B+n)U(n)=0
(26)
z(1—z) V(n+2)+{n(x—2 ) +y— (@ +8+ 1)z} V(n+1)—(e+n)(B+n) V(n)=o.

Mais ces équations s’obtiennent aussi en différentiant n fois les 2 équations
différentielles hypergéométriques

2= a4 1+ B+ D2} (a4 1)z =0

P 4 (27)
w1—2) 7L + {7 — (e + 8+ D)3 —agy—o

et en posant
dr dr
Umy=52, V=72

alors le systéme suivant d’intégrales satisfait & (23)

U,(n) :Clr(a ted I)F({)’ T

) ,
Trfnti) Fle+n+1,8+n,yv+n+1,2)

- 1 I'le+n)I({B+n) A
Vi(n) cl-’ﬂ(?*——ﬁ) Ty +n) Fla+n,g+mn,y+n 2z

U,(n) =62x(—v1)nr(a +n+ 1) (B +n)

Ta+f—y+n+1) Fo+n+1,84na+8—y+n+1, 1—x)

V,(n) = o, (— 1) Fle+n)r(B+n)

Les valeurs de (24) et de (25) dépendent donc de la méme valeur asymp-

totique que (4) et (3). Il faut noter spécialement que pour 9 (x) <§ on a
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x
K =a(7"‘#)5f_F(a+I,p’,y+I’x)za(y__ﬁ).x.F(Q’—aaﬁ;?’-F I)x_I)

/
y 1 Fle, 8,7, 2 y 1 F( ey ) (28)
7 s s ’.’L‘—I
K =B Flet+1, 8+1,7+1,2)
! x(y—lg) F(“+I’ ﬂ’ 7+I’ x)
x
B p) . I .F(y—a,ﬂ+1,7+13x_1) . (29)
T 7—8 z(1—2) (- c )
Fly—efy+1 —
Pour R(x) >§ on a, au contraire,
F('—"y:+_+,x-——1)
K. — F(a+1,p’,a+p’—7+1,1—x)_ax By, patf—rta x (30)
3= . . - ) .
Flo, B, e+ —~y+1,1—2) F(I+p’—y,,8,a+p’-—7+1,xx1)
K - 8 Flo+1,8+1,a+p—y+2,1—2)
= =

(y—a—pB—1)z Fle+1,8,0a+p—y+1,1—1x)

1
8 F(p’—y+1,p‘+1,a+p’——7+2,1—i)

= (31)
e R P

Systeme d’équations différentielles hypergéométriques.
§ 23. Nous avons vu qu'on peut intégrer, par des fractions continues, en-

core des systémes d’équations différentielles; traitons & titre d’exemple

(r—a—m2W 1 (r— @) —0) % —apy =0

. (32)
(=) + (y—a—P)z+ (B—ry =o.

On voit facilement que tant z que y satisfont aux équations différentielles
de 2i®me ordre de la forme (1). On trouve alors le systéme d'intégrales suivant
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2 =¢,F(a B, 7, ) 'y1=c,7;"‘F(a,ﬂ,y+x,x)

(33)
B—v

a+ﬂ—_7F(a’ praot+f—r+1,1—2) y.=c¢F(e,f,atf—y 1—2).

%y == Gy

Ceci se laisse d’ailleurs facilement vérifier; car en substituant (33) dans (32)
on est conduit & des relations bien connues de Gauss entre des fonctions conti-
gués. En différentiant (32) » fois on trouve

dn+1 dn+lz dn
(atB—y+met + (@ —)1—2) s + (n + a)ln + B 7L =0
drtlz , drz dr
(1—2) 7 om—(e+ B—y+n) o+ (13—7);%'1;/;=0-
On trouve alors par (17) la fraction continue
_ ety
, ___p,___ap’
4 y—a— @FB= YN tE—y+ 1z,
7—5—(a+1)(‘8+1) (34)
x (e+B—y+1)e+B—y+2)2,

ou ¥ = ; 7_“‘"7_13_. )

La convergence dépend ‘ici de la méme valeur asymptotique que nous avons
étudiée plus haut (§ 21). En considérant cette fraction continue comme fonc-
tion de z, on voit facilement que, dans un cercle de rayon 1 ayant pour centre
Porigine, elle tend vers:

7*—1F(0€,7——ﬂ+1,7+1, xl) (35)
4 F(e,y—8, 7, x,) )

mais hors de ce cercle vers:
F(a ey, e+ fg—y —I—)
a + ﬂ_}/ ] b 3 xl

- — (36)
4 F(a,a——y+r,a+ﬂ-—7+1,;)
1
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La fraction continue de Gauss.

§ 24. Dans son mémoire classique sur la fonction hypergéométrique! Gauss
a représenté le rapport entre deux séries hypergéométriques contigués par une
fraction continue. Mais GAuss se borne & déduire formellement la fraction con-
tinue sans entrer dans les questions de convergence. RiEMANN, THOME, VAN
VLECK et d’autres encore ont, plus tard, traité cette question. RIEMANN? n’a
pu achever sa démonstration qui n’a paru qu’aprés sa mort et dans une rédac-
tion due & M. ScEwARTZ. RIEMANN y démontre que la fraction continue est conver-
gente pour toutes valeurs de =z, excepté pour des valeurs réelles positives non
inférieures & 1, et qu’elle tend, en effet, vers la fonction indiquée par Gauss.
Mais RIiEMANN suppose que tous les paramétres soient finis; nous allons encore
étudier le cas oit o ou g tend vers o, et nous verrons que, dans ce cas, la frac-
tion continue converge dans tout le plan. Nous partons du systéme d’équations
aux différences finies:

(@ +n)(y—8+n)

Umn)—Vin) + rznr Tzt I>acU(n +1)=0
(B +n + 1)( +n+1) (57)
_ -n+ 1D)(y—a+n+1 _
V(n) U(n+1)+(7+2n+1)(7+2n+2)xV(n+I) o.
d’oti, par (26) Chap. II, on dérive la fraction continue de Gavuss:
Fe, B+1, y+1, %) _7
Fap o _a—Pz
y+1_(ﬁ+1)(7—a+1)x (38)

@ty —g+1)z
(B+2)y—e+2)z

yhz—

7+3—
Pour examiner la convergence de cette fraction continue nous éliminons V
entre les équations (37), et nous trouvons P'équation aux différences finies:

xz(a+n+ D+n+1)ly—a+n+1)y—g+n+1)
(y+zn+1)y+zn+2)2y+2n+3)

U(n + 2) +

{(ﬂ+n+1)(7—a+n+1)x (a+n)y—B+n)

1l _
Frznt 0y +ent2) " (Grmytantn) I[U(n+x)+U(n) 0. (39)

* Gauss: Disquisitiones generales circa seriem infinitam 1+ l_a% x4+ -+ Werke III, pag. 125.

! Riemany: Werke XXIII, pag. 424. Zweite Auflage, 1892,
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En éliminant U, au contraire, on obtient une équation en ¥V (n) toute sem-
blable. L’équation caractéristique de (39) est maintenant:

2222+ 8(x—2)z+16=0 (40)
ayant les racines

I I I
"‘(ﬁm)’

les deux intégrales particuliéres U,(n) et U,(n) de (39) se comportent alors
asymptotiquement respectivement comme

1 1
— 2 2n —_ = 2 2n
¢ n 2(———v) et c,n 2( ) .

1—Vi—g 1+ Vi—z

Si - est réel positif et non inférieur & 1, les deux racines de (40) ont le méme
module: la fraction continue est divergente. Mais pour toute autre valeur de x
ja fraction continue converge, car |I + VI—$|>|I—V¥——x|, si par Vi—=
nous désignons la valeur de la racine carrée de laquelle la partie réelle est posi-

tive. Si, au contraire, on pose, en (39), a==F% et, si 'on met 3 2u lien de = en

faisant % tendre vers «, on aura ’équation:

" B+n+1)y—B+n+1)

(7+2n+I)(7+2n+2)2(7+2n—|?50(n+2)+

B+n+1 . 7—B+n _ - i
+{(7+zn+1)(7+2n+2)x (7+zn)(y+zn+x)x+I}U(n+I) U(n)=o. (39 bis)

Désignons maintenant par g, et 8, deux nombres indépendants de #, sans
d’ailleurs les déterminer, il y aura alors deux intégrales particuliéres U, (n) et
U,(n) de (39 bis) se comportant asymptotiquement comme

. 2 7\2n
eyl et ¢, Iy +2n+ 1) (?) nh1,

On voit que pour toutes les valeurs de x

Un)
U,(n)~ °

lim

La fraction continue

-1

Acte mathematica. 34. Imprimé le 14 janvier 1910.
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x
F (k, B+1I,y+1, I_c)

7 (k, 8, 7, 1%) =B

B+ (41)
S —f¥ne
7t+2
rta—.

est donc convergente dans tout le plan de x. Il en est ainsi lors méme que @
tendrait aussi vers o.

Les fonctions sphériques.
§ 25. On sait que I’équation aux différences:
(m+2)Um+2)—(@2n+3)z2UMm+1)+(r+1)U(R)=0 (42)

g'intégre complétement par les fonctions sphériques de la 1™ et de la 2fdme

espéce; on a
P U,(n)= P"(x) U,(n) = @™ ().

A l'aide de (19) et de (20), chap. II, on obtient alors les deux fractions continues

P (x) Q(Hn) (x) — Q(r) (x) Pr+n) (al)
Ptr—1 (x) Q(r+n) (x) __ Q(r—-l) (x) Ptr+n) (x)

r
(2 r+1)x_("+1)2 (r+2)
(zr+3)x—(2r+5)gf_:.. (43)
i_ (r+n—r1)p?
(zr4+2n—1)x
P (1) Qr— (z) — Q=1 (z) Pr—) () _
P (&) Q7 (z) — QO (@) e ()
. r
(r—1)°
(zr—1)xr— 3
(er—pa— =2 (44)
(zr—35)a—.

;(r——n+z)” )
(2r—2n+3)x

Soit £=x—Va*—1 ol nous choisissons le signe de la racine carrée de

sorte que Va*— 1 ait le méme signe que la partie réelle de x; alors |§|< 1 pour
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toutes valeurs complexes de x, et si x est réel et |x|> 1; si, au contraire, = est

réel et compris entre -+ 1 et —1, alors |£]==1. P®(x) et Q"™ (x) peuvent se
représenter par les séries hypergéométriques:

r@+ﬂ |
P () = S S E-n (E’ —n, 3_ n, 52)

r@rm+n 2

F(E)I‘(n—!- 1)

2 I

Qi ) — g+l p St n+g, 8% . (45)

r@+a

En faisant tendre ici n vers oo, on verra que, si |§]<1, P"™(x) et Q" (x)
se comportent asymptotiquement comme

L gnx— )7 ot ]/%5"“(1—?)‘%,

Van
en faisant tendre » vers l'infini dans (43) et (44), la premiére tendra vers:

Qn (x)

Q" 1()
Pt (g)

P ()

la derniére vers

pour toutes les valeurs de x, excepté pour des valeurs réelles comprises entre
+ 1 et —1. Pour ces derniéres on a asymptotiquement?

) A 1) 7_‘}
Q™ (cos 6) 7 s g % {(n+2)0+4

P®)(cos 6)~ Vﬁi—nﬁ sin {(n + 2)0 + %}

en ce cas, les deux fractions oontinues sont donc divergentes.

Intégrons ensuite par fraction continue I'équation différentielle de Legendre:

d? d
(I—m*)#ﬁ—zxd—g+n(n+r)y=o. (46)

! Darpoux: »Approximation des fonctions de grands nombres». Journal de Mathématiques
sér. 3, tom. IV, 1878, pag. 21 &. s.
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En différentiant r fois on trouve:

dr+2 dr+! dr
(1= g — 28+ 1) g + (e — N+ + Do
d’oi on obtient, par (10), chap. II:
() — (B + D!
D, log P™(x) . 1——(x—2—1)(n— (n + 2) R(x) >0
T, ,_ @ = —2)n+3) (47)
: @ —1)(n—3)n+ 4)

2-3- 2. 4.

qui est convergente dans tout le plan excepté sur 'axe des nombres imaginaires;
les points singuliers sont + 1 et — 1, et ’équation déterminante pour ces deux
points est ¢®=0. Aux environs du point + 1 on trouve une intégrale particu-
—X

liére de la forme y, = F (—n, 1+m, 1, I ) = P () et une autre qui est

D, P(x)
P (z)

Si x ohange de signe, il en est de méme de la fraction continue; pour R(x) <o
D, P™(—uxz)
P (—z)
tions coincident, car P™(— x)= (— 1)* P (x), mais, en ce cas, la fraction con-

tinue est finie.

logarithmique. Pour R(z) >0 la fraction continue tend donc vers

(47) tendra alors vers Si » est un nombre entier, ces deux fonc-

§ 26. La fraction continue périodigue. En intégrant par fraction continue
Péquation:

d’y dy , . _
dzr P Tae TYTO
on aura
v+ Vot —p=z2x—"1
2:E—~I
20—~

La nitme péduite est ici

To(x) @+ Vd—D)"M—@—Va2—1)""

N (x) @+ V2 — 1) —(— V2 —1)"

En posant x =cos V on aura
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Tp(x) iV =itV gin(n + 1)V
Ny,(x)  erV—enV — ginaV

Si V est réel, e=nV oscillera; la fraction continue est, par conséquent, diver-
gente, si z est réel et situé entre + 1 et — 1. Si, au contraire, V est de la
forme V=7V, +1V,, la fraction continue est convergente, et elle tend vers eV
ou vers e—‘V suivant que V, est négatif ou positif. On trouve donc 'équation
ourieuse: '

lim §ll—11&*‘——&)1,:0043 ViisinV
s 00 sinnV

pourvu que V ne soit pas un nombre réel. Le numérateur de la ni*me réduite

_ (x+ Ve2—1)"" — (@ — Ve — 1) _sin(n+1)¥

Tn(2) Vot —1 sin V

est un polyndme entier de mi*me degré en x ayant plusieurs propriétés interes-
santes. On voit ainsi que les zéros de T',(x) sont

wr

ac=co:sn_!_I (r=1,2,...n).
La fonection génératrice de T',(x) est:
- . pe= oo
rzaFa = & @)

n=0

Remarquons encore que les réduites ont une sorte de théoréme d’addition;
car en posant:
_sin(n+ 1)V
F(n) = sin nV

F (n) satisfait & I'équation aux différences:

1
Fln+1)=z22—gay
De plus on a:

F(—n)F(n—1)=1.
On trouvera alors facilement:

Fn)F(m)—1

Flnt+m)= 5 Fim)—z 008 ¥
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qui se réduit encore a:

1— F(n)F(m)
1—F(n—1)F(m)
F(m—1)— F(n)

F(n+m)=F(mn—r1)

§ 27, Pour étudier la convergence de la fraction continue

{U(n%-l)m_@_—i-_x o
2 (n) n+2
px— -
n+3
x —
2 _nta4
_n+5
22—

il faut considérer I'équation aux différences:

Un+2)+220U(n+1)+2(rn+1)UR)=0

(48)

et y appliquer la substitution U (n)=Vn! UM (n) de sorte que 1’équation sera:

Vin+ 1)(n +2) UV (n + 2) + 22Va + 1 U0 (n + 1) + 2(n + 1) UV (n) = 0.

L’équation caractéristique est 22+ 2 = o0; mais les coefficients ne sont pas
des polynémes en n. Pour tourner cette difficulté nous supprimons dans (48)

toutes les deux réduites, et nous aurons alors

1U(Mn+2) (n+1)(n+2)
2 Um)

(n +3)(n + 4)

2@t —2n—5— it 5+ 06)

z2x —2n—13—",

22 —2n—9

avec 'équation aux différences:

Umn+4)+2(@zn+s5—22)Un+2)+4n+1)(n+2)U(n)=o.

L’équation caractéristique est ici:
22+ 42+4=0

et les coefficients sont des polyndmes.
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Fractions continues et différences réciproques.

CHAPITRE 1V.
Différences réciproques.
Représentations par des déterminants.

§ 28. Abstraction faite des propriétés purement formelles, le caractére d’une
fraction continue change complétement avec la maniére dont la variable entre
dans les numérateurs et les dénominateurs partiels. Il a été malheureux pour
le développement de la théorie des fractions continues que, dans les recherches
antérieures, on ait varié entre différents types, une forme canonique déterminée
ayant fait défaut. Aussi est-ce un des résultats les plus intéressants des recher-
ches de M. THIELE! que la démonstration de Pexistence des types de fractions
continues entiérement analogues & la formule de TAYLOR et & la formule générale
d’interpolation de NEwTON. Pour démontrer cela M. THIELE introduit »les diffé-
rences réciproques», fonctions qui jouent ici le méme rdle que, dans le calcul des
différences ordinaires, les différences divisées de NEWTON.

Soit ¢(x) une fonction connue par les valeurs @, ¢, ... @, qu'elle prend
pour des valeurs z,x, ...x, de la variable z; la différence réciproque du ni®me
ordre est alors une fonction des arguments z, , . . . Z,; je désigne celle-la par
e (x, &, . .. x,) ou par ¢"@(x) ou, s’il ne peut y avoir d’ambiguité, par ¢» simple-
ment. Le cas limite ol tous les arguments tendent vers la méme valeur est d’un
intérét tout particulier. La différence réciproque du ni*me ordre deviendra alors
le »coefficient différentiel réciproque» du ni*me ordre. Je désigne celui-ci par
r[@(x)] ou simplement par r». M. THIELE définit la différence réciproque du

(n + 1)ime ordre g"+l(z,®, . .. xn+1) par la relation de récurrence
Tpp1— &,
n+1 — n+l hia n—1 e By I
(2,2, ... Tni) RN Wy S + " Yzy, . .. Tn1) (1)
ot
x, —x
() = O(g 2 ) e 1 o,
0’ (@) =@ (%, 2,) P — P,

Pour le cas limite ol tous les arguments tendent vers la méme valeur, la
relation de récurrence prend la forme

171 () = (n + 1)z [ @)+ (@) (2)

1T, N. TmeLe: Différences réciproques. Bulletin de 1'Acad. royale des Sciences et des
Lettres de Danemark 1906, Pag. 153—I17I,



56 N. E. Norlund.

Supposons donné un tableau sur la fonction ¢(x) et les différences récipro-
ques de celle-ci de maniére que les valeurs de fonction ¢, ¢, ... @, correspondent
aux arguments arbitraires z,z,...z,. Si lon y interpole par des différences
réciproques, on trouve, d’aprés M. THIELE, en vertu de I’équation de définition
(1) que la formule générale d’interpolation est

Pl)y=g, + ——0

gl(xoxn)"}'x—xl r— (3)

eX@ o 2,)— P, + : —zx
(202,20, )o@, ) + ¢

[ (x,

3
o )o@, X, ) 4 -

Nous indiquons par N, et 7, les dénominateurs et les numérateurs des
réduites et posons
Nzp =mn,+ n,x + n,2®+ 'V"+n,._.1x"—1
Noppi= v, + v,2 + R RN
Ton =1t +42 + 6,2+ +lpa® (4)

Tonp1=17, + 7,2 + 7,22 + -+ 1,2

Les coefficients de ceux-ci sont des fonctions assez compliquées des diffé-
rences réciproques, mais il suffit ici de connaitre les coefficients de la puissance
la plus élevée de . On voit immédiatement que ceux-ci sont

Np—y = P®"1(Z, X, . .. X3pn—1) Vp =1 (s)

t, =1 Tp = ®"* (2, Ty . . . Z2n)

La fraction continue (3) montre que la ni*me réduite de celle-ci et ¢(x)
coincident pour z =uz,, x,, ... %s—;. On en obtient une série d’équations linéaires
d’un nombre justement suffisant pour la détermination des coefficients des ré-
duites. On trouve ainsi pour les réduites d’ordre pair

Tzﬂ(xo) T2n (x2n—1)
=2\ = 2 p\2nsl) 6
P = Nanlza) P20 = Nou (@20) 6
qui 8’écrit aussi
Ng@Py + MyZg @y + -+ + Ny T, — b — 2y — -+ — g =0

(7)

] ! ——
Rog@Prn—1+ My Xan1P2a1+ - + Ry T Pon1—ty— b Ton—1— - — taZf, =0
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En éliminant maintenant ¢,, ¢,,...#, on trouve N3, représenté par les déter-
minants suivants:

oI 0 x o z? oo.oarl 0
2 2 —1

I P, % Zo Po X, TyP, ce XTGP, xy
2 2 —1

o Xy Xy Py X, X, ¢, e XY, 7y

Nop = —

P T

I Q2n—1 Ton—1 Ton—1@Pm—1 Tin—1 Tin—1Pon—1 .. Lo Po, o T2,

I @ Lo Lo Py coexp Tt ale,
I Zy Z, % coe 2T 2 lepg (8)
I Qon—1 Ton—1 Ton—1Pon—1. .- T80 2871 @,
en éliminant, au contraire, n,, n,, n,,... on trouve pour 7',
I0 x o z? ... O xn
2 —
I @, Ly Lo Py z, ...27g, xy
Ton=|1 @, zy ¢, z;  ...at %
I @Pon—1 Ton—1 Lon—-1Pon—1 Ldn—1.. .25 4P, o X5 |
I @, Z, Lo Py o T,
—1
I Zy 9, S XTI (9)

I QPon—1 Ton—1 Ton—1P2n—1.. .25 1 Py o

Pour la détermination des réduites & indices impairs nous avons les équations

Tsn41(2,) Tons1(2n) :
= o2t VR0) Il Sl 6 bis
%o N2n+1(xo) Pen N2n+1(x2n) ( )
ou bien
Vo@o + Vi %o Pyt V2o Py F o+ VRATP,— Ty — T Hy— - —Fp G =0
(7 bis)
Vo(p2n+1/1x2n¢2n+%x5n¢2n+---+an;‘,,(p2,,—'ro——71x2n—-'~'——an§‘”=0

Acta mathematica. 34. Imprimé le 15 janvier 1910. 8
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En éliminant on trouve pour Nop4r et Tonta

0I o x 0o ...o " )
n—
. o IQP, Ty ZoPy -+ TeT Py 7
IP, Ty LyPo Xy ... X5 TPy 1 "
N . n on NEP T By XTI WY bi
gn1=—|1¢, X X, P X ...T} T7P . (8 bis)

n—1
1oy X2n TonP2n .. x“ (p2n a:;‘”

IPon%2nZonP2n Xin- .. x;',, Z3nPon

I o o N o I Py Zy ZToPy ...%%

L@, %y Zo@p ...T7 239 I T T,¢ ...2% .
Tewn=| oo (obie)

I Qon Tan TenPin- - ToBpn Bolon| | T Prn Ton Cangrn... 2,

Par (8) et (gbis) on trouve immédiatement les différences réciproques ex-
primées par le rapport entre deux déterminants, car d’aprés (5) celles-ci sont
justement les coefficients des puissances les plus élevées de » dans Ny, et Tanyi.
En introduisant pour un déterminant tel que le dénominateur de (g bis) I’abré-
viation |1, ¢, z;, 2;¢,, ...2?| on trouve

—1 1
1, ¢ 2 %9, - 227 apg,, atgl
1, @, %, ,@;, ... 227, a7 g, 27|

" lp(@)]= (10)

1, 9, =, ,9;, ... ap, 2P+ |

l1, 9, =, 9, ... 2P, x;‘(pi|

i g(x)] = (11)

d’out on voit que quatre types différents de déterminants se présentent dans les
différences réciproques.

On peut abaisser le degré du déterminant numérateur se N, et T, par une
unité; considérons, par exemple, N,; de la 2ni*me colonne, on soustrait la
(2m —2)®me colonne multipliée par z; de la (2n— 2)ime colonne, on soustrait la
(2m — 4)®me colonne multipliée par £ en continuant ainsi jusqu’a ce qu’on arrive
a la 2®me colonne, qu'on ne change pas. On trouvera alors

N |1, (x—x) @i, wi, zile—x) i, 28, . . . 2P 2(@—wx:) s, a1, x| (12)
2 = —

" I, @i, 2, xigpi, ... 2P, 20 2|

N2”+1=lx’ (x—3) @i, @i, Ti(x—X) @i, 22, . . . 2P M —x:) i, 2| (12 bis)

[x, @i, 2, Tigi, . . . a7
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( . (‘ ) ( .

T |I’ xfxi’ Tir Tiyy izx,-’ e x‘;‘_la—:%z'x_gl ( ( )
= - L—X NE—Xy) .. (LT I

2n |1, @i, Ti, TiPi, - - - x;"‘l, x?_l(pil ( o) l) 2n 1) ( 3

@; ©;
) iy X Y e b an P
r—x; x—2; ¢ rx—x; ‘r—x;

lI’ Piy Xiy TiPiy o o - x:‘—lfpp x;nl

1, ,apt

Tong =" (x-2,)(x—%,)...(x—22y) (13 bis)

On en voit que les dénominateurs et les numérateurs des réduites se for-
ment facilement des différences réciproques.

On dérive, en effet, Ny, de ¢*"' en multipliant ¢; par x — x; dans le détermi-
nanl numérateur de celle-ci, le dénominateur restant invariable. On trouve de méme
Tonsr par " en multipliant celle-ci par (x—ux,) (@ —wx,) ... (@ —22,) et en divisant
@i par x—x; partout dans le déterminant numérateur. Le dénominateur de Nyni1
est le dénominateur de ¢°*, tandis qu'on en forme le numérateur en multipliant @;
par x——x;. Le dénominateur de T, est le dénominateur de ¢*», tandis qu’on
en forme le numérateur en divisant @; par x—x; et en multipliant ensuste tout le
déterminant par (x —x,) ... (x—r2n—1).

De chacune des formules suivantes relatives aux différences réciproques on
dérive facilement des formules correspondantes pour N, et T',.

§ 29. Les déterminants (10) et (1r) sont justement la forme sous laquelle
M. TuierE a indiqué les différences réciproques. Mais celles-ci se simplifient en
abaissant de n et de » + 1 unités respectivement le degré des déterminants.

En posant

Yu(x) = (& —x,) (& — ) ... (—Tn)
on a, on le sait de la théorie des fractions partielles,
ap x?
= = — _* =1
2ym=° @=naon—0 B (4

o la sommation est supposée étendue sur toutes les racines de Y,(z) =o0. En
désignant par d*[p(x)] la différence ordinaire divisée du ni*me ordre, on sait que

T@I= Gt T waes T T (xs)

Considérons maintenant (10) et ajoutons, dans les déterminants numérateurs
et dénominateurs la 1%, la 2fme jusqu’a la 2n®mwe ligne & la derniére aprés les
avoir divisées par YWan(x,), Yan(x), ... Waen(xzs) respectivement. Ajoutons en-
suite & la 2ni®me ligne la 1i®re, Ja 2®me jusqu’s la (27— 1)i®me ligne apreés les avoir
divisées par Yan_1(%,), Yaen—1(z,), ... WYon—a(22.—1) respectivement et continuons
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de méme jusqu’a ce que nous arrivons a la 1 ligne qui reste invariable. En
réduisant alors, autant que possible, le degré des deux déterminants on trouve

o*(p) 0™xp) ...0%x"p) a**1(g) a1 (ap) .. . an+ Y (amp)
n n 7, 74 7 3 n+2 —1
rlpa)]m(—ap| OO FE) S )| 10MH) 0 Hwp).. RN

.........................

(g) F*(xgp) ...8anp) 2(p) F(wp) ... 0%"(x" )

oP(p) est ici une fonction des arguments z,z, ... 2,. On trouve de méme par
(11) pour les différences réciproques d’ordre impair
0+ p) OnHz) .. G an—lp) | |07 ) 02 ) .. 0n N xmgp)

O +p) On+¥(yp) ... o+ an—lg) | [S%¥g) onH¥wp) .. O+ amy)

o g ]e=(— 1) (16 bis)

(x6) et (16 bis) peuvent encore se transformer. Nous nous servons de I'identité
0" (xep) = zn 0"(9) + 6" Xgp) (17)
qu'on dérive de 1’équation

Zitpi Zn @i N Pi

(@i— o) (@i —) . (@~ Ta) (T @) @wi— ) - (Fi— @) (@) . (i Tn)

Considérons maintenant le déterminant numérateur de (16). On multiplie
la (n 4+ 1)®™* ligne par 2, en y ajoutant la n®me; on multiplie ensuite la ni*me
ligne par z2,—; en y ajoutant la (n-— 1)®me et ainsi de suite jusqu’a ce qu’on
arrive a la premiére ligne qui reste invariable. On répote ensuite la méme
opération en recommancant par la (n + 1)®me ligne, mais cette fois on s’arréte a
la 2i®me et on continue ainsi jusqu’a ce qu’on s’arréte enfin par la ni*™e ligne.
En opérant de la méme maniére sur le déterminant dénominateur on trouve

on(p)  o(zp) ...0"(a"p)
Qz,l[w(x)]zw«ﬂ(—j)im 5'" ’i‘(“?"fi) e .' -.-fsnfl(’z".+l.(l’ ! :

xn+1d’n+2 PP /P . ce e
6271(2;73([)) 321;(@:“-{-1 ([’) . 52%(3;272(/,)

6ﬂ+1((p) (5"'“((1,‘(/)) . d‘n-l-l(xu—l(p)

ont+2 (xf[’) 6n+2(x2(p) L 6"+2(2¢”(p)
: (18)
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Au moyen de (16bis) on trouve de méme pour les différences réciproques
d’ordre impair

rtg)  dmi(zg) ... om(an—ig)

gn+3(x gnt3( 2 ) . 6"“*'3(%"(;))
" p(x)] = (— 1)*Zni2¥nas. . . T2ns1 (z9) (=

52n+1 (:II"’—I([)) 6211-{—1 (xn(p) . d‘2n+1(x2nq))

6n+l (¢) or+l (x¢) S 6n+1(xn(p)

7242 N+2 (12 n+2(  n4l
a2 (zp) IFi(aPe) ... dnR(antlg) (18 bis)

G2t (amp) G2ntl(gntlep) ., . §2n+l (g2n)

En appliquant encore I'identité (17) nous pouvons transformer (18) et (18 bis)
de maniére que les déterminants ainsi obtenus seront orthosymétriques. Pour
obtenir ce résultat nous retranchons, par exemple, dans le déterminant numéra-
teur de (18) de chaque ligne celle qui suit, en commen¢ant d’en haut. Nous
aurons ainsi un déterminant ou les ritre, zitme jidme  Jignes contiennent les fac-
teurs Z,ii, Tn+e2, Tnys ... respectivement. Nous divisons par ceux-ci et appliquons
la méme opération au déterminant ainsi obtenu, en nous arrétant cette fois par
Pavant-derniére ligne; nous continuons ainsi jusqu’a ce que nous arrivons & un
déterminant ou tous les éléments sont des différences divisées du méme ordre.
En appliquant les mémes opérations au déterminant dénominateur nous aurons

Py Frzg) ..Frarg) | |Ee)  EEe) ...@ )
Frwy) Ertg) ... Peartig) | 1Pre)  Fnatg) ... Enarg)

@)= (19)

62%(357» (/)) 62n(xn+ 1(p> I n<x2 "gO) o%n (xn——l (p) 62 n(xn (p) L..02 n(x%—%p)

par (18 bis) on trouve de méme

62n+1<¢> 62n+1(x(p) Jo 02t l(xn—l(p) 62n+l(x) 62”."'1(.'12 (p> o 62n+l( xn(l,)
g2n+1 o2n+1{22 L. O2n+L en, J2n+l o2r+lp2p L0 ent
P st @) @) | |Eiay) oy) @) b

............. . T T T

62n+1(xn——1(p) 62"'”(23"(}?). .. ()‘2n+l(x2n——2(p) 62'n+1<xn(p> 62"+1($n+1(/)). .. 62n+1<x2n(p)

A Taide de (19) et de (19 bis) nous pouvons maintenant représenter les diffé-
rences réciproques comme le rapport entre deux sommes de produits de valeurs
de fonction multipliées par certaines fonctions des différences des arguments.
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Le déterminant numérateur dans (1g9), par exemple, s’écrit selon un théoréme
connu relatif aux déterminants!

N PoPy---Pn 2
= Ay 2y .« .. Xn)l.

2‘ Plon(y) Flan(xy) . . . Planlz,) (20 2, n)
A(xy %, . .. x,) indique ici le produit de toutes les différences possibles entre
les arguments z,x, ...%,, tandis que ¥;,(r), comme plus haut, est égal &
(x—x,) (x—wx,) . . . (x—=2,). La sommation est supposée étendue a tous les (2:: i ;)
termes qui se forment du terme sous le signe de sommation en substituant a
0,I,...n n+ 1 indices arbitraires choisis entre 0,1, 2,...27n+ 1. On en aura
de plus

ni{n+1i)
= Po (/’1---‘/’"(—1) 2 (20)
(X~ Tnt i Ty—Znt2). - (Xy=T2n)( Xy —Tnt1) .. (T, —T2n) .. (Bn—Tns1) .. (Xn—220)

Pour le déterminant dénominateur de (1g) on trouve une expression sem-
blable de sorte qu’on a ici

e _ Po Py - Pn e

(To=Tny1) - - (To—Z20) (X, = Tns1) - . (@~ T2p) - . (T~ T 1) . . (T —T2n) (21)
Po Pr--- Pn(—1)"

(xo—n) ... (@o—Tan) (@, ~Tn) .. . (X, —T2n) ... (Xn—1—2Zp) ... (Ta—1—T2n)

" p(x)]=

A Paide du théoréme & la fin de § 28, nous en dérivons la formule d’inter-
polation de Cavcuy? des fonctions fractionnaires. On trouvera facilement

Po Py -+« Pu(® —Tns1) (X —Tns2) . .- (T—X2})
. (xo—~x,,+1) . (xo———xg,,)(:vl —xn 1) e (x, —-xg,,) e (x,,—x,..,.l) ees (x,,—xg,.)
Fla)= Pe e G (By— ) (31 —2) - (Zm— ) (22)
(o—2n) ... (Tg— Z2n) (X, —2n) ... (£;—Z24s) . . . (Tn1— Tn) .. (Tn—1—T21)

Pour les différences réciproques nous pouvons dériver de (16) et de (16 bis)
encore une forme nouvelle de déterminant qui se distingue surtout par ce qu’il
ne contient que des différences divisées de la fonction ¢(x) elle-méme. Dans ces
déterminants nous retranchons en effet, de chaque colonne la précédente mul-
tipliée par z, en commencant par la derniére. Dans le déterminant ainsi obtenu
nous retranchons de chaque colonne la précédente multipliée par x, en nous

! Baurzer: Determinanten 1870, pag. 8o.
? CavucHY: Analyse algébrique. Note §.
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arrétant, cependant, cette fois par la 3i*me colonne; nous continuons ainsi jusqu’a
ce que tous les éléments des déterminants soient des différences divisées de ¢,
et nous aurons

0™M(Xo 2y ... Xn) 01z, 2, ... %) ...0%(%n)
0t (g2, ... Tpar) O%(2, Xy ... Tpg1) -0 O X Tny)

e [e(@)] = (—1)*

.....................

2n(x,x, ... 02n) O 2,2, ... %20) ... 0" (TnTny1... %2n)

Ot Z, @y oo Tpg1) - - OF (P T Tpy1)
02z 2, ... Bpyz) ... 0% (Tn_1... Tnyo)

.................

En changeant P'ordre des colonnes ces déterminants s’écrivent

0°(xn) 0 (xn—12n) e 0% (X 2y .. Tp)
0(XnZna1)  (Tp_i...Tpg1) ...0"FN(X, 2, ... Tng1)

E[p(x)] =

0 (Zn ... Zon) O (X0 .. H2n) ... 02" (2,2, ... X2n)

02(Xp—y ... Zug1) 0% (Tp—g...Zn41) ...07 (... Zps)

i (Tp—1 ... Tne2) J¢ (Tn—s... Tn42) --- 5""'2(%0 . esTpy2)

-------- (23)
0+ (Xp_y ... Ton) 0" 2(Tpz...T2n)... 02" (%,... Ton)
On trouve de méme pour g?»+!
0% (Xp—1...Tnsa) O (Xp—o...Zns2) ...0" (2, ... Tnyo)
grtta=| St Pl ) )
gnt2 (-1 .. Zogs1) 073 (2p—s... Ton41) - .. Jon+l (:L'o eee x2n+1)
0(2n Zn41) 2 (Tp—1...Zns1) ... 6" (Z,... Zn4a)
2 (Xp... Tnp2) O (Tn—1...Tug2) ... 0"F(x,... Znyo) (23 bis)

.....................

0+l (xy, . .. Tong1) OPF2(Xpey .. . Topgr) ... 6 F (2, ... Tan+1)
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§ 30. Toutes ces formules s’appliquent & des différences réciproques d’ar-
guments arbitraires y compris les cas ot deux ou plusieurs arguments coincident.
Nous allons maintenant étudier spécialement le cas ol fous les arguments tendent
vers la méme valeur. Nous désignons par »coefficient différentiel réciproque»
la limite de laquelle s’approchent, en ce cas, les différences réciproques. Or, on
sait que

lim oz, x, ...:c,.)=—I—' ),
T Zom Ty ety n! da"
On trouve donc par (23) et (23 bis)
a, a ...Qn G, Q3 ...0n41
ri"(p(x) _ a a, ...Qe+ . s a, ve. Op42 (24)
an Cpyy ... 020 Ans1 Apa2 ... A2n
Gy, G ...Gn42 @ Ay ...Opyg1
riﬂ'f'l(p(x) _ a, a; ...04043 . a, a, e lyuy2 (24 bis)

Opt2 Oni3 ... AZntl Ant) Ony2 ... Q2041

oll nous avons posé

_ 1 dox)
=0 dzr

Ces déterminants sont orthosymétriques, et nous verrons tout a I’heure que,
pour cette raison, ils possédent des propriétés qui les rendent spécialement
propres & servir d’intermédiaires au calcul des coefficients différentiels réci-
proques,

Les autres déterminants nous permettent de dériver des formules semblables
pour r*[p(x)]. Considérons surtout (18) et (18 bis); par (18) on trouve

~iD"9 (@) LDrfzg@)]. . . - 2 Drlang@)]
rzn[q)(x)]z(—x_:)" G DPlee@] G @l
(—z;—)!DM[x”(p(x)] o o (_2_%_)_!D2n[x2u(p(x)]
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T Pt e ) Dr+ifan—lg(2)]

(n+1)' ' (n+1)'

GE e @)]

......................

D2n[xn—l (x)] Dﬁn[x2n-2¢ (.’L’)]

(zn)! n)' (Zn)'

Ces déterminants peuvent se transformer en retranchant de chaque colonne

. . . S ¢
la suivante divisée par x. Dans les déterminants transformés ainsi , sera facteur

dans toutes les colonnes; nous divisons par celui-ci et appliquons ensuite la
méme opération aux déterminants obtenus ainsi en nous arrétant, cependant,
cette fois & l'avant-derniére colonne. En continuant de cette maniére aussi
longtemps que possible, on finit par trouver

9 () S Dlee@]. . . D s"g(@)]
(@] = =20 | TTPIEP@] DM@ L.
=Drlang(@)] . . . . .. (2;)! Dn[ng(x)]
Z_I!_Ds(p(w) gI—!Ds[xtp(x)] " + i D+l ()]
i!DS[x(p(x)] %D"[w*(p(’b)} .............. (26)
wro = g1 DHlele@] L (Zn) - Den g2 ()]

On trouve de méme pour les différences réciproques d’ordre impair

P2+l (x)] = a2n

1D A D@l - D[zl (@)

“(n + 2)!
ﬁD*[acq)(x)] —SI—!D5[x2(p(x)] ..............

n 2) — Dn2anlg @1 ... ... .. m D2nt [x272p ()]

Acta mathematica. 34. Imprimé le 15 janvier 1914, 9
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Do A DEe@] - - e D e @)
EI—!D’[x(p(x)] 3i!Ds[x=¢(x)] ............. (26 bis)
(n_:l)!D"“[x”(p(x)] C . (Znil)!Dz""“[x’"(p(x)]

Ces déterminants sont orthosymétriques, et on notera que par leur aspects
ils rappellent (24) et (24 bis) ce qui nous sera utile dans la suite.

Calcul des coefficients différentiels réciproques.

§ 31. Ce calcul peut se faire par I'application de la relation de récurrence

() = =1 () + (n + 1)r[r* ()] (2)

Mais si la loi n’est pas extrémement simple, il sera plus avantageux de
calculer séparément les déterminants numérateurs et dénominateurs en les déter-
minant selon une des relations de récurrence citées ci-aprés.

Posons

Qr Qrpy ... Qryn

Ayl Ar42 o0 o Argntl

Proanlp@]= " (27)
Brin vevenes Qrizn
ou, comme plus haut
1 drp(z)
"Tnt dan

Nous démontrerons d’abord le théordme remarquable que voici: l'on diffé-
rentie ce déterminant en augmentant par une unité tous les indices de la derniére
ligne et en multipliant le déterminant par le nombre qui égale Vindex le plus élevé
obtenu ainsi (r + 2n + 1).

Pour démontrer ceci, nous notons que nous avons trouvé, plus haut,
Pidentité



Fractions continues et différences réciproques. 67

;—‘I?D”(p (®) %D"[w(p(w)] ...ﬁl—!D"[x'(p (@]

GOt D@ gy D e @)

w it D@ Gy D lee@)] - o D e @)

an-r an._f.!.] cre am,
thﬂ Apn—r41 Ap—r42 -« - On 4
=(—1) (28)

Gn An41 .- Opyr

En différentiant le déterminant du premier membre par rapport & x, on
obtient une somme de r + 1 déterminants ot chacun des termes a été formé du
déterminant primitif, en différentiant, par rapport a4 z, une seule des lignes.
Tous ces déterminants sont o excepté un; on différentie donc le déterminant du
premier membre en ne différentiant que la derniére ligne. En transformant en-
suite le déterminant obtenu ainsi de la méme maniére que plus haut, on verra
qu’il égale

L 0. T S

(—1) 2 (r+n+1 .
¢ ) o+ ) Ap—~l + -+ Bpgertl

On a dono

ar af+1 “e ar+n
d Grs1 QArs2 -0 Qringd
. 1

Ar4n—1 Crin + +» Qry2n—1

Aringl Qren -« Ary2n4l

c. q. f. d.

Pour déterminer des relations de récurrence commodes au calcul de p..,
nous nous servirons du théordme suivant bien connu di & SYLVESTER.

My d4 34 94 94 (30)

4- 0“5_,-0%1 :(’}a,-j ) dakl 0(14'; 6ak,-

ol
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a,; G ... AQin

a",] ...... a'"n
On trouve par cela surtout
Pr.n+l Pre2.n—1 = Pri2.n Pr.on Pretn (31)
Prot ned Pronbl = 5 Pron Pralin— = Pratn® (32)
r B (el 7. n+ r+ 2n r.n ¥ 5] r+ 2n—1 r .n r.n
r+2z2n—I ' , ,
_r+ Zmn DriinDr+l.n =PrezaPr.n — Pr.n+1Pry2.n—1 (33)
r+2n+1 , ' ;
’ +7n** *PretnPritn = Pri2.nPron — Pr.ontl Pre2.oa—l (34)

ou p',., désigne la dérivée de p,., par rapport a x.
Par la combinaison de celles-ci on dérive encore une relation importante;
en éliminant entre (31) et (32) pr.» on trouve

I
;’;‘fzﬁ Pr.ng1: Pri2.n—1- p'r+1.n — Pr+1.n—1 * Pr.nt1” Pre2.n =

1 ! 2 !
= n Pron- 2.n— 1. 1.m
r+2n——1pr+1" Pr.n- Pre2.n r+2npr+ nPr+

d’aprés (33) le second membre égale ici

I
— o Prongl” Prezon—i -
v+ 2n—q1 Pretn Prosi Pre

Divisons par p,.u+;, nous aurons alors, en substituant r —1aretn+1an,

I

I
—— ! —
Pr.n Prel.ntl ant T Ipr+1.n Pr.ntl Py

Pr.ns1 p’r+l.1!- (35)

M. THIELE a relevé en particulier la premiére de ces relations (31) qui pré-
sente avantage de ne pas contenir des coefficients différentiels.

En général, cependant, (32) et (35) seront préférables.

§ 32. De méme que de la formule d’interpolation de NEwTON on dérive la
formule de TAYLOR, on dérivera de la fraction continue d’interpolation générale
(3) le développement suivant
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P (@ +2) =g (@) + T
r(p(x))+ >
27 (r (g @) +° - (36)
3r(r* (p@)+
4r(r¥(p@N+ ..

correspondant & la formule de Tavior
pltz)=p@)+a2+a,22+a,2°+--

Je désigne, dans la suite, cette fraction continue comme la fraction continue
de M. TaiELE. Selon (24), (24 bis) et (27) on trouve maintenant

po.n+l

r2n (o (x)) =
(¢ (a)) = B0t (37)
2n+1 - D3.n bi
it (g (2)) = (37 bis)
Pi.n41
d’oli on trouve encore au moyen de (31)
@n+ 1) (p () = —E2n (38)
]
(27 +2) r (12741 (g () = — ——LRotl, (38 bis)
P2.n P2.n+1

Je pose maintenant

Po=1, P, =0y, P,=a, et généralement ps, = Po.n, P2n+1 = Pr.ns1-

Les coefficients de (36) s’exprimeront alors par des fonctions p & un seul
indice. Au moyen de (38) on aura

Pn
n+ " = (—1)"— (
(n+1)r (™ (@ (%)) = (—1) P 39)
On pourra alors écrire (36)
’ O
¢ @+2)=p @)+ B — @)+ S (40)
_.&_z ’ 22—— 2 e
Do po P2
PoPs, PP P22
PP PiPs  Pi
PiPs, D1 P4
PPz
1 PPy
P2 D5 2
__ PPy

—-.
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En posant maintenant en (32) et en (35) r = 1, celles-ci s’écrivent

I ! I ¢
Pan—2Pen+1=— —F - Pan—1P2n— 27 Pan P2n—a

2n+1
_ I | I P
Pan—1 Pon 42 2n+zpznp2n+1 2n+1p2"+l 2n.

Pour le calcul des fonctions p on a donc les équations suivantes
Po=1 P1=0, P=0a

1 R
p0p3_3plp3 zpsz

I I '
PPy = sz P _“Eps P2 (41)

1

Pn—2 Pny1 ~n 1

Pn—1 p!n““ :‘: Pn p'n—l .
Voici, au contraire, les formules de calcul en utilisant (31)

Pr1=a, Pe=PaPsa—Pia | Psamris=DPr.2Ps.2a—Pi.2

P2.1=0a, Po.2=P2.1Ps.1— Pi.1 Ps.1P2.s—P2.2aPr.a—Pi.e (42)
Ps1=0s | Peo=PsaPsa—DPi1 | + - - oo

Pia=0a, Ps.2 = Ps.1Ps.1— Pi.1

P5.1== Q4 . ce e e e ..

Pe.1 = Q4

.....

Le schéma (41) a P'avantage de ne contenir que les fonctions p apparais-
sant dans les coefficients des fractions continues, mais, en récompense, il faut
en déterminer les coefficients différentiels; dans le schéma (42), au contraire, il
a fallu introduire une série de nombres auxiliaires qui ne se trouvent pas direc-
tement dans la fraction continue de THIELE (40). Si une fonction p disparait
identiquement, 1’'une et 'autre méthodes seront illusoires les fonctions p suivan-

tes prenant une forme indéterminée (%). Cependant, il est facile d’indiquer la

condition pour que cela arrive, car, en considérant 1’équation (28), on voit que
le premier membre égalé 4 zéro indique la condition nécessaire pour qu’il y
existe une relation de la forme
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¢ Dy (@) +o, Dy (xp(x)+-- 6, DR (a7 p (x)) =0

oll ¢y, ¢y, ... sont des constantes arbitraires. Il faut donc que ¢ (z) soit une
fonction rationnelle fractionnée de z, car en intégrant n fois cette équation et
en désignant par o, &, ¢, ... les constantes d’intégration on trouve

I T e T e R
Cr T+ Crm &V a0y

@ (%)

(43)

Si la fonction & développer en fraction continue se présente sous la forme
fractionnaire comme le rapport entre deux séries de puissances infinies:

_Gtaz+a,2*+a,2% -
? (%) by +b,x+b i+

on déterminera les coefficients différentiels réciproques d’aprés les formules

o o byal lo o b, a,
ro(@_ |0 b|.|b a Pex) o b b a] |b a0 b, a
re b, bxl' b, a rad b, b, b, a, . b, a, b, a,
b, b, b, a;| |b, a, b, a,
0 000 b a] |o o oo b a
0 0 ba,b al lo o bea,d a
f"]’(x)z_ o b, b, a b, a | a, b, a, b, a, (44)
r b by b, b, a, b; a,] 16, a, b, a, b; a,
b, b, bs a3 b, a,| |, a, b, a; b, a,
b, b, b, a, b; a;| |b; a, b, a, b; a;
0 0 0 bya,] o o 0o b, a,
o (2) o b, a,) o b a, @) o b, a, b, al] o b, a, b, a,
raE @ by a.):}b, by ay peramal L) b, a; b, a,|:]b, b, a, b, a,|. (45)
a, b, a,| 15, b, a, a, b, a, by a;| |b, b, @, by a,
@ b, a; b, a,] |b, b; 2, b, a,

On démontre ces équations en substituant £f 3 ¢; dans les formules géné-

Y;

rales (10) et (11) des différences réciproques; on aura alors

o (@ @\ Vo 900 @ iy @iges 2P Wy, 2 g, 2 i 6
Vly(e) =1 (46)

| s, @i. i Wi, s, 2Ny, 2?7 gy, Y
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. (rp (x)) N wt, mgi, -2} Yy, 2 'J’il'

6 bis
Y (x) |, @is i s, wiqiy . . 2P i, 7 i (4 )
En faisant tendre ici z,, 2,,x,,... vers o on trouve, par un passage & la

limite les formules ci-dessus.

Transformations linéaires.

§ 83. Dans. cette section nous allons faire voir comment se comportent les
différences réciproques en effectuant des transformations linéaires de la variable
indépendante ou de la fonction ¢. Si, dans (46) et (46 bis) on pose ¢; =1 et
écrit ¢; au lien de ¥;, on aura

2”( 1 |1 @i 2, i, - - a7 7Y 2l gy, al
g (x)) e w7 A g, 2 g (47)
amen | I |1, @i i, wips, - . 2F g, @ iy 2P i bis)
¢ (fP (x)) - II, Pis Ti, TiPiy .. . TPV epg, al, X ‘/’i] (47 bis
En comparant & (10) on verra que
an [ I ) — 1 . 8
(7@ = #m “®)

Done, la différence réciprogque d’ordre pair de la valeur réciprogue d’une fonc-
tion est la valeur réciproque de la différence réciproque de la fonction.
(1) montre, au contraire, que le déterminant dénominateur de ¢*"+! (¢ (x))
I
@ ()
En substituant & ¢; dans (10) et (11) ¢:+a ol a est une constante, on
trouve facilement que

est le méme que celui de 92"“(

" (p (x)+a)=¢*"(p(x)) +a (49)

@ (@ () + a) = g2+ (¢ (%)) (49 bis)

car en retranchant, dans ces déterminants, de chaque colonne contenant les va-
leurs de fonction la colonne qui ne contient que les arguments de la méme
puissance, a disparait complétement de ¢2™*!, tandis que le déterminant numé-
rateur de g?" se laisse décomposer en deux dont Pun est le déterminant dénomi-
nateur multiplié par a. En substituant, au contraire, & ¢; ag;, on trouve
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" (@ @ ()= a ¢ (p (). (50)
¢ (ag(2) = 2™ (9 (). (50 bis)

On en dérive un théoréme remarquable. En combinant (48), (49) et (50) on
trouve, en effet, si a; et b; désignent des constantes,

92?1 {{h—_ } B br
br—] br-—l

ar—1+'-_

het bt U
o + ¢ (2) a, + " o(x)

ou bien ce qui revient au méme

Wt tBe @)\ _at+Be(x)
¢ (7+5¢(x))~~/+692"rp(w)' (51)

La différence réciproque d'ordre pair d’une fonction linéaire fractionée de ¢ (x)
est donc la méme fonction linéaire de la différence réciprogue de ¢ (x).

On peut donc développer %igg::; en fraction continue d’interpolation de

la forme (3) en connaissant seulement les différences réciproques de ¢ (x). Con-

sidérons spécialement le développement en fraction continue de f;%;) A TPaide

de (48) et de la relation de récurrence (1) on trouve

I

e () =t ) =~ 0 ) - @) {2 @ ) - (p @) (52)

Le premier facteur du second membre est ici égal & ¢®» (%, 2, . . . Z2n—1 T2n+1),
tandis que partout ailleurs ¢” (p (x)) est une fonction des arguments z,x, ... Zn.

Cela nous permet de développer ﬁ en une fraction continue dont les coeffi-

cients sont des différences réciproques de (p(x).v On trouve facilement

I _ 1 [ a—g
PE PN peetzm)+
¢ (@2 —p(an) +

r—a,) 92 (o2, 2,)

(x—x,)p ()

92(x0x1 x3){93(w0- 2g) — Q(xoxl)}'}'

+ (r—a5) 0* (7o 2y - - - 2,)

— 2
94(x0...x4)__02(x0___x2) + (w x4}9 (xoxlxg)

94 (g 2, 22, 25 5) {95 (2 xs)“‘@s (- - xa)}+ .. (53)
Acta mathematica. 34. Tmprimé le 15 janvier 1910. 10
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La plupart des fractions continues étudiées jusqu’ici rentrent a ce type.
(Ex: les fractions continues de (Gauss, de STIELTJES, etc.) Les développements
d’aprés la formule (3), au contraire, présenteront généralement une irrégularité
au commencement. En faisant tendre tous les arguments vers a et en introdui-
sant les fonctions p, ou trouvera la fraction continue suivante indiquée par
M. THIELE:

I . I r—a ’
P ¢la) ®a _x—a (54)
MePra  Pia _X—a
Po2Poa P2 x—a4
Prapr.2 ﬁ2____
Po2Pos

En posant £o.n+1=Pzn, P1.n+1=P2n+1 (54) prendra la forme

I . I _x——a
p(x) ¢a) p;, z—a
P, P _*—a
PoD: Py TG
PP Z’;___
P2 Py

(32) et (35) montrent maintenant que p, satisfait & ’équation aux différences
mélées

I
Pr2 Prtr = o Prt P P Pn1- (56)
Ici encore nous pourrons donc nous servir du schéma de calcul (41) en
posant seulement p, = a,, p, —a,, p,=a,.
Les théorémes (48)...(52) restent naturellement valables dans le cas limite

ol tous les arguments tendent vers la méme valeur x. Notous particuliérement

Wl T\ _ 1
r (fpm) (@) (57)

Au moyen de la relation de récurrence (2) on en trouve

TN e g@)
rl “(rmx)))— =l (@) .72 (g ) (58)

de (44) et (45) on dérive en posant a,—=1, a;=0, 1 >0

(ol = (50
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r2n+1( 1 )=P—1.n+2 (59 bis)

o () P1.n41

ou a_, est égal a o dans p_i1.,+2. En différentiant ces équations on trouve
encore

e ) = 60
(o (i) = e (o b

§ 34. Nous avons vu Pinfluence qu’excercent sur les différences réciproques
le changement du zéro et de I'unité des valeurs de fonction. Nous allons main-
tenant étudier l'effet des changements correspondantes des arguments.

¢" ne change pas si on déplace le zéro, car il n’y entre que des différences
entre les arguments. Si, au contraire, ’on substitue, dans (10) ¢z; & 2; on aura

g (z) =g (v) s=az. (61)
On trouve de méme par (11)
Ertlg (@) =agdt ¢ (x). (61 bis)

3

‘ . . . I .
Reste encore & étudier 1'effet produit par la transformation zi==—, Mmais
(2

nous nous bornerons ici au cas ol tous les arguments coincident.

Nous avons désigné par p,.. (@ (z)) les déterminants des coefficients diffé-
rentiels réciproques de ¢ (x) par rapport & x; nous désignons par 7., (¢ (%)) les
déterminants correspondants des coefficients différentiels réciproques par rap-

).} I .
port & oy et nous allons chercher une relation entre p,., et 7, 5.

En appliquant la formule de ScHLOMILCH

n n yr—1
d I?/ - = (— 1) ant! d__;x.__” y (62)
a(z)
et en posant
p . L3 9x)
n n ]

on aura
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br br+1 o br+n

Ty .nt1 (@ (X)) = brs1 brya .

br+"l e e br+2n
;‘—! D {ztp@) ...... (Tf;{)" Dr+n (zr+7—1 g (1))
I I n 7
= (— )N r+m) | gndn) ) | (T I)? Drtl(xrp(z)) ...... (7“—*-&-11,-}-1)! Drn+l (gr+t ¢ (z))
____I___ o 1 __I__ +2n (pr+2n—1
i D @) DR @ (@)
Or, nous avons démontré, plus haut, la relation
ril Drgx) ........ (—’;-_{:IW Dr+n (2" ¢ (2))
(7_—:}[_“17; Dr+1 (w(P (x)) e m Drin+1 (x"+l (p(z)) =
Tl DR @) s Dt (e @)
Qy Org1..- Grin
— g 041y | Ora1 Grez - - ="t p npa (@ () (63)
Uyin - Are2n
ol
_1do
T=nTde -

On a donc la relation bien simple

Tp.n (P (2)) = (—1)-Par 425N p, (27 @ ().

On en trouve, pour les coefficients différentiels réciproques

(64)
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7o.n+1 (P (@) — g2n41 POmtt (p (x).271)

ng)((p(x»= 7530 (@ (2)) pa.n (@ (v).2) (65)
Quelques invariants différentiels.
§ 85. Au § g nous avons indiqué la formule
e e 50

pour les différences réciproques d’ordre impair il n’existe aucune relation simple
correspondante. Les déterminants dénominateurs de celles-ci, au contraire, ont
une propriété remarquable que nous allons mettre en évidence. En posant dans

le déterminant
lx, @i, 2, wigss . .. z?, il (67)
I ‘ sy
@i = on trouve que celui-ci égale
K

% lp1 1[), s lp2n+l

'II' wi': L, xiwi:---x?: W?‘l’i'- (68)

Si lon remplace ¢; par @; + a le déterminant reste invariable; mais si ’on
remplace ¢; par «¢; celui-ci est multiplié par e#+l. Que d (x,x,) soit la diffé-
rence divisée de NzwToN

Po— P
Lo — X,
on verra, que la quantité

3

|t @i, @i, 200, . .. 22, 2P s
Y d (xo xl) d (xz xa) d (w4 xs) ...0 (xz,, x2n+l)

(69)

admet une transformation projective

_etBYs
(P X

c’est donc un invariant. Cette propriété se conserve quand méme nous divisons
3, par 4 (xy%, . .. Tan41), la fonction alternante de 2,2, . . . zns1. Si, particuliére-
ment, nous faisons tendre tous les arguments vers la méme valeur x, le dénomi-
nateur sera la (n + 1)®®e puissance du coefficient différentiel de ¢, tandis que le
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numérateur égale le déterminant dénominateur de (24 bis). On a alors la série
suivante d’invariants différentiels

a, a, a; a
. a @, a, ay 1 @3 U3 G4
e 1 %21, 2. 8. Ay Qg Q4 Q). 4.
a,:a; 10l |a, a; a,|: 93 2% @4 %slial;. .. (70)
Ay @y as a, a; a,
as a; g
a; a; Ag A
ol
il 1C))
" nl dar

La premiére en est 1, la seconde est, 4 une constante prés, la dérivée de
Schwartz. Ces quantités admettent une transformation projective de la fonction
¢, mais nous pouvons dériver encore une autre série de déterminants admettant
la méme transformation de la variable indépendante. En substituant dans le
déterminant (67) «; & z;, celui-ci se multiple par a?®»+1); jl reste invariable, au
contraire, par le changement du zéro de P’argument. Enfin, en faisant x,~=;—_

(3
on trouve facilement

|1, @i, 2, 2ips, . .. 27, 27 i

II’ Pis Tis Tis, - . XY, x;'(p.rl = AR (71)
On voit alors que la quantité suivante
3 = |1, @i, %o, mips, ... 2P, TP (r2)
2 (22,0 (%,%3) - - - 0(X2n Tane1) Y (Zo s - - - Xame) 7

reste invariable en effectuant la transformation

et fu
Py + 0%

Si I'on fait tendre tous les arguments vers z, on aura la série infinie suivante
d’invariants différentiels

a, a, as a a ... .0
a, a a o..a . gn?

a,:a,; S B/ a, as a,|:q2;...[% % ntl a¥. .. (73)
a2 a3 aS ad aS o

ana”+1 R/ LY N |

qui admettent tous une transformation projective de la variable indépendante.
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Différences réciproques de ¢(x) + az et de zigp(x).

§ 36. En général on n’a pas de moyen d’ajouter ensemble deux fractions
continues, bien plus, la simple addition d’une fonction linéaire de la variable
indépendante & une fraction continue cause — Stieltjes! I'a montré — des change-
ments de celle-ci assez radicaux. Il est, cependant, facile de traiter ce probléme
a Paide des différences réciproques. Remplagons dans le déterminant (11) ¢; par
ax; + ¢; est retranchons de chaque colonne contenant des valeurs de fonction la
suivante, multipliée par a. Le déterminant numérateur restera invariable, tan-
dis que le déterminant dénominateur peut se décomposer en une somme de deux
déterminants dont Jun égale le déterminant dénominateur primitif, tandis que
Pautre est égal au déterminant numérateur multiplié par «. On trouve donc

I I

I (p@) T am) @& (p@) T 74
et spécialement

‘ I = I + «. (75)

r2otl(p(x) + ax)  r2rtl(p(x))

En combinant la relation de récurrence (2) et (75) on trouve

r{r* g (@)] )
r+ a™ [p(@)])- {x + a™Tp(@)]) 7

rofp(@) + aal} =

r20+2[p(2) + ar] — 2 [ (@) + cx)={rt "+ [p(x)] — r2e[p@)]} - {x +a -2+ (@) ]} (78)

§ 37. Si I'on connait les fonctions p de ¢(x), on peut en dériver les coeffi-
cients différentiels réciproques de zi¢(z), pourvu que ¢ soit un entier. En effet,
si dans le déterminant p, »i1[¢p(x)] on substitue partout xz¢(z) & ¢(z), on trouve

XAp + 1 XQy1 +Qr . . . XQryn F Gran—i
Prri[zp(@)] =| %1 T @ Xrys + drir _
XUryn + Ar+n—1 -+ -+ + « « « X¥Apy2p -+ 42 n—1
Fiads —n gn—1 _/ L. (—I)”‘H
Ar—1 ar Argl - - - - . Qryn
e Ars1 Arg2 + .« . Orpptl (79)
Ar4n—1 Qrin Argntl - - - - QGry2n

! Correspondance d’Hermite et de Stieltjes I, p. 360. 1905.
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On trouve plus généralement, si ¢ est un nombre entier positif

Prani[zt ()] =

xn+z‘ —_ xn+i—1 o (_ I)n+z‘
(n+z)anti=t —(m+i—1)2*ti=2 . o
_ )¢ (n+d)n+e—1)...(n+2)2"*, —(n+it—1)...(n+1)2" O (80)
(B—1)(i—2)!...2!' 1! i Qreigl « « « o o . Qrgn
Ar—i+1 Ar—i42 -+ . . . . Qryngl
Qryn—i Aryn—itl - . . . . Qry2n

Cela se démontre facilement par induction; car en rempla¢ant partout dans
ce déterminant ¢(z) par xg(z) et en effectuant la différentiation, on aura

7o SRR C S L
(n + /,:)xn+i—-1 L. o
i I n+i...n+2xﬂ+1,,0
Pr.ar1[d e (2)] = ————— ( ) ( ) _
(=D 2 T g s 4 @i . . . Granci + Tren
Ar—i + TAr—it1 . . . Oran + TOrint1
Qrin—imi T XOriyn—i . . Ory2n—1 + XAry2n

gritl | (— )i
(n+i+r)artt . . . . o
N I (r+i+1)...(R+2)2"* . .0
7:!(?:'—'1)!...1! a‘r—-’i—l . . . . R ’ar+n
Ar— - -+ . « . < Oripsl
Aron—i-1 - . . . . OGry2n
c. q. f. d

En faisant dans (80) z = o, tous les éléments des ¢ premiéres lignes du dé-
terminant seront nuls sauf un; on peut donc abaisser le degré du déterminant par
¢ unités d’ott on trouve la formule élégante

{prn[xt(p(x)] }z=0 = {pr—i.n[(p (x)] }x=0 (81)

ou P'on doit poser x = o aprés la différentiation.
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En considérant les formules (37), (38) et (59), (60) (oh les coefficients dif-
férentiels réciproques s’expriment par les fonctions p), on voit facilement par
(81), qu’'on a les deux relations suivantes

mlep(@llemo =t (oT) (82)

(83)

(0 -+ (g @ e =nr [ ()]

Afin de pouvoir aussi diviser une fraction continue par une puissance de
la variable indépendante nous substituons partout dans le déterminant p,..+1[¢(2)]
- lgp(x) & @(x) en faisant observer que

I D ((E(_x_)) Gy Opel | Qr—2 a,

e e

En ajoutant, dans le déterminant ainsi obtenu, & chaque ligne la ligne précé-
dente divisée par z, on aura

Ho.1 Hi1. . . Una
, ) Ar+1 Gryz - - Gringd
— g—fi— 8

Praonlelp(x)] =z Are2  Ary3 - . Grynt2 (84)

Qrin Qrintl - Gri2n

ol
Ar+i Qr i a

r4i—1 + r+i—2 + — . (85)

Uil = Qroyi— x z (— m)r+z'

On pourra de nouveau traiter de la méme maniére (84) en substituant
x lgp(x) & p(x); on trouvera alors

Ho.2 H1.2 He2. . . . HUn2
. - H1a Uz.1 H3a. - - . Hpeld 86
E=S n—

Dravie (P(W)] T Qry2  Qras Qreqa . - . Qryn42 (86)

Crin  Crintl Qrinty2 - - Ory2an

ou
2 3 r+t+1
;2 =0p4p;i— — 0 ._+_.a . __+__,—_a 8

Mi2 i T o A 1 2 y4i—2 — z)r+i (1 ( 7)

et ainsi de suite. Nous faisons remarquer surtout qu’en faisant tendre z vers

® en (84), on aura
Acta mathematica. 34. Imprimé le 16 janvier 1910, 11
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zlgg {2"prala ()]} =£L1{.l° {Pralep @]} (88)
et généralement
ig%o {xi"pr.n[x-i‘p(x)]} =:1zl=n:o {pr.alp()]}. (89)

Les formules (79) et (84) peuvent servir & la dérivation d’expressions de
déterminants pour les dénominateurs et les numérateurs des réduites de la frac-
tion continue (36). Nous désignons ceux-ci par N,(z) et T,(z) et trouvons sui-
vant le théoréme de la fin du § 28

=l m—2 1
92 aQ, Az . . . . On4d
2n (2) = 4 . . . .ames |PEm (90)
an Anyl - - - A2n—
FAO et T |
a, a, P/ PN X
Nens1(2) = Gy @y o . . . Gng PR (90 bis)
an aﬂ+1 . . . . agﬂ
A A . Ay
Tan(z) =|% @ - - - On1 |y, (o1)
n  Gny1 . . - - Gana
Bo My . - . . . lUn
a, Gy . - - . .Gyl )
2) = : 1 bis
Lons1(2) =| o Qg o - o . . Gngp | P27 (o1 bis)
an anst - - - - Qan
ou
Ao =0, 2" + a,2"! Uy =a,y2"

Ah=a,2"+ a,2* + a,22 Uy =a, 2" + a,z*1

A1 =an2" + an 12" 1+ -+ @y fn=ap2" + BGa12" + - +a,

Sur une transformation de la fraction continue.

§ 38. En traitant des fractions continues on a souvent besoin de diverses
transformations. Les plus simples consistent en réductions ou en intercalations
et supprimations de réduites en nombre fini ou infini. De telles transformations
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ont été traitées par plusieurs auteurs, la premiére fois, sans doute, par LAGRANGE.!
Nous traiterons ici une transformation de la fraction continue d’une tout autre
nature, intéressante surtout par Dlanalogie qu’elle présente & la transformation
d’Euler d’'une série de puissances.

On dit parfois que (36) est un développement de fraction continue suivant
des puissances de z, parce qu’elle correspond entiérement & une série de puis-
sance en z. Nous allons voir qu'il est possible de transformer une fraction con-
tinue suivant des puissances de x en une fraction continue suivant des puissan-

ces de z=I—E~E. En effet dans son »Institutiones calculi differentialis» (1755) p.

281 EULER a démontré que si

—_ —_— —_— i+l - ? - A
z_x—x’ Ay = Qpy1 — Qg A+ —dnﬂ A
on a la relation
Gy + @+ a2+ a2+ - =a,t a2+ 4,2+ A1+ A3+ - {92)

Pour développer le premier membre en une fraction continue de la forme (40)
on n’a qwa déterminer ps.,. = Pen, Pr.n= Pan—1. Nous désignons par ¢s.. et gi.»
les fonctions correspondantes formées par les coefficients du second membre, et
nous allons chercher une relation entre les p et les ¢. Nous transformons p; .,
en retranchant de chaque colonne celle qui précéde en laissant invariable la pre-
miére colonne. Dans le déterminant ainsi obtenu nous retranchons encore de
chaque colonne la précédente en laissant invariables, cette fois, les deux premiéres
colonnes, et nous continuons ainsi le plus longtemps possible. Nous transformons
encore le déterminant ainsi obtenu en appliquant & ses lignes le méme procédé.
On trouvera alors

Gy .. .0 a4, 45... 471 a,d. 4% ...4%1
Prm— Ayl Cnyr | a, 4,45 ... 471 _ 4. 454% ... 47 (93)
d';'didi.--d’:“ :

O Opii- - Gan nApdp ... 4771
A=V 4" . 422

mais le dernier déterminant et justement ¢;.,; on aura donc

Considérons ensuite ¢ ,:

1 LacraNee: Mémoires de 1'Acad. de Berlin 1776. Voir aussi: T. N. TuieLe: Tidsskrift
for Mathematik 1870, pag. 158. Kobenhavn.



84 N. E. Norlund.

A, A A
Gom— R M Lo : (95)
A A 2
en répétant maintenant les opérations indiquées plus haut, mais en sens inverse,
nous transformerons celui-ci en

A oAy dy. .. Ay II I ... I

._//3../]3_//4...41”.1 a, a, a, N/ PN |
Qa=|dd,4;... dnp2|=]a:0; a; ...0n42 (96)

I PR Aap ApnApn4+1Qni2. .. A2,

mais par la comparaison de (go bis) on voit que ce dernier déterminant est juste-
ment le déterminant numérateur de Nyp4+1 (1); on aura donc

2.n=P.n. Ron+1 (1). (97)

Nous avons donc démontré le théoréme suivant: Un développement en
fraction continue suivant des puissances de x aux coefficients p;., et pa.n et aux
dénominateurs de réduite RN, (z) peut étre transformé en un développement en

fraction continue suivant des puissances de z = aux coefficients gi.n=p1.n

et go.n = P2.n. Non41(1).

Représentation des différences réciproques par des intégrales.

§ 39. Soit f(¢) une fonction analytique réguliére & Pintérieur d'un domaine
K; soit I' un contour tel que toute la région du plan non extérieure & I" soit
dans Pintérieur de K, on aura, suivant le théoréme de Cauchy, pour tout point
x de cette région

fay=-1 (10 4 (68)

To2mi)t—x

D2 () — -1 [ L dt. (90)

Pour le coefficient différentiel réciproque du n'*m° ordre on peut indiquer une
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expression qui présente une analogie intéressante avec cette derniére formule.
Soit N, (¢) le ni*me dénominateur de réduite de (36), on aura alors

7 f{x) = 2—;;}[‘9%‘1%;(—52 dt. {100)

On trouve méme une formule correspondante pour la différence réciproque
du n'*me ordre & arguments arbitraires. Pour trouver celle-ci, je suppose donnée
une série d’arguments z,z, ..., ... tout arbitraires correspondantes aux valeurs
de fonction f(x,)f(#,)...f(xn)... Désignons par N, (z) et T,(x) les nitmes dé-
nominateurs et numérateurs de réduite de (3), on aura alors (v. (6) et (6 bis)) les
équations

2:”} N2Z_(fig)cf(t)dt= Ton (i) (¢t =0,1,2,...20—1) (101)
by
Ns, ) (1) .
gy 2 Zix)f( dt = Tops () (t=0,1,2,...2m). (102)
¥

Posons
Wi n(®)=(x—2;) (®—2i41) ... (®—2p)

Yo, n(%) = Y (2). (r03)

En divisant dans le systéme d’équations (ro1) la (¢ + I)Iéme, la (¢ + 2)itme |
la (¢ + n 4+ 1)i¥me équation par YW ,4i(®), Vi nei(@iv1), - - ¥ nei @isn) TEspective-
ment et en les ajoutant ensemble on trouvera

Nan(2)
Vi, nai (2)

poorll AU

dt=1 (t=0,1,2,...0— 1) (104)

le coefficient de la puissance la plus élevée de x en T, (x) étant 1 (voir (5)).
Du systéme d’équations (10z) on dérive de méme

Iff()NZ”“((:))dt:gz"(xox,...xgn) (¢t==0,1,2,...10) (105)
O % X4

le coefficient de 2" en T, (x) étant ¢2». En multipliant chacune des équations
du systéme (1o4) par une quantité arbitraire 4; et en les ajoutant ensemble, on
aura la formule importante
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N2n t) P — 1(

Wan—1(0) N (106)

2"6’&

)

ol @,—1(t) est un polyndme du (n— 1)ieme degré a
coefficient de #*—! est 4,+ A, + -+ A,—1. Par le systéme (105) on obtiendra
de méme

coefficients arbitraires; le

szf ) et O2a 0 gy (4,1 2,1+ A @7 @) (107)

oll ,(f) est un polyndme arbitraire du nit»e degré, dans lequel le coefficient de
la puissance la plus élevée de ¢t est A, + 4, + ---+ A,. Plusieurs formules remar-
quables se laissent dériver de (106) et de (107). En posant ¢, (t) = Nz, () et
@n(t) = N2p41 (£) Oon aura

a1 I . 1(t)
¢ 1—2—7”- N2”(t)wzn-1(t)dt (108}
‘ . t .
e (M0 LY (x08 bis)
donc en général
2 (D)
o (momz) = 5 (1ol (x09)

comme analogie de la formule

,. I f(t)
J (x"w""x”)—znz}w,.(t)dt
P

En faisant dans (106) ¢,—_1(t) = N;(t) on trouve

‘J/‘Ngﬂ(t)Ng(t)@'{—(_%dt=o t<2zn—1 {110}
r
sz,.(t) Nana (0510 :ft)(t) dt = 2. (111)

On trouve de méme par (107) en posant @, (t) = N;(t)

ng,.H t) 1) ( ) =0 1<2n+1 (112)



Fractions continues et différences réciproques. 87

fN2n+1 () Nany2(t) tpf(()t) At=02" (2,2, ... %20).0*" 1 (2,7, ... X2p41) . (113)

27T

On peut encore dériver une formule analogue & (113). Les dénominateurs de
réduite satisfont, en effet, 4 la relation de récurrence

N2n+2(t) = (92n+1 — 2n——1) N2n+l (t) + (t-xEn) N2n (t)

Nann(t) dt les deux membres de cette équation et en

Yan (2)

intégrant, on aura d’aprés (113) et (108 bis)

.. 1
En multipliant par o i@

9272-92"—1_.2”@ f( )2‘27:;"'1?2?51 (t)dt (II3biS)

On a donc en général

ar(8) N
(@ Ty . Tnr) . O (@ Ty - ) = = f()——“n%L(t)—(i’dt (114)

Toutes ces formules restent valables quand méme quelques uns des arguments
coincident. Considérons particuliérement le cas ol tous les arguments z,2,...2,
tendent vers x.

On obtient par (rog)

f:f(x) zﬁ%fj( )(mn-n)(:ll dt (100)

ou N, (?) indique le ni*me dénominateur de réduite de (36). Maintenant les coeffi-
cients de (36) ne sont pas les coefficients différentiels réciproques eux-mémes,
majs leur premier coefficient différentiel ordinaire. Nous allons chercher encore
une représentation par intégrales pour ces coefficients différentiels.

En substituant dans la formule

27Y

r2”+1f(x) — __,_ff (t) (m2n+)22(72'2 dt

(2n + 1)1, 737 () . Ronsr (8) + (¢ —2) Mea(2) & Rpua2(2), on aura

e flz) = C2 2 pan (e, f e f 0 gt

27 (&
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en retranchant la relation de récurrence

P2 f () = (2n 4 1) 7, 120 f () + 12 (@)

on trouvers

N I T2 (x15)
]

On trouvera de méme en exprimant en

NEpsa (2
(o) = ;o [ 10 gt i

922,.+1 (t) par mzn(t) et mﬂn-—l(t)

v f(z) = fr_pin=t fla))e. f O G di+ 122 (@) + gnr, 120 (2)
d’ou
D,z (o) =— 22 1) rom s ar, (116)

Nous avons donc démontré le théoréme singulier gu’on peut différentier (100)
relativement a x en différentiant sous le signe d'intégration comme st Np4 (t) élart
indépendant de x, pourvu qu'on multiplie le résultat par (— 1)*.

En réduisant la fraction continue de THIELE (36) de sorte que tous les dé-
nominateurs partiels soient 1, les coefficients des numérateurs auront la forme

T Do e @) D2 f ().

Pour ces quantités aussi on trouve une expression d’intégrale simple. Au
moyen de (110) et de (112) on voit que l'intégrale

f Rosa (00 (07 LY a1

égale o, que n soit un nombre pair ou impair. En posant mamtenant

Nus2() = (n+ 1), 72 f () . Rpsr () + (£ -—2) Ny (2) (117)
on trouve
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(t___x)'n+2

(n+1)r, 1 f(2) .fmnﬂ(t) () 1O gy (=122 D1 f(@)] =0
r

d’ou la formule

n((; i):) Dy [ f(2)]. Do [r™ f(z)]= 57}@ f Nau(t) Rusa(t) (—t:f—g))md £ (118)
r

CHAPITRE V.

§ 40. Nous allons maintenant développer quelques fonctions particuliéres
en fraction continue par la méthode des différences réciproques. Nous serons
ainsi conduits & un grand nombre de développements dont la plupart semblent
étre nouvelles. L’étude de la convergence de ceux-ci se fait aisément par les
théorémes exposés au chapitre II.

En posant § =o dans la fraction continue de Gauss celle-ci devient égale &
F(a, 1, 7, ). Il est maintenant facile de déterminer les coefficients différentiels
réciproques de cette fonction. Car en posant dans (27) Chap. IV, ¢(x)=
Fla, 1, 7, x) et aprés la différentiation xz = o, on trouve

_ ale+1) ... (a+7)* M at+r+ 1) (at+r+2)"t  atrtn
Prted =0 G0 gFrrr et paran

atr+1 (e+r+i){et+r+2) (et+r+1)...(a+r+n)
y+r+1 (yt+r+1)(y+r+2)  (y+r+1) ... (y+r+n)

atr+2 (etr+z)a+r+3) (e+r+2).. (etr+n+1)
y+r+z (y4+r+2)(y+r+3)  (y+r+z) .. (a+r+n+1)

etrdnt+r (etrtnti)...(etrtzn)
y+r+n+1 (y+r+n+1)...(y+r+2n)

Désignons le déterminant par A (m, e, y); quand de chaque ligne on sous-
trait la précédente et réduit le degré du déterminant par une unité, on trouve

— (e—p)"n!
C(ytrta)ytr+2)E. L (prrtnl(ytrinta)

Acta mathematica. 34, Imprimé le 15 janvier 1910. 12

dn—r1,a+1, y+2).

Ad(n, a,y)
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On détermine par cela facilement la valeur du déterminant et on trouve

_Melat+1).. (at7) H latr+ 1) {e—p)|" [(a+r+2) (a—y—T1) n_l...
Pre1p1= 7(7+1)...(7+r+n)} { y+r+n+1 } { y+ri+nt2 }

(a+r+n)(a‘—?’—"+1)n! (n—1)!...2! 1!
y+r+zn

En substituant cette valeur dans (40). Chap. IV, on trouve

Fla, 1,7, x)=1+ax

_ Yet1)x
1 (y—a)z
rEr ?+2_(_y+1)(a+2)a: (1)
7+3_2.(7—a+1)x
rt4—-.

En appliquant, au contraire, la formule de la fonction réciproque [v. (54),
Chap. IV], on trouve

Flo, 1,7, 2)="3 aly—1)x
r—I— 1.(y—o)x
7 y+1-—(a+1)7x (2)
7+2___z.(7-—a+1)x

y+3—

ce qui est un cas particulier de la fraction continue de Gavuss; d’ailleurs
(1) n’est pas essentiellement différent de (2), 4 I'exception du commencement
irrégulier. Les deux fractions continues sont convergentes dans tout le plan ex-
cepté sur l'axe des nombres réels de + 1 & + o, et elles tendent vers les pre-
miers membres.

Au contraire, en déterminant la wvaleur des coefficients différentiels réci-
proques de F(«, 1, ¥, ) dans le point + 1 et en développant en fraction con-
tinue, on trouve

I—y
. _aleti—)(1—2)
e 1G9
7 o t3—y (e+1)(@t+2—yp)(1—2) (3)

a+4_7_g‘-(3—7)(1~g2
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Aprés la formule (34), Chap. IV, on devait s’attendre & ce que cette frac-
tion continue tendrait vers F(«, 1, y, x); mais en comparant avec (2) on voit
qu’elle est, en effet, égale &

y—1

}’_:;Z—;—IF(O‘, I,e—y+2, I—x).

En essayant de développer wune fonction en fraction continue par la méthode
des différences réciprogues, il arrive donc quelque fois, qu'on trouve ume fraction
continue qui est certainement convergenie, mats qui tend vers une auire fonction que
celle qu'on sélait proposte de développer. 1l est connu que la méme chose peut
arriver relativement & la formule de TavLoRr! ou & la formule générale d’inter-
polation de NEwtoN. La question, s’il n’y a pourtant pas un certain rapport
entre la valeur de la fraction continue et la fonction qu'on essayait de développer
en fraction continue se présente immédiatement. Pour étudier cela nous allons

considérer les réduites de la fraction continue de Gauss. On voit facilement que
celles-ci sont:

V1(0) Vy(n) — V,(0) V,(n) V1(0) Uy(n)— V,(0) Uy(n)

b
U,(0) Vam) = U3(0) Vs(m) ** T, (o) Usln) = U,(0) Uslm) “
ou
Ufn)y=F(a+n, +n, y+2n, z) Vir)=F(a+n, 8+n+1,y+2n+1, )
_ I'(y+2n) — —
Uz(n)—I“(;/——«a+n)l‘(y—,8+n)F(a+n’ B+mn, e+f—y+1, 1—1x)
. I‘(y-an-f— 1) . .
V,(n) —F(;f—a-{—n+1)F(y—ﬂ+n)F(a+n’ g+n+1,0+f—y+1, 1—2).
En posant maintenant #=o0 on voit que Z—‘Eg—; est la fonction que nous
1
avons ici essayée de développer en fraction continue, tandis que la valeur de la
fraction continue est %E‘;'

§ 41. Par la méthode des différences réciproques on peut encore développer
la fonction hypergéométrique en une fraction continue de tout autre nature.
Il est connu que la série hypergéométrique peut s’exprimer par des fonctions I,
siz=1. Ona :

t v, Jorpan: Cours d’Analyse I, p. 26g. 2iéme édjtion,
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Ir(ry—e—g .

F b 1 L =
B D =TT p)
Lo . _ I(x+1) )
Formons un tableau équi-distant de la fonction [z]™ = Fa—m+1 et com
plétons celui-ci par les différences réciproques. On trouve
¢ ¢ ¢ ¢t
7 I+m m _I_.*—._.”l M Ja— m
x—2 [z—2] p—— [z—2] —m 2—m [x—2]
I 1 2(2—m) I
m[x—z]"? m(1+m) [x—2]™!
1+m I+m 2+m m
r—1 [x—1]™ —m {x—1]m —m a—m [x—1]
I I 2(2—m) I
m[z—1]mt m(1+m) [x—1]™?
m 1+m i+m z24+m, ..
z 2] 1—m =] 1—m 2—m (=]
LI 2z—m) 1
m [z} m(r+m) [z}
I+m I+m 2+m m
z+1 [z+1]" —m [x+1]" m 2—m [z+1]
I 1 2(2—m) I
mlz+ 1)1 m(x+m) [z+ 1]
1+m I+m 2+m m
r+2 [x42]m ot m 2—m 22l
généralement on trouve
PP (&, T—ntT, ... T4 )= (x1+m)(z+m)... (n+m)[x]m (s)

(1—m)(2—m) ... (n—m)

(z—m) (3—m) ... (n+1—m) n+1 (5 bis)

204+1(0 g g = m—1
ot (x—n, x—n+1, ...+ n+1) m(t+m) ... (n+m) [x]

ce qui se démontre facilement par 'induction, car en substituant (5) et (5 bis)
dans la formule de récurrence:
i (x—n—1,...x+n+1)=x—n,...2+n)+

+ 2n+2
et g—n,...x+n+1)— " (x—n—1,...2+n)

on trouve

(r+m)...(n+m)
(1—m)...(n—m)

e (x—n—r1,...x+n+1)= [z]™ +

(x+m)(z+m)...(n+1+m)
(1—m)(2—m)...(n+1—m)

2.m. {1+m)...(n+m)

+(1——m)(2—m)...(n+1—-

[z]™ etc.

m) [x]m =
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. . e (027 cops -
Si m est un nombre entier positif, {92’” et toutes les différences récipro-

ques plus élevées d’ordre inégal deviennent ! ° . La fonction [z]™ se réduit en
P égal ®

ce cas a z(x—1)...(x—m+1).

Au contraire, si m est un nombre entier négatif [x]” devient égal &

m
= > tandis que {91 o EC tOutes les différences réciproques
o

(z+1)(x+2)...(x—m)

plus élevées d’ordre {?gfﬂ
inégal

(o)

deviennent
[+ o]

Nous allons interpoler dans ce tableau, en utilisant les différences situées
sur une ligne oblique tombante partant de I’argument z, et nous trouverons la
fraction continue

mz
{(1-—-m)z—m+1)(z—1)
’ (1+m)x+1)(z—2)

[z+zjr=[z]{x+

I.2+1.(1-m)+
3+22-m+

(z—m){x—m+2)z—3)
(z+m)(x+2)(z—4)
5(@+2)+3(3-m)+ -,

3.(x+1)+2.(2—m)+

64+2x—-m+

Au contraire, en utilisant les différences situées sur un zigzag horizontal
partant de largument z, on trouve:

[x +2]" I(x+z+1) T(@—m+1) n z.m
"~ TI'e+1) I@te—m+1) ° ot 1—my E—D—=m)
o o Dz+m) (6)
(z—2)(2—m)
3(x+1——m)+2 +(z+ 2)(2+m)
s(@tr—m)+-
En changeant les notations cette fraction continue s’écrit
_ af
F(a’ ‘8, 7’ I)_I+ _(I +a)(I+ﬂ)
4 2 I (1—4)
3y__(2 +ea)(z+ ) (7)

, 4 2= (2—8)

57—:.,

En interpolant la fonction réciproque on trouve de la méme maniére la
fraction continue
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I

Flo, o748, 1=~
”y_( T o)1 —p)
(1—a)(x+8) 8
T et 0 (e B) ©
3 =z +p)

57— .

Pour étudier la convergence de (7) nous allons considérer les équations aux
différences:

N2n+2 + (Zn + I)7N2n+l + (n—a)(n—‘ﬁ)N2n=O
Nopt1—2Nap—(n + ) (n + B8) Nop1=0.

En posant Na, = U(n), Nan—1 = V (n) on déduit de ces équations par élimina-
tion les équations aux différences suivantes de 2%me ordre
Vin-tz)+d.2n+ 1) V(n+1)— (n*—o?) (n*—*) V(n) =0
(2r+1) U(n+2)+{4d.(n+1)+2n(n+2)—2(y+a f—1)} Un+1)
—(n+3)n+ite)nt+ i+ n—e)(n—B3 Un)=o
ou d=2y—a—f—1I.
Par un calcul facile on voit qu'on peut déterminer les intégrales parti-

culiéres ¥,(n), V,(n), U,(n), U,(n) de maniére que

Vi(n)
V,(n)

U,(n)

~C (—I)nn_% m

~ey (— TP 202,

La fraction continue (7) tend donc vers F(e, 8, 7, 1), si #(d)> o, mais vers
une autre fonction F,, si R(d) < — 1; au contraire, si o > R(d) > —1, (7) oscillera,
mais de maniére que les réduites d’ordre pair tendent vers F(«, 8, 7, 1) et celles
d’ordre impair vers F,. Si R(6)=o0 ou si R(J)=—1, la fraction continue
divergera.

En supprimant dans (7) toutes les deux réduites, on trouve la fraction con-
tinue remarquable

ripriy—e—@f)—I{y—e)l(y—pF)
ryry—e—pg)+I(y—a)l(y—p)

of
= E—F—D)
Ot Py | d=2p7—a—f—1 (0)
Wt =3
58+ 3 3

76+ -,
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qui est convergente pour toutes les valeurs de «, 8 et y sauf pour celles qui
satisfont & la condition R(d) =o0; mais ce n'est que si R(J)>o qu’elle tend
vers le premier membre; en substituant — J a J la fraction continue ne fait que
changer de signe.

§ 42. Nous allons maintenant considérer quelques-unes des transcendentes
élémentaires et nous commencons par la fonction exponentielle. Soit @ un nombre
arbitraire; on peut former le tableau suivant de différences réciproques:

2 ] 4 H
¢ ¢ ¢ ¢ ¢’
r—2 a*—2 T2 az—2
a2——w . 2 a2—.1: 3 a’—*
G—1I a—I a—I
r—71 aw—l J— aa;-—l az—l
al—z . 2 al—x 3 al—a:
a—I a—1 a—1
x a® —a® a®
a—* 267" 3a~%
a—I a—I a—1I
x+1I q®+1 _ac+1 q®t+1
a—o—1 221 3a—a:—1
a—1I a—1I a—1
x+2 a®t? —q=+? a%t?

généralement on a
eMe—n, z—n+1,...x+n)=(—1)"a"

n+1I
O n+l —_ —_ —_— Y — .
0 (z—n, z—n+1,...2+n+1)=(—1) a—1)a*

En utilisant pour linterpolation les différences sur une ligne oblique tom-
bante on trouve la fraction continue suivante

. z(a—1)
R s
T (z—2)ala—1)
a+1I+ Z—3)(@a—1
1a+2— :
(z—4al@—1)
et G—35@—1

20+ 3—

a+1+ -,

Au contraire, en faisant usage des différences réciproques sur une ligne
horizontale partant de 1’argument = on trouve
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. ., 2(@—1)
Y G=9@=1
+n@—y
2t __v(z»—z)(a—r) (10)
(z+2)(@—1)
s—=3e—1

2+ -,
Pour étudier la convergence de cette fraction continue nous allons consi-

dérer le systéme d’équations aux différences:

Nonsz=(2n + 1) Nagy1 + (2 + n)(@—1) Nan
N2n+1= 2N2” —(Z—n)(a—I)N2n—1~

En posant ici Na2p = u(n), Noy—3 =v(n) on dérive facilement par élimination

er—1nu(n+1)+{2+22(@—1)—4n*(a— 1) u(n)
—(@—12e2n+0e—n)(z+n—1Du®m—1)=0 (1I)
v+ 2)—(@2n+ 1)@+ )vnr + 1)+ ®B—2)(@—1)*v(n) =0 (12)
Ces deux équations ont la méme équation caractéristique, a savoir

2—20@+Dt+@—1)=0

dont les racines sont t—=a + 1 + 2Va, en désignant par Va la valeur de la racine
carrée dont la partie réelle est positive. Le rapport entre ces racines est

.
vl

Si a est o ou négatif et réel, le module de cette quantité est égal a 1, mais
pour toutes les autres valeurs de a plus petit que 1. Pour étudier aussi comment
se comporte la fraction continue pour des valeurs réelles négatives de a, il faut
former la transformée de LarrLace de (11) et de (12) et en déterminer les racines g,
et g, des équations déterminantes relativement aux deux points singuliers (1 + Va)?
et (1—Va)?; on trouve alors que g,—g, est o. (10) et donc divergente si a est
négatif réel, mais convergente pour toute autre valeur de a et pour toutes les valeurs
de z. Mais il reste encore & démontrer que la fraction continue tend réellement vers

la fonction exponentielle. Posons dans (7) a=n, f=—z et y= I—nm et faisons

tendre n vers linfini, F(«, 8, y, 1) devient égale a
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z 2(z—1)
—_ —_— JR, B _as.__...:a,z
1—2(—a)+ =)

tandis que les deux fractions continues coincident.

En supprimant dant (10) toutes les deux réduites, on trouve:

a®—1 kz a—1
T RE— o k=T
TRE—3
3+'7(,,%i?5 (13)
5t —1ae a9
7+Ic =79

9+

La ni*me réduite de cette fraction continue est

I'(n+2) 1\ I'(n—2) ( . . })
Z’»__I’w(x—kz)F(n—{-z’ n, 1+2, &) F~(I—2)F n—z, n, 1—2, - '
N, TI'(n+z) 1\ I'(n—2) ( . . f)

T r+2) +z)F(n+z, n, 1+2, &) +F————(I__2)F n—z, B, 1—2,

On en déduit de plus

I
No+Tn I'G—2)T(n+2) F("”’ m THE, a)_
Nn—Tn_l"(1+z)I‘(n——z)F(n . I)

Déterminons maintenant les coefficients différentiels réciproques de la fonec-
tion exponentielle e®. Ici deux formes différentes se présentent suivant que I'ordre
est pair ou impair. On trouve

2 — — . 1 ay o=
rere? — (— r)ne® r2n—le? = (—1)"lne7.

La fraction continue de THIELE donne alors

z
=1+

(14)

Acta mathematica. 34, Imprimé le 17 janvier 1910. 13
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Cette fraction continue se déduit aussi en posant dans (41), Chap. ITI,
g=0,y=1; car =1+ F (1, k, 2, Z;}), (14) est convergent pour foufes les valeurs
de .

Mais on peut aussi déterminer les coefficients différentiels réciproques par

rapport & ;:; par la formule (64), Chap. IV, on trouve facilement

1 _1 1 -
27 o2 —, (. y\N+1 42 z 42 2n—1,2 — (__YVO
r rine? = (—1)ttigte 2g2 7 120"l e® = (—1) I
ol
gn=F(—n, 1+n, k, —kx)

et par cela la fraction continue

a1
ez+l==e${1__ ___z_
I.x2q0+q—‘ —
' 2_902

3.2%, + B2

Dz

S.xsqz+%—_

2

Les coefficients de la fraction continue s’expriment donc par des fonctions
besseliennes, mais non pas d’une maniére trés simple. Au contraire, en suppri-
ment toutes les deux réduites, on trouve

L
% — ¥tz z

1 1 2
& et 23(@+a)+ s (s5)
6x(x+z)+z p 5
on(x+z)+x4x(x+z)+-,

On peut encore développer la fonction exponentielle dans une autre fraction
continue remarquable. Caren posant dans (25), Chap. III, =k, =0, y=1, .vzz,

on trouve

T2 (x6)
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En supprimant toutes les deux réduites on trouve

3.2 (17)

—pr
4 x+5___x+_.

Les nominateurs et les dénominateurs des réduites de cette fraction con-
tinue sont

2N (2)=T(n+1)—e*Q(—2, n + 1)

To(z)=e*Q(—2, n+1)

en désignant par Q(x, ») la fonction ¢ de M. Prym:

Q(x, n) =fe—‘t"*‘1dt.

Comme maintenant, pour des valeurs entiéres positives de n, on a

n—1

Qx, n)=(n—r1)! 3—52%

3=0

on trouve facilement

2 3 g1
Nn(x)—_—n!{x-—fi +%-_i_!+ oo (— 1)t — }
x  x* (—ax)
Tn(w)zn!{r'—"i’!+5§——§“i+"' '7—!———}'
On voit que
. Ta(z) e x
lim = — .
N Nn(x) i‘(l—-‘e_"b) er—1

(17) est done convergent dans tout le plan.
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§ 43. Nons allons maintenant considérer la fonction tg x en formant d’abord
le schéma suivant de différences reciproques:

x—2a tg(x—2a) f f
z—s—tilﬁ {cosa + cos (22— 3a)}
T—a tg (r—a) —cot (z—a)
5 s(izn " {cosa + cos (2x—a)}
z tg () —cotx
z-s?n_a {cosa + cos (22 + a)}
x+a tg (z + a) —cot (z + a)
éﬁs(izn_a, {cos a + cos (2 + 3a)}
x4+ 2a tg(z + za)
o o ! o®
z_s?%ﬁ{zz cosa-—2cos(2x—3a)} 55%71{38 cosa—3cos (22— 3a)}
~—cot (r—a) tg(z—a)
;g?n—a{ﬁ cosa—2 cos (22 —a)} 5 s(ilna{32 cosa—3cos (2x—a))
—cotx tgx
Es_?ﬁ_d{zs cosa—z2cos8 (2% +a)} 5;?52{32 cosa—3c¢os (22 +a)}
—cot (x + a) tg(z + a)
Z—S?E&{zscosa—zcos (2z + 3a)} ;s%l—a{g’-‘ cosa—3cos (2 + 3a)}

Si I'on interpole dans ce tableau, en faisant usage des différences qui se
trouvent & un zigzag horizontal partant de Pargument z, on trouve la fraction
continue d’interpolation:

zsina cosec x

tg (z+az)=tga{r + (z—1)sinasinr

(z+1)sina cosz
T (z2—2)sina cosx
(z+2)sinasinz

1+~ ' .
5cos(x+a,) (z‘—B)Slnasmx

cos(z+a)—

3sin(x+a)+

En supprimant toutes les deux réduites, celle-ci se simplifie essentiellement;
on trouve
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ztga
(x*—1%) tgta

tgaz=

= __(s*—2%)tga
__(#—3°) tg’a (18)
S CEY LT

9—.

Cette fraction continue peut aussi se déduire de (13) en substituant e?i¢ 3 a.
On voit donc que (x8) converge pour toutes les valeurs de z et a, pourvu quea ne

soit de la forme ;_v+ pz o p est un nombre entier.

On peut aussi déduire la fraction continue de LAMBERT par cette méthode.
En effet, on trouve pour les coefficients différentiels réciproques les valeurs sui-
vantes
(= 1+

2n — cos? ”_") 2041 - ]
r 12 tgx = cos (x+ Z T rttitg e @+ Demzz
Et par-la la fraction continue:

2
tg (x +2)=tg (x){1 + goofecy

cobtx —

En supprimant ici toutes les deux réduites on trouve

tgz=z
I—

22

22

3= 22 (19)

qui est convergente dans tout le plan.

§ 4. Les coefficients différentiels réciproques de arctgz sont un peu moins
simples. En désignant par P (z) les polyndmes de LEGENDRE je dis qu’on a

rprinarctg (¥) = (1 + ) {P™ (ix)}® (20)
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‘

r, rin+1 a,I‘Otg (x) = 2(n+1)g P"‘)(zz) P“'"'“(f:i’)

(21)

Pour vérifier ces formules, il faut déterminer la dérivée de P (x) comme
fonction de P®(x) et P»—l(z). Je dit qu’'on a la relation:

(22—1) Dy P () =n[z P (x) — P=1(g)]=(n + 1)[P"*+) (z) —x P (x)]. (22)
En effet, en différentiant la formule de récurrence de la fonction sphérique

(n + 1) P+ (z) — (2 + 1) 2 P (2) + n PN (x) =0

on trouve

(n+ 1) Dy P+ () — (2n + 1) P*(x) — (21 + 1)x Dy P () + n Dy PV () =0
en éliminant D, P (x) et D, P~V (x) par la formule (22), on trouve

(2% — 1) Dy P®+))(g) = (n + 1) [# P™+1) (z) — Pt (2)]
d’ot on peut conclure que (22) est valable pour toutes valeurs de n. Consi-
dérons enfin la quantité
DI [P(")(x) . P('l'l'l)(x)] .

En effectuant la différentiation et en éliminant les coefficients différentiels

par (22) on trouve la relation

2___
%?;I P (g) . PO+ (5)) = (P41 () Y5 — (Pt ()2 (23)
Les expressions (20) et (21) se démontrent facilement par voie d’induction,
car en substituant celles-ci dans la formule

D, r2nt2p(x) =D, rirg(x) + (20 + 2) D, r 12" 1p(x) (24)

on trouve

: 1 {PeHD i)y — (P (i)}

2n+2 — 2
D, rtarctg s = P P T 4 2 (POGa)) . (P (e

d’ou
r rin+2arctg o = (1 + 2?){P+D (ix))2. (25)

. . . . 1 .
Afin de démontrer aussi (21) nous écrivons n+_ au lieu de n dans (24)

et nous substituons les expressions (25) et (21) dans celle-ci; on trouve
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D, r2n+3 aretg x=— 2i(n + 1) P™ (ix) . P+ (ix) + (2n + 3) 22{P"* (4x)}® +
+ 2(2n + 3) (1 + 2®) P+ (i) Dy Pn+D) (4 7)

=24(n+ 1)(n + 2) P™ (sx) PP+ (ix) + 22(2n + 3) (0 + 2) {PP+D (ix)}?

——2i(n + 2)? P+1) (i) Pt () c. q. f. d.

Des expressions (20) et (21) nous pouvons maintenant déduire la fraction
continue suivante

arctg(z -+ z) =arectg z + Z

1.2. PO(¢x)

g T NV
1+ +2.+1.z.P(°’(ix) o (26)
b ) PO () 4 222 PR 0)
3(x+2?) PO (i) +'+2.z.Pm(ix)
* .\ 3.2.P® ()
5(1+a®) PO (s2) + 3™

i+ -,
On peut simplifier cette fraction continue essentiellement en supprimant

toutes les deux réduites; les fonctions sphériques disparaissent entiérement;
on trouve:

g=1+2a+ x2.

En posant ici x =0 on trouve la fraction continue qui a servi de base &
(Gavuss dans ses recherches sur les quadratures:

qui est convergente dans tout le plan excepté sur I’axe des nombres imaginaires
de +78 +4o et de —7 & —goo,
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§ 46. La fonction ¥ de (Gauss donne un des plus beaux exemples d’un
développement en fraction continue par la méthode des différences réciproques.
Celle-ci se définit par I’équation:

I'(z)

¥(x)=D, ]ogF(x)=F @ ;

de I’équation aux différences de la fonction I on déduit:
W(z+ 1) =¥ () +

nous pouvons donc former le schéma suivant de différences réciproques:

x—2 F(x—2) P(r—2)+2 Fr—z2)+2(1+1)

r—2 2% (x—2) 33z —2)
r—1 P(x—r1) Px—1)+2 Px—1)+2(1+%)

r—1I 28 (x—1) 32 (x—1)

x ¥ (x) Px)+2 P(x)+2(1+3)
z 2’z 3z

r+1 ¥(x-+1) Flr+1)+2 Plr+1)+2(1+1)

x4+ 1 22 (x + 1) 32 (x+1)
%+ 2 P(x+ 2) P(e+2)+2 Y(x+2)+2(1+13)

Par voie d’induction on démontre facilement qu’on a généralement
e z—n+1,x—n+2,...2+n)=nx

Pr(x—n,t—n+1, ...x +n)=¥(x)+2 1+§+§+ %)

En appliquant pour linterpolation dans ce tableau les différences récipro-
ques situées sur un zigzag horizontal, on trouve

‘P(z+x)=i}’(x)+z—z—_———

x+§+if1
I 22
31-{-@ (28)
5x+z—3 -
“4.
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On aurait aussi pu déduire cette fraction continue d’une autre maniére,
car de (7) on obtient

ryry—e—g—Iy—al(y—p) _8
«I(g—a) I (y—P) G ra)@+p)
T, =P
37—,

en faisant tendre ici o vers o, on trouve

P Ty g A—

g+r
2 f—rx
1T Bz (29)
37— z_
2
En posant maintenant y =2, = —2 on trouve précisément la fraction con-

tinue (28). Celle-ci est valable, si R (22 + 2—1)>0. En supprimant dans (28)
toutes les deux réduites, on trouve

Px+2)=%(2)+ 2.2

.o 2E=T)
Gl ) R(8) >0 (30)
PR CEY

0—-
ol d =2z +z—1. 7

En substitnant —d & ¢ la fraction continue change de signe, elle tende
donc vers ¥ (1 —z—2)—¥(1—=x) si R(d) <o; en se rappelant 1'identité
P(1—zx)—F(x)=ncotmwa
cette expression s’écrit

P (x + 2) + m oot 7w (x + 2) — [F (x) + 7 cot 7z (x)]

mais on voit que le tablean est satisfait par ¥ (x) + = cot wx aussi bien que.
par ¥ (x).
Comme

limlp(z t xl——’f’(x) = D, ¥ (%)
z=()

on déduit de (28)

Acta mathematica. 34. Tmprimé le 14 février 1910. 14
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D, ¥ (x) =

R(x)> 1.

Pourtant il y a bien des objections & faire contre cette démonstration. Mais
on vérifie facilement I’exactitude du formule, car en transformant la fraction
continue en série de,punissances on trouve la série asymptotique bien connue

D, ¥ (z) =

ou B,, B,, B,,--- sont les nombres de BERNOULLI.
En supprimant toutes les deux réduites on trouve

D,qf( .
PR N —

3.2 -1

5‘,CJF_3,___4T (31)

7'x+g.x+~.

1+x)_1
=
I

Mais la fraction continue tend seulement vers le premier membre quand la
partie réelle de = est positive.
§ 46. On peut aussi appliquer la formule (28) pour développer

1

zﬂ(x)=‘P(I+x)——‘1’(§)=2f1tt_l dt R@)>o0
0

2 + ¢

en fraction continue.

1 . . x .
En posant dans (28) 2= et en écrivant S 8 lieu de z, on trouve

2f(z) =

I

r—

+ I
2 2 (32)
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En posant, au contraire, z=—£ et en écrivant 3’—:1 au lieu de 2, on trouve
1
28(x) = 3
z+ I——z I
ity
3{x + I)—-Z-——— (33)
5+ 3.
z+1)—Lf—
5( ) 2.3
3 7(x+1)

Ces deux fractions continues sont valables si R(z)> ;; en supprimant dans

sy . (e I+ .
(32) les réduites paires et en écrivant —, au lieu de z, on trouve

ﬂ(l+x)=1

2
T+

R(x)>o0 (34)

: . : 7 . . . , e X .
en supprimant, au contraire, les réduites impaires et en éerivant , au lieu de z,

on trouve

AN R(z) > o0 (35)
AN

4-5
x+x+n

En transformant®(32) & une série de puissances! on trouve

22—1 1 2t—1_, 1 280—1, 1 28%—1_ I
2 Pip Ty Bpt e B Byt (0

ﬂ(w)=2~15+

ou B, B,, B,, --- sont les nombres de BERNOULLI.

t Dans les Ann. de la Fac. de Toulouse t. III. Stieltjes a indiqué une méthode assez
simple d'aprés laguelle on peut exécuter une telle transformation.
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Il est & remarquer, que tandis que (35) ne tend vers xﬂ(g) que si R(z) > o,
cette fraction continue correspond dans tout le plan & la série asymptotique (36),
ce qu’on voit facilement en substituant —z a x.

Copenhague 1907, septembre.

Note.

Dans un traité sur l'interpolation que M. T. N. TuieLe vient de publier (Interpolations-
rechnung. Leipzig 1909) on trouvera une exposition fort claire des fondements de la théorie
des différences réciproques. M. Tmiere y indique aussi formellement plusieurs des développe-
ments en fractions continues dont nous avons étudié la convergence dans le dernier chapitre.

Comme travaux se rapportant & des questions connexes a celles qui sont étudiées dans
le présent mémoire et qui ont paru pendant I'impression de celui-ci je signale encore:

M. Garsrux: Sur la représentation des solutions d’'une équation linéaire aux différences
finies pour les grandes valeurs de la variable, C. R. Ac. Sc. 5 avril 1909.

R. pt MonTessus: Les fractions continues algébriques. Acta mathematica t. 32, p. 257.

Emiie Papg: Recherches sur la convergence des développements en fractions continues
d'une certaine catégorie de fonctions. Annales de l'école normale (3) 24 (1907) p. 341.




