
FRACTIONS CONTINUES ET DIFFI RENCES RI CIPROQUES. 
PAR 

N. E. NORLUND 

~t Col'~wAew~. 

w 1. Les r~sultats que je vais exposer dans les pages suivantes sont en 
partie de nature assez diffSrente, mais leur but  principal est de contribuer au 

d~veloppement de la th~orie des fractions continues. L'application qu'on a faite 

de ces algorithmes dans ]a th6orie des nombres est assez connue, mais on s 'y 

est born6 ~ ~tudier leurs propriSt~s purement formelles sans p~nStrer plus pro- 

fond~ment dans la nature de ces algorithmes int~ressants. Ce n'est  que depuis 

quelques ann~es qu'on y a r~ussi grace aux recherches de STIELTJES. ~/~ais ces 

recherches montrent  aussi combien il y a de difficult~s A vaincre. Cependant, 

depuis quelque temps on a fair un grand progr~s par  l ' introduction des diffe- 

rences r~ciproques. Dans un m6moire profond qu 'a  pr~sent~ M. T.-N. THIELE 1 

l'Acad~mie royale des Sciences et des Lettres de Danemark et qui est intitul~: 

~DiffSrences r~ciproques,> il a, en effet, fond$ une th~orie qui sera d 'une im- 

portance fondamentale pour les recherches ultSrieures sur les fractions continues. 

Dans le chapitre IV j'ai essays de contribuer au d6veloppement de ]a th~orie 

de ces fonctions int~ressantes et  dans le dernier chapitre je m'en suis servi pour 

d6velopper quelques fonctions particuli~res en fractions continues. Pour  ~tudier 

la convergence de ces fractions continues, j 'ai considSr~ au chapitre I I  les ~qua- 

tions aux differences finies auxquelles satisfont les nominateurs et les d~nomina- 

teurs de leurs r~duites. Un peu de m~ditation montre que l 'examen de la con- 

vergence d 'une fraction continue convient ~ la d6termination de la mani~re dont 

1 Bul le t in  de l 'Acad~mie royale  des  Sciences  e t  des  Le t t r e s  de D a n e m a r k  1906, pag. 
153--171. 

Acta mathematica. 34. Imprim~ le 10 janvier 1910. 1 



2 N.E.  NSrlund. 

se comportent les int6grales de ces 6quations aux diff6rences pour des valeurs 
tr~s grandes de la variable ind6pendante. II n'6tait pas difficile de r6soudre ce 

dernier probl6me en se rappelant l'analogie 6troite qu'il y a entre les 6quations 
lin6aires aux diff6rentielles ordinaires et ce]les aux diff6renees finies. En 6tudiant 

cela dans le premier chapitre j'ai 6t6 conduit, dans le deuxi6me chapitre, s des 
r~gles de convergence qui certainement laissent ~ d6sirer mais qui sont, cepen- 
dant,  si g6n6rales que, grace k elles, on parvient ~ d6terminer la convergence de 
la plupart  des fractions continues 6tudi6es jusqu'ici dans l'analyse. Au m~me 
chapitre j'ai, de plus, 6tudi6 la convergence d'une classe remarquable de frac- 
tions continues auxquelles on est conduit par  l'int6gration des 6quations diff6- 

rentielles du deuxi~me ordre. 

CHAPITRE I. 

l~tude des int~grales d'une ~quation lin~aire aux differences flnies. 

w 2. Par  les recherches de M. PorscAR~ 1 on sait que, 6tant donn~e une 
6quation diff6rentielle lin~aire 

P d ~ y  P n  1 d n - ' l y  d y  
,~ d xn + _ d x,~_ l + . . . + P t -d~ + P o y = o (i) 

dont les coefficients sont des polynSmes, tous du m6me degr6, on peut  toujours 
trouver un syst~me fondamental d'int~grales qui se comportent comme 

e ~ t ~ - ~ - I  ( i  = I ,  2 . . . .  n )  (2)  

si ~ crolt  vers l'infini avec argument d6termin6. Supposons que le coefficient 
de la plus haute puissance de x dans Pi soit At, on d6termine les at comme des 
racines de l'6quation 

A , , z  n + A , - i z  '~-~ + . . . +  A l z  + A o - ~ o .  (3) 

Il y a ggngralement exception, si a~ est une racine multiple de (2), mais il arrive 
exceptionellement que ~ valeurs diff$rentes de ~L correspondent s la meme valeur 

1 Amer ican  Journa l  of Mathemat ics .  Vol. 7, 1885, pag. 203--264. 
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de al, s i a l  est g lois racine de (3). Dans un m6moire ~ que M. P o r ~ c ~ g  a 
publi6 plus tard duns ce journal il a d6montr6 plus g6n6ralement que si, duns 
(i), les coefficients sont des polyn6mes de degr~ arbitraire, il existe n s6ries de 
la forme suivante 

e~'x~" ( A' + A---~ § A-~ x' (4) 

qui satisfont [ormeUement ~ l 'dquation diff4rentielle. Q est ici un polyn6me entier 
du degr6 p e n  x. Une telle s6rie s'appelIe une s~rie normale d'ordre p. Elle 
est g6n6ralement, divergente, mais elle repr~,sente l,int~grale asymptotiquement,  

ce qui est un des r~sultats les plus int~ressants du b e a u  m~m0ire de M. PoI~- 
CARL. Les coefficients de la plus haute puissance de x dans les polyn6mes Q se 
d~terminent eomme les racines d 'une certaine 6quation qu'on peut  former des 
coefficients de l '~quation diff~rentielle. I1 y a g~n4ralement exception, si cette 
~quation a u n e  racine multiple. Le  dcgr~ p du  polyn6me Q se d6termine par 
les degr6s des  coefficients dans (i). On trouvera g~n~ralement plusieurs valeurs 
diff~rentes de p. Appelons celles-ci p~ P2. . .  pi. Mais pour que les int~grales 

a ien t  la f o r m e  susdite fl faut que tous ces nombres soient des entiers. Suppo- 
sons plus g~n~ralement que m soit le p lus  p e t i t  multiple commun des d~nomina- 
teurs duns px P3 . . .  P~; l'int~grale g~n~rale aura la forme suivante 

eQi. z~i. ~p~ (z) (5) 

I �9 

off Qi est un polyn6me entier en x g, tandis que ~P (x) est une s6rie g6n6ralement 
1 

divergente, proc6dant suivant des puissances de x ~. Ces r~sultats s'appliquent 
maintenant mutatis mutandis aux 6quations lin6aires aux diff6rences. C'est ce 
que nous allons d6montrer en proe6dant d 'une mani6re semblable g celle que 

M, POINCAR~ a appliqu6e duns ees deux beaux m6moires susdits. 
w 3. Soit donn6e une 6quation aux differences 

Pk(n)u(n+k)+Pk_l (n )u(n+k- -1 )+. . .+Po(n)u(n)=o  (6) 

nous appelons k l 'ordre de l'6quation. Remarquons tout  d'abord que nous 

n'avons pus ici le but d'6tudier l ' int6grale la plus g6n6rale satisfaisant ~ cette 
6quation et contenant k fonctions p6riodiques g module de p6riodicit6 i mais 
d'ailleurs arbitraires. Nous aUons seulement faire voir qu'il existe une  int6grale 
satisfaisant g l'6quation (6) dans une certaine r6gion du plan et eontenant k 

i POIlgCARE: Acta Mathematica,  Vol. 8, pag. 295--344; voir  aus~i F ~ Y :  Theses. Paris 1885, 
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constantes arbitraires. Nous appelons une telle intdgrale rintdgrale complAte 

de (6). Considdrons d 'abord le cas oh les coefficients P~(n) sont des polynSmes 

en n tous du m~me degr6 p. Nous verrons alors qu'il existe k intdgrales 

u~ % . . .  uk qui se eomportent  pour des valeurs rdelles trAs grandes de n eomme 

ciapn-,+i - t  (i = t, 2 . . . .  ]r (7) 

oh les cl sont des constantes, et entre |esquelles il n'existe pas de relation lindaire 

~t coefficients constants. J 'appelle ul une intdgrale normale de (6). Soit Ci,~, le 

coefficient de la plus haute puissance de n clans Pi(n), alors les ai se ddtermi- 

nent comme les raeines de rdquation 

C'k,~z k + Ck-l ,pz k-1 + " "  + Ci, pZ i + " "  + 0o,2, = o (8) 

les ~ sont des constantes qui, elles aussi, se ddterminent facilement par les 
coefficients dans (6). J'appelle (8) rdquation caractdristique de (6). Si les de- 
grds de quelques-uns des coefficients sont plus petits que p, cela ne change rien, 
pourvu que Ck, p~o et C0,~o. Si, au contraire, quelques-unes des racines de 
(8) deviennent nulles ou infiniment grandes, les intdgrales correspondantes se 

comporteront asymptotiquement comme 

(9) 

Enfin, si les coefficients de l'dquation au diffdrences sont des polynSmes de degrd 

arbitraire, on pourra, si non gdndralement pourtant  dans des cas dtendus, obte- 

nir, par une substitution de la forme 

u (n) = r ~  (n) v (n) (~o) 

et en choisissant convenablement tt, que l 'dquation en v ( n ) s e  reduise s une 

dquation de la forme (6) dans laquelle du moins deux coefficients atteignent le 
degr6 maximal. 

Etudions donc cl'abord en ddtail rdquation (6) en employaut  la transfor- 
mation de Laplace. 

Transformat ion  de Laplace.  

w 4. Les coefficients de l 'dquation (6) pourront toujours prendre la forme 

Po(n)=Co, o + Oo, l n + Oo,~n(n + I)+-..+ Co, pn(n + I ) . . .  (n + p - - I )  
�9 �9 o �9 . . . . . .  , �9 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

P~(n)=O~,o+Oi, l ( n § 2 4 7 2 4 7 2 4 7 2 4 7  i ) §  §247  I) . . .  ( n § 2 4 7  
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car il suffit de poser 

Ci, o = P ~ ( - - i )  v C ~ , = J ~ P i ( - - i - - v ) .  

Je  pose maintenant 

u (.) = f t - - ,  v . )  dt - 

(H) 

oh je vais pr6eiser plus tard la ]igne d'int~gration. 
on aura 

n u (n) ffi t- v (0 - - f t ~  v' (0 dr. 

En int~grant par parties 

II faut maintenant choisir les limites d'int~gration de mani~re que pour ces va- 

leurs de t le premier terme du second membre de eette Squation disparaisse, 
En int6grant par parties on aura encore 

n (n + I) u (n) = - -  t" +~ v' (t) + f ~  +~ v" (0 d t  

et gdndralement 
/ 1  

n (n + I ) . . .  (n + p - - I ) u  (n) = ( - - r p ' j  t,,+J,-a v~)(t)dt 

pourvu qu'on eboisisse les limites d'int~gration de mani~re h avoir pour ces va- 
leurs de t 

t n+idiv(t!'" = o  ( i =  o, I, 2, p !). 
dt ~ � 9  - -  

De la m~me mani~re on a 

(n + k)(n + k + I ) . . .  (n + k + p - - i ) u ( n  + k) = ( -  i ,  (,)d, 

pourvu que 
t.+i+jdiv(t) (i-~-O, 1,2 . . . .  p - - I )  (I2) 

dti ~ = o, I, 2, k 

disparaissent aux limites d'int~gration. 

En appliquant maintenant la transformation (I i)  s (6) on trouve que v (t) 
satisfait ~ l '6quation diff6rentielle 

t ~,pdpv(O dP-lv( t )  
Qp( )(--~) ~ +  Q~-l( t)(-- t )P -1 d t ~ _ ~  +"" 

d v q)  
+ Q1 (0 (-- 0 ~ + Qo (0 v (0 = o  (I3) 
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o~ 
Q i ( t )  ~ Co, i --~ c l ,  i t  -~- . . . 2r Ck,  i~ k. 

w 5. Cette 6quation diff6rentielle rentre g6n6ralement dans la elasse de 

FUOHS; ses int6grales sont r6guli~res dans tout  le plan. Les points  singuliers 

sont outre o et ~ les racines de l '6quation 

Qt,(t) = Co, p + C,.t,t + " "  + Ck, pt ~ - o. (~4) 

Ce sont ees quantit6s que nous avons appel6es a, a s . . .  ak. Rangeons les de 

mani6re qua la~l>lar si i< j .  Aux environs du point o i l  existe alors to int~- 
grales de la forme 

ta~ ~0 (t) 

~p(t) 6rant holomorphe dans le domaine du point o, tandis que 

sont les raeines de ]'~quation P o ( n ) =  o;  nous supposons celles-ci rangSes de ma- 

nigre que 
9t ( ~ , ) > ~  (a2)=> ~t (as ) . - ->  0t (ap) 

en d6signant par 9t (a) la partie r6elle de a. Si les dfff6rences entre quelques- 

unes de ees racines sont des entiers, des logarithmes entreront  darts l ' int~grale 

g6n6rale. 

Aux environs du point ~ l'int~grale est repr~sent~e par p s6ries de la forme 

I a, a2 ) 
t-ri  a o + T + ~ + . . .  

qui sont eonvergentes pour des valeurs suffisamment grandes de t. Les expo- 

sants 7~ se d6terminent eomme des raeines de l '6quation 

P l ~ ( n - - k ) = o .  

Rangeons celles-ei de mani~re que 

~ (71)> ~ ( 7 , ) >  ~ (7s) ' "  > ~ (rp). 

Consid6rons maintenant un des autres points singuliers al que nous supposons 
d 'abord fitre une racine simple de (i4). L'6quation d6terminante de ce point a 

les racines o, x, 2 . . . .  p - - 2 ,  ~i, oh /~i est un nombre arbitraire que nous suppo- 
sons d 'abord non entier. L'int~grale g6n6rale de (I3) aura alors aux environs 

de a~ la forme 
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v (t) = (t) + ( t - -  rp (t) 

off t/,(t) et rp (t) sont holomorphes dans le domaine de ai. 
w 6. Retournons maintenant  s l'int6grale (~i) off nous allons fixer la ligne 

d'int6gration en nous rappelant que les limites d'int~gration devront satisfaire 
aux conditions (I2). Nous tragons une ligne droite de o s a~; soit b~ un point 
de celle-ci entre o et ai et assez rapproch6 de al pour qu'un eerele d6crit du 
point a~ eomme centre et qui passera par b~ ne passe par aueun point singulier 

et ne renferme d'autres points singuliers que a~. Nous int6grerons alors le long 
de la ligne droite de o jusqu'h hi, pareourrons la p6riph6rie du eerele et puis 
la ligne droite d e  bi jusqu's o. Cela pos6, les conditions (i2) seront satisfaites 
pourvu que 9~ (n + % ) >  o. On aura alors 

u,(n) = f 

En int6grant de la m~me manibre autour de ehacun des autres points singuliers 
on aura, en tout, k int6grales de (5); nous verrons plus tard que celles-ei seront, 
en effet, lin6airement ind6pendantes. Ces int6grales sont valables partout  dans 
un demi-plan s droite de la ligne droite 9~(n)= 9~ ( - -%) ,  off - - %  est celle des 

raeines de P0 ( n ) =  o dont la partie r6elle est la plus grande. 
w 7. Nous allons maintenant  6tudier la fagon dont se eomporte u ( n )  pour 

des valeurs tr6s grandes de n. Nous diviserons la ligne d'int6gration en 3 par- 
ties: i) de o jusqu's hi, 2) la p6riph6rie du cerele, 3) de b~ jusqu'~ o, et nous 
d6signerons les int6grales correspondantes par K~, K~ et K3. Consid6rons celles-ci 
s6par6ment. Nous posons done 

b i 

K, ~ / t  "-1 v (t) dr .  
t ]  

o 

Soit M le module de la valeur la plus grande que prend t ' -apv(t) le long 
de la ligne d'int6gration. On aura alors 

: n + a  �9 IK, I<M'lb, 

I bil ~tant plus p6tit que ]ail, on aura 

lira aT". F (n + ~, + i ) .  K~ = o 
.=| r ( n )  

pour toutes les valeurs de p. Nous allons consid6rer ensuite l'int6grale suivante 
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1 

T = / t  l t - l ( t - I ) ~ g p ( t ) d t  

1--r 

oh 9 ~ ( f l ) > - - r ,  et  oh r est un  nombre  positif entre o et  I, tandis  que of(t) est 

une fonetion ddveloppable, aux environs du point  i ,  en sdrie de la forme 

q~(t) = .40 + A~ ( t - -  ~) + A 2 ( t ~  I)' + - . .  + A,~(t--  ~)" + R,,, 

qui est eonvergente pour I t - - I ] <  e off i = > e > r .  

Nous allons ma in t enan t  ddterminer  la limite 

l i m T  r ( n + f l + I )  
, . |  r ( n )  

En ddveloppant en s6rie ~0 (t) on aura 

1 

T = aoft.-, (t- ~)adt 
1 - - r  

1 
'tn --1 + Az ( t - - I)~+ldt  +""  

l - - r  

1 1 

+ .4~ (,-i)~..~,z, + j'~.-,(~--i)~R.d,. 
1 --r 1 --r 

(I6) 

Nous ddterminons un nombre  posit if  Mt de sorte que pour tou t  m 

IA~I  < M___~, 
e ~ 

On aura  donc dana l ' int~rvalle i > t > i -  r 

Considdrons l ' intdgrale 

r /m+l I 
IR,,,I< ~ / . M , . - - .  r 

0 

1 

P = f , " - '  ( ,--  i)" R,ndt 

on t rouvera  faci lement en posant  fl = - f l ' +  i fl" 

1 
t-q "§ ( it/~ ~ i P l < M ,  e ", . _  . ~r e - - r  I t " -~( t - - I )~ ld t<M~ ~5,1 r  

1 - - r  

_r(n)r(y + ~ e_.,~, 
F (n + fl' + 
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Puisque r < Q, on pourra toujours choisir m assez grand pour que 

r ( n  + fi' + i) 
r (n) I PI 

soit plus petit  qu'une quantit6 positive -~ arbitrairement donn6e pour tousles n. 
2 

Consid~rons ensuite l'int~grale 
1 

Q = A q . f t " - '  ( t -  i)P+edt. 
1- -r  

On verra faeilement que 
1 

IQI < IAq I -f l t~-~ (t - ~P*'ldt. 
0 

On aura done 

I r ( n  + fl' + X) Q l < l A q l . r ( f l '  + q + ~)1~(~' + n +  ~) 
F (n) [ F (fl' + n + q + ~) 

si q =  o, le second membre de eette in6galit6 sera $gal h [AoF(fl '+ i)[; soit, au 

contraire, q > o, on trouvera toujours une valeur de n assez grande pour que 

I r ( n  + fl + i) I t-(n) "Q < 2m--" 

Nous avons alors d~termind n e t  m de mani~re que 

o n  

] T e='Z Y (n + fl + I) [ r ( n )  - - A o r ( f l +  ~) <~ 

l i m T . F ( n + f l + I )  ~.~ l"(n) = A ~  I ) e - ~ "  (I7) 

I1 est 
int~grale 

ais~ de voir comment ce qui precede s'applique k l'~tude de notre 

u (n)  _-  ~ t - - 1  v (t) d t 
J 

prise le long du contour du eercle qui renferme a~. 

v (t) est de la forme 
v (t) = tp (t) § (t ~ al),% (# (t) 

donc 
Acta mathematica. 34. Imprim~ le 10 jauvier 1910. 
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ai 

K 2 . - ~ t [  n - I  ( ~ -  al)~i ~ (~)dt--~ ( I  _ , 2 ~ t i  fli ) / ~ l t - ,  ( t - - a i )  ~` ef (t)dr. 

b i 

Soit t = a~z, on trouvera Mors 
1 

K2 = (I  - -  e 2 a i ~i ) an+fli {'z n-1 (z - -  I )fli q~ (ai z) dz. 

b~ 
a~ 

D'apr6s (x7) on aura 

/~ (n  + fll + I )  K2 .~- (e_a i fll - -  enifli ) F ( I  + /~ i )  Ao lim a~ -~ F (n) (~8) 

off A 0 est une constante. En se rappelant que ui(n) = K~ + K2 + K~, on trouvera 

d'apr~s (x5) et (x8) que, pour des valeurs positives tr~s grandes de  n, u~(n) se 

comporte comme 
r (n) 

A~ + fii + I )  F ( I  --b f l i ) (e - ' i~ i - -e '~ i~ i ) .  (I8 bis) 

Dans cette d~monstration nous avons suppos6 essentiellement ~(~i)>~x 

mais le th~or6me subsiste m6me si 9~ ( /~i)<--x;  pour le voir il suffit dans K~ 

d'int6grer par parties. L'~tude de K2 se ram~ne done h une int~grale de la 

forme 
( - -  i , p ! n - -  I) " " " ( n - - ~ !  ~ ' ~ n - p - l ( t - -  ~ ( ~  -t- p ) ~ > - - I  

�9 (~ + ~) (~ + p J .J 

En int6grant de la m6me mani6re 

guliers on aura, en tout, k int6grales 

comme 
ci a n ~--/~i -- 1 

autour de chacun des autres points sin- 

qui se comporteront asymptotiquement 

(i = x, 2 . . . .  k) (x9) 

Ces int6grales sont lin6airement ind6pendantes; car, supposons qu'il y efit 

une relation de la forme 

~', u, (n) + G, u, ( n ) +  .... + G, uk (n) = o 

. F (n) 
nous diviserons alors eette ~quation par a, l '(-n4- ~t + i ) '  ensuite nous ferons 

converger n vers oo. Nous aurons alors C, AI = o d'oh C, == o, Nous effa~ons 
r (n) 

le premier terme de la relation nomm6e; puis en divisant par a'~F(n + fl, + x) 
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on aura C~ = o. Nous montrerons ainsi que toutes les constantes C seront o, ou 
qu'il ne peut  y avoir de relation lindaire. 

w 8. Au  lieu de la ligne d'int6gration d6finie plus haut, on aurait pu se 
servir de la suivante: s o i t  c~ un point du petit  cercle a u t o u r  de al, choisi de 

manibre que I cll > l a t l .  De cl nous tra~ons une ligne droite L s '6tandant ~ l'in- 

fini q u i n e  passe p a r  aucun point  singulier, et  nous intdgrons de oo le long de L 

jusqu'h c~, nous parcourons l a  pdriphdrie du eercle, ensuite nous retournons le 

long de L ~ ~o. Une int6grale d6finie de cette mani~re satisfera ~ l '6quation 

aux diffdrences dans un demi-plan ~ gauche d'une certaine ligne droite ddter- 

minde par ~ ( n - - ~ ) =  o off ~ est eelle des racines de P~(n)----o dont la pat t ie  

rdel]e est la plus petite (z2). En concluant exactement c o m m e p l u s  haut  on 

trouvera que, pour de trAs grandes valeurs n6gatives de n, les intdgrales de (9) 
se eomporteront comme 

I ' ( - - n - - ~ )  (i - - e ~ i a t ) / ' ( i  + ~i). A~ F(i--n-~ 

Les int~grales se comportent  donc de la m6me mani~re pour des valeurs 
tr&s grandes2 soit positives, soit n6gatives, de n. 

w 9. Nous allons ~tudier quelques eas d'exception. 

i) Si les diff6rences entre que]ques-uns des nombres at sont des entiers, 
v (t) se repr6sente aux environs de o p a r  des s6ries de la forme 

t'~ (log t)~ q~ (t) 

oh (p(t) est bolomorphe dans le domaine de o. En verra facilement que, par-lh, 

rien n'est chang6 de ce qui pr6cbde: Iv(t)t--ap+l I sera toujours fini le long de la 
ligne d'int6gration. 

2) Nous avons suppos6 que a~ soit une racine simple de (z4); si, au con- 

traire, at es t  ~ fois racine de cette 6quation, deux cas essentiellement diff6rents 

peuvent  se pr6senter. En g6n6ral, a~ sera un point singulier essentiel pour v (t) 

le d6veloppement pour, au moins, quelques-unes des branches de ce]ui-ci conte- 

nant un nombre infini de puissances positives et n~gatives de t, mais il arrive, 

par  exception, que ai est un point  singulier ~ branehement d6termin6; car si a i 

est ~ lois racine de Qp ( t ) =  o est X - - i  lois racine de Qp-t(t)= o, l '6quation d6- 

t e rminante  du point at aura lea racines o, i,  2 . . . .  p - - ~ - - i ,  ~i,1, #~,2, . . .  fl~,x. 

En ce cas l'int~grale g6n6rale aura la forme 

v(t) -- v/(t) + (t--a~)Pt, l ~ , i ( t )  + (t--a~)~,~r (0 + ' : :  § (t--a~)~,~ r (t). 
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Done  ~L int6grales diff6rentes cor responden t  g la racine at; ees int6grales se 

compor t e ron t  a s y m p t o t i q u e m e n t  comme 

r (n) (~ = I, 2 . . . .  4) (20) ci, u �9 a -~ 
' ' r ( n +  fit., + i) 

Si en t re  les nombres  fit,. il y a un ou plusieurs entiers,  ou bien si les 

difffirences ent re  quelques-uns de ees nombres  sont  des entiers, des logar i thmes 

en t r e ron t  encore  dans l ' intdgrale complete .  

d 'une  telle intdgrale logar i thmique.  Posons 

vt (t) ---- (t - -  at)at log (t - -  as) q~ (t) 

D6terminons  la va leur  a s y m p t o t i q u e  

vt (n) - - - - / ~ - 1  m (0 dt 

oh ~t (t) est  ho lomorphe  aux  envi rons  de at, e t  oh fit est suppos6 ne pas ~tre un 

nombre  entier,  et  encore  

1 

T i),,  log (t-- i)r 
1 - - r  

on aura  alors, en conc]uant  exac t emen t  comme plus haut ,  que 

off 

r (n + fit + i) lira T .  
. . ~  r (n) 

= A o F ( I  + ~ ) e - - i P ~ { ~ ( i  + St)--~(n + ~ +  i ) - - z i }  

(x) = D~ log r (x). 

Consid6rons f ina lement  l ' int6grale 

K,  = f , " - '  (, - at),t l og  (t - -  at)qo (t) d t 

off la ligne d ' in t6gra t ion  est un p e t i t  cercle au to u r  de at, on t r o u v e ra  

a i at  

K,  = ( I - - e  2~i ~t ) I t  ~ - '  ( t --al)~t log ( t - -a t )  qp ( t) d r - -  2 ~ i e ''*i "t [ t n - '  ( t --at)~t  qo (t) dr. 
r  r  

b i b t 

On ver ra  faei lement  que, si fit n ' es t  pas  un  nombre  ent ier ,  v~(n) se eom- 

po r t e r a  a s y m p t o t i q u e m e n t  comme 

r(n)  . ~ ( n  + ~ +  , )  ( ~ - -  e - = ~ )  r ( ,  + ~).  A~ + ~ + i) (2i) 
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3) Si, au contraire, fll est un entier, vi (t) peu t  eontenir un logarithme, que 

ai soit une racine simple ou multiple de (14). Si fll est entier et n6gatif, le fac- 
teur F ( I  +fii)(e:~i3~--e-zi~i) dans (21) sera de forme ind6finie. Mais en se 
rappelant que 

I" ( i  + ill) F ( - -  ill) = s in ~ fli 

on verra que ui(n) se comporte, en ce cas, asymptot iquement  comme 

F (n) 2 z i  
Ao'a '~F(n + fll + I) ~ ( n  + ill+ I ) F ( - ~ i  ) �9 (22) 

Si, au eontraire, fli est un nombre entier et positif, le terme contenant ~ (n) 
disparaitra, et ui(n) se comportera asymptot iquement  comme 

- - - A  a '~ I ' ( n )  F ( I  + ~ i ) 2 z i e ~ i , ~ i .  0 i .F(n + #~+ ~ ) (23) 

4) Si ~ est un nombre entier, il peut  arriver que vi(t) ne contient pour tant  

pas de logarithme; il faut, en ce cas, que ~i soit n6gatif ou plus grand que 

p - - i .  Si /~i est ndgatif, on t rouvera par  (18 bis) que us(n) se comporte asymp- 
totiquement comme 

- -A~ .aV  F(n)  . 2 z i  (24) 
* F ( n + f l ~ +  i) r ( - - ~ , ) "  

Si, enfin, $i est un entier, plus grand que p - - l ,  l 'int6grale prise autour 

de ai sera identiquement nulle. Mais, en ee cas, nous pourrons remplacer la 

ligne d'int6gration dont nous nous sommes servi plus haut, par  une ligne de o 

k al; on voit facilement que, dans ees deux points, les conditions (12)sont  satis- 

faites, ui(n) se eomporte alors pour  des valeurs tr6s grandes de n comme 

r in) �9 (1 + ~ ) .  (25) 

II y a exception encore, si quelques-unes des quantit6s a~ sont nulles ou 

infiniment grandes; nous allons 6tudier ces cas plus tard. On voit faci]ement, 

comme plus haut, que encore dans les divers eas d 'exception les int~grales sont 
lin6airement ind6pendantes. 
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Repr6senta t ion  des int6grales  par  des s6ries de factoriel les  normales.  

w 10. Dans la d6termination de la valeur de u ( n ) p o u r  des valeurs tr~s 

grandes de n nous n'avons eonsid6r6, jusqu'ici, que le premier terme, mais on 

peut  obtenir une approximation plus grande en d6veloppant en s6ries de facto- 

rielles les int6grales 6tudi6es plus haut. Consid6rons l'int6grale 

ut (~t) = / l  tt-1 (at - -  t)#i eflt (t) dr .  (26) 

!ci 9i(:t) se repr6sente par  une s6rie de puissances d e  la forme 

ePl (t) = Be + Bt (at - -  t) + B~ (ai - -  t) t + ' . .  + By (al - -  t) ~ + R,, (.27) 

qui es t  convergente darts un eercle dent  ai est le centre et qui passe par  le point  

singulier le plus rapproeh6 de al. Supposons que, exceptionellement, o n e  soit 
pas un point singulier de v(t),  et qu'il se t rouve dans ee eercle. En r e m p l a o n t  

dans (26) 9(t)  par l'expression (27) et en int6grant, on aura 

ui (n)  --  (1 --ee"~i3i)a'*+3i F ( n ) F ( I  + fit) { /r + i 
i F ( n + f i t +  i) " B~ + B l a i n + i l l + I -  + 

(fl~ + ~) (fl~ + 2) 
+ B,a*, (n + #~ + i ) ( n  + #i + 2) +/" (2s) 

Soit g~ le (v + i) t~=o terme de (28). 

Nous appelons cette s6rie une s6rie de factorielles normale. En exoluant 

les points - - f l i - - I ,  - - f i t - - 2 ,  - - f i t - - 3  . . . .  par  des aires aussi peti tes qu'on vou- 
dra on volt que cette s6rie converge uniformement dans route portion finie du 

plan. 

Si, au contraire, o est un point  singulier, qui est plus rapproch6 de al 

qu'aucun des autres points singuliers, (28) converge si 9~ (n + % ) >  o ou a s est le 
hombre d6fini dans w 6; c 'est ce qui r6sulte d 'un th6or~me de M. PII~CHERLE t 

sur la convergence des s6ries de factorielles. Mais si nous laissons tomber ces 

hypotheses sp6cia]es nous voyons q u ' e n  g6n6ral les s6ries de factorielles nor- 

males divergeront malheureusement; nous ver~vns cependa~t que, en ce cas, eUes 
repr6sentent l' intdgrale asymptot iquement .  

1 Rendiconti della reale Accademia dei Lincei. Febbraio I9O2. 
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Posons 

S~(n) = ( I - -  e~=i#i) a~+#i F ( I +  f l t)F(n)] R fit + i + ... 

(fl~ + ~)(fit + 2 ) . . .  (fl~ + ~) 
+ B,a~ (n + fli + i ) (n  + # i +  2) '.(n+fli+v)~" 

Je dis maintenant  que 

a, nF(n '+  fig + v + I) 
lira .- F (n )  { u i ( n ) - - S ~ ( n ) } = o .  

n ~ a o  
(29) 

Tra~ons un cercle dont ai est le centre, et dont le rayon est assez peti t  

pour que tous les autres points singuliers de v(t) soient situ6s en dehors du 

cercle. La s6rie 

u., ( n) = B o l t . - ,  (ai - -  t)#i dt + B,ft.-' (ai--t)#i+adt +. . .  

+ B m f t " - ' ( a , - - t ) # , + m d t  + f t " - a ( a , - - t ) ~ ,  R , ,d t  

sera alors uniform6ment convergente si on 6tend l'int~gration le long de ce 

eercle. En posant encore 

P =ft"-a~(al  - -  t t,el Rmdt r = 

on trouvera, d'apr~s w 7, toujours un nombre N tel que, pour toutes les valeurs 

de m plus grandes que N on a 

I aT"F(n+fli+v+z) I F(n)  P < ~ "  

Plus, Q se repr6sente asymptot iquement  par gq, c'est.~-dire qu'on pourra 

toujours d6terminer un nombre NI de sorte que, pour toutes les vaIeurs de n 

plus grandes que N1 on aura 

I(Q_gq)a[.,,I ' ( n  + f l i +  v + i)1 
r(n) < 2 ( m +  ~)" 

Nous aurons alors d6termin6 n e t  m de mani~re que 

v ( n  + fl~ + v + ~) {.~(n) --S,, (n)}] < ~ 
F (n) I 

C, Q. F. D. 
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Equations de rang supSrieur. 

w 11. Consid6rons maintenant  une 6quation aux diff6rences finies de la 

forme (6) oh les coefficients sont des po]ynSmes de degr~s arbitraires. Au moyen 

de la substitution u ( n ) =  F'~(n)u('O(n) on peut toujours r~duire une telle ~qua- 

tion ~ une 6quation dont deux coefficients, au moins, soient du m~me degr~, 

tandis qu'aucun des autres ne seront de degr6 SUl~rieur. On trouvera g6n~rale- 

merit plusieurs valeurs diff~rentes de t~i. Pour d6terminer celles-ci, nous appe- 

lons les degr~s des coefficients de 

Pk(n)u(n  + k) + Pk_~(n)u(n + k - - x )  + . . . +  P o ( n ) u ( n ) = o  (6) 

respectivement z~, ~k-a . . . .  z0. En posant  u(n)=Fu(n)u(.")(n) nous aurons 

l'~quation 

Pk(n)uO')(n + k) + Pk-~(n)_ uOOtn I) 
(n + k - -  i)" , + k - -  + 

Po (n) 
Pk-~(n) u(~) (n + k--2)  +. . .  + (n + k--I)~ ~ . . . .  + ( n + k - - i ) ~ ( n  + k--2)~' n u(~o(n) = o. (30) 

Les degr6s des coefficients sont ici respectivement 

J C k ,  ~ ] r k - - l ~  ~ ,  ~ k - - 2 ~  2 ? t ,  . . . Y ~ o - -  ~ I . l .  

Posons z'k-1 = z k - l - - i ~ ;  nous d6terminerons it tel que deux de ces quan- 

tit6s, au moins, soient 6gales, tandis qu'aucune des autres ne soit plus grande 

que celles-ci. Nous formerons alors les nombres 

~ f k - - 1  - -  9Tk  ~ r k - -  2 ~ 9T k 9 T k - - i  - -  "]Ck Vgo - -  Y f k  

I ' 2 ' i ' k 

Soit ~ - ~ - - ~ k = t ~  , le plus grand de ceux-ci, ou, s'il y en a plusieurs de 
ff 

la m~me grandeur, le dernier des plus grands. En posant alors ft = ,~q on aura 
~r'k = ~T'k--~ et ~ 'k--~>~'k_i;  u =,~h sera alors la premiere solution de notre pro- 

blame. J'appelle ,~h + i le rang de l'~quation aux differences finies. L'6quation 

caract6ristique de (30) aura alors a raeines qui seront diff~rentes de z~ro: 

a l , 1 ,  a l , 2 ,  . �9 �9 a l ,  a .  

Nous formerons ensuite ]es hombres 

? T k - - a - - 1  ~ Y ~ k - - a  ~ T k - - a - - i  - -  ~ k - - f ~  ~fgo - -  Y f  k - - a  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  ~ �9 . . - -  

I i ' " ........ k--. 
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S o i t  ~Tk -- ~ - -  gl;k -- a f l - - a  =,u2 <~q le plus grand  ou le dernier des plus grands. 

Pour  /~ = g2 on aura  ~r'k-a = ztk-fl  e t  r i. 
,tt = ~tz est done encore une solution de notre problbme et s laquelle corres- 

ponden t  les f l - - a  racines ae,~,a2,2,.., a ~ _ a .  Ensui te  nous formons les nombres 

i i k--# 

et nous continuons de eet te  mani~re jusqu 'h  ce que nous t rouvons  une s6rie 

dans laquelle le dernier nombre  soit entre  les plus grands. Ainsi nous aurons 

les ). valeurs suivantes  de ?t 
~t~ > ~t 2 > / ~ a  "'" > ?t~.. 

Le nombre  to ta l  de valeurs correspondantes de a~,r est 

c, + ( ; - - - ) +  ( v - - ~ ) + . . .  ( k - - ~ ) = k  

c'est-~t-dire pr6cis6ment 6gal ~ ] 'ordre de l '6quation. /1 est vrai  que, si quelques- 

unes des nombres t~i ne sont  pas des entiers, les coefficients de l 'dquation aux 

diff6rences en u(, i)(n) correspondantes  ne seront  pas des polyn6mes.  En  ce cas, 

il est n6cessaire d 'employer  des artifices part icul iers;  c 'est ce que nous montre-  

tons  plus ta rd  par  des exemples particuliers;  mais, dans ce clui suit, nous sup- 

posons que t o u s l e s  nombres r soient des entiers. Si, en outre,  aucune des 

quanti t~s al, j n'est  une racine multiple,  l '6quation (9) aura  toujours  k int~gra- 

les normales de la forme 

r (n) 
Fm(n)a~J" F ( n  + fli, j + i )  qoid (n) (i = I ,  2 . . . .  A) (3 I) 

Off les s6ries q%j(n) sont  g6n6ralement divergentes.  Comment  former maintenant,  

ees int6grales? Consid6rons la t ransform6e de Laplace de (3o) en posant  

u(i~ ( n ) = / t "-x vti) t dr. 

Si ~t = l% celle-ci aura,  outre  o et  ~ ,  les points  singuliers 

a j ,1 ,  a j ,2 ,  a j , 3 . . ,  a i,~.. 

Aux environs de a~,i l ' int6grale g6n6rale aura  la forme 

v~) (t) = ~0 (t) + ( t - -  az ~)~, ~ ~ (t) 

off qJ(t) et rf (t) sent  holomorphes aux environs de ar Si Ct ---- ~o., toutes  les 
Aeta mathematlca. 34. Imprim~ le 13 janvier 1910. 3 
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int~grales de la transformde de Laplace de (3o) seront rdguli~res atix environs 

de o, e'est-~t-dire de la forme 

~a (log t)~ ~ (t) 

oh 9 (t) est holomorphe aux environs de t = o. En ee eas, nous pourrons nous 

servir de la m~me ligne d'int6gration que dans w 6: Un laeet s 'dtendant de o et 

enveloppant un point  singulier. Si, au contraire, ?t = p~ (oh ~ < Jr), Pc (n)ne sera 

pas parmi les coefficients du plus haut  degr6; o sera alors un point singulier 

irr~gulier pour  v~(t). Ceci correspond ~. ee qu'on avait  dans (13): o = C 0 , ~ =  
= C~,~ = C~,# . . . .  . En ce cas, on pourra reprdsenter vt~ (t) aux environs de o 

par des s6ries normales de la forme: 

ta~ (0  =" ' ~ e*~, #~ ~ ,  ~ (0  (32) 
I 

ot~ (pj, i(t) est de la forme d'une int%grale rdguli~re, tandis que 

Cr i f t2 i -  I ~ l 

a~j,~(t) = ~ + ~ + . . .  + -t 

)~ s'appelle l 'ordre de la sdrie normale m. Quant au point infiniment dloign~ 

vm(t) se comportera,  aux environs de celui-ci, comme une intdgrale rdguli~re; 

v~/) ( t)( j  > r), au contraire, se eomportera comme une in~grale normale, c'est-h- 

dire sera de la forme (32), seulement ici 

l l)j , i( t)  ~ffi fl~itZi + f fXi_l fT'i - 1  + " "  + fit t. 

Nous pourrons maintenant pr6eiser la ligne d'intdgration de uriC(t). Appelons 

les arguments des quantit6s azl, "~2 . . . .  a).~ respectivement 0t 02.. .  0~,. Nous 

trafonS un cercle autour  de z6ro avee un rayon assez petit  pour que t o u s l e s  

autres points singuliers pour vt/)(t) se t rouvent  en dehors du eercle. Nous tra- 

~ons, de z6ro, une ligne L~ qui coupe le eercle en E formant l'angle q0 avee 

l'axe dos hombres r6els positifs, et  nous d6terminons ~p de mani~re que toutes 

los quantitds 
cos (0~ - - ~  z,), cos  ( 0 , - -  ~0~q) . . . .  cos  (0p - ~0 zp), (33) 

soient n6gatives. Ceei n'est  paz touiours possible, mais supposons d 'abord que 

nous ayons trouv6 une valeur de fp qui satisfasse k ees conditions. Nous tra~ons 
alors autour  d 'un des points singuliers aj,~ un cercle dent  le rayon sera assez 

peti t  pour que le cerele ne contienne pas d 'autres points singuliers. Soit b~,, 

un poin~ de ee cerele ehoisi de mani~re que Ibi,~l<la~,~l. Nous tracerons 
alors une ligne L~ de E k by,~ ne passant par  aucun point  singulier, et nous 
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int6grerons de o le long de LI et L2 autour de aj, r et retournerons ~ o Iv long 
de L 2 et LI.  Une telle ligne d'int~gration ,atis]era aux  conditions (I2) dans tout 

le  plan complexe de n. De la m~me fagon on peut int~grer autour  de chacun 
des autres points singuliers; de cette mani~re on forme l'int~grale complete. 
On verra faeilement que ces int6grales se eomporteront asymptotiquement comme 
indiqu6 plus haut. ' 

Si l'on d~forme la ligne d'int~gration, on aura une nouvelle int~grale parti- 

culi~re en franehissant un point singulier. Or comme il est possible de faire la 
d~formation de mani~re que la valeur asymptotique ne change pas, on verra 
que la m~me s6rie normale repr6sentera asymptot iquement  des intSgrales par- 
tieuli~res diff~rentes. D'autre  par t  nous pourrons toujours ehoisir notre syst~me 

fondamental  d'int~grales de mani~re que chaque ~l~ment en est repr~sent~ 
asymptotiquement par sa s~rie normale. 

I1 arrive qu'il n'est pas possible de d~terminer aueune valeur de ep satis- 
faisante aux conditions (33); en ee eas, il faut prendre, au lieu de viii(t) qui est 

l'intSgTale complete de la transform~e de Laplace, une int~grale particuli~re con- 
venablement ehoisie, de sorte que les conditions en soient satisfaites; ou on pourra 

se servir d 'une ligne d'int~gration s '$tendant de l'infini et enveloppant un point 
singulier. Soient el e2 . . .  ep les arguments des quantit~s fl~, f l~ . . .  ~ ,  il faudra 

alors que l 'argument ep par lequel on s'approche de l'infini soit d~termin~ de 
mani~re que les quantit~s 

cos (~i + cp Xl), cos (~  + ~ Z ~ ) , . . .  cos (~, + ~X~,) 

soient routes n4gatives. 

Coefficients diff~rentiels d'ordre infini. 

w 12. Au lieu de se servir de la transformation 

u (n) = f t , ~ - I  v (t) d t  

~ n --1 U (n) = v,(t) dt. 

E n  int~graBt par parties on aurait~ alors 

('n ~- i ) (n  - ~ i - - I )  �9 �9 (n -~ i - - j  ~- I ) U ( n  ~- i)-- j~*~- ~,'--i+~r-1 dJvt (t) . . . .  - - -  d t  dr1 Y 

on aurait  pu poser 

(34) 
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suppos6 que les limigcs d'int6gration aient ~t6 choisies de mani~re que 

did ~ i ~  o, x, 2, /r 

disparaisse pour ces valeurs de t. Supposons que les coefficients de notre 6qua- 

gion aux differences 

Pk (n) u (n + k) + Pk--1 (n) u (n + k - -  x) + .-. + Po (n) u (n) ----- o (6) 

soient ici de la forme 

P i ( n )  = Ci, o + ci,1 (n + i) + ci,~(n + i) (n + i) (n + i - -  i )  + . . .  

+ci, p ( n  + i ) ( n  + i - - I )  . . .  (n + i - - p +  x) 

oh les ci,., se d6terminent par la formule 

r ! c~,, = d"  Pi (--  i). 

l~emarquons surtout  que ci, p ~ Ci, p (i = ~, 2 , . . .  k). Pour v I (t) on trouvera main- 

tenant par  la transformation (34) l'6quation diff~rentielle 

qp (t) tp d2 v., (t) tl d i v, (t) 
d t p  + " "  + q~(t)  dt~ + " "  + qo (t) v l  (t) = o (36)  

off 

qi(t) =c~, i  § ck_1,1t + . . .  +Co, i t  k. 

Cette 6quation est de la m6me forme que (I3). Les points singuliers sont, outre 

o e t  r162 les racines de q~ (t) = o; mats celles-ci song i ,  ~ . . . .  ~ .  Aux environs de 
a~ a2 ak 

o v~ (t) sc repr6sente par p s6ries de la forme 

f i ( A o  + A l t  + A ~ t  ~ + . . . )  

off les exposants 7i se d6terminent comme les racines de l '6quation Pk (7--k)----o: 
pour des valeurs tr6s grandes de t, au contraire, par p s6ries de la forme 

A, 
t -"(A0 + ~ + ~- + "") 

oh les exposants ai se d6terminent comme les racines de l'~quation P0 ( - - a ) =  o. 

Les quantit6s al eg 7i song les m6mes que plus haut  (w 6), et nous les supposons 

rang6es de la m6me mani6re. En suivant ]a ligne d'int6gration, d6finie au w 8, 

on trouvera une int6grale satisfaisant aux conditions (35), si 9~ (n) > 9r ( - -  ap). En 
so servant, au contraire, de la ligne d'int6gration d6finie au w 6, l'int6grale sa- 
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tisfera h l '6quation aux diff6renees pourvu que ~ (n )<  i~ (Tp--k).  En eoneluant 

exactement comme plus haut on verra maintenant que l 'une et l 'autre des deux 

inf~grales se comportent asymptot iquement  comme 

c . a '~n-~i  - 1  (I - -  e ~ ' i  fit) r (I  + fli). (37) 

Appliquons maintenant cette transformation h la solution du probl~me suivant: 

Soit y l'int6grale compl6te de l '6quation diff4rentielle 

en posant 

d/~ y d k -  l y 
Pk (~) ~ + P k - i  (x) -d--~k-~l + "'" + Po (x) y = 

I d'y 
= u (n)  - - ~  

n!  d x  '~ 

o (38) 

nous allons 6tudier la mani6re dont se comporte u ( n )  pour des valeurs tr6s 

grandes de n. Nous supposons que les points singuliers de l '6quation diff6ren- 

tielle soient en nombre fini, et qu'ils soient tous r6guliers. Les coefficients seront 

alors des polynSmes en x dont ]e degr6 diminue avec l'indice. Si Pk (x) est du 
pi~me degr6, P k - i  (x) sera au plus du (p - -  i)i~me degr6 en x. Outre ~ nous aurons 

alors p points singuliers; appelons les ax, a 2 . . .  ap. Aux environs du point ai 

y sera de la forme 

7 2  (t - -  a~)'ei, Jtfi, j (l) (39) 

off ~fi,~(t) est holomorphe dans le domaine de ai. Nous diff6rentierons main- 

tenant  (38) n fois et poserons y ( ' ) =  n! u (n). On aura alors une 4quation aux 

diff4renees d'ordre p en u (n), car p sera n6eessairement plus grand que k, 

n'6tant pas sans cela un point singulier rdgulier. On aura done 

off 

Qk-p 

Qk u (n + k) + Q ~ - I  u (n + k - -  I)  + . .  + Qk•  u (n -4- k - -  p) --~ o (4 O) 

Q k =  (n + k ) ( n  + k - -  1 ) . . .  (n + I ) P k ( x )  
�9 , . . . .  o . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

p (p-k+l) (x) P(~) (x) P~ + ( n + k - - p )  + . . + ( n + k - - p )  ( n + i )  p!  
( p - -  k ) !  (p  - -  k + ~)! """  

Ce qu'il y a de plus important  maintenant, c'est de d4terminer les racines de 
l'Squation caraet6ristique de (40). Ici, cette 6quation est 

t t  

I !  + z P - 2 + ' "  p! z P P k  x + ~  - - o .  (4I) 
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Done, les racines sent 
I I I 

a I ~ x '  a 2 - - x '  a p - - x  

Formons maintenant la transformde de Laplace de (40) en posant 

u(n) = f  t . . . .  ~ v, (t) dt. 

On verra facilement qu'elle est 

Pk (x + t) dk v~ t" dk-1 v~ + P k - l ( x +  ) ~ + . . . + P o ( x + t ) v , = o  

y 6tant, aux environs de ai, de la forme (39), on verra en 6tendant l'int6gration 
de oo ou de o autour  de chacun des points singuliers que pour des valeurs tr6s 

I d'~y 
grandes de n, u (n) I" (n + I ) d x "  se comportera eomme 

i 2  J 2  Ci, i xai - -  x! "n-,'i,j - ' .  I" (i + P'i,j) (i - -  e2'~i"i,.0. (42) 

Ci, j sent  des constantes dent, eependant, k seules sent ind6pendantes. Cette 

expression nous sera tr6s utile plus tard. Nous avons suppos6 ici que t o u s l e s  

points singuliers soient r6guliers, mais quand m6me Qr serait un point singulier 

irr6gulier, on trouverait  la m6me valeur asymptotique que plus haut, pourvu 

que y soit l'int6grale g6n6rale de (38); maim nous allons ddmontrer qu'il y aura 
alors certaines int6grales particuli6res qui Me comporteront d'une autre mani6re. 

Nous supposons done que les coefficients de (38) soient des polyn6mes de degr6s 

arbitraireM, mais tels que tous les points singuliers situ6s dans la partie finie du 

plan soient r6guliers. D6signons par ~i le degr6 de Pi (x), et soit v le plus grand 

des hombres 

~:gk, ~t~k--t - I ,  ~ / , : - - 2 ~ 2 ~  . . . ~ l ; o - - k  

i '6quation aux diff6renees en u(n)  sera alors d'ordre v. Les premiers ~k + I 
coefficients Qk . . .  Q k - .  k de celle-ei serons tous du m6me degr6 k, tandis que 

ceux qui suivent seront d 'un degr6 inf6rieur. Nous formerons alors | '6quation 

qui jouera le m6me r61e que (4I); ce]le-lh aura v - - p  racines nulles et, en outre, 
les m6mes racines que (4i). A ces derni6res racines correspond une int~grale 

u (n) se compor tan t  asymptot iquement  comme il est indiqu6 par l'expression (42). 

Pour d6terminer les int6grales correspondant aux racines nulles, il faudra faire 

une substi tution de la forme 
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u (n) - - / ' "  (n) w~) (n). 

Ainsi que nous l 'avons d~j& montr~ (v. w II), U(~)(n)sera alors une int~grale 

particuIi~re dont l'expression asymptotique est de Ia m6me forme que (42). On 

trouvera g~n6ralement plusieurs valeurs diff~rentes de ~; eelles-ci se d~terminent 

facilement par les hombres ~i, et on verra qu'elles seront toutes n~gatives et 

plus petites que I. La vaJeur asymptot ique de ces int~grales partieuli~res seront 

donc d'un ordre beaucoup moins ~lev6 que celles ~tudi~es plus haut;  o n  verra 

par-l& que (42) est, en effet, l'expression asymptot ique de ]'int~grale g~n~rale, 

q u a n d  m6me ~ serait un point singulier irr6gulier. 

CHAPITRE II. 

Integration des ~quations diff~rentielles et des ~quations aux differences flnies 
par des fractions continues. 

Equations diff6rentielles. 

w 13. LAORANOE t a d6j~ trait6 ce probl6me en d6veloppant en fraction 

continue quelques transcendantes 616mentaires (e x, tgx ,  arc t g x , . . . )  e n  par tant  

de certaines 6quations diff6rentielles de premier ordre. Le proc6d6 est assez 

simple. Pour  d6velopper en fraction continue une int6grale particuli6re y~ LA- 

GRANGE pose 

I -~-Y2 

off ~l est une premiere approximation de yl (p. ex. le premier terme de la s~rie 

de puissances de Yt). Nous aurons alors une ~quation diff~rentielle en Y2 et po- 

serons de m6me 

Y2 ~ - - - -  I + y ,  

et ainsi de suite; nous trouverons alors que 

Yl 
~, (I) 

I -f- ~ - -  

1 LAGnA~ae: Sur l'usage des fractions continues dans le calcul integral. M~moires de 
l'Acad, de Berlin I775. 
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Le succ6s de la m6thode d6pend d 'un choix heureux des , , ,  ~. mais il faut  sur tout  

transformer l '6quation diff6rentielle h quelque forme invariable pour ne pas ~tre 

arr6t6, d~s les premiers pas, par l 'embarras des calculs. Consid6rons, par exemple, 

l '6quation de RlCCATI 

x~Yx - -ay  + by~---cx'*~:o (,.) 

oh a, b e t  c sont des constantes. En posant 

a x" 

on aura l '6quation transform6e 

x ~  - - ( a  + n)yl  + cY'~--bx '~=- o. 

En appliquant ici Ia substitution 

a + n x"  y , = - -  + -  
c y~ 

on aura i '~quation transformde 

d y.j 
X - d x - -  (a + 2n)y,_ + by~--cx '~-~o.  

Mais eette 6quation est de la m~me forme que (2); on aura done pour y la frac- 

tion continue 

a x n y=~+ a + ?t x n 

c a T 2 n  X n 

+ (3) b a + 3 n + .  

a + ( 2 r - -  i ) n  
y2r 

off le reste est d6termin6 par l '6quation diff6rentielle 

x ~ - ~ - - ( a  + 2rn)y~r + b y ] , . - - c x " =  o. 

On aurait  aussi  pu  poser en (2) 

X ~ 

Yl 



Fractions continues et diff6rences reciproques. 25 

L '6qua t ion  t ransform6e serai t  alors 

x ~ x - - ( n - - a ) y  ~ + c y ~ - - b x " = o .  

On aura i t  donc la f rac t ion cont inue  

X ~ 

n - -  a x n 
- + 

C 2 n --: a x n 
x" (4) b + 3 n - - a  + _ _  

c 4 n - a  + .  
b 

I1 est facile, du  reste,, de  t rouve r  ta vaieur  de ces d eu x  fract ions cont inues  en 

se r appe lan t  la f rac t ion cont inue  de BESSEL bien connue 

j , + l  (X) 2 

J~Cx) x ~ 

v + I  4 

v + 2  

X 2 

4 
v +  3 - - - .  

oh J~ (x) est la fonct ion bess61ienne; on verra,  pa r  comparaison,  que la va leur  

de (3) est 
n j ~ - I  (z) 

Y = 2b "z" J~' (z) 

off 

a 2 1 / - - - 7 - - - - - =  
v = - z = - v - - o . c x " .  

n n 

Pour  la va leur  de (4) on t rouve,  au contraire ,  

n j l - ,  (z) 
y ~ - - - ~ z .  J - ~ ( z ) "  

Les fract ions cont inues  (3) e t  (4) donnen t  donc,  si v n ' es t  pas un entier,  deux  

int6grales de (i2) ind6pendantes  l 'une  de  l ' au t re .  

I1 ar r ive  que les fract ions cont inues auxquel les  on est condui t  ainsi, sont  

finies; mais, en g6n6ral, elles ne le seront  pas. I1 fau t  a]ors examiner  la con- 

vergence;  en app l iquan t  les r~gles connues de ST~V, LTJES, M. PmNGSHEL'vf, etc. 

cela est possible quelquefois,  mais on n 'a  aucun moyen  de se rendre  compte  de 
Aeta mathematlca. 34. Impr im6 le 13 j a n v i e r  1910. 4 
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la convergence ou de la divergence avant  la formation de la fraction continue. 

Aussi nous allons exposer une autre m6thode qui ne souffre pas de cet incon- 

v6nient. 

w 14. Pour former une fraction continue dont  les r6duites sont des fonctions 

donnfies, on peut se servir d 'un th6or~me 6nonc6 par M. THIELE dans un m6- 

moire sur les fractions continues finies2 Soient x~, x 2, x , . . .  une s6rie de quan- 

tit~s arbitraires que nous supposons 6tre des r6duites d 'une fraction continue. 

En fitudiant maintenant  le rappor t  anharmonique entre 4 r6duites x~x ix~  z~, 

M. THIELE d6montre l '6quation suivante 

X n ~ X 1 
Xl  - -  ~2 

X 3 - -  X+ I - -  

Xl - -  ~3 - -  

qui donne encore l'identit6 

(Xl  - -  ~72)(~s ~ gO4) 

x~ --:r~ ---...__ ( x . - 3  - -  x , . - 2 ) ( x + - l  - -  x . )  

~ n - - ~ l  X 2 - - X s  

x~- -x2  . x~ - - x4  

X 2 -  X a X 4 - -  X 5 

X 2 -  X 4 X a  ~ Z 5 
I 

(x.-3--x,,-~) (x,,_~--x,,) 
( x . - 3 - - x . - ~ )  ( x n - ~ - - x ~ ) "  

(5) 

Soient maintenant  yl et y2 deux solutions ind6pendantes d 'une 6quation diff6- 

rentielle lin6aire de second ordre 

d ' y  ,,t+,, 

+ P . ~ _ +  Q . y  ~ o. (6) 
d x  2 

Pour int6grer cette 6quation au moyen de fractions continues je pose 

y~m 
x ,+ t  -- y(+.) 

on t rouvera alors que le rappor t  anharmonique entre 4 r~duites cons6cutives est 

u ( " -  ]> +,(n) _ y ( . -  1) y( . )  +j(n+l> y(.+2) __  y ( .+ l )  y(.+2) 
= y(,+-J)y(+,++l) y(n--1) y~n+l) y(~)y(n+e)__y(+n)y(,~+2) 

3 C n - - X n . - } - 2  X n + l - - ~ n + 3  . . - -  ~. . ~ 

D e n  e n d e l i g e  K j m d e b r S k f u n k t i o n s  T e o r i :  T i d s k r i f t  f o r  M a t h e m a t i k ,  Ser .  2, vol .  6, I87o. 

KObenhavn. 
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Les d6riv~es successives de (6) sent  ma in tenan t  

Y " + P 0 Y i + Q o y = o  

y.r + p~ y .  + Q~ y, == o 

y(~+2~ + p,,y(,,+l) + Q.,y(,~ ~ o 

off les coefficients se d~terminent  par  les relations de r~currence 

Q'~ Q,,~ P',,, - -  p,,, Q',,~ 
P,~+I = P ~  + - -  Q,,~+I = Q,,, + Q,,, Q,,, 

De (7) on ddrive encore les relations 

{y(m y~,*+~l - -  y(-)yi,~+~} + p ,  ( y~,O y(,,+l~ _ ylm y(,,+l~ } ~ o 

(y(.+l) y(~+~) __ y(.+l) y~+~)} __ Q. {y( . )y( . .  1) _ y~.)y~+l)} = o. 

Pour  le rappor t  anharmonique  on t rouve  alors 

x .  - -  x.+l x.+2 - -  x.+s Q. 
X n  - -  Xn-l-2 X n + l  - -  X n + a  ~-- P n - 1  "P." 

En subs t i tuan t  clans (5) cet te expression on aura  l ' identit6 

y ,  y~,~+l) __ Y'2 y(,~+i) Qo 
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(7) 

(8) 

(9) 

on aura 

En posant dans (5) 
y(~--) 

x,,+2 ~ y(_~) 

Y1 y(n+l)  __  Y2 Y(~+~) P0 QI 
Q2 (io) 

PI P 2 - -  . Q~-I 

P n - l "  

Mais on pourra  encore t rouver  une au t re  fract ion continue toute  analogue:  E n  

d~signant par  yC-m la n i~me int~grale on peut,  apr~s avoir t rouv~ la loi g~n~rale 

des coefficients de (7), former les Squations suivantes  

Y' + P - i  Y + Q-1 y(-l)  ~_ o 

y + P-2  y(-l)  + Q _ 2 y ( - ~ ) ~  o (I•) 

y(2-n~ + p_ , ,  y ( l -m  + Q-n y( -m == o . 
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y~ y(-m - -  y~ y(--) 
P -1  

Q - 1  

P - 2  Q-2 
P - a  ~ "  . .Q~_~ 

Les dquations (io) et (i2) sont simplement des identitds, mais il est naturel de 

faire croltre n vers rinfini dans ces fractions continues. L'examen de la con- 

vergence ddpendra alors de la mani~re dont g(n~ se comporte pour des valeurs 

tr&s grandes de n. On voit que si 

y(?) 
l i m y ( - ~ =  c 

off  r est une constante, (io) tendra vers 

yr ! - -  c y~2 

Yl - -  cy~ 

c'est-k-dire vers la ddrivde logarithmique d'une int~grale particuli~re de (6); mais 

nous allons voir que cette eonstante n'a pas la m6me valeur dana tout  le plan. 

La fraction continue tendra done vers des fonctions analytiques diffdrentes dans 

des parties diffdrentes du plan. Pour  dtudier de plus pros cette particularitd 

nous supposons que lea coefficients de (5) soient des fonctions rationneUes de x. 

Soient les points singuliers de l 'dquation diffdrentielle al a 2 . . .  ap et oo; ce der- 

nier point peut  6tre un point singulier, soit r~gulier soit irrdgulier, mais nous 

supposons que t o u s l e s  autres points singuliers soient r~guliers. Aux environs 

de as on pourra toujours d6terminer 2 int~grales lindairement inddpendantes y,,l 

et yl, 2 de la forme 

y~,l - -  ( x - - a i ) B i ,  lrfi, l (x)  yi,2-- (x--al)fli'2q)i,2(x) (I  3) 

r (x) et r 2 (x) dtant holomorphes darts le voisinage du point al. Nous allons 

maintenant dtudier la convergence de (xo) et de (I2) aux environs d 'un point 

arbitraire x du plan. Soit as le point singulier le plus rapprochd de x, ay le 

point singulier le plus dloignd de x (oo non compris), on aura alors d'apr~s (Chap. 

i, 1 .,~i. 2 I (42)) que, pour des valeurs positives tr~s grandes de n, ~ et ~ se compor- 

tent  respectivement comme 

C,,~(al--x)-"n-~,~-~ r ( I  + ~,~)(I - -  e2~'~', ~) 

e t c o m m e C ~ , 2 ( a i - - x ) - n n - ~ , ~ - l  F ( i  + f l i , 2 ) ( i - - e  ~-'I~,2) (I4) 
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t o u s l e s  aut res  termes 6 tant  d 'o rdre  inf6rieur. Donc  

off nous avons  posd 

~j(n) Ci, 1 
l i ra  ~i,1 n#i ,  1 - f l i , 2  ~ 

Ci, k ~-" Ci ,  k " I ~ ( I  ~- #i, k ) ( I  - -  e '~~ k ) .  

On voi t  de m6me que pour  des valeurs  n6gatives tr6s grandes  de n 

y(m 
�9 y,l nZj, l-zj,2 c~,1 hm ~ ~ - - .  

Les int6grales Yj,1 e t  yj,2 sont  ici des fonct ions ]in6aires de yi,1 et  de yl,2 

don t  les coefficients se d6 te rminent  de la connaissance d u  groupe  de l '6quat ion;  

(xo) t endra  alors vers yri'l ou vers y'i,2 selon que  ~(fli, 1) > 9r 2), ou que 
y i , 1  Y i ,2  ' 

9~(fli, 1) < 9~(fli, 2). Si 9~(fli, 1) = 9~(fli, 2), sans quc fli,1 = fli,2 , la f rac t ion cont inue  

y j ,1  y j , 2  divergera.  (z2) t end  au  cont ra i re  vers , ou vers ..-r--, selon que 9~(flj, 2) 
y j,1 Y j,2 

~(flj, 1). (IO) et (z2) conduisent donc gdndralement h deux intdgrales de (6) lingaire- 
ment inddpendantes l'une de l'autre; nous pouvons donc intdgrer compl$tement l'dqua- 
tion di//grentielle au moyen de fractions continues. Etud ions  encore  quelque cas 

d ' excep t ion :  

I) Si ill,1 est o ou un nombre  ent ie r  positif,  le t e rme con tenan t  ( a l - - x )  "-n 

z ,,(n) ~ cause du fac teur  ~ -  e 2 ~  disparai t  dans  la va]eur  a sympto t ique  de n!~i,1 

En  ce cas (Io) t endra  toujours  vers Yr~'--A 

2) Si fli,1--fl~,2 est o ou un  n o m b re  ent ie r  positif,  yl,2 sera de la forme 

y i , 2  : ( x - - a i ) # i ,  2 { ~ , ( x )  + ~ : ( x )  log (x--as)) 

tandis  que yi.1 ne sera pas logari thmique.  En  se rappe lan t  (Chap. I ( 2 I ) ) o n  

t r ouve ra  faci lement  que  la valeur  a sympto t ique  de !o , (n )  sera n ! ~i, 2 

( - - I - - - - tnn- -# i '2 -1u  (n  + ill,2 -{- I)(I - - e  2aifli, 2 ) / ' ( 1  + fli, 2) 
a l  - -  X l  

on voi t  donc que (xo) tendra 

dire y'i,a 
Yi, 1 

toujoura verb l'int~grale non-logarithmique, c'est-&- 
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w 15. En consid6rant, au eontraire, un point x pour lequel ak est le point 

singulier le plus rapproch6, /a /faction continue convergera qgndralement aussi pour 
cette valeur de x, mais vers une autre ]onction qui n'est pets la continuation analyti- 
que de la 7oremi~re. Donc, la valeur de la /faction continue saute sur certaines 
lignes que nous appelons les lignes critiques de la ]raction continue et dont la posi- 

tion se ddtermine par les points sinquliers de l'dquation di]]grentielle. 
Etudions de plus pros quelques uns des cas les plus simples: 

i) S'il n 'y  a qu'un seul point singulier situ6 dans le fini, ou s'il n 'y en a 

pas du tout, la fraction continue tend par tout  vers la mfime fonetion. 

/) 

A 

Fig. 1. Fig. 2. Fig. 3. 

z) S'il y a deux points singuliers al et a2 dans Ia partie finie du plan, nous 

tra~ons une ligne droite B A  (fig. I) perpendiculaire au milieu de la ligne ata3. 
Les fractions continues convergent alors g6n6ralement dans chacun des demi- 
plans limit6s par  la droite BA,  mais dans le demi-plan oh ai est situd (io), par 

y'2, 1 Sur la ligne exemple, tendra vers y'I'-~! dans l 'autre, au contraire, vers y2, 1 
yl, 1 ' 

droite elle-m6me la fraction continue peut  tendre vers l'uno ou l 'autre de ces 

fonetions, ou elle peut  diverger. 
3) S'il y a trois points singuliers a~, a2, as (fig. 2), nous tragons des lignes 

perpendiculaires au milieu des c6t6s du triangle axa~.a3. Que celles-ei se coupent 

en 0. Ces lignes divisent le plan en 3 parties COA, AOB et BOC chacune 
s 'dtendant ~ l'infini; dans ehacune de eelles-ci la fraction continue tend vers une 

fonction analytique d6termin6e. 
4) On voit de m6me que, s'il y a 4 points singuliers ala~asa4 (fig. 3), le 

plan est divis6 en 4 domaines de convergence AO2B, B020~C, COlD et DO~O2A 
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par des droites perpendiculaires au milieu des cSt~s et des diagonales du qua- 
drilat~re. 

Et  g~n~ralement si l'~quation diffSrentielle a un hombre fini de points sin- 
guliers tous r~guliers, nous pouvons l'int~grer compl~tement dans tout le plan 
par deux fractions continues (io) et (i2). Celles-ci ne divergeront que exception- 

nellement: lorsque 9r sans que fli, l ~ f l i , ~  mais elles eonduiront 
des int6grales particuli~res diff6rentes dans des parties diff4rentes du plan, les 
fractions continues ayant  certaines lignes critiques sur lesquelles sautent leurs 
valeurs. La position de ces lignes se d~termine par les points singuliers. Sur 

les lignes critiques les fractions continues peuvent tendre vers une des fonctions 

qu'elles repr6sentent dans ]es parties contigu~s du plan, mais elles peuvent aussi 
diverger. I)dns les points singuliers de l'~quation diffSrentielle, au contraire, les 
fractions continues convergent. 

I1 arrive que les fonctions repr~sent~es par les fractions continues, ehacune 
de son c6t~ d'une des lignes droites, coincident, ainsi il arrive, par  exception, 
que la fraction continue tend vers la m6me fonction dans tout le plan. Mais 
il arrive aussi, par exception, qu'elle diverge dans tout ie plan: Si pour tous les  

points singuliers ~}~(fli, 1 ) :  ~}~(fll, 2) sans que /~i, 1 =fll ,2.  
Nous allons mentionner encore un cas d'exception. Au w i2 nous avons vu 

que, si ~ est un point singulier irr6gulier, il y a certaines int~grales particuli~res 

qui se comportent asymptotiquement comme 

oh o ~ tt > -  i tandis que a est une constante ind~pendante de x. S i  ~ ~'~) est une 

telle intdgrale, on verra que, dans ve caB, (Io) tendra vers yr dans tout le plan. 
Y~ 

w 16. Un syst~me d'4quations diff~rentielles de la forme 

dy p dz  
~ +  Odx + Q o . y ~ o  

dz  
dx  + S ~  + T O . y  ~ o  

peut se traiter de la m6me fa~on, suppos~ que les coefficients soient des fone- 
tions rationnelles de x. En diff6rentiant (i5) n fois on en d~rivera facilement 
les 4quations 
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d"+ 'y  p d"+lz  - d " y  
dx,,+, + n ~  + Q"d-~  = 

d n+l z d ~ z - d "y  
d x " - '  + S ,  ~ + T,,d-- ~ = o 

(~6) 

Soient Yl, zl et y~.,z2 deux solutions particuli~res ind6pendantes du syst6me 

propos6. J e  pose a]ors 

y(~-) z(~ ") 

Au moyen de (i6) on pourra  ma in tenan t  exprimer par  les coefficients 

Pn, Q~. �9 �9 le rappor t  anharmonique  entre  4 r6duites cons6cutives; un calcul facile 

donnera en subs t i tuan t  dans (5) la fraction continue 

So 

To Qo 

p o - -  S '  (I7)  

T, Q' 
p S ) _  : 

La r6duite qu 'on  t rouve en in te r rompant  la fract ion continue par  le d6no- 

mina teur  partie] T~_I est 

y ,  z(,") - -  y~z~") 

Landis que la r6duite suivante  est 

Y ,  Y~"~ - -  Y2 Y~") . 
z, y(~.) - z2y~") 

Au moyen de (I5) on d6rive encore de (I7) la fract ion cont inue 

Qo 
Po 

T, Q' 
P, -- ~$2 

T 2 - - .  

(7 bis) 

oh les r6duites paires et impaires sont respect ivcment  

Y, z(~ ") - -  Y2 z~m y, y(.2) - -  y~ y(~) 



Fractions continues et ditf~rences r~ciproques. 33 

Pour 6tudier la convergence de ces fractions continues on n 'aura qu'~ for- 

mer de (15) les 6quations diff6rentielles de 2 t~m€ ordre que satisfont y e t  z et 

y d~terminer les points singuliers ainsi que les racines des ~quations d6termi- 

nantes correspondantes. On verra que, si 

l ira  z ( ~  ---- l ira ~ - -  c 

(I7) tendra vers y ~ -  cy2 et (I 7 bis) vers z't--cz'2 - - "  en combinant ceux-ci on d6- 
z~ - -  cz2 y~ ~ cy2 ' 

termine facilement une solution particuli~re de (I5). Si, au contraire, ~ et y~) 

tcndent  vers deux limites diff6rentes les fractions continues oscilleront, cependant 

e]les n'cn gardent pas moins le sens, car, en ee cas, elles nous conduiront m~me 

au syst~me complet d'int6grales. 

l~quat ions  aux differences flnies. 

w 17. Consid6rons l '6quation lin6aire homog~ne de 2 i~me ordre 

U(n + 2) + P ( n ) U ( n  + i) + Q ( n ) U ( n ) = o .  (~8) 

Pour  int~grer celle-ci par des fractions continues je pose dans (5) 

U, (r + n) 
�9 ~ .+1  = U~ (r + n )  

�9 ~ ~ �9 | 
off U~(n) et U2(n) dcmgnent deux mtegra.es lin6airement ind6pendantes de (IS). 
On trouve alors l'identit6 

U,(r + i)U~(r + n)--  U~(r + i)U~(r + n) 
U1 (r) U2(r + n) - -  U2(r) UI (r + n) 

_ Q (r) 

P(r) Q(r+I)  

En posant, au contraire 

P ( r + I ) - - . .  Q ( r + n - - 2 )  
P ( r + n - -  2)" (I9) 

U~(r-- n) 
xn+~ U,(r-- n) 

off 

mais g6n~ralement diff6rentes de Ul(n ) et U:(n), on aura 
A e t a  m a t h e m a t i e a .  84. Imprim~ le 13 janvier 1910. 

Us(n) et U~(n) d6signent deux int6grales lin6airement ind6pendantes de (i8) 



34 N. E. N0rlund. 

U~ (r) U, (r - n) - -  U, (r) U, (r 7 n) 
Us(r + I) U , ( r - - n ) - -  U,(r + I) Ua(r--n) 

P ( r - - i )  
Q( r - - i )  

P ( r - -2 )  - Q ( r ~ 2 )  
".. Q( r - -  n + i) 

P ( r - - n )  

(20) 

Supposons maintenant que les coefficients de (18) soient des fonctions ration- 

nelles de n, mais des fonetions arbitraires d 'un param~tre x. On pourra toujours 

donner s l '6quation aux diff6rences une telle forme que les coefficients soient 

des polyn6mes en n. Nous choisissons maintenant  les int6grales particuli~res 

U~(n) et U~(n) (U3(n) et U,(n)) de telle fa~on que, pour des valeurs positives 

(n6gatives) tr~s grandes, elles se comportent respectivement eomme (voir w i t )  

ci I'm (n)ann--,q,-1 et c2r." (n)a'~n -,~-1 (2i) 

!q et ,u2 sont ici deux nombres qui se d6terminent par les degr6s des polyn6mes, 

tandis que a .  a~, fit et f12 sont des fonctions de x, qui se d6terminent facilement 

par les coefficients de (18). Si maintenant !q >!q ,  alors 

i. U2(n) U3(n) 
lm - -  - -  o l i r a  U4(n) - -  o. (22) 

Donc, en faisant tendre n vers l'infini dans les fractions continues (I9) et 

Udr_+~) U~(r) 
(2o), (19) tendra vers U,.(r) et (2o) vers ~Ts(r + Ii"  Si, au contraire, ft, ~ % .  

alors 
U,(n) c, l i a  " 

en ce cas, (i9) tendra vers 

U,(r + ~) U~(r + ~) 
Ut (r) ou vers U2 (r) 

I al] scion que ~ sera plus petit ou plus grand que i. Mais al et a2 6rant des fonc- 

tions de x, ce module sera tan t6 t  plus grand, tant6t  plus petit que i. Doric, 

si l'on consid~re la fraction continue (i9) comme une fonction de la variable x, 

U, (r + I) 
eelle-ci convergera g6n6ralement dans tout le plan, mais tant6t  vers U,(r) ' 
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tantSt vers U~(r + i) U~.(r) " Les courbes sur lesquelles saute la valeur, se d6termi- 

iol nent par l'~quation ~ = i. Quant ~ (20) on voit qu'elle se eomporte exacte- 

ment  de m~me, de telle fagon que, dans les domaines oi~ (i9) tend vers 

(20) tend vers 

Ux(r + i) 
U,(r) 

U, (r) 
U,(r + I) 

et vice versa. (i9) et (zo) nous eonduisent  donc ~ l'int6grale eomplbte de l'6qua- 
tion aux differences dans tout  le plan, h l 'exception des eourbes critiques 

d6termin6es par l '6quation l a l l  = la21.  Sur ces eourbes m~mes (~9) tend vers 
U,(r + ~) U~(r + ~) 

U~(r) ou vers U2(r) selon que 9~(fl~--fll) sera n6gatif ou positif. Si s 

la lois ]a, ] =  ]a2 ] et 9~(fl~)= ~(f12) sans que a, = a2, 9~(fl,)= 9~(fl2), l 'une et l 'autre 
des fractions continues divergeront. Nous avons donc d6montr6 le th60rbme 
suivant: 

Les /factions continues (i9) et (20) sont convergentes dans tout le plan exceptd 

possiblement sur certaines courbes critiques, et elles eonduisent ensemble ~ l'intdgrale 

complete de l'dquation aux  di//drences /inies. S i  u, ~ t ~ ,  les /factions continues 

tendront, dans tout le plan, clmcune vers sa /onction analytique. Si,  au contraire, 

,u~ = ~t2, les valeurs des /ractions continues sautent sur certaines courbes critiques, 

ddtermindes par l'dquation ]a~ ] =  [a2[. Dans  un domaine limitd txtr une de ces 

courbes, les /factions continues sont convergentes, et elIes tendent vers des /onc- 

tions qui ne sont pas des valeurs rdci?roques l'une de l'autre. Sur les courbes criti- 

ques m~mes, les fractions continues convergent si ~(fl~)Xg~(fl~), au cas contraire elles 

divergent au moins qu'on air ~ la /ois al = a~, ~ ~ f12. 

I1 arrive que ]a~[= [a2[ dans une certaine partie du plan, 6ventuellement 

io, I dans tout le plan, si, par exemple, ~ est ind6pendant de x. Dans un tel do- 

maine du plan les courbes critiques de (i9) et (2o) se d~terminent par l%quation 
~R(~i --~,~) = o. I1 arrive encore par exception que dans ee domaine U~(n) = U~(n) 

est une constante. Nous ne trouverons alors, de l%quation aux diffgrences, 
qu'une int6grale particuli~re. Quant aux autres cas d'exception qui peuvent arri- 

ver il suffit de renvoyer ~ w 9. 
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w 18. Nous avons d~riv4 la fraction continue ( i 9 ) e n  par tant  d 'une cer- 

taine ~quation aux differences finies de 2 t~m€ ordre, mais on volt inversement que 

toute fraction continue est de cette forme. Pourvu que les num~rateurs et les 

d~nominateurs partiels d'une fraction continue donn6e satisfassent aux condi- 

tions susnomm~es, nous pourrons toujours en ~tudier la convergence. I1 arrive, 

cependant, souvent que les coefficients d 'une telle fraction continue suivent une 

loi alternante. Pour examiner ce cas i| faut consid~rer un syst~me d'~quations 

lin~aires, et, en consequence immediate de ce qui precede, nous serons conduits 

des r~gles de convergence qui, en pratique, seront g~nSralement satisfaisantes. 

w 19. Consid~rons done le syst~me: 

U(n + i) + P ( n ) V ( n  + I) + Q(n)U(n) = o 

V(n  + I) + S(n)U(n)  + T ( n ) V ( n ) - - o .  
(zs) 

Pour int4grer ces ~quations par des fractions continues on substitue en (5) 

U, (n + r) V,(n + r) 
x,~,,+~ U~(n + r) x2,,+1 --: VAn + r) " 

On trouvera a]ors facilement 

T(r) 

#(r) 
Q(r) 

P ( r ) - - T ( r  + I) 
S(r  + I ) - - Q ( r  + I) 

P(r + I ) - - .  

(26) 

La (2 n + 4) i~mo rdduite de la fraction continue dgale 

UI (r) V~(n + r)--  U, (r) V, (n + r) 
Vl(r) V,(n + r) - -  V,(r) Vl(n + r) (27) 

tandis que la r~duite suivante est 

U, (r) U,(r + n) - -  U,(r) U, (r + n) 
V~(r) U,(r + n) - -  V,(r)Ul(r + n)" 

(28) 

On trouvera de meme en posant 

V,(n + r) U, (n + r) 
x~,, V~(n + r) x~,,+~ -- U~(n + r) 

la fraction continue 
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avee les r4duites 

Q(r) 

P(r) T(r + I) 

8(r  "~- I) Q(r + I) 

P(r + i) -- .  

(29) 

V,(r + I)V~(r + n)-- V2(r+ I)V,(r + n) et  
U ,  (r) V,(r + n ) - -  UAr) V,(r + n) 

Vl(r + x)UAr + n) - -  V~(r + ~)U~(r + n) 
U, (r) U~(r + n) - -  U,(r) U, (r + n) (3o) 

I1 sera ma in tenan t  facile d 'examiner  la convergence de (26) et  de (29) en 

fo rmant  de (25) les 6quations aux differences finies de 2 ime ordre en U(n) et en 
V(n) et en d6terminant  

lira U~(n) et lira Vl(n) .  
UAn) V~(n) 

Si, dans un certain domaine, ees quanti t~s t enden t  toutes  deux vers, par 

exemple, z~ro, (26) et  (29) t endron t  dans  ce m~me domaine vers 

U,(r) et  vers  V,(r + ~) 
V, (r) U, (r) - -  respect ivement ,  

d 'oh  il est facile de ddriver Ul(r)et Vl(r). Si, au eontraire ,  dans un certain 
domaine 

U, (n) V, (n) 
lira ~ ] -~ )  ~ c, lira V ~  ~ c~ 

(26) e t  (29) oseilleront darts ce domaine.  Mais, en ce cas, nous pourrons d6- 

composer en deux ehacune do ees fract ions continues. Consid$rons par  exem- 

ple (26); en suppr imant  iei toutes  les r6duites d 'ordre  pair  la f ract ion cont inue 
tendra  vers 

U1 (r) - -  c~ U~(r) 
v ,  (r) - -  c-2 V~ (r) 

on sappriman$, an contraire,  
t endra  vers 

les rdduites d 'ordre  impair  la fract ion continue 

U1 ( r ) - -  c, U2(r) 
V, (r) - -  c, V~ (r) 

On voit  done que, en ce eas, (26) et  (29) nous conduisent  ~ l ' intdgrale com- 

pl6te du syst~me (25). Si, au eontraire,  (26) et (29) sent  convergentes,  il f audra  

encore, pour  t rouver  l ' int6grale complete,  se servir des fractions continues 
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avee les r6duites 

et 

P ( r - -  i) - -  - -  
Q ( r - -  i) 

S(r--  I) T ( r - - i )  

p(r_2)_Q(r--2) 
8(r-- 2) - - . .  

Vt(r)U2(r--n)--  V2(r)U,(r--n) V,(r) V2(r - -n) - -  V2(r) V , (r - -n)  
U, (r) U2 (r - -  n) - -  U2 (r) U, (r - -  n) et U, (r) V2 (r - -  n) - -  U2 (r) V, (r - -  n) 

~(r) T(r) 
p ( r _ _ i ) _ Q ( r - - I )  

T ( r - -  I) S(r - -  r)--  
P ( T - -  2) - - . .  

avec les r6duites 

U1 (r) U2(r --  n) --- U~ (r) U1 (r --  n) 
V,(r + i )U~(r - -n) - -  V2(r + i )U, (r - -n)  et 

U,(r) V~(r--n)-- U,(r) V,(r--n) 
Vt(r + I )V2(r - -n ) - -  V2(r + i )V , ( r - -n )  

(3I) 

(32) 

(33) 

(34) 

w 20. Nous avons vu que les s6ries de factoriel|es normales divergeront 

g6n6ralement; il est donc d'importance d 'observer que, pour des cas tr~s 6tendus, 

ccs fractions continues conservent leur sens; un autre avantage qu'on t rouve 

aux m6thodes d'int6gration 6tudi6es ici, c'est qu'elles int~grent aussitSt lcs 6qua- 

tions compMtement dans tout  le plan, et que non seulement elles donnent une 

repr6sentation formellement valable des int6grales, mais qu'~ cause de la rapidit6 

de la convergence, ellcs seront souvent bien utiles pour des d6terminations nu- 

m6riques. Mais, d 'autre part, la forme de fonction pen souple des fractions 

continues en emp~che l'applieation ~ la plupar t  des recherches plus 6tendues. 

L'approfondissement ult6rieur de la th6orie des diff6renccs r6ciproques y rem6- 
diera peut-~tre. Mais avant  de passer ~ l '6tude de ces fonctions int6ressantes 

nous appliquerons encore ce qui pr6c~de ~ quelques exemples partieuliers, 

De m~me que plus haut  on voit faci |ement que ces quatres fractions con- 

tinues donnent ensemble l'int6grale complete de notre syst~mc d'6quations aux 
diff6rences finies, 
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CHAP1TRE III. 

]~tude de l '~!quation de Gauss .  

w 21. En diffdrentiant n fois l 'dquation 

on trouve 

x ( I  - -  " d~y ~xx z)~-~ + (7-- (a  + fl + ~)z) - - . # y = o  (i) 

x(I  - - x ) y  ('+~) + {(I - -  2 x)n + 7--" (a + fl + I )x}y  (~+1) - -  (~ + n)(fl + n)y (n) = o (2) 

en l'int~grant n fois, au eontraire, on trouve 

X ( I - - X ) y  (2-n) + ((2 X -  I)rt + Z--(e t  + fl + I)X)y(l-n) - - ( a - - n ) ( f l - - n ) y ( - , o  = o .  (3) 

Soit yl et  yz deux int6grales particuli~res de (i) lin6airement independantes, 

on t rouve au moyen de (io) at de (12) Chap�9 II, les fractions continues 

KI y~ y(n+l) ._. ~, ~j(n+l) 

-fl 

7--(cc+~+ ~)x-q 
(a+ ~)(fl+ 1)x(r--x) 
~,+ I__(a.+fl+3)X q !C~+2)(fl+ 2)X(I--X) 

". ( a + n - - i ) ( f l + n ~ i ) x ( I - - X ) .  
y + n ~ I - - ( a  + [:~ + 2 n - - I ) x  

x(z--I)  
7--I--(,~ + fl--I)x-4 (~--I)(~--I) x(i--z) 

7 - 2 - - ( -  + ~--3)x q (.--2)(fl-2)x(x--x) 
". (a--n+ i ) ( f l - -n+ I)X(I--X) .+ 

7--r t - - (et+fl--2n+I)x 

(4) 

(5) 

Les points singuliers de l '6quation diff6rentielle (i) sont o, i et ~ qui sont 

tous r6guliers. En faisant tendre n vers l'infini dans KI et K2 ils nous con- 
duisent tous ensemble ~ l'int6grale complete dans tout  le plan. La ligne criti- 

que est une droite perpendieulaire sur l 'axe des nombres r~els t raversant  le 

point + I .  
2 
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I1 est facile d'ailleurs d'exprimer par des s~ries hyperg~om~triques les va- 

leurs des fractions continues. Aux environs des points singuliers o et ~ l'~qua- 

tion (I) comporte les int~grales suivantes 

y~-----x~'-~F(a--~, + ~, f l - -~  + ~, 2--~,,x) 

y~ = P( , ,  fl, ~, x) 

y~ = F (a, fl, a + f l - -  r + ~, ~ - -  x) 

Y' = ( I - -X) r - -a - - f l~ (~  ' ~ a ,  7 ~ f l ,  7 ~ a - - f l  -~ I,  I - - X ) .  

Consid~rons d'abord l'aire commune aux deux cercles d$crits des points o et 

i respectivement comme centres avec un rayon ~gal h l'unit~. 

En appliquant les r~gles expos~es dans le chapitre precedent on voit tout  
de suite que: 

I 
Pour 9r < ? 

I 
et pour ~(x) > 

Kj tend vers Y'_~2 et K2 tend vers Y~ 
Y2 Yrl 

K~ tend vers yrj et K~ tend vers Y_r~. 
Y3 yF 

I1 reste d'~tudier les valeurs des fractions continues pour !~(x)~  ~. 
2 

des valeurs positives tr~s grandes de n on trouve 

Pour  

) r ( r )  
yl-) ) x "n a+~+1-2~ (i  - -  x)~-a-~ x~ -1 r ( a  + f l - -  r + ~) 
yt-) ~ ~ 

(6) 

yl-) 
Pour des valeurs tr~s grandes n6gatives de n on trouve pour y(n---i, ~ une 

eonstante pros, cette m~me valeur asymptotique. Cela pos~ on volt que trois 
cas diff~rents se pr~sentent: 

~(~') > 9r (a +/~ + I) KI tend vers Y'--~ et K2 tend vers Y~4 
2 y~ yl 4 

9 ~ ( 7 ) < 9 ~ ( a + # + I )  K, tend vers y'j et K,  tend vers Y~ 
2 Y3 Ytl 

9r a + ~ + II toutes les deux fractions 
2 ! continues divergent. 

Les s~ries y, . . . .  Y4 si bien que leurs deriv6es ne sont convergentes que aux 
environs des points singuliers o et i. Or il est facile d'en d~duire d 'autres qui 

repr~sentent les valeurs des fractions continues dans toute leur domaine de con- 

vergence. I1 suffit d'appliquer ~t celles-ci la transformation d'EVL~R bien connue 
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F(~, #, 7, ~)---- ( I - - ~ ) - ~ F  ~, 7--r 7, ~ 

41 

les s~ries ainsi transform6es convergent dans l 'un ou l 'autre des dcux demi-plans 

limit,s de la droite 9~(x)=~.  
2 

A c e t t e  m~me droite, au contraire, les s~ries ne convergent pas toujours, 

car ]e module de la 4 ~mo param~tre de la s~rie hyperg6ometrique est iei t. La 

condition de convergence est d'apr~s un criterium assez connu de WEIERSTRASS 

9~(a - -# )<  I. Or ]es s~ries ~tant symetriques en a e t  ~, on voit qu'on peut 

en effet dans tous les cas representer les valeurs des fractions continues dans 

toute leur domaine de convergence par les transferrals de y,, y~, Ys et Y4. I1 y 

a seulement exception si 9~(x) = I-et 9~(a--~) = I. Dans ce cas routes les 8 s~ries 
2 

transform~es divergeront. Nous pouvons alors nous servir de y~ et Ys, si ~x I < I;  

au contraire, si Ix I>  i, il faut  se servir de s~ries proc~dant suivant les puissan- 
ces enti~res et d~croissantes de x. 

Etudions maintenant  les cliff,rents cas d'exception se prSsentant lorsque 

~, 7 ou 7 -  a - / ~  sent des nombres entiers, ou lorsqu'un ou p]usieurs des para- 
m~tres croissent vers l'infini. 

i) Si a (ou ~) est un nombre entier n~gatif, y 2 = F ( a ,  ~, 7, x) sera un poly- 
n6me entier en x du --alpine degr6. La d~rivSe du ( i -  a~me ordre de Y2 sera 

par consequent identiquement z~ro. K, tendra alors pour routes les valeurs de 
x vers 

7 F (., ~, 7, x) 

2) Si 7 est un nombre entier positif, et que ni a ni ~ n e  soient aueun des 
nombres i,  2, 3 , . - .  7 - - i ,  on aura aux environs de zSro au lieu de y~ et Y2 les 
deux int~grales partieuli~res 1 

y, ---- F ,  (a, fl, 7, x) + F (a, t9, 7, x) log x 

y~ = F(a,  fl, 7, x). 

Fl(a, fl, 7, x) est ici une fonction ayant  une certaine ressemblance avec F(a, fl, 7, x).  
Nous savons que la fraction continue tend vers l'int$grale non-logarithmique 

1 FRo~.~ius: Ueber  die In tegra t ion  der  l inearen Different ia lgleichungen durch Reihen  
Crelles Journal ,  Vol. 75, p. 214 f. 

Aeta mathematica. 34. Imprim6 lo 14 janvior 1910. 6 



42 N . E .  N0rlund. 

(Chap. I I ,  w 14) , on ve r ra  done que, pour  ~ ( x ) < I ,  K,  t end  vers  Y'_~2, quand  
Y2 

m6me 7 est un  nombre  ent ie r  positif.  

3) Si 7 est nul  ou un  nombre  ent ier  n~gatif, et  que ni a ni f l n e  soient  

aucun  des nombres  o , - - i , - - 2 , . . .  7, on aura  aux  envi rons  de zSro les deux  

int6grales particuli~res 

xl--r F~ (a + z - -  7, fl + I ~ 7 ,  2 - - 7 ,  x)  + x l - r  F ( a  + I - - 7 ,  fl + I - - 7 ,  2 ~ 7 ,  x)  log x 

xl-rF(a q- I - - 7 ,  fl q- I ~ 7 ,  2 - - 7 ,  X). 

Comme K1 t end ra  encore  vers l ' intSgrale non logari thmique,  on voi t  que, 

pou r  9r  ~, K~ t end ra  vers y'-~ tandis  que, pour  tou te  au t re  va]eur  des para-  
y~  ' 

m~tres,  elle t endra  vers y r .  
Y2 

4) Si a + f l - - 7  est nul  ou un  nombre  ent ier  positif e t  que ni a n i f l  ne 

soient  aucun  des nombres  i,  2, 3, �9 �9 �9 a + f l - -  7, on aura  aux  environs  du po in t  

I, au lieu de y~ et  de Y4 les deux  int6grales part icu]i~res:  

F ( ~ ,  ~, a - ~ - ~ - - 7 +  I ,  I - - X )  

I - -  p 
pour  ~ ( x ) < 2 '  K1 t end  done vers Y'3 comme au cas g6nera]. 

Y3 
5) Si, au contraire ,  a + f l - - 7  eat un  nombre  ent ier  n~gatif, e t  que ni a ni  

f l n e  soient  aucun des nombres  o, - - i ,  - - 2 , . . . a + f l - - 7 + I ,  nous aurons  au 

lieu de y.~ et  de Y4 

I - -  X)7--a--flF (y - -  a, J / - - f l ,  ~ / - - ( ~ - - / ~  + I ,  I - - X )  

(I--X)7-a-#Fl(~/--Or, 7 - - # ,  7 - - a - - f l  + I ,  I - - X )  + 

+ ( I - - X ) r - a - # F ( 7 - - a ,  7 - - f l ,  7 - - a - - #  + I, I N x )  log ( I - - X ) .  

Dana ee eas d ' exep t ion  K1 t en d ra  done,  p o u r  ~ ( x ) >  i vers y r .  
2 Y4 

6) Passons /~ l '6 tude des eas oh un  ou plusieurs des param~tres  t enden t  

vers l 'infini, ee qui  a lieu p o u r  plusieurs des fonet ions les plus appliqu6es dans 

l 'analyse.  Met tons  dana l '6quat ion  diff6rentielle de GAuss (I) k au lieu de a et  

x 
au lieu de x et  faisons t endre  k vers Qo, nous aurons  alors l '6quat ion diffSrentielle 
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d ~ Y ~xx x ~  + (y--x)  - - f l y = o  

43 

(~8) 

avec les deux int6grales particuli~res 

y,---#-~F(k,  f l - -7  + I, 2--7,  ;) 

off iei, et dans la suite, k d6signe un nombre infiniment grand. Ces s6ries sont 

eonvergentes dans tout  le plan, l '6quation diff6rentielle n 'ayant  que les deux 

points singuliers o et ~ .  Donc, il est 6vident que, dans tout  le plan, la frac- 

tion continue tend vers la m~me fonction analytique, ear en diff6rentiant Yl et 

Y2 n fois on trouve 

y~'O=x'-7-"(--i)nI'(y + n - -  I) F (k, f l - -y  + i, 2 - - y - - n ,  ;) 
r(y-- z) 

r (~)  r ( y  + 

y(n) et y(n} se comportent done asymptotiquement eomme 

x 1-~ r (y) e~ n~-~. r(y_~)r(y + n--~)(--x)-" et 

Done 
y~"),,,r(7) P ( 7 - -  I) exx~_ ~ ( - -  x)'n~-~ 
y~,O r(fl) F( 7 + n --  I} 

mais eette limite est nuUe pour routes les valeurs de x. 
On trouve la fraction continue 

f lxF (k' fl + i' 7 + I' ~) =~Ix 

7 F (k, [~, 7, k) 7 - - x  + (fl + x ) x  
7 +  i - - x  + (# + 2)x (I 9) 

7 +  2 - - x  + (fl+; 3)x 

qui tend vers le premier membre pour toutes les valeurs complexes de x, fl et 7. 

Ce n'est que lorsque 7 6gale z6ro ou un nombre entier n6gatif sans que fl soit 

un des nombres o, - - i ,  - - 2 , . . .  7 qu'il y a exception; car, en ce cas, les s6ries 
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du premier membre n 'ont  pas de sens. De m6me que plus haut on voit facile- 

ment que, dans ce cas, la fraction continue tend vers 

:E - -  7 .  (20) 
I F ( k ,  f l + l - -  7 , 2 - - 7 ,  k) 

Si fl aussi tend vers ~ ,  rien n'est  change. Si, au contraire, a e t  fl restent 
finis, tandis que 7 crol t  au-del& de routes limites, on aura, au lieu de (i), l'6qua- 
tion diff6rentielle 

.~ d' y dy x ~ + {(~ + # + ~)x--  ~ } ~  + - # v  = o. (2~) 

Les points singuliers sent ici o et oo, mais o est un point singulier irr~.~u- 

lier. Nous posons donc 
I 

x ~ - - ,  y ~ z a . u  
Z 

et trouvons 
d~u du 

z ~ +  (z + i + ~ - - f l ) ~  + a u = o  (22) 

mais cette 6quation diff6rentielle est de la m6me forme que (18). 

Systbme d'~quations hyperg*ometriques aux differences flnies. 

w 22. On peut  donner une forme plus 616gante aux fractions continues (4) 

et (5) en intercalant entre routes les deux r6duites une r6duite nouvelle. Les 
fractions continues ainsi obtenues se laissent cependant d6river directement en 

par tant  du syst6me d'6quations aux diff6rences suivants 

xU(n  + i )  + x(f l - -7)  V(n + ~) + (~ + n) U ( n ) =  o 
(23) 

i U (n) + (a + n) V (n) = o. ( X - - I )  V ( n  -]- I ) - - ~  

D'apr~s les formules (26) et (29) Chap. II  on cn trouve 

K3 = ~ x  
I 

f l (x- -  i) 
(a + i )x  

r - - f l  (fl + ~) (=_  ~) 
I -  (a + 2)x  

~'-- fl (fl + 2 ) ( x - -  I) 
I - -  

(2,,) 



Fractions continues et differences r~ciproques. 45 

i # (x- - i )  
K~ ~-x(x__x) .  (a + x)x 

r - - #  (# + ~ ) ( ~ _  ~) (25) 
I 

7 - - # - - ' .  

D'autre  part, il est facile d'int6grer (23) par des s6ries hyperg~om~triques, 
car en ~liminant entre ces ~quations V e t  U respectivement on trouve 

x(x--x) U(n+ 2) + {n(~--2 x)+ 7 + i--(a +fl+ 2)x) U(n+ ~)--(a +n+ i)(fl+ n) U(n)=o 

(26) 

x(z--x) V(n+ 2) +{n(z--2 x) +7--  (a +#+ i)x} V(n + i)--(a + n)(fl+ n) V(n)=o. 

Mais ces Squations s 'obtiennent aussi en diff~rentiant n fois les 2 ~quations 
�9 f t  . dlf erentmlles hyperg$om6triques 

. d*z dz 
X ( I - - X ) - ~  -~ ( r  ~- I--(~ ~- ~-~- 2 ) x } d - ~ - - ( a  ~- 

x ( I - -  x) d~y ~x d-~ + {7- - ( -  + # + ~)x} - - . # y = o  

I ) # z = o  

(27) 

et en posant 
d ~* z 

U(n) -- dx" V(n) = d 'y  , dxr~ 

alors le syst~me suivan~ d'int~grales satisfait h (23) 

U~(n)  .... c, r ( a  + n + i ) r ( f l  + n)F(  a 
F ( y + n T  i) + n +  I ' f l + n ' 7 + n  + I'X) 

x F(a  + n ) F ( f l  + n ) F ( a  + n, fl + n, 7 + n, x) Vl(n)=clx(r - - f l )  r(7 + n) 

_ , , , r ( .  + n + ~ ) r ( #  + n) 
U~(n)=c2x(-- • - I ' ~  f l ~ 7 - + n  ~- z) F(a + n + I, f l+n,a +[~--TTn+I,  I - - x )  

V ~ ( n )  . ,~ r ( . + n )  r ( # + n )  . ,  
= C2~-- I) -F(a ~_ f l _ 7  _i_ n T i )  ~ ( a  + n, fl T n, a + f l - - 7  + n § I, I - -  X). 

Les valeurs de (24) et de (25) d6pendent done de la m6me valeur asymp- 

totique que (4) et (5)- I1 faut noter sp~cialement que pour 9r z - o n a  
2 
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K 3  = a ( 7 - -  fl) x " 
7 i 

N. E. NOrlund. 

( ") 
F(a+ I,[3,7+ i , x )=a(7__ / t ) ,  x F 7--a,  fl, 7+ I , ~ - ~  

F(a, fl, 7, x) 7 I F 7--a,  fl, 7, 
(28) 

K, 
F ( a + I ,  ~-~- I, 7 +  I,  Z ) =  

x(7--~) F ( a + i ,  fl, ~,+x,  x) 

_ _  ~ �9 

7--# x(i--z) 

Pour 9r > I - 011 a, au  contrai re ,  
2 

( F 7--a ,[~+I ,  7 + I .  

( F 7--a,  fl, 7 + i , ~ _ ~  
(29) 

K 3 = ~ X  

K 4 

F ( a + I ,  /~, a + / ~ - - 7 + I  , I - - X )  
F(a, fl, a+~--~+I, I--X) 

F (fl--y, fA a+f l - -y+ I, X x  - - - ! )  
= a x  (:30) 

F (I +fl--7, fl, a+f l - -7+ I, ~ -~) 

[~ F ( a  + I ,  f l +  I, a + ~ - - ~ +  2, I - - X ) =  
( 7 - - a - - f l - -  I)X F(a + I, fl, a + f l --7 + I, I - -  X) 

F ( / ~ - 7 +  I ' ~ + I '  a + t ~ - ~ ' + 2 ' I - I )  (31) 

w 23. 

core des syst~mes d'6quations diff4rentielles; traitons h titre d'exemple 

Systbme d'6quations diff6rentielles hyperg6om6tr iques .  

Nous avons vu qu'on pout int6grer, par  des fractions continues, en- 

~xx dz (7--a--~t)x -~ (7 - - a ) ( I  - - x ) ~ - - a f ] y  := o 

(~ -x)  dz ~ + (7--a-- t~)z  + (a- -} ' )y=o.  

(32) 

On voit facilement que tant z que y satisfont aux 6quations diff6rentielles 

de 2 ~m~ ordre de la forme (I). On trouve alors le syst~me d'int~grales suivant 
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Z 2 =-= C 2 

z~ = c~ F (a,  fl, ~,, x) 'y, ---- ct ~' - -  a F (a,  fl, ~ + I ,  x )  

Ceci se laisse d 'ai l leurs  faci lement  v~rifier;  car  en subs t i tuan t  (33)dans  (32) 

on est condui t  s des re la t ions bien connues de GAUSS en t re  des fonct ions conti-  

gu~is. En  di f f6rent iant  (32) n fois on t rouve  

d"+ly  d n+l z 8~ d~Y 
( ~ + f l - - r + n ) x ~ - - ~ l  + ice - - r ) ( ~ - - x )  ~ + (n + ~)(n + ~ o 

~ ' d x "  

d n+l z , d ~ z d ~ y 
(I--X) dxn+l (w+ [3--7+n) d-~ + ([~--7)-~=o. 

On t rouve  alors pa r  (i7) la f ract ion cont inue  

o h  x t 

r - - ~  "fl 
7-- ,~  - -  ~ + f l - - z ) ( c , +  f l - -  r + ~)x, 

r - - f l  (a+~)(f l+~)  
( a + f l - -  ~ +  I ) ( a + f l - -  7 +  2 )Xt .  x 7 _ _ a _ _  

x - -  i 7 - - f l - - ' .  

(34) 

La  convergence d6pend 'ici de la m6me valeur  a sympto t ique  que nous avons  

6tudi6e plus h a u t  (w 2i) .  E n  consid6rant  cet to  f rac t ion  con t inue  comme fonc- 

t ion de x 1 on voi t  faci lement  que, dans un cercle de r ay o n  i a y a n t  pour  centre  

l 'origine, elle t end  vers:  

7--I F(a,  7--fl + ~, 7 + i, x,) 
r F(a,  r - - # ,  r, x,) (35) 

mais hors de ce cercle vers :  

~ - - r  ( (36) 
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La fraction continue de Gauss. 

w 24. Dans  son m6moire  classique sur  la fonct ion hyperg~om6t r ique  1 GAUSS 

a repr6sent6  le r a p p o r t  en t re  deux  s6ries hyperg6om6t r iques  cont igu~s p a r  une 

f rac t ion  cont inue.  Mais GAuss  se borne  ~ d$duire  fo rme l l emen t  la f rac t ion  con- 

t inue  sans en t re r  dans  les ques t ions  de convergence .  RIEMANN, THOM]~, VAN 

VLECK et  d ' a u t r e s  encore ont ,  plus t a rd ,  t ra i t6  ce t te  quest ion.  RIE~tANI~ ~ n ' a  

pu  achcve r  sa d6mons t r a t ion  qui  n ' a  p a r u  qu ' ap r~s  sa m o r t  et  dans  une r~dac- 

t ion due ~ M. SCHWARTZ. RIEMANN y d6mont re  que la f rac t ion  con t inue  est  conver-  

gen te  pou r  routes  va leurs  de x, except6 p o u r  des va leurs  r6elles posi t ives  non 

inf6rieures ~ I ,  e t  qu 'e l le  tend,  en effet ,  ve rs  la fonc t ion  indiqu6e p a r  GAuss.  

Mais RI~.MAN~ suppose  que t o u s ] e s  p a r a m ~ t r e s  soient  finis; nous  allons encore  

6 tudier  le cas off a ou fl t end  vers  oo, e t  nous ver rons  que, dans  ee cas, la f rac-  

t ion  con t inue  converge  dana t o u t  le p lan.  Nous  pa t rons  du sys t~me  d '6qua t ions  

aux  diff6rences finies: 

(a + n)(7--~ ++)  U(n) - -V(n)+(y+2n) (7+2 n ) x U ( n + i ) = o  

(37) 
(fl + n + 1 ) ( 7 - - a  + n  + ~) 

V ( n ) - -  U ( n  + ~) + (7 + 2 n + 1)(7 + 2 n + 2) x V(n + 1) ~ o. 

d'ofl, p a r  (26) Chap.  I I ,  on ddrive la f rac t ion  cont inue  de GAUSS: 

F(a, •+i, 7+ i ,  x ) = 7  
F(a, fl, 7, x) 

7 - -  
,~(r--fl)x 

(#+1)(7--a+1)x 
7+1 (a+ 1)(7--#+1)x 

7 +  2 - -  (f l+ 2 ) ( 7 - -  a + 2)x 
7+3 

(38) 

P o u r  examine r  la convergence  de ce t te  f rac t ion  cont inue  nous 61iminons V 

ent re  les 6quat ions  (37), et  nous  t r o u v o n s  l ' 4qua t ion  a u x  diff4renees finies: 

x~ (a + n + 1)(fl + n + ~ ) ( 7 - - a  + n + 1 ) ( r - - f l  + n + ~:) U ( n  + 2) + 
(7 + 2 n + 1)( 7 + 2 n + 2)9(7 + 2 n  + 3) 

J(fl + n + 1 ) ( 7 - - a  + n + I) (a+n)(7--fl+n) 
+ | (7-+ 2n +1)(7 + 2n + 2) x + (7+2n)(7+2n+i)x--I  I U(n+I)+ U(n)=o. (39) 

1 GAvss: Disquisitiones generales circa seriem infinitam I + a/~ x+ .  - �9 Werke III ,  pag. 125. 
I. T 

2 Rx~MA~: Werke XXIII ,  pag. 424. Zweite Auflage, x892. 
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En 61iminant U, au contraire, on obtient une 6quation en V(n) toute sem- 

blable. L'6quation earact6ristique de (39) est maintenant:  

ayant  les racines 

x~z ~ + 8 ( x - -  2)z + I 6 = o  (4 ~ ) 

les deux int6grales partieulibres U,(n) et U2(n) de (39) se comportent alors 

asymptot iquement  respectivement comme 

i - -  V-~--xx! et c~ n -  ~ i + I1/-I-~X~X! 

S i x  est r6el positif et non inf6rieur h. i ,  les deux racines de (4o) ont le mfime 

module: la fraction continue est divergente. Mais pour toute autre valeur de x 

]a fraction continue converge, car ] i  + ~ l > ] I - - V i - - ~ - x x l ,  si par V i - - x  

nous d6signons la valeur de la racine carr6e de laquelle la partie r6elle est posi- 

tive. Si, au contraire, on pose, en (39), a----k et, si l'on met x au lieu de x en 

faisant k tendre vers ~ ,  on aura l '6quation: 

x '  (fl + n + ~ ) ( 7 - - f i  + n + r) U (n + 2) + 
( 7 +  2 n +  1)( 7 + 2 n + 2 ) ~ ( 7 +  2 n + 3 )  

f i+n+i  7--fl+n I 
+ (7+2n+i)(7+2n+2~x ( 7 + 2 n ) ( 7 + 2 n + i } x + I  U ( n + i ) - - U ( n ) = o .  (39bis) 

D6signons maintenant par f l l e t  fl~ deux nombres ind6pendants de n, sans 
d'ailleurs les d6terminer, il y aura alors deux int6grales partieuli6res UI (n) et 

U2(n) de (39 bis) se eomportant asymptot iquement  comme 

On voit que pour routes les valeurs de x 

V,(n)  
]im U~ (n) 

La fraction continue 
Acta mathematica. 34. Imprim~ le 14 janvier  1910. 

~ 0 .  
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F(k, fl+I, 7+I, k ) _ 7  

7+ I-~ (fl+ I )x  (4i) 
(7--fl+ ~)x 

7+2  - -  

est donc convergente dana tort le plan de x. I1 en est ainsi lors m6me que fl 

t endra i t  aussi vers 0o. 

Les  fonct ions  sph6r iques .  

w 25. On sait que l '$quation aux  diff6rences: 

( n + 2 )  U ( n + 2 ) - - ( 2 n + 3 ) x U ( n +  i ) + ( n + I ) U ( n ) = o  (42) 

s ' int~gre compl~tement  par  les fonctions sphfr iques de la 

esp~ce; on a 
U1 (n) = P(n)(x) U2 (n) ~ Q(~)(x). 

I i~re et de ]a 2 i~me 

A l 'aide de (i9) et  de (2o), chap. II ,  on obt ient  alors les deux fractions continues 

P(~) (x) Q(~+~)(x) - -  Q(~ (x) P(r+-} (x) 
p(~-l) (x) Q(~+~} (x) - -  Q(~-I)(x) P(~+~) (x) = 

(2 r + I ) X  
( r + i )  2 

( 2 r + 3 )  x (r+2)2 
( 2 r + 5 ) x _ .  (43) 

pc~-l) (x) Q(~-n) (x) - -  Qir-1)(x) P(~--} (x) 
p(r) (x) Q(r-nl (x) - -  Q(~)(x) p(~-m (x) 

(r+n-- 1) 9 
(2r+2n-- I )X 

(2 r - -  I ) ~ g - -  
( r  - -  I )  9 

( r  - -  2) 2 
( 2 r - - 3 )  x (2 r _ 5 ) x _ _ . . .  (44) 

(r - -  n + 2)2 
(2r - -2n+3)x  

Soit ~=x--xW~--I O~l nous choisissons le signe de la racine carr6e de 

sorte que V x ~ i  ai t  le m~me signe que la part ie  r6elle de x; alors I~1< i pour 
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toutes valeurs complexes de x, et s i x  est r~el et Ix I> i;  si, au contraire, x est 
r~el e t  compris entre + i  e t - - i ,  alors I ~ l - - I .  p(n)(x) et Q(~)(x) peuvent se 
representer par les s~ries hyperg6om4triques: 

Q(~)x)= ~"+IF , n +  i, n + 2 ,  ~ " (45) 
�9 

En faisant tendre ici n vers Qo, on verra que, si I~]< ~, P(~(x)  e t  Q('~)(x) 

se eomportent asymptotiquement comme 

1 I ~2)--~ 
V ~  ~-"  ( ~ - -  et  

-- 1 
V ~  (I ~ ) -  2 

en faisant tendre n vers l'infini dans (43) et (44), la premiere tendra vers: 

la derni~re vers 

QO.)(x) 
Q(r-l~(x) 

p(~-l) (x) 
P(~)(x) 

pour routes les valeurs de x, except4 pour des valeurs r6elles comprises entre 
+ i e t  - - i .  Pour ces derni~res on a asymptotiquement 1 

Q(nl(cos c))~ 2 n  sin ~ cos n + 2  0 + ~ r  

P(n'(eos 0)~ V 2 sin { ( n +  ;)0 + ~r/ 
zrn sin 0 4[  

e n  ce  cas ,  l e s  d e u x  f r a c t i o n s  c o n t i n u e s  s o n t  d o n c  d i v e r g e n t e s .  

Int6grons ensuite par fraction continue l'6quation diff~rentielle de Legendre: 

( I - -  x*)~-xY~-- 2 x ~  + n(n  + I ) y ~  o. (46) 

DAP.BOUX: ~Approximation des fonctions de grands nombres~. Journal de Math~matiques 
s~r. 3, tom. IV, I878, pag. 2I s. s. 
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En  dif f6rent iant  r fois on t rouve :  

d~+2y d~+l y dry 
( I - - X m ) d z r + ~ 2 - - 2 x ( r + I ) ~ 4  i + ( n - - r ) ( n  + r + I ) d - ~ =  o 

d'ofl l 'on obt ient ,  pa r  (IO), chap.  I I :  

D~ log P(')(x) = n ( n  + I)X -1 
(x-=-- ~)(n-- ~)(n + 2) ~(x) > o 

2.  I (x - 2 -  I)(n - -  2)(n + 3) 
2 . 2  - -  ( x - ~  - I ) ( n  - -  3 ) ( n  + 4 )  

2 . 3 - -  
2 . 4 . .  

(47) 

qui est  convergen te  dana tou t  le plan except6 sur l 'axe des nombres  imaginaires;  

lea points  singuliers sen t  + i e t  - - I ,  e t  l '6quat ion d6 te rminan te  pour  tea deux  

points  est Q~= 0. Aux environs  du  poin t  + i on t rouve  une int6grale par t icu-  

ligre de la forme y~-----F - - n ,  i + n ,  i ,  - -  = p ~ m ( x )  e t  une au t r e  qui  eat 

D,p( ,o  (x_) 
logar i thmique.  Pour  ~ ( x ) > o  la f ract ion cont inue  tend  done vers p(m(x)  " 

Si x change de signe, il e n e s t  de m~me de la f rac t ion  cont inue;  pour  !~ (x )<  o 

D*P(n) ( - -x )  Si n e s t  un nombre  entier,  ces deux  fonc- (47) t end ra  alors vers --P(') ( - -x)  

t ions coincident ,  ear  P ( ~ ) ( - - x ) ~  ( - -  i)~Ptm (x), mais, en ce cas, la f rac t ion con- 

t inue eat finie. 

w 26. 

l '6quat ion:  

on aura  

La /faction continue pdriodique. En int~grant  par  f rac t ion con t inue  

d x ~ - - 2  x + y 

x +  V x * - - I  = 2 x -  - -  

-~-O 

La n i~me r6duite  est iei 

I 

i 
2 x  

i 
2 x - - -  

i 
2 x - - : -  

T n  ( x )  _ (,~ -~- V ~ - - - i )  n + l  - -  ( x  - -  V ~ - ~ )  n + l  

N.(x) (x + xVT--~)"-- (x--  Vx-V~-- ~) = 

En  posant  x = c o s  V on aura  
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T,~(x) e i ( '~+l )v -  e-i('~+l) v sin (n + I) V 
N n ( x )  e i ' ~ v -  e - i '~v sin n V 

Si V est rdel, e - i n v  oscillera; la fraction continue est, par consdquent, diver- 

gente, s i x  est rdel et situd entre + z et - - i .  Si, au eontraire, V e s t  de la 

forme V -  V1 + iV2 ,  la fraction continue est convergente, et elle tend v e r s e  i v  

ou vers e - i v  suivant que V2 est ndgatif ou positif. On trouve done l 'dquation 

curieuse : 

lim sin (n + I) V = coil V 4- i sin V 
,~- oo sin n V 

pourvu que V no soit pas un nombre r~el. Le numdrateur de la n i~me r~duite 

T n ( x )  = 
($ -~ W . ~ - - ~ )  n+l  - -  ( X -  V ~ - - - - - I )  n+l  sin (n + I) V 

z V ~ - - I  sin V 

est un polyn6me entier de n ibme degrd en x ayant  plusieurs propridtds interes- 

santos. On voit ainsi que los zdros de T , , ( x )  sont 

~ r  
x : c o s - -  ( r :  1 , 2 , . . . n ) .  

n + z  

La fonction gdndratrice de T,~(x) est: 

n~ O0 
i - - z x a  + a'= T . ( x ) a " .  

rim0 

Remarquons encore que les rdduites ont une sorte de thdor6me d'addition; 

car en posant: 
F ( n )  = sin (n + I) V 

sin nV 

F(n)  satisfait & l'6quation aux diffdrences: 

De plus on a: 

I 
F ( n  + I) = Z X - - F ( n ) .  

$ ' ( - - n ) I ' ( n - -  I) = I. 

On trouvera alors facilement: 

F (n) F (m) - -  i 
F (n  + m) = F (n) + F (m) - -  2 cos Y 
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qui so r6duit encore h: 

F(n + m ) = F ( n - - I )  i - - F ( n ) F ( m )  
i - - F ( n - - I ) F ( m )  

F ( m - - I ) - - F ( n )  
F ( n - -  m )  F ( n - -  \ 

I I F ( m - -  I) - -  F(n - -  I) 

w 27. Pour 6tudier la convergence de la fraction continue 

x U(n + I) 
2 U(n) 

n + i  
r t + 2  

2x 
n + 3  

X 
n + 4  

2 x - -  
n + 5  
2 X , - - "  

il faut consid6rer l'6quation aux diff6rences: 

(48) 

U(n + 2) + 2 x U ( n  + i) + 2(n + i ) U ( n ) = o  

et y appliquer la substitution U(n)=  V~ .  U (1)(n) de sorte que l'6quation sera: 

V(n + i)(n + 2) U(U(n + 2) + 2 x V n  + i U(l)(n + I) + 2(n + i) U(l)(n) = o. 

L'6quation caract6ristique est z t +  2 = o; mais les coefficients ne sent pas 

des polyn6mes en n. Pour tourner cette difficult6 nous supprimons dans (48) 

routes les deux r6duites, et nous aurons alors 

I U(n+ 2 ) _ ( n +  i ) ( n +  2) 
2 U(n) (n + 3)(n + 4) 

2x ~ - 2 n - 5 -  ( n +  5 ) (n+6 )  (49) 
2 x Z - - 2 n - -  9 - -  

avec l'6quation aux diff6rences: 

2 x Z - - 2 n - - i 3  ~ . .  

U ( n +  4) + 2 ( 2 n + 5 - - 2 x  ~)U(n+ 2 ) + 4 ( n +  i)(n +2) U(n)-----o. 

L%quation caraot6ristique est ici: 

z 2 + 4 z + 4 = o  

et les coefficients sent des polyn6mes. 
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CHAPITRE IV. 

Differences r~iciproques. 

Representations par des d6terminants. 

w 28. Abstraction faite des propri~t~s purement formelles, le caraet~re d'une 

fraction continue change compl~tement avec la mani~re dent  la variable entre 

dans les num~rateurs et les d~nominateurs partiels. I1 a ~t~ malheureux pour 

le d~veloppement de la th6orie des fractions continues que, dans ]es recherches 

ant~rieures, on ait vari~ entre diff~rents types, une forms canonique d6termin~e 

ayan t  fait d~faut. Aussi est-ee un des r~sultats les plus int~ressants des recher- 

ches de M. TmELE 1 que la ddmonstration de ]'existence des types de fractions 

continues enti~rement analogues s la formule de TAYLOR et s la formule g~n~rale 

d'interpolation de NEWTON. Pour d~montrer cela M. THIEr,E introduit ~)les diffe- 

rences r6ciproquesh functions qui jouent ici le m6me rSle que, dans le caleul des 

diff6rences ordinaires, les differences divis6es de NEWTON. 

Suit el(x) une function connue par les valeurs el0 e l l , . .  ~0~ qu'elle prend 
pour des valeurs Xo x l . . .  x~ de la variable x; la difference r~ciproque du n i~me 

ordre est alors une function des arguments x0 x ~ . . .  x~; je d~signe eelle-]h par 

Qn(XoX ~ . . .  x~) ou par #$ep(x) ou, s'il ne pent y avoir d'ambiguit~, par Q~ simple- 

ment. Le eas limite oh tous l e s  arguments tendent  vers la m~me valeur est d 'un 

int4r6t tout  particulier. La difference r~ciproque d u n  i~me ordre deviendra alors 

]e ,)coefficient diff~rentiel r~ciproque~) d u n  i~me ordre. Je  d4signe eelui-ei par 

r~[~f(x)] ou simplement par r ~. M. THINLY, d~,finit la difference r~ciproque du 

(n + ~)t~me ordre r 0 x~ . . . x~+i) par la relation de r~eurrence 

Xn+l  - -  Xn 
Qn+I(X~ " "" Xn+l)- -qn(Xo;~, . .  , X n - - l X n + l ) - - e n ( x 0 X l . . .  Xn) ~- qn- - l (xoXt  " ' "  Xn--1) ( I )  

off 

q~ ---~o qO(xoX,) = ~ ' - x ~  
r - - ( ~ 0  

Pour le cas limits off tons les arguments tendent  vers la m~me valeur, la 

relation de r~currenee prend la forme 

rn+ l r f  (X) = (n  -t- ~)r~[r~cp(x)]+~eP(x) .  (~) 

1 T. N. TH1ELE: Differences r~ciproques. Bullet in de l'Acad, royale des Sciences et des 
Lettres de Danemark I9o6. Pag. I5~--~7I. 
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Supposons donn6 un  tab leau  sur la fonct ion ~(x)  e t  les diff6rences r6cipro- 

ques de celle-ci de manibre  que les valeurs  de fonct ion cp0q~. . ,  ep, co r responden t  

aux  a rguments  a rb i t ra i res  x o % . . ,  x , , .  Si l 'on y in terpole  pa r  des diff6rences 

r6ciproques,  on t rouve ,  d 'apr~s M. TmELE, en ver tu  de l '6quat ion de d6finit ion 

(~) que  la formule  g6n6rale d ' in te rpo la t ion  est 

qo(z)=%-t X - - ~  0 

r 
9~-........~ t 

~, ~ ~ - - X  2 
Q'~XoXlX~)--q~o + 

~3(~r ) - - ~ 1 (  ~TgoX I ) + 
e- i~o  : . . z , ) - - e ~ ( Z o Z , Z : )  + . .  

(3) 

Nous indiquons par  N .  e t  T .  les d6nominateurs  et  les num~rateurs  des 

r6duites e t  posons 

. N 2 n  = 'Y /O-4 -  ~ l X  -]- 9 1 2 X 2 - { - . - . - { - n n ~ l  x n - 1  

N a n + l =  Yo -1- 'Pt x + '//2 x~ + " ' '  +~n xn 
(4) 

T2n = t  o + t l x  + t 2x ~ + ' " + t n X  n 

T2n+l~=Vo + v t x  + v2 xlt + . . ' + v n x  n 

Les coefficients de ceux-ci  sont  des fonct ions assez compliqu~es des diff6- 

rences r6ciproques,  mais il suffit  ici de conna i t re  les coefficients de la puissance 

la plus 61ev6e de x.  On voi t  imm6dia tement  que ceux-ci sont  

n , - i  = ~2lt-l(xoZ 1 . . . gilt--l) 'P, = I (5) 

t ,  = I * ,  = ~ " ( X o Z , . . . Z ~ , )  

La  f rac t ion  cont inue  (3) mon t r e  que la n i~m" r~ lu i t e  de celle-ci e t  r  

co inc ident  pour  x = x 0 ,  xl . . . .  x , -1 .  On en obt ien t  une s6rie d '6quat ions  lin6aires 

d 'un  nombre  ju s t emen t  suff isant  p o u r  la d&ermina t ion  des coefficients des r6- 

duites.  On t rouve  ainsi pou r  les r6duites d 'o rd re  pa i r  

T2lt (z0) T2 .  (x2 ~-1) 
r = N2lt(x0) ~ l t -1  = 2V~(x2.-1)  (6) 

qui s '6crit  aussi 

nog~ o + n lXoq~  o + . . .  + n n _ t X ~ o - t ~ o - - t o - - t t x  o . . . . .  tnx '~  = o 

. . . . . . . . . . .  ~ . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
(7) 

no q~.-1 + n, x~._l q~ . -1  + "'" + n . - i  x~'~-I: ~02.-1 - -  to - -  t, x~._l . . . . .  t .  x2~_ 1 = o 
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En 61iminant maintenant to, tl . . . .  t .  on trouve N2~ repr&ent6 par ]es d&er- 
minants suivants: 

O I 0 X O ~ . , .  Z n - 1  O 

z 900 Xo Xo 900 X'o z~ 90~ . . .  xo  ~ -1  900 x ~  

2 2 

I (~1 X l  X1901 X l  X l  {7)1 " ~  X ? - - 1 9 0 1  X l  f$ 
N 2 n  ~ ~ 

�9 . . . . . . . . . . . . . . .  . . �9 . . . . . . . .  

X 2 ~ - - I  I 902n--1  X 2 n - - I  X 2 n - - l q ~ 2 n - - 1  ~ ~ n - -1  X2n- -1  902n--1 �9 . X2n_1902n_ 1 X~n_ 1 

z 900 Xo Xo 900 �9 �9 �9 Xo " - I  Xo " 1 9 0 o  

: [ z 90~ z l  x l  901 . . .  x? -1 x? -1901 (8) 

I 
. . . . . . . . . . . . . . . . .  �9 . . 

I 902n--1 X2n- -1  X 2 n - - 1 9 0 2 n - - 1 .  � 9  X ~ _ I  1 X2nn~_l1902, 1 

en 61iminant, au contraire, no, n l ,  n 2 , . . ,  on  trouve pour T~n 

I O �9 O X s . . .  O X n 

$ n 

z 900 Xo Xo90o x ,  �9 �9 �9 x~-190o Xo 

T 2 n  = I (Pl  X l  X1901 X~ �9 �9 �9 Xln-- l~01 X l  rt : 

. . . . . . . . . . . . . . . . .  �9 �9 �9 

I 902n--1 X2n- -1  X2n--1902n--1 X~n--1 X n -1  ro �9 * ' 2 n - - I  "t~2n--I X~n- -1  

[ z 900 Xo xo 900 �9 �9 �9 Xo "-190o 

: [  I CJ) 1 X 1 X l  901 " * " x n - - 1 9 0 1  ( 9 )  

I 
�9 ~ . , . . . . . . . . . . . . .  

X n - 1  (~ I 902n--1 X 2 n - - 1  X2n--1902n--l*.. 2n- -1  T2n- -1  

Pour la d&ermination des r6duites ~ indices impairs nous avons les ~quations 

T2n+l (Xo) T2n+l (x2") (6 bis) 
900 ~ A V 2 n 4 . 1 ( X 0  ) . . . . .  902n  - -  N 2 n + I ( X 2 n )  

ou bien 

~o 900 + ~'~ Xo 900 + ~', x~ 900 + - - .  + ~'n x ~  % - -  ~o - -  ~ Xo . . . . .  ~,, Xo ~ ----- o 

.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  (7 bis) 

t . . . . . . .  Tn X~n ~ 0 9]0902n"[-'PlX2n902n"~-~2Z2n902n"~'" "~-'Png~2n902 n TO--T lX ,2n  

AcSa mathcmaiiea. 34. Imprim~ le 15 j a n v i e r  1910. 8 
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En dliminant on trouve pour N2.+~ et T2n+, 

N2n+l~--- - -  

0 I 0 X 0 . . . 0  ~n 

. . . . . . . . . . . . .  , 

~o Xo xoq'o ...x~ - ~ o  x~ 

I ~ t  Xl XtfPl ' ' 'X~ n- l~ l  ~n 

I ~2nT2nX2n~O2n.. ~n--lrto ~ �9 2n "r2n 2n 

(8 his) 

~2n+l ~ ] 

I 0 �9 0 . . . Zn 0 

I ~o ~o XO~PO " - ' X o  ~ ~ o  

:~ ~o Xo Xo~o . . . ~  

x Tt x~ x~qh ...x'~ 

I C~'2n X2n X2.~2 . - - ,  ~2n 

(9 bis) 

Par  (8) et (9 bis) on trouve imm6diatement les differences r~ciproques ex- 

prim6es par  le rapport  entre deux d6terminants, car d'apr~bs (5) celles-ci sent 

justement ]es coefficients des puissances les plus 61ev6es de x dans N~n et T,n+l. 

En introduisant pour un d~terminant tel que le d~nominateur de (9 bis) l'abr~- 

viation [ I ,  ~i, xi, x~q~i,. ." x~] on trouve 

�9 " ~ , ~ @ i ,  ~ 1  

~2"[~(:r)]--I ~,  ~ i ,  x~,  x ~  i ,  ~';-~ " - ~  
(~o) 

.+l j 

e~"+~[~(x)] =1 i ,  ~ ,  ~ ,  x ~ ,  . . . .  x 7, x~'q~il 
(n) 

d'oi~ on volt que quatre types diff6rents de ddterminants so pr6sentent dans les 

diff6rences r~ciproques. 

On peut  abaisser le degr6 du d6terminant num~rateur se Nn et T ,  par une 
unit6; consid6rons, par  exemple, N2,; de la 2n i~me colonne, on soustrait Ia 

( 2 n - - 2 )  i~me colonne multipli6e par x; de la ( 2 n - - 2 )  i~me colonne, on soustrait la 

(2 n - - 4 )  i~me colonne multiplide par  x en continuant ainsi jusqu'~ ce qu'on arrive 

la 2 i~me colonne, qu 'on ne change pas. On trouvera alors 

~2n --  __ [ I ,  (X--Xl)~i, ggl, Xi(X--Xi)~Oi, Xt p . . . .  ~t--2(X__ggl)~i ' ~---1, X~t[ (I2) 

N~,,+I I I ,  (x--xi)q~i, x~, x i (x--xl)q~,  x $ . . . .  x '~-l(x~x~)9~, x'~] (I2 bis) 
I ~ ~ ,  x~, x~q~i, �9 x"l j �9 , �9 
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I ~fl .,.. x. ef ' x,~-i .,n-z el'_ I 
X - - X i  X - - X  i X - - X  i ( ig__X0) (X__X, ) . .  " (X__X2n__l) ( i 3 )  

[ I , ~ , , x , , x , %  . . . .  x~ ,~ i  ~i l  

l i ~fl Xi,  Xi (fi , xn--! Xn--] 6fi gs 6fi ] 
T2n+l ~ ]  ' x - x i '  x - x i  "'" i ' i x - x i '  i x - x i ]  

. .  x'~-lr~ x~] ( x -xo ) (x -~cO. . . ( x - x2 , , )  (I3bis) 
I I, rfi~ Xi,  X i ~ i ,  " i r i ,  

On en voit que les d6nominateurs et les num6rateurs des r6duites se for- 

ment facilement des diff6rences r6ciproques. 

On ddrive, en e/let, N2,, de Q2,~-1 en mult ipl iant  ell par x - - x l  dana le ddtermi- 

nant numdrateur de celle-ei, le ddnominateur restant invariable. On trouve de mdme 

T~n+t par ~ "  en multipliant celle-ci par ( x - - x~ )  ( x - - x t )  . . . ( x - - x 2 , )  et en divisant 

cfi par x - - x i  partout dans le ddterminant numdrateur. Le ddnominateur de N~,+I 

est le ddnominateur de Q2,~, tandis qu'on en [orme le numdrateur en mult ipl iant  ~fi 

par x - - x i .  Le ddnominateur de T~,~ est le ddnominateur de ~,~-1, tandis qu'on 

en [orme le numdrateur en divisant fPi par x - - x l  et en mult ipl iant  ensuite tout le 

ddterminant par ( x - -  xo) . . . (x--x2,-1) .  

De chacune des formules suivantes relatives aux diff6rences r6ciproques on 

d6rive facilement des formules correspondantes pour N~ et T , .  

w 29. Les d6terminants (io) et ( n )  sont justement la forme sous laquelle 

1V~. THIELE a indiqu6 les diff6renees r6ciproques. Mais celles-ci se simplifient en 

abaissant de n e t  de n + i unit6s respectivement le degr6 des d6terminants. 
En posant 

~ . ( x )  = ( x - - x ~ )  ( x - - x 0  � 9  ( x - -  x,,) 

on a, on le salt de la th4orie des fractions partielles, 

' -- I ( I 4 )  

off la sommation est suppos6e 6tendue sur toutes les racines de @, (x )=  o. En 
d6signant par ~[@(x)] la difference ordinaire divis6e du n i~m" ordre, on sait que 

~0 o ef~ + " "  + ~,, 
O~n[fp(X)] = ~ + ~])'n(Xt ~ ~fln(Xn) (I5) 

Consid6rons maintenant (IO) et ajoutons, dans  los d6terminants num6rateurs 
et d~nominateurs la i i~re, la 2 i~m jusqu'k la 2n t~m ligne k la derni~re apr~s les 

avoir divis6es par ~'~,,(Xo), ~'~(x~) . . . .  ~'e~(x~) respectivement. Ajoutons en- 
suite h la 2n i~m€ ligne la Ii~r% la 2 i~€ jusqu'~ la ( 2 n - - i )  i~m~ ligne apr~s les avoir 

divis6es par ~P'e~-i(x0), ~'e._l(x~), . ~ e n - l ( e ~ - l )  respectivement et  continuons 
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de m6me jusqu'h ce que nous arrivons k la I is~~ ligne qui reste invariable. En 

r6duisant alors, autant  que possible, le degr6 des deux d6terminants on trouve 

d " [ ~ ( x ) ] = ( - : )  ,, 

,~,,(,#) ~,,(x<f) ...~n(x,~r [ 
C~n+l((: ) ~n:l(.xf: ) "." "~l(.xn:~)[ 

(~n+l((p) f~,+I(x(D)... ~n.+l(~---l(f)  [ 

i 
(:6) 

(H) pour les diff6rences r4ciproques d'ordre impair 

{~n,q-l((f) (~/t+I(x(~), " .(~rt+l(xnff ) [ 
! 

(:6) et (:6 bis) peuvent encore se transformer. 

est iei une fonetion des arguments x, x ~ . . .  x v. On trouve de marne par 

~"+:q?) ~"+~(x:f ) . . .  ~"+~(x"-~) 
~n+8(~f) (~n+8(X(f) . . .  (~n+8(xn--l(~) 

. . . .  . . . . . . . . .  
:6 his) 

Nous nous servons de l'identit6 

~"(zq?) = x,,~"(,t) + ~'"-~('D (~7) 

qu'on d6rive de l'6quation 

( z ~ - Z o ) ( X i - - x , ) . . . ( m -  x,,) ( ~ - - ~ ~  ( z~ - -Xo) . . . (m- -x , , _~ )  

Consid6rons maintenant le d4terminant num6rateur de (:6). On multiplie 

la (n + :) i~e ligne par x~= en y ajoutant  la n l~ ' ;  on multiplie ensuite la n i~e 

ligne par x~=-i en y ajoutant  la ( n - - : )  i~=e, et ainsi de suite jusqu'h ce qu'on 

arrive ~ la premiere ligne qui reste invariable. On r6p~te ensuite la m6me 

op6ration en recomman~ant par la (n + :) i~=` ligne, mais cette fois on s'arr~te 

la 2 i~me, et on continue ainsi jusqu'k ce qu'on s'arr6te enfin par la n i~m~ ligne. 

En op6rant de la m6me mani~re sur le d6terminant d6nominateur on trouve 

~n+:(cf) ~,,+l(x~f) . . .  ~n+l(x,,-l<p) 

~2,(x,,-l,f) ~2,,(x,,,f) . . .  ~2,,(z~,,-2,f) 

(:8) 
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Au moyen de (~6 bis) on trouve de mfme pour l es  dfff6rences r6eiproques 
d'ordre impair 

~.+2(~) ~"+~(x~) . . .  ~"+~(x~-~) 

~+3 (x~ )  o~+~(x~) . . . .  ~ + ~ ( z ~ )  
r  x~+~ �9 

~ - + ~ ( x ~ )  ~-+~(x,,~). . .o~-+~(x~) 

I ~n+ l (~ )  ~ n + l ( z ~ )  �9 , .  ~ n + l ( z n ~ )  

~+~(x~) 6~+~(z~) . . .  ~-+~(x-+~r 

~-+~(w,~) ~.+i(x~+l~). . .  ~2,+~(x~,~) 

(x8 bis) 

En appliquant encore l'identit6 (~7) nous pouvons transformer (~8) et (~8 bis) 

de mani~re que les d6terminants ainsi obtenus seront orthosym6triques. Pour  

obtenir ce r6sultat nous retranchons, par exemple, clans le d6terminant num6ra- 

teur de (xS) de chaque ligne celle qui suit, en commen~ant d'en haut. Nous 
aurons ainsi un d6terminant off les xi~, 2t~mo ~i~m~... lignes contiennent lea fae- 

teurs x~+~, x,,+~, x~+a. . ,  respectivement. Nous divisons par ceux-ci et appliquons 

la m~me op6ration au d6terminant ainsi obtenu, en nous arr~tant  cette lois par 
l 'avant-derni~re ligne; nous continuons ainsi jusqu's ce que nous arrivons ~ un 

d6terminant oh t o u s l e s  616ments son~ des differences divis6es du m~me ordre. 

En appliquant les m~mes op6rations au d6terminant d6nominateur nous aurons 

d ~[~(x)] =1 ~%z ~p) ~(x~ ~f) ... ~%~n+~ | 
I 
I ~ n ( x ~ )  ~2"(x'~+1~)... ~2~(x~"~) 

I 
~2,,(x9~ ) ,~,,(x~<p) ...,~2,,~x~c,o) ] 

I ~:n(:r,,-x~) o~,,(~q,).., o~,~(x~--~f) I 

par (I8 bis) on trouve de  m6me 

e2~+l[~p(x)]= 

~2n+l((p) {~2n+l(x(p ) . , .~2n+l(xn--l(~ ) [ 
! 

n+l 2n+l ~ 2n+1 n ] 

I 2n-bl n 1 2n+l n n+l 2n 2 

i ~2n+l(x) (~2n+l(xff) " '" (~2It+l(XnfP) ] 

]Ot'2n+l X(i ~2n+1 X 2 " ~2n+l xn-bi(] [ 

i . . . . . . . . . . . .  , , , , 

{~2n+l(xn(f) ~2n+l(xn+l(f) ".'{~2n'bl(x2n~ 0) 1 

(i 9 bis) 

A l'aide de (i9) et de (i 9 bis) nous pouvons maintenant repr6senter les diff6- 
fences r6ciproques comme le rapport  entre deux sommes de produits de valeurs 
de fonction multipli6es par certaines foner des  diff6renees des. arguments. 
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Le d6terminant  num6ra teur  dans (19), par  exemple,  s '6crit  selon un th6or~me 

connu relat if  aux d6terminants  ~ 

t = ~ 'P~ ~'  "" " ~v, x , ) ' .  ' x ~ '  . . . . .  , / ( x , x , . . .  ' e 2 . ( o )  2 , ( x , ) . . .  V~'2n(x,,) 

J (x0  x ~ . . .  x . )  indique ici le p rodui t  de tou tes  l e s  diff f rences  possibles en t re  

les a rguments  x0 x t . . .  x , ,  tandis  clue T2 , (x ) ,  comme plus haut ,  est  6gal b, 

( X - - X o ) ( X - - X , ) . . . ( x - - x ~ , , ) .  ~ La  sommat ion  est  suppos6e 6 tendue ~,tous les (2nn+ + :)  

termes qui se f e rmen t  du t e rme  sous le signe de sommat ion  en subs t i t uan t  

o, i . . . .  n n + I indices arbi t ra i res  choisis en t re  o, i ,  2 . . . .  2 n + I .  On en aura  

de plus 

n(n+l) 
% ~,o,... ~ f . ( - -z )  2 

l~= X-~(Z0--Xn+I)(Z0--Xn+2)..'~Y .'(Xo--m2n)(X 1 --Xn+l)... (X 1 --X2n)-.. (~n--Xn+l)... (Xn-- X2n) 
(2o) 

P o u r  le d6 te rminan t  d6nomina teur  de (19) on t rouve  une expression sem- 

blable de sor te  qu 'on  a ici 

~o q)t " "  el,, 
~,,[~p(~)] = ~'(~o-X~,~-,Y~. ~o -~ . ) ( x , -~ .+ , ) . . . (~ , -~ .~ , ) . . . (~ . -~ ,+ , ) . . . ( x , - x~ . )  ( ~ )  

(P0 ( P l  " �9 " (~" ( - -  I )n ~p 
~ ( X o - X , ) . . .  (Xo-X2,)(~,-x, , ) . . .  (z , -x~, , ) . . .  (x , -1 -x , , ) . . .  (x , , - l -  x~,,) 

A l 'aide du  th6or6me ~ la fin de w 28, nous en d6rivons la formule  d ' in ter -  

pola t ion de CAVC~Y z des fonct ions fract ionnaires .  On t rouve ra  faci lement  

~o ~,... q~,, (x - x,,+l) ( x - -x ,+2 ) . . .  ( x - -  x2V,) 
F (x) = f"l(Xo--~n+l)""" (;~o--x2n)(xt---Tn+l) *.- (;~!--X2n)... (~gn--Xn+l)... (:Un--X2n) (22) 

~0 'P, . . .  'P,-1 (xo--  x) ( x l - - x )  ... (X ,_ l - -  z) 
~(Xo-X, ) . . . (~0 - -~ ) (~ , -~ ) . . .  ( z , - ~ . ) . . .  (x,_~-~.).. .(~_,-~2~) 

Pour  les diff6renees r6ciproques nous pouvons  d&iver  de (I6) e t  de (16 bis) 

encore  une  forme nouvel le  de d & e r m i n a n t  qui  se dis t ingue su r tou t  pa r  ce qu' i l  

ne  con t ien t  que des diff&ences divis6es de la fonet ion ~(x)  elle-m6me. Dans  ces 

d&erminan t s  nous re t ranchons  en effet, de chaque  colonne la pr6e6dente mul-  

tiplide pa r  x 0 en commen~ant  par  la derni6re.  Dans le d & erm in an t  ainsi ob tenu  

nous re t ranchons  de chaque  colonne la pr6c6dente  multipli6e pa r  x I en nous  

1 BALTZm~: Determinanten I87o, pag. 8o. 
CAUCHY: Analyse alg6brique. Note 5. 
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arr&ant,  cependant, cette fois par la 3 i~me colonne; nous continuons ainsi jusqu's 

ce que tous les 616ments des d&erminants soient des diff6rences divis6es de ~v, 

et nous aurons 

e2n[~(z)] = ( - -  ~)" 

a"(Zo ;T, . . .  ;T,) a"-~( ;T,  z~ . . .  Zn) . . .  a~ [ 
i 

an+l(;To;Tl � 9  an ( ;T lZ , ; t . . . ;Tn+l )  . . . d (Zn ;Tn4-1 )  I " 

I 
a2n(;To x, ...;T2n) a2n-l(x,;Tz ...;T2n)...an(;Tn;Tn+l...X2n)] 

an+l(;To X I ' "  X n + l ) � 9 1 4 9  a ' ( X n - -  lznxn+l) 
~,,+2(;To x , . . .  Xn+2) �9 �9 �9 '~8(;Tn--~ .. .  ;T,,+2) 

�9 , , �9 . . . . . . .  , . , , , , 

a2n(Zo ;TI " " " ;T2n) . , .  an+l(x~,l--1 �9 . .  Z2n) 

En changeant l'ordre des colonnes ces d&erminants s'~crivent 

~o(z~) ~(x._~ x.) ... ~n(;To z , . . .  ;T.) [ 

~(;Tn ;Tn+l) ~2(Xn--1 . . .  ;Tn+l) . . .  an+ l ( ;Toz l  �9 �9 Xn+l)  I : 
�9 , . . . . . . . . . . . .  , . . . . . . . .  

a n (xn  �9  ;T2,n,) a ~t+l (;Tn--l~. �9 .g2n) . . .  a2n (Zo Z l . . .  Z2n) 

aS(;Tn--l..�9 aS(;Tn--2...~gn+l) . . , a n + l ( x o  . , , ; T n + l )  

~$(Xn- - l . . . ;Tn+2)  a4( ;Tn--2 . . .Xn+2)  . . . a n + 2 ( ; T O . . . X n + 2 )  

�9 . , . . . .  , , . . . . �9 , , �9 �9 �9 , , 

C~n+l(;Tn--l �9149 ~ n + 2 ( X n - - 2 . ' ' ; T 2 n ) ' ' ' a 2 n ( ; T O ' ' '  ~2n) 

e2~[r (x)] = [  

On trouve de m6me pour ~2n+l  

a S ( ;Tn--1, . .  ;Tn+2) a & (;Tn--2 �9 �9 �9 ;Tn+2) . . .  a n§ (;TO-.* Xn+2) 

~& (Xn--i �9 �9 �9 ;Tn,+3) a 5 (Xn- -2 . . .  ;Tn+S) . . -  an+3 ( ;To. . .  ;Tn+3) 

�9 . , �9 �9 , . . . . . . . . .  �9 , , , . . . .  . . 

a ' + 2 ( X , - - 1 . . ' .  X2n+l) a "+3 (;Tn--2 �9 �9 �9 ;T2n-I-l) �9 �9 �9 l~gn+l(;T0 �9 "" X2,+1) 

(Xn ;Trt+l) ~2 (;T,--I �9 �9 �9 Zn+ l )  . . .  ~n+l  ( ;TO' ' '  Zn+l )  

aS (;Tn �9 �9 * Zn+2) aS (;Tn--1 .- �9 ;Tn+2) . - .  an+2(Xo . . -  xn+2) 

�9 �9 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  �9 . 

a n + l ( x n  �9 . .  ;T2n+l) I~n+2(;Tn--1 . .  �9 ;T2n+l) - -.  O~2n+l (;T0 " '" ;T2n+l) 

Q2'n+l ['(p (X) ] = 

(23) 

(23 bis) 
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w 30. Toutes ces formules s 'appliquent ~ des diff6rences r6ciproques d'ar- 

guments arbitraires y compris les cas off deux ou plusieurs arguments coincident. 

Nous allons maintenant 6tudier sp6cialement le eas oh tous les arguments tendent 

vers [a m6me valeur. Nous ddsignons par ,coefficient diff6rentiel r6eiproque,) 

la limite de laquelle s 'approehent, en ee cas, les diff6rences r6eiproques. Or, on 

sait que 

i d"r 
lira ~ " ( x o x , . . . x , , ) = ~ . .  d x " "  

X - - X o - - X t  . . . .  ~ x  n 

On trouve donc par (23) et (23 bis) 

ri-r = 

ao at . . .  aa I 

! iL,ii![! 
a~ as � 9  a n + l  

as a4 . . .  a n + 9  

�9 . ~ �9 

a n + l  a n + 2  �9 � 9  a 2 n  

(z4) 

off nous avons pos6 

a ,  a~ . . . a n + 2  

a~ a~ . . .  an+s  

a n + 2  a n + a . . ,  a ~ n + l  

at a2 . . . a n + l  

a 2 a 3 . . . a n + 2  

. . . . .  , . , 

a n + l  a n + 2 . . ,  a 2 n + l  

a r  - -  r ! d X r - " 

(24 bis) 

Ces d6terminants sont orthosym6triques, et nous verrons tout  h l'heure que, 

pour cette raison, ils possbdent des propri6t6s qui les rendent sl~eialement 

propres k servir d'interm6diaires au calcul des coefficients diff6rentiels r6ci- 

proques. 

Les autres d6terminants nous permettent  de d6river des formules semblablcs 

pour r~[ep(x)]. Consid6rons surtout  (z88) et (z8bis); par (z8) on trouve 

= (-- 
t ' f ' k  / J  Xn 

I 

:~ :I v - D " + ~ [ z ' ~ ( z ) ]  . . . . . . . . .  (n + i)! O,,+~[xq~(x)] (n + i).  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  , . . . . .  

~D2. r~ ,~ r , r , ( x ) ]  z D'"[x2"~p (x)] 
(2n)! ~- " " . . . . . . . . . .  (2n)! 
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z D'`+I 9 (x) . . I D'`+I [ a;n-19 (~')] 
( n  + I ) !  " ( n  + I ) !  

I I 

(n + 2)! D'`+~[xg(x)] . �9 �9 ( n  + 2)! D"+~[x"9(x) ]  

. . . . .  , , , . . . .  , . . , , . . . . .  

__L_I D~'` .,-1 I D2,,[x2._~9(x)] 
(2n)! [x 9(x)]  " ' ' ( 2 n ) !  

(25) 

Ces d&erminants  peuvent  se t ransformer  en re t ranehan t  de chaque colonne 

la su ivante  divis6e par  x. Dans les d6terminants  t ransform& ainsi z - sera facteur  
x 

darts routes les cotonnes; nous divisons par  celui-ei et  appliquons ensuite la 

m6me op6ration aux ddterminants  obtenus ainsi en nous a r r6 tan t ,  cependant ,  

eette fois s l 'avant-derni~re eolonne. En  con t inuan t  de cette maniibre aussi 

longtemps que possible, on finit  par  t rouver  

r e" [9 (x)] = x-~'` 

z D I 9(x )  ~! [ x g ( x ) ] .  . D . . D " [ x " 9 ( x ) ]  

T 

v . D [ x g ( x ) ]  ~ , .D~[x~(x)]  . . . . . . . . .  

�9 . . . .  , . , . . . . , . . . . . . . . .  

I D~'`[x2"`9(x)] ~t. D' `[x"9(x)]  . . . . . .  (2n)----Y. 

I S I I D ' 9 ( x )  ~T.D [xg(x)]  . �9 D'`+l[x ' -19(x )]  
~ , ,  " ( n +  I ) l  

! D ' [ x ~ 9 ( x ) ]  3 ~-  DsCx 4 ! . . . . . . . . . . . . . .  9 (x)] 

�9 , . . . . . .  , ~ . = . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

I D'`+a[x~_lg(x) ] . . . . . . . . . .  I D~,[x~,, ,~9(x) ] 
(n + z)! (2n) I 

On t rouve de m6me pour les diff6renoes rdciproques d 'ordre  impair  

(26) 

r "~n+I[9 (x)] = x 2" 

Acta math~nafica, 3 4 .  I m p r i m d  l o  1 5  j a n v i e r  1 9 1 0 .  

I 3 . . I 

~ . D  cp(x) ~v. D~[xg(x)]  " (n + 2)! D~+~[x'~-arp(x)] 

4w. D ' [ x  g(x)  ] ~! D~[x*9(x) ] . . . . . . . . . . . . . .  

I I 

' ( 2n+  I)! 3~ -r 2) ! D~+2 [x'`-19 (x)] . . . . . . . .  O ~,,+1 [x2"`-e9 (x)] 

9 
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I I 
~.T D 9 (x) 2-! D'[ae 9 (x)] . . . (n + I) l D-+t [a# 9 (x)] 

. . . . . . . . . . . . .  

�9 �9 . . . . . . .  , . . �9 . . . . . . .  ~ ~ �9 �9 . �9 ~ �9 �9 

I I . D 2 . + l  [ ~ . r m  
(n + I ) '  D"+~[x"~(x)] . . . . . . . . .  �9 ( 2 , z +  i ) !  , _  ~. (x)]  

(26 bis) 

Ces d6terminants sont orthosym&riques, et on notera que par  leur aspects 

ils rappellent (24) et (24 bis) ee qui nous sera utile dans la suite�9 

Calcul des coefficients diff~rentiels r6ciproques. 

w 31. Ce calcul peut  se faire par  l 'application de |a relation de r6currence 

r-+1(9) = r - - I  (9) + (n + ~)r[r"(9)]  (2)  

Mais si la loi n 'est  pas extr~mement: simple, il sera plus avantageux de 

calculer s6par6ment les d6terminants num6rateurs et d$nominateurs en les d&er- 

minant selon une des relations de r6currence cit6es ci-apr~s. 

Posons 

pr . .+l  [~ (x)] = 

oil, comme plus haut  

l a r  a r + l  �9 �9 �9 a r + n  

an n! dx" 

(27) 

Nous d6montrerons d 'abord le th6or&me remarquable que voiei: ron di]l~- 

rentie ce d~terminant en augmentant ~oar une unit~ toua les indices de la derni~re 

ligne et en multi?liant le ddterminant ~oar le hombre qui ~gale l'index le ?lus dev~ 

obtenu ainsi (r + 2n + I). 

Pour d6montrer ceci, nous notons que nous avons trouv6, plus haut, 
l'identit6 
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~., D-r (~) ~,. Dn[xr (~)] ... ~ D- [x,~ (~)] 

I Dn+l~o(x ) I (• + I )  I. (n  + I )  ~. D n + I [ x ( D ( x ) ]  . . . . . . . . . .  

I I D~+~.[xep(x)] . x D,~+~.[xref(x) ] (n + r)! Dn+~[tP(x)] (n + r)! "" (n + r)! 

] a,,~ an--r+l . . .  au  

r(r+l) an.-r+l  an-.r+2 �9 �9 an+) 
=(- -I )  ~ ] . . . . . . . . .  

I an  an+l  �9 �9 �9 an+r 

(28) 

En diff6rentiant le ddterminant du premier membre par rapport g x, on 

obtient une somme de r + I d6terminants oil chacun des termes a 6t6 form6 du 

ddterminant primitif, en diffdrentiant, par rapport h x, une seule des lignes. 

Tous ces ddterminants sont o except6 un; on diff6rentie donc le ddterminant du 

premier membre ell ne diff6rentiant que la derni~re ligne. En transformant en- 

suite le ddterminant obtenu ainsi de la m6me mani~re qua plus haut, on verra 

qu'il 6gale 

I an- .r  �9 . .  an  I 
r(r+l) . . . . . .  

( - -  I )  S ( r  + n + I )  a n - - 1 . . ,  a n + r + l l  

I 
an+l  �9 �9 an+r+l  | 

On a dono 

6~r Or+l �9 �9 �9 ar+n 

a r + l  at+2 �9 �9 �9 ar+n+l  

dpr.n+l : ( r + 2 n + I )  . . . . . . . . . . .  (29) 
d x  

at+n--1 ar+n �9 �9 �9 ar+$n--1 

ar+n+l  ar+n �9 �9 �9 ar+2n+l 

e. q. f. d. 

Pour d6terminer des relations de rdcurrence commodes au calcul de p ~ .  

nous nous servirons du th6or~me suivant bien connu dfi k SYLVESTER. 

OS g O g O,d O g O,d 
,4 .  OaqOakt = Oa~y Oakt--Oa~t Oakj (30) 

off 
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l at1 at~ �9 �9 �9 a l n  

j =  a2t a~.2 . . . . . .  

Clnl  . . . . . .  a t t n  

On t rouve  pa r  cela su r tou t  

2 
p~.=+l  P~+2 . . . .  1 = p~+2., ,  p ~ . ,  - -  P~+~ .,, (3~) 

I , I p ~ + l . ~ p ' r . , ~  (32) 
] ) r + l . n - - l P r . n + l  r + 2 n P r . n P , . + l . n - - r  + 2 n _ _ i  

r + 2 n - - I  
r + 2 n  

�9 p r + l . n  P f r + l . n  ~ p r + ~ , n  p f r ,  n - -  P r . n + l  prr+2, n -1  (33) 

r + 2 n + i  
r + 2 n  

�9 p~+1.,, p'~+l.,, = P'~+~.n P~.,~ -- P'r.,,+1 pr+~.,~--I (34) 

oh p',..~ d6signe la d6riv6e de p~.~ p a r  r a p p o r t  h x. 

Pa r  la combinaison de celles-ci on d6rive encore  une relat ion impor t an t e ;  

en 61iminant ent re  (3I) e t  (32) p~.,  on t rouve  

I 
~ r  .n  r + 2 n p r ' n + l  " P r + 2 . n - - 1  " ~ P r + l . n - - 1  " ~ r . n + l  " P r + 2 . n - ~ "  

I ~gr+l.n p t r . n .  ~gr't'2.n I ~ r �9 P r + l  . n  
r + 2 n - -  I r + 2 n ~ g r + l  . n  

d'apr~s (33) le second membre  6gale ici 

r + 2 n - - I  
! 

�9 P r + l . n  " ~ r . n + l  " p r + 2 . n - - I  �9 

Divisons pa r  p r . , , + l ,  nous aurons  alors, en subs t i t uan t  r - -  I h r et  n + i k n, 

I , I r p r . , + l  pr+t  .... (35) P r . n  ~ O r + l . n + l  2 n + r + i p r + l . n  p r . n + l  2 ~b + 

~/~. THIELE a relev6 en par t ieul ier  |a  p remie re  de ces re la t ions  (3I) qui  pr6- 

sente l ' avan tage  de ne paR conten i r  des coefficients diffdrentiels. 

En  gdndral, cependant ,  (32) e t  (35) seront  pr6fdrables. 

w 32. De m6me que de la formule  d ' in te rpo la t ion  de NEWTON on d6rive la 

formule de TAYLOR, on d6rivera  de la f rac t ion  cont inue  d ' iu te rpo la t ion  gdndrale 

(3) le ddve loppement  su ivant  
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r(q~(x))+ 
2 r (r (qo (x))) + ~ . . . . . . . . . . . . . . .  

3 r ( r '  (~(x))) + 

cor respondan t  ~ la formule  de TAYLoa 
4 r(rS(ep(x))) + ' . .  

rf (x .+. z) = ~ (x) + a~ z + a~ z ~ + a~ z 3 + - . .  

(36) 

Je d6signe, dans la suite, ee t te  f rac t ion  cont inue  eomme la f rac t ion cont inue  

de M. THIELE. Scion (24) , (24 bis) e t  (ZT) on t rouve  ma in t enan t  

r2"(~(x)) =~'"+1 (37) 

r2-+1(~ ( x ) ) =  p3.. 
~l .n§  

d'ofl on t rouve  encore au moyen  de (31) 

(37 bis) 

(2 n + ~) r ( r ~  (r (x))) = P~'~ 
pl .n  p l .n+ l  

(3s) 

(2 n + 2) r (r2 ~+~ (~ (x))) 

Je  pose m a i n t e n a n t  

~ .  n+l 

P2.,~ p~-.n+1 
(38 bis) 

P0 = z, p~ = al, P2 = a ~  et  gdndra lement  P2~ ~ Pc.n, ~ n + l  = pl.n+l. 

Les 

indi te .  Au m o y e n  de (38) on aura  

(n+~)r(r'~@(x)))= (--~)"- P'~ 
pn-1 p,, +1 

On pour ra  alors 6crire (36) 

coefficients de (36) s ' expr imeron t  alors par  des fonct ions  p ~ un seu] 

p~, z 

PoP2 P] z 
P, P~ P] 

Pa P4 

( x + z ) = w ( x ) +  piz z 
Pz = ~  (X)+p] - - Z  

Po Pt P ~ I - -  

Po P3 z 
P, P2 

P! P4z 
P: P, 

I 
P~ P5 z 

I - -  P"-P' 

(39) 

(40) 
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En posant maintenant en (32) et en (35) r = I, celles-ci s'6crivent 

P S n - 2  102,*+1 - -  2 n + ~  p ~ n - 1  p~2n - -  Pan f f ~ n - I  

I I 
~l~n--1 p2n  +2 = - p 2 n  pr2n +1 p2n  +1 Pr2n.  

2 n + 2  2 n + i  

P l . 1  = a l  

P2.1 -~-a2  

Ps .1  = a s  

p4.1 ~ a4 

P6.1 ~ a 6  
�9 . * �9 �9 

Pour le calcul des fonctions p on a done les 6quations suivantes 

p o ~ I  P l e a t  P 2 = a 2  

I I 

I I 

I pn - - I  p r n - -  I 
p~-2 P~ +1 ~ n ~ I  -n- p" p',,_l. 

Voizi, au contraire, les formules de calcul en utilisant (3I) 

Pl.2 ~ P l . l  p s . l  - -  P~.l  p3 .1p l .8  = PI.~ P 3 . 2 - - 1 ~ . Z  

p2.~ = p2 .1p~ . l  - -  P] . l  p4.1P2.3 = P2.2 P ~ . 2 - - P ~ . 2  

P3.2 ~ -  pa.1 PS . l  - -  p~ . l  . . . . . . . . . . . . . . .  

p 4 . 2 = p 4 . 1 p e . l - - p ~ . l  
�9 . . . . . .  . �9 �9 �9 ~ 

(4~) 

(42) 

Le schdma (41) a l 'avantage de ne contenir que les fonetions p apparais- 

sant dans les coefficients des fractions continues, mais, en r6compense, il faut 

en d6terminer les coefficients diff~rentiels; dans le schema (42), au contraire, il 

a fallu introduire une s6rie de nombres auxiliaires qui ne se t rouvent  pas direc- 

tement dans la fraction continue de THIELE (40). Si une fonction p disparait  

identiquement, l 'une et l 'autre m6thodes seront illusoires les fonctions p suivan- 

tes prenant  une forme ind6termin6e (~ Cependant, il est facile d ' i nd ique r l a  

condition pour que cela arrive, car, en consid6rant l'~quation (28), on voit que 

le premier membre 6ga16 ~ z~ro indique la condition n~cessaire pour qu'il y 
existe une relation de la forme 
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oil Co, c~ . . . .  c~ sent  des constantes  arbitraires.  I1 f au t  done que ~ (x) soit une 

fonction rat ionnelle fractionn6e de x, car en in t6grant  n fois cet te 6quat ion et  

en d~signant par  a~, as, a~ . . . .  les constantes  d ' intSgrat ion on t rouve  

~o (x) = a, x,*-I + a,  x "-2  + . - -  a,, (43) 
Cr X r + c r - l  ~r -1  + . . . 0 0  

Si la fonct ion A d6velopper en fract ion cont inue so pr6sente sous la forme 

fract ionnaire comme le rappor t  entre  deux s6ries de puissances infinies: 

(x) ao + al x + a 2 x $ + as x ~ + ' . -  
= -  be+ b ~ x + b ~ x  ~ + . . -  

on d&erminera  les coefficients diff6rentiels r6ciproques d 'apr~s les formules 

I: ~ b~176 I~ ~ b~176 
~ ' ~ ' - - - I  ~ ~~ ! ~' ~176 ~ ' ~ '  ~o ~, o, : ~o ao o~ o~ 

r x  bo b~ b~ a~ r x  ~ ~ - -  be b~ ba a~ b~ a~ b~ a~ 

b~ bs bs as b~ a s b~ as 

r ~ 9 ( x ) _  
x 5 

0 0 0 0 b o a o 

o o b 0 a 0 b~ a~ 

0 bo b~ a, b2 a2 

bo bi b~_ a 2 b s a s 

b~ b2 b~ a3 b4 a4 

bs b3 b4 a~ b5 a5 

0 0 0 0 be ao 

o o be ao b~ a~ 

bo ao bt a~ b~ a 2 
b, a~ b, a,  b~ a~ 

b, a2 b~ a~ b, a, 

b, a~ b, a, b 5 a5 

(44) 

r 2~(x) I~ bo ao 
- - ~  a o  bl al 

r ~ I a~ b~ a~ 

o be ao I r ,~(x)  
: be bl al r x 4 

b~ b.2 a2 

joo oaolloo o ! :  : ao 
b0 ao b~ a~ be a0 b~ a~ 

ao bl al b, a2 : be bl al b2 a2 �9 

a~ b., a~ b~ as b~ b2 a2 bs a8 

a2 b8 a8 b4 a, b~ b3 a3 b4 a4 

(45) 

On d6montre  ces 6quations cn subs t i tuan t  ~i ~ ~i dans  les formules g6n~- 

rales (IO) et  ( i i )  des diff6rences r6ciproqucs; on aura  alors 

~v(x)! ~Pi, ~ ,  x~tV~,, x ~ i ,  x T - ~ i ,  x *-~ ~ ,  ~ i [  (46 ) 
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d,,§ i~ o (x) t I ~' ,  ~,, m ~o,, ~, q~ , , . . .  ~;, ~,,, ~,§ ~o, I 
~ - ~ !  = I tp,, ~p,, x, tp,, x, of, . . . .  x~' q~,, x~' ~p, I (46 bis) 

En  faisant  tendre  ici x, ,  x~, x ~ , . . ,  v e r s o  on t rouve,  par  un passage h ]a 
limite les formules ci-dessus. 

Transformations lin~aires. 

w 83. D a n s  cet te  sect ion nous  allons faire voir  comment  se compor ten t  les 

diff6rences r6ciproques en e f fec tuan t  des t ransformat ions  lin~aires de la var iable  

ind6pendante  ou de la fonct ion q,. Si, dans (46) et  (46 bis) on pose r et  
6crit 9pi au lieu de tpi, on aura  

�9 �9 �9 X n - 1  n--1 X~. f f i  I I ,  ~ i ,  ~ i ,  Xi  f f i ,  i ' ~ i  e l i ,  ] 

i 1i, ~i, x~, zi ~Pi, �9 i cpi, x'] ~fi, xi 

(47) 

(47 bis) 

En  comparan t  ~ (io) on verra  que 

( i )  i 
e~" ~ - )  d "  (q0 (x))" (48) 

Donc, let di]]grence rdciproque d'ordre pair de la valeur rgciproque d'une ]onc- 

tion est la valeur rdc.iproque de la diHgrence rgciproque de la ]onction. 

(ix) montre ,  au contraire,  que le d6 te rminant  d6nominateur  de ~n+l (90 (x)) 

est  le m6me que celui de ~2"+1 (~-(x~) . 

En  subs t i tuan t  k ~i dans  (io) et  ( i i )  ( f i + a  oh a est  une constante,  on 

t rouve  faci lement  que  
e'" (r (x) + a) = q2. (cp (x)) + a (49) 

,o*--+1 (rp (x) + a) = q2,+1 (~ (x)) (49 bis) 

car  en re t ranchant ,  dans ces d6terminants ,  de chaque  colonne contenant  les va- 
leurs de fonct ion ]i~ colonne qui  ne cont ient  que les a rguments  de la m~me 

puissance, a d i spara l t  compl~tement  de e2,,+1, tandis  que le d6 te rminant  num6- 

ra teur  de ~ se laisse d6composer  en deux  dont  l 'un est  le d6terminant  d6nomi- 

na teur  multipli6 par  a. En  subs t i tuan t ,  au eontraire,  k ell arfl, on t rouve 
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d ~ (a ~ (~)) = a d "  (~ (x)). (50) 

r (a ~ (x) = ~-o 2~+~ (r (~)). 
a -  (50 bis) 

On en d6rive un th6or~me remarquable. 

trouve, en effet, s i a i  et bl d6signent des constantes, 

la~ + b~_~ = a~ + 
at-1 + �9 

"b~ 

a~ + ef (x) 

En eombinant (48), (49) et (50) on 

at--1 

a t - 1 - 4 -  �9 �9  
bl 
al + e2n~(x) 

ou bien ce qui revient au mfme 

r 7+~q~(x)l 7+~2,~q~(x)" (5~) 

La dif/drence rdciproque d'ordre pair d'une ]onction lindaire /ractionge de ~f (x) 
est done la m~me ]onction lindaire de la di//drence rdciproque de q~ (x). 

On peut  done d6velopper a + fl ~0 Cx) 7 + ~ r (x) en fraction continue d'interpolation de 

la forme (3) en connaissant seulement les differences r6eiproques de c 0 (x). Con- 

sid6rons sp6cialement le d6veloppement en fraction continue de i ~(-~.  A l'aide 

de (48) et de la relation de r6currenee (I) on trouve 

( I ) __r (rf~)) =_e2n (q~{x)).e2,,(q~(x) ).{~,,+j (qD(x))_e~,,_~ (ef (x))). (5z) 

Le premier faeteur du second membre est ici 6gal h Q~" (Xo xl �9 �9 �9 x 2 n - 1  X 2 n +l ) ,  

tandis que par tout  ailleurs Qn (~0 (x)) est une fonction des arguments x0 x~ . . .  x~. 

i 
CeIa nous permet de d6velopper - ~  en une fraction continue dont les coeffi- 

cients sont des diff6rences r6eiproques de ep (x). On trouve faeilement 

~p(x) 

+ 

X--Xo 

~(x,)e(xox,)~ (x--x,)q*(XoX, X~) 
r (xo x, x~)-q~(Xo) + (x--x,)q~(Xo) 

e~(XoX~ x,)(q 3 (Xo-.. x~) - r (zox, ) )  + 
( , -x~)  e ~ (Zo x,... x,) 

(x--x4)e*(XoX, X~) r x~)--r - ' '  x~) + 
r x~))+... (53) 

Acta mathematica. 34. Imprim~ le 15 janvier 1910. 10 
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L a  p l upa r t  des f rac t ions  cont inues  ~tudi~es jusqu ' ic i  r e n t r e n t  h ce type .  

(Ex:  les f rac t ions  cont inues  de GAvss,  de  STIELTJES, etc.) Les d~ve loppemen t s  

d ' ap r~ s  la formule  (3), au  contra i re ,  p r~sen te ron t  g~n~ra lement  une  irr~gularit~ 

au  c o m m e n c e m e n t .  E n  fa i san t  tendre  t o u s l e s  a r g u m e n t s  v e r s a  e t  en in t rodui -  

san t  les fonct ions  p, ou t r o u v e r a  la f rac t ion  cont inue  su ivan te  indiqu~e p a r  

M. THIELE : 

I I x - - a  

ef (x) ef (a) I~.1 x - -  a 

791 .o Pl .a Pl. l x - -  a 
po.~po.~ p&2 x - - a  

P! .I P1.2 pt.2 

Po.~ P o . 3 - - " "  

E n  p o s a n t  To..+x = p2n, pl.n+l = p 2 n + l  (54) p r e n d r a  la fo rme  

(54) 

i --_ i x - - a  (55) 
~f (x) ef (a) p] z - -  a 

(32) e t  (35) m o n t r e n t  

mSl~es 

m a i n t e n a n t  

I 

p ,  p~ x - -  a 

Po P2 la~ z - -  a 
P~ P3 P] 

P2 ~04 

que p ,  sa t i s fa i t  h l '6quat ion  aux  diff6rences 

r i 
pn-2 Pn+I - -  n + I pn--1 p n - -  ~ Pn p'n-1. (5 6 ) 

Ici  encore nous pour rons  done  nous  servi r  du sch6ma de ca |cul  (41) en 

p o s a n t  seu lement  Po = ao, Pl = at, P2 = a2. 

Les th6orbmes  ( 4 8 ) . . .  (52) r e s t en t  na tu re l l emen t  va lables  dans  le eas l imite 

off tous  les a r g u m e n t s  t end en t  vers  la m6me  va leur  x. No tons  pa r t i eu l i~ remen t  

r2~l I I =  x (57) 
r2- (~f (x))" 

Au m o y e n  de la re la t ion  de r6eurrence  (2) on en t rouve  

( ( I ) )  r(r~n+l~p(x))  
r r 2"+1 ~ = - - r  2" (~ (x)).r 2"+2 (~f (x~ (58) 

de (44) et  (45) on d6r ive  en p o s a n t  a o ~ i ,  as = o, i > o 

r2n ( ~ l  ~ :P2.n (59) 
l~f (x) r ~0.n+l 
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r2n+l (_~X))~_ p--l.n+2~Ol.n+l (59 bis) 

off a-1 est 6gal b~ o dans p-l..+9.. En 

encore 

diff6rentiant ces 6quations on trouve 

~. .+1 (60) 
pl. ft pl. n+l 

(2 n + 2) r (r~n+l (9_~x))) = P~..+I (6o bis) 
pO.n+l PO.n+2 

w 34. Nous avons vu l'influence qu'excercent sur les diffdrences r6ciproques 

le changement du z6ro et de l'unit6 des valeurs de fonction. Nous allons main- 

tenant  6tudier l'effet des changements correspondantes des arguments. 

en ne change pas si on d6place le z6ro, car il n 'y  entre que des diff6rences 

entre les arguments. Si, au eontraire, l 'on substitue, dans (lO) a xi K xi on aura 

2n ~ n z = a x .  (61) 

On trouve de m6me par (1i) 

(61 bis) 

I 
Reste encore ~ 6tudier l 'effet produit par  la transformation zi . . . .  , mais 

xi 

nous nous bornerons ici au cas off tous les arguments coincident. 

Nous avons d6sign6 par pr.n(qD(x)) les d6terminants des coefficients diffd- 

rentiels r6ciproques de ep (x) par  rapport  k x; nous d6signons par ~v~.. (rp (x)) les 

d6terminants correspondants des coefficients diff6rentiels r6ciproques par rap- 

k i et nous allons chercher une relation entre P~.n et port  ~r .n .  

En appliquant la formule de SOm~6MILCH 

e t  en posant 

o n  a u r a  

d n y = ( - -  I) n xn+1 d n x~-1 y 

i d,, q~ (x) 

(62) 
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~ . . + 1  (~ (x)) = ] b~ b~+l.. ,  b~+,, ] 

( ~  I )(n+l) ( r +n )  . Z(n+I} (r+n+l) 

] ~ ~ /~+" (~+"-a ~ (x)) 
D~ ( ~ - l  ~ (x)) . . . . . .  (r+n)! 

I Dr+.+ , (~+.  
�9 l ( r +  i)! Dr+l (x'tP(x)) . . . . . .  (r+n+i)! cp (x)) 

Or, nous avons d6montr6, plus haut, la relation 

I 
r~ " D~ 9 (:c) . . . . . . . .  

/~+" (x" ~ (x)) 
(r+n)I 

I 1~+'  I 1~+.+~ (x .+'  ~ ( ~ ) )  
( r +  I)! (x tp (x)) . . . .  ( r + n + i ) !  

(r q- n)!  " " ( r T 2 n ) !  

off 

l ar On-+l... a,r+n ] 

~-Xn(n+l) l t~r+l  at+2 . . . . .  . . . .  . . . I ~-~n(n+l)  p r ' n + l ( ~ ( ~ ) )  

] O,r+n . . . .  ar+2nl 

(63) 

On a donc la relation bien simple 

~ . .  (@ (~)) = ( - -  i),- ~ x-( ,+~-- ,  p, . ,  (z--~ @ (=)). (64) 

On en trouve, pour les coefficients diff6rentiels r~eiproques 
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r~--+: I,',~ (x)) = zt'a.n (tp (x)) __ 

~2,+:po.=+:(~(=) .=- : )  
p~ .n(~(x) .z )  

~-2n-~. P".n( ~ r (~)) 
~Dl.n§ " 

77 

(65) 

(66) 

Quelques invariants diff6rentiels. 

w 35. Au w 9 nous avons  indiqu6 la formule 

17 + o~ 9~ (:~)I = r + o~ ~n ip ( x ) '  (5:) 

pour  les differences r~eiproques d 'ordre  impair  il n 'exis te  aucune relat ion simple 

correspondante.  Les d6terminants  d6nominateurs  de celles-ci, au  contraire,  on t  

une propri6t6 remarquable  que nous allons met t re  cn 6vidence. En  posant  dans  

le d6terminant  
l:, ~i, z i ,  ~i,ri . . . .  ~n, Xn~i I (67) 

I 
r = ~  on t rouve que celui-ci dgalc 

(__ :)n+: 
tPotPl tP , .  �9 �9 tP2n+:" I : ,  ~ , ,  :~i, :~ i~i  . . . .  :~ ,  :~n ~ i l .  (68) 

Si r o n  remplace ~i par  ~i + a le d6terminant  reste invariable;  mais si l 'on 

remplaee ~vl y a r  a ~i celui-ei est multipli6 pa r  a "+~. Que 0 (XoX~) soit la diff& 

fence divis6e de NEWTON 

on verra, que la quanti t6 
X o ~ X  1 

~' = ~ (Xo x,) a (x, x,) ~ (x, x~) . . .  ~ (X2n X~,,+I) 

admet  une t ransformat ion  project ive 

7 +  ~tP~ 

(69) 

c 'est  donc un invariant .  Cette propri~t~ se conserve quand m~mc nous divisons 

~1 pa r  z/(xo xl �9 �9 �9 x2~+l), ]a fonetion a l te rnante  de Xo xi �9 �9 �9 x2,+1. Si, particuli~re- 

ment ,  nous faisons tendre tous les a rguments  vers la m~me valeur  x, le d~nomi- 

na teu r  sera la in + :) i~"~e puissance du coefficient diff~rentiel de @, tandis  que le 
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numdra t eu r  6gale le d6 te rminan t  ddnomina teur  de (24 bis). On a alors la s6rie 

su ivante  d ' inva r i an t s  diffdrentiels 

off 
j , Jala2aa I at : a t ;  al a2 . , .  , .  a2 as at a5 :a l ;  (7 O) �9 a t ,  a2 as  a4 : a l ,  " " " 

a2 aa as a, a5 a~ 
as a4 a5 

a4 a5 ae a7 

a r ~  

n!  d x  ~ 

La  premiere  en est i ,  la seeonde est, k une eons tan te  pros,  la d~rivge de 

Schwartz. Ces quant i t6s  a d m e t t e n t  une  t r ans fo rmat ion  pro jec t ive  de la fonet ion 

ep, mais nous pouvons  d6river  encore une au t re  s6rie de d6terminants  a d m e t t a n t  

la m~me t rans format ion  de la var iable  ind6pendante .  En  subs t i tuan t  dans le 

d6 te rminan t  (67) ~x.i k xi, eelui-ci se mul t ip le  pa r  a-(-4a); il res te  invariable ,  au 

contraire ,  pa r  le ehangemen t  du  z6ro de l ' a rgument .  Enfin,  en faisant  xi = _I 
Z i  

on t rouve  faei lement  

I~, r z,, z , ~ o , , . ,  e,,, z ' ~ ' l  �9 (7~) 
I~, ~ ,  x~, z ~ i  . . . .  ~ '  xI'q'~l z ~ z ~ . . ,  z~'.+, 

On vol t  alors que  la quan t i t6  su ivante  

: I ,  f ~ i ,  Z i ,  X i f ~ i  . . . .  X ~ ,  X~'(~i  I 

~ 2  ( { ~ ( X o X l ) ~ ( X ~ 3 ) .  . " ~ ( X 2 n X 2 n + l ) } n + l ~ ( X o X t  . . . X2n..i.1 ) 
(7 2 ) 

res te  invar iable  en e f fec tuan t  la t r ans format ion  

a + ;~zi 
X l  ~ - -  " 

7 + dz~ 

Si l 'on fair t endre  t o u s l e s  a rgumen t s  vers x, on au ra  la s6rie infinie su ivan te  

d ' invar ian t s  diff6rentiels 

a I : a l ;  

a I a~ a s 

I a l  a2 l" a. a~ a 3 a 4 . a l ~  
a2 a3 a 3 a4 a5 

�9 t ' w  9 .  
�9 t 4 , .  �9 ~ �9 �9 s i 

a I a 2 . . . .  a n  

a 2  ~ s  . . . .  a n + l  

a n a n + l  �9 �9 �9 a2n,--1 

: a ? ' . . .  <73) 

qui a d m e t t e n t  tous une t rans format ion  pro jec t ive  de la var iable  ind~pendante. 
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Differences r4eiproques de el (x)+ a x  et de xiep(x). 

w 36. En g6n6ral on n'a pas de moyen d 'ajouter  ensemble deux fractions 

continues, bien plus, la simple addition d'une fonetion lindaire de ]a variable 

ind6pendante ~ une fraction continue cause - -  Stieltjes ~ l'a montr6 - -  des change- 

merits de celle-ci assez radicaux. I1 est, cependant, facile de traiter ce problbme 

l'aide des diff6rences r6ciproques. Remplagons dans le d4terminant ( i i )  ef~ par 

axi  + eli est retranchons de chaque colonne contenant des valeurs de fonction la 

suivante, multipli6e par ~. Le d6terminant num6rateur restera invariable, tan- 

dis que le d6terminant d6nominateur peut  se d6composer en une somme de deux 

d6terminants dent  Pun 6gale ]e d6terminant d6nominateur primitif, landis que 
l 'autre est 6gal au d4terminant numdrateur multipli6 par ~. On trouve donc 

et sp4eialement 

I I 

r + r e2n+l@(x)) + " (74) 

I I 
+ ce. (75) r~"+l@(x) + ~x) r~"+l(~(x)) 

En combinant la relation de r6currence (2) et (75) on trouve 

r[r2ncf(x)] 
(77) 

r2-+2[~f (z) + c~x]-- r~-[~f (x) +,~xJ=fr2-+~[~f (x)]-- r~"[~f (x)]}. {~ + , .  r-"-+1[r (x)]}-". (78) 

w 37. Si l 'on connait  les fonctions p de ~f(x), on peut en d6river les coeffi- 
cients diff6rentiels r6ciproques de xief(x), pourvu que i soi~ un entier. En effet, 

si dans le d6terminant pr.n+a[ef(x)] on substitue partout  xqD(x) ~ el(x), on trouve 

p, n+l[x~f(x)] = I 

X a r  -~ at--1 X(~r+l ~ ar  . . . .  X a r + n  ~- ar+a--1 

ZC/r+l -~- a r  X~tr+2 -~ a r + l  . . . . . . . . . . .  

X q r + n  "Jr ar+n--1 . . . . . . .  X~r-l-2n ~- ~r+2n--1 

x n + l  _ _ X  ~, ;Tn--1 . . . . .  ( - - I )  n+l  

at--1 ar  ar+l  . . . . .  a r + n  

~r  a r + l  ar+2 . . . . .  a r + n + l  

q r + n - 1  ar+n  a r + n + l  . . . .  ar+~ n 

(79) 

1 Correspondance  d ' H e r m i t e  et  de St iel t jes  I I ,  p. 36o. I9oi. 
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On t rouve  plus g6n6ralement,  si i est  un  nombre  ent ier  positif  

( i --z)!  ( i - - 2 ) ! . . .  2! ~! 

p~ .+~[x~ ,p(x)]  = 

x , + ~  _ _  x n + i - 1  . . . . . .  ( - -  i )  n+i 

( n + i ) x  "+~-1 - -  ( n + i - -  I ) x  ~+i-~- . . o 

( n + i ) ( n + i - - i ) . . .  ( n + 2 ) x  "+t, - - ( n + i - - z ) . . .  ( n +  i )x ~ o 

a r - - i  a t - - i + 1  . . . . . .  a r + n  

a r - i + l  CIr--i+2 . . . . . .  a r + n + l  

a r + n ~ i  a r + n - - i + l  . . . . .  a r + 2 n  

Cela se d6mont re  faci lement  pa r  induct ion;  car  en rempla~ant  p a r t o u t  dans  

ee d6terminant  el(x) par  x r  e t  en e f fec tuan t  la diff6rent iat ion,  on aura  

( 8 o )  

rx i+ l  ~ P r . n + l ,  r (X)]  = 
( i - - ~ ) ! . . . 2 ! z !  

x-+~ . . . . .  (__i')-+i 

n + i ) x  " + i - 1  . . o 

n + i ) . . .  ( n + 2 ) x  ~+l. . o 

tr--/--1 + X a r - - i  �9 �9 �9 a r + n - - 1  + ~ a r + n  

a r - - i  + x a r - - i + l  �9 �9 �9 a r + n  "~ ~ a r + n + l  
: 

a t + n - - i - - 1  "~ X a r + n - - i  �9 �9 a r + 2 n - - 1  + x a r + 2 n  

i ! ( i m ~ ) !  . . .  i !  

x-+~+, . . . . . . .  ( - -  i)-+~+1 

n + i + I ) x  n+i  . . . .  o 
: 

n +  i +  I )  �9 �9 �9 ( n + 2 ) x  n+l . .  o 

a t . - 4 - - 1  . . . . . .  ar+,~ 

a t - 4  . . . . . . .  a t + n + 1  
: 

a r + n . - - i - - I  . . . . .  a r + 2 n  

c. q. f. d. 

En faisant  dans (80) x = o, tous les 616ments des i premieres  lignes du  d& 

t e rminan t  seront  nuls sauf un;  on p eu t  donc  abaisser  le degr6 du d & erm in an t  par  

i unit6s d'ofi on t r ouve  ]a formule  616gante 

off l 'on doit  poser  x----o apr~s la diff6rent iat ion.  

(8~) 
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En eonsid6rant les formules (37), (38) et (59), (60) (off les coefficients dif- 

f6rentiels r6ciproques s 'expriment par les fonctions p), on voit faeilement par 

(8i), qu'on a l e s  deux relations suivantes 

r" [xg(x)]-=o = r"-~ (~-~x)),~_o (82) 

(n + I ) r ( rn[xcp(x ) ] } .=o=nr[r '* -~  (--~))Jx= ~ �9 (83) 

Afin de pouvoir aussi diviser une fraction continue par une puissance de 

la variable ind@endante nous substituons partout  dans le d6terminant p~.~+l[(p(x)] 

x-l~0(x) b, r en faisant observer que 

= x x ~ + x 3 ( _ _  x ) , + x  

En ajoutant,  dans le d6terminant ainsi obtenu, g ehaque ligne la ligne pr6e6- 

dente divis6e par x, on aura 

oh 

p,..,~§ = ~-"-: 

/ 1 0 . 1  ~t~l.1 �9 . f i n . 1  

ar+l at+9 �9 ar+n+l 

at+2 ar+3 . at+n+2 
�9 . . . . . . . .  ~ , 

a r + n  a r + n + l  �9 a r + $ n  

(84) 

ar+~l  at+i---2 ao (85) 
/1~'l=ar+~ x + x ---Y- . . . .  + ( - - x )  ~+~" 

On pourra de nouveau traiter de la m6me mani~re (84) en substi tuant 

x-l~0(x) g ~0(x); on trouvera alors 

off 

/ 1 0 . 2  / 1 1 . 2  ~ 2 . 2  . . . .  / 1 n . 2  

f $ 1 . 1  / 1 2 . 1  / 1 3 . 1  . . . .  / 1 n + 1 . 1  

Pr"~+l[X-9~(x)] = x--2"-~ at+2 a~+a ar+4 . . a~+,,+~ 
. . . . .  , . . , . . . .  ~ , 

a,+n 6~+,~+1 a t + n + 2  �9 a r + 2 n  

r + i + I  
2 x3~ at+v-2 . . . .  + ( ~  x)r+ i ao /1~.2 = a~+~ - -  xa~+i-1 + 

(86) 

(87) 

et ainsi de suite.  Nous faisons remarquer surtout  qu'en faisant tendre x vers 

oo e n  ( 8 4 ) ,  on aura 
Ac4a mo~herna$ica. 34. I m p r i m 6  l e  15 j a n ~ e r  1910. 11 
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et g4n6ralement 

lim { x " p , . . n [ x - ' e f ( x ) ] }  =l i r a  {pr.n[~(x)]}  

lim ( x~np~ .n [x - '~q~(x ) ] }=  lim (p~. . [r  

(88) 

(89) 

Les formules (79) et (84) peuvent  servir h la d4rivation d'expressions de 

d4terminants pour Ies d6nominateurs et les numfirateurs des r4duifes de la frac- 

tion continue (36). Nous d6signons ceux-ci par ~ , (z )  et ~n(Z) et trouvons sui- 

vant  le th6or~me de la fin du w 28 

zn- -1  gn- -2  . . . I [ 

I 
a 2  a 3 . . . .  a n + l  

a3 a4 . . . .  a n + 2  

a n  a n + l .  �9 �9 a 2 n - - 1  

~ -  (9 ~ ) 

~n+l(Z) = 

Z n Z n - 1  . . . . .  I [ 

a I a 2 . . . . .  a n + l  [ 

p2.. (9 ~ bis) 

~ 2 n ( Z )  

io ;q . . . . .  ~,---1 I 
a2 as . . . . .  a , + l  [ : 

an a . + l  . . . .  a~n-.-1 

p,.~ (9I) 

06 

1 

at a2 . . . . .  a n + l  

a 2  a 3 . . . . .  a n + 2  : 

a n  a n + l  . . . .  a 2 n  

p~.. (91 bis) 

~'o ~ a~ z n -t- a o  ~n--1 

~.~ = a s z" + at z n-1 + a o z n -e  

b , - i  ~ a , z  ~ + a n - l z  n-'l + ""  + ao 

u o ~ a o z  n 

?q = at zn + ao z n-1 

,un  ---- a n z  n + a n _ l  z ' ' - 1  + . . .  + a o  

Sur une transformation de la fraction continue. 

w 38. En trai tant  des fractions continues on a souvent besoin de diverses 

transformations. Les plus simples consistent en r4duetions ou en intercalations 

et supprimations de r6duites en nombre fini ou infini. De telles transformations 
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ont 6t6 trait6es par plusieurs auteurs, la premiere fois, sans doute, par LAGRA~CGE. 1 

Nous traiterons ici Uric transformation de la fraction continue d'une tout  autre 

nature, int6ressante surtout par l'analogie qu'clle pr6sente ~ la transformation 

d'Euler d'une s6rie de puissances. 

On dit parfois que (35) est un d6veloppement de fraction continue suivant 

des puissances de z, parce qu'elle correspond enti~rement b~ une s6rie de puis- 

sance en z. Nous allons voir qu'il est possible de transformer une fraction con- 

tinue suivant des puissances de x en une fraction continue suivant des puissan- 

X 
ces de z ~ - - .  En effet dans son ))Institutiones calculi differentialis)) (i755) p. I - - X  

28I EULER a d6montr6 que si 

x 
- -  _ _  j i  _ j ~  

Z , " ~ n  ~ a n + l  - -  an, _4/+1 n + l  n 
I - - X  

on a la relation 

a o + a l x + a 2 x ~ + a ~ x a +  . . . .  a o + a t z + , : l ~ z ~ + J ~ z S + J ~ z 4 + . . .  (9 2 ) 

Pour d6velopper le premier membre en une fraction continue de la forme (4o) 

on n 'a qu'h d6terminer p2.n = p2n, P~.n = P~n-1. Nous d6signons par q2.~ et q ,  

les fonctions eorrespondantes form6es par les coefficients du second membre, et 

nous allons chercher une relation entre les p e t  les q. Nous transformons pLn 

en retranchant de ehaque colonne celle qui pr6c~de en laissant invariable la pre- 

mi6re colonne. Dans le d6terminant ainsi obtenu nous retranchons encore de 

chaque colonne la pr6c6dente en laissant invariables, cette fois, les deux premibres 

colonnes, et nous continuons ainsi le plus longtemps possible. Nous transformons 

encore le d6terminant ainsi obtenu en appliquant & ses lignes le m~me proe6d6. 

On trouvera alors 

a, a 2 . . . a n  I l a ' ~ ' ~ : " ~ - i l  J a ' ~ ' ~ : ' ' ' d ' ~ - ~  
p l . ~ =  a ~ a 3 . . . a ~ + l  a 2 J 2 J ~ . . . J ' ~  -1  ~" ~ " 

. . . . . .  J i l l / t a l l 4  / / n + l  
. . . . . . .  * | ~ 1  ~ 1  ~ 1  ~ �9 �9 ~ 1  

a~an+l . . . a2nJ  Jan ~ z / n . . . J ~  J . . . . . . . . .  I n - - I  n 2 n - - 2  
" ~ 1  ' J r  " ' "  " J r  

mais le dernier d6terminant et justement qL~; on aura done 

/~.~ = q~ .n .  ( 9 4 )  
Consid6rons ensuite q2.n: 

(93) . 

1 LAGaA~GE: M6moires  de l 'Acad, de Ber l in  1776. Voi r  aussi :  T. N. TItlV.LE: Tidsskr i f t  
for  M a t h e m a t i k  I87o, pag.  If8. K0benhavn .  
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, : / , ~ . . . J ?  [ 
/ p  ~t3  / / . + 1  ] 

I n n + l  2 n  

(95) 

en rdpdtant maintenant  les op4rations indiqu4es plus haut, mais on sens inverse, 

nous transformerons celui-ci en 

q 2 . n  ---  

I ~1~ ~2 A.~ . . . ~4,~ 

J~ d3 J4 �9 �9 �9 J,+* 
/-/.~ --44 A~... A,~+2 

-4n . . . . . . .  J2,,-1 

I I I . . .  I [ 

[ a , a ~  a.j . . . a n + l [  

= [a.,. aa a4 . �9 �9 a . + 2  [ 

I I 
[ a n a n + l  a n + 2  �9 �9 �9 a 2 n  [ 

(96 ) 

mais par la comparaison de (9 ~ bis) on voit que ce dernier d6terminant est juste- 

ment le d6terminant num6rateur de 9~2,+x (i); on aura done 

q2.,, = p~... ~ . + ,  (I). (97) 

Nous avons done d6montr$ le th6or~me suivant: Un d6veloppement en 

fraction continue suivant des puissances de x aux coefficients pl . .  et p~.. et aux 

d6nominateurs de r4duite ~ (x) peut ~tre transform6 en un d6veloppement en 

x 
fraction continue suivant des puissances de z -  aux coefficients q l . . ~  p ~ . .  

I - - X  

et q2.~ = p~.~. 9~2,+t (I). 

Representation des differences r6ciproques par des int6grales. 

w 39. Soit /(t) une fonetion analytique r6guli~re h l'int~rieur d 'un domaine 

K; soit F u n  contour tel que toute la rdgion du plan non ext6rieure ~ F soit 

dans l'int4rieur de K, on aura, suivant le th6or~me de Cauchy, pour tout point 

x de eette r6gion 

f t (tL 
l ( x )  = 2 ~ i l t  - -  x d t  (98) 

/ 
d'oh 

i f /(t) D~/(x) =7~-i (t_x)n+l dr. (99) 

Pour le coefficient diff6rentiel r6ciproque du n i~me ordre on peut indiquer une 
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expression q u i  pr6sente une analogie int6ressante avec cette derni6re formule. 
Soit ~ ( t )  le n i~m€ d6nominateur de r6duite de (36), on aura alors 

r~ / (x )  =: 2 z i /  ( t _ x ) , , +  ~ dt .  (ioo) 

On trouve m6me une formule correspondante pour la diff6rence r~ciproque 

d u n  i~~ ordre ~ arguments arbitraires. Pour  t rouver  celle-ci, je suppose donn6e 

une s6rie d 'arguments x0 x~ . . .  x ~ . . .  tout  arbitraires correspondantes aux valeurs 

de fonction / (Xo)[(x~) . . . / (xn) . . .  D~signons par N,(x)  et Tn(x) les n i~ms d6- 

nominateurs et num6rateurs de r6duite de (3), on aura alors (v. (6) et (6 bis))les 
6quations 

Posons 

1 f N ~ .  (x~) l(t)  
2~i ,]  t-~xi- dt = T2n(xi) 

F 

(i = o, i, 2 , . . .  2 n - - l )  (i01) 

I ~N2n+I (xi) / (t) 
2~viJ ~ dt = T2~+1 (xi) 

I" 

( i = 0 ,  1,2 . . . .  2n). (102) 

* i , , ( x ) = ( x - - x i )  ( x - - x i + ~ ) . . . ( x - - x , )  

~00,n(x)=~0~(x). 
(lO3) 

i 
En divisant dans le syst6me d'6quations (lOl) la (i + I) ~me, la (i + 2) i~me, . . . 

t r X f X la (i + n + I) i~e 6quation par ~Pi,n+i(xl), (Pi, .+i(i+i)  . . . .  ~ i ,~+i( i+ . )  respective- 

m e n t e t  en les a joutant  ensemble on trouvera 

1 { ' . ,  N~,,(t) . .  
( i = 0 ,  I ,  2 , . . . ~ r  (lO4) 

le coefficient de la puissance Ia plus 61ev6e de x en T2,,(x) 6rant i (voir (5)). 

Du syst~me d'6quations (lO2) on d6rive de m6me 

I / "  ., N 2 n + l  ( t ) . .  
: 1 / ( ~  a~ = e 2" (XoX,. . .  x2.) 7r 2 (t) 
7 

(i --- o, I, 2 . . . .  n) (Io5) 

le coefficient de x n e n  T2,~1 (x) 6rant Q2n. En multipliant chacune des 6quations 

du syst~me (io4) par une quantit6 arbitraire Ai et en les a joutant  ensemble, on 
aura la formule importante 
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2~if /(t)N2"(t)w"-~(Odt=A~ - 1 (~) + " ' +  A n - 1  

1. 

(lO6) 

off ~f~-l(t) est un polyn6me du ( n - - I )  i~me degr6 h coefficients arbitraires; le 

coefficient de t ~- I  est Ao + At + " ' +  A,,-1. Par le syst~me (lO5) on obtiendra 
de m6me 

2~iI ; t  (t) N~"+l(t)9'*(t) d t = ( A o  + At + -.. + A,,) Q2"(xoxt . . 
r 

(lO7) 

off ~p~ (t) est un polynSme arbitraire du n i ~  degr6, dans lequel le coefficient de 

la puissance la plus 61ev6e de t e s t  A0 + A1 + " "  + As. Plusieurs formulesremar- 
quables se laissent d6river de (IO6) et de (lO7). En posant ep~,_l(t)=Ne,~(t) et 

( pn ( t )  ~--- N 2 n + l  (t)  o n  a u r a  

~2,-1 = 2 : i f  N~'~(t) ~P=,.l(t)-I (~) dt  (lO8) 

Q2,~ ~ 2 ~I : (N'2n+l (/) ~ l  (t) . d t (lO8 bis) 

donc en g6n~ral 

e"(XoX,...x,,) = I ( !  N~+I ( t )  
2 ~ - -  (t) --~,(t)- d t (lO 9) 

comme analogie de la formule 

f /(t) dr. ,~" (x,, z , . . .  x,,) = ~ . ~  
P 

En faisant dans (lO6) el._1 ( t ) = N i ( t )  on trouve 

/ *  

)N~,,(t)N~(t) !(t) 
�9 q ' 2 .  - ,  ( t)  
P 

d t = o  i < z n - - i  (IIO) 

l(t) 
272. (t) N~,,_~ (0 ~o~,,_~ (t) 

P 

d t = 2 z i .  ( I I I )  

On trouve de m~me par (lO7) en posant q0,(t)=N~(t) 

/N2, ,+i  (t) N~(t) /(t!_. dt = o 
~'2,, (t) 

r 

i < 2 n +  i (112) 
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I ~ . . . . . . .  2 ~ /  2n+l(t)~2n~'2(t)~ d~-~2"(:~~ ~2n) * ~2"+1 (~~ ~ '  X2n+I) ( I I 3 )  

1' 

On peut  encore d6river une formule analogue h (113). Les d6nominateurs de 

r6duite satisfont, en effet, h ]a relation de r6currence 

N2.+~(t) = (r - - e  2"-a) N~.+~ (t) + ( t - -  x~.) N~. (t). 

En multipliant par  x t tti Nz~+~ (t)dt les deux membres de cette 6quation et en 
2 ~ i ' "  " tP2, (t) 

int6grant, on aura d'apri~s (~I3) et (~o8 bis) 

I i f  N~. it) N~,,+a (t) dt. Q2~,. ~ , ,  - a  = 2 ~v / (t) t p 2 . _  l (t) 

On a done en g6n6ral 

f N.+~ (t) N .  (t) e"-a(xoz,...z,_~).e,(XoX,,..x,)= 2~r---~ l(t) ~p,_~(t) dr. 

(II  3 bis) 

(II4) 

Toutes ces formules restent valables quand m6me quelques uns des arguments 

coincident. Consid6rons particulibrement le cas oh t o u s l e s  arguments x0 x j . . .  x~ 
tendent  vers x. 

On obtient  par  (509) 

= ~ f t  I~ '~+~ (t) ~l(x) 2~i j  ,,.,(t__x),+ldt (Ioo) 
P 

off ~ , ( t )  indique le n i~me d6nominateur de r6duite de (36). Maintenant les coeffi- 

cients de (36) ne sont pas les coefficients diff6rentiels r6ciproques eux-m6mes, 

mais leur premier coefficient diff6rentiel ordinaire. Nous allons chereher encore 

uue repr6sentation par  int6grales pour  ces coefficients diff6rentiels. 
En substi tuant  dans la formule 

r2,,+l/(x) = I !~2.+2(t) dt 
/, 

(2n + i) r r 2" / (x). ~ . + 1  (t) + ( t - -  x) 9~,. (t) ~ ~2n+2 (t), on aura 

r 2 . + , t ( .  ~ .  . . = (2n+2~ I)~r~ *r2"t(x))"'* " (0 (t - -  ~)2-+2 - + ~ - - ~  (t) ( t - -  . )2-  
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on retranehant la relation de r~currence 

,~,,+x l (x) = (2n + i) r .  r~" l (x) + r2~ n-1 /(X) 

on t rouvera 

D.(r~n/(x)) 2~i f l  ( t - -x)  2n+2dt" 
1' 

On trouvera de m6me en exprimant en 

- ~ f t  c ~" -~+~ (0 r2n 1 (X) - -  2 N~' i /  t "g) (t - -  X) 2"+1 

~f~2n+l (t) par ~,~(t)  et ~2,,-1 (t) 

dt 

(HS) 

Nous avons donc d~montr6 le th6or~me singulier qu'on peut dil/~rentier (zoo) 

relativemen~ d x en diHgrentian$ *ous le signe d ' in~at ion  eomme si ~+1 (0 gtai~ 
inddpendant de x, pourvu qu'on multiplie le rdsultat par ( ~  I )  n .  

En r6duis~,nt la fraction continue de THIEL~. (36) de sorte que t o u s l e s  d6- 

nominateurs partiels soient i, les coefficients des num6rat .urs  auront la forme 

I 
n(n + I) D~(~-ll(x))"Dx(r'~/(x))" 

Pour ees quantit~s aussi on trouve une expression d'int~grale simple. Au 

moyen de (IIO) et  de (II2) on volt  que l'int~grale 

;~.+2 (0 ~,. I (0 , (0 (t:V))._,  dt 

6gale o, que n soit un nombre pair ou impair. En posant mamtenant  

~n-b2 (t) = (n ~- I)  % ~ I  (X). ~ l + l  (t) ~- (t--- ~) ~n  (t) ( I I  7) 

on trouve 

4 n~ f. 
I . - 2  4nrxr~2-1/(x ) rI"l(x) ~r r2n--lf(x')~ ' l ( t ) .  ~r~2n2n+ldt-t-, ~ l ( x ) +  ~ - i ' ' "  " " ' ' r  ( t - -~)  jr 

d'oh 

2n~l  n Dx(r ~ ](x))~- 2 ~ i /  : '  / (t - -  X)2n+l " (II6) 
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(n+ I ) r j ~ / ( z ) . f  ~n+l(t) ~ ( t ) .  l(t) 
�9 ( t - - x ) " + ~  

P 

d'o~ la formule 

n(n + 1) D~[r'-l/(x)]'D~[r"/(x)]-= ~,,(t) ~,,+l(t) - -  

dt + (-- 1) "-1 2 ~ i  n D~[r'~-l/(x)]=~ 

8 9  

~ ~.+~ d t. ( I I S )  (t--x) 

CHAPITRE V. 

w 40. Nous allons maintenant d6velopper quelques fonctions particulibres 

en fraction continue par  la m6thode des diff6rences r6ciproques. Nous serons 

ainsi conduits s un grand nombre de d6veloppements dont la plupart  semblent 

6tre nouvelles. L'6tude de la convergence de ceux-ei se fait ais6ment par  les 
th6or6mes expos6s au chapitre II. 

En posant fl = o dans la fraction continue de GAuss celle-ci devient 6gale 

F(a, I, 7, x). I1 est maintenant facile de d6terminer les coefficients diff6rentiels 

r6ciproques de eette fonction. Car en posant  dans (27) Chap. IV, gr(x)= 

F(a, i, Y, x) et aprbs la diff6rentiation x = o, on t rouve 

:= Je,(ce+ i ) . . .  ((~+r)[n+l(a-Fr+ I)" (ceWr-F2) "-1 a+r+n 
7+r+n 

a + r + I  
I 

7 + r + I  

a + r + 2  
I 

7 + r + 2  

(a+r+ I ) ( a + r + 2 )  ( a + r + I )  ... (a+r+n) 
(7+r+I)(7+r+2) ( 7 + r + I )  ... (7+r+n) 

( a + r + 2 ) ( a + r + 3 )  ( a + r + 2 ) . . .  (a+r+n+i) 
. . o  

(7+r+2)(7+r+3) ( 7 + r + 2 ) . . .  (a+r+n+I) 

a + r + n + i  
7+r+n+I 

( c ~ + r + n + i ) . . .  (a+r+2n) 
( 7 + r + n + I ) . . .  ( 7 + r + 2 n )  

D6signons le d6terminant par  J ( n ,  a, 7); quand de chaque ligne on sous- 

trai t  la pr6c6dente et r6duit le degr6 du d6terminant par  une unit6, on trouve 

(a  - -  y )"  n ! 
,if(n, a,  F)=__.___~+r+i)(7+r+2)~... (y+r+n)~(y+r+n+x)d(n--i ,  a+I, 7+2) .  

A c t a  mathemat iea .  34. Imprim~ le 15 janvier  1910. 12 
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On d6termine par cela faeilement la valeur du d6terminant et on trouve 

j . ( . + ~ ) . . . ( . + r )  L n + , J ( . + r + ~ ) ( . - 7 ) / - / ( . + ~ + 2 ) ( . - r - ~ ) t  -- ,  
I'~+'-n+~=/~(~4~) (7+;:+-)J ! ~ ~ : ;  j !  7 + r + n + ~  ! "'" 

r ~f 4 - n " a - - 7 - - n  + I '  n!  ( n - - 1 ) !  . . .  2! I! 
7 + r + 2 n  

En substi tuant  cette valeur dans (40). Chap. IV, on trouve 

, + a x  
F ( a ,  i 7, x ) = I  

7 
7(a + I )~ 

I . ( 7 - - a ) x  
7 + 1 - -  

+ 2--  (~+ 1)(a + 2)x 
2 . ( 7 - - a + I ) X  

7+3 
7 + 4 - - .  

(i) 

En appliquant, au contraire, la formule de la fonction rdciproque [v. (54), 

Chap. IV], on trouve 

F(ff, I, 7, X) = 7 - I  
a(7- -z )x  

I . (7--a)x 
7 - -  ( a + I ) 7  x 

7 + I - -  
2 . ( 7 - - a + z ) x  

7 + 2 - -  
7+3 - -  

(2) 

ce qui est un cas particulier de la fraction continue de GAvss; d'aiLleurs 

(I) n'est pas essentiellement diff6rent de (2), h l 'exception du commencement 

irr6gulier. Les deux fractions continues sont convergentes dans tout  le plan ex- 

cept6 sur l 'axe des nombres r6els de + I ~ + ~, et elles tendent vers les pre- 

miers membres. 

Au contraire, en d6terminant la valeur des coefficients diffdrentiels r6ci- 

proques de F (a, i ,  7, x) dans le point + I e t  en d6veloppant en fraction con- 

tinue, on trouve 

1--7 

a + i _ _ 7 a ( a + I - - 7 ) ( I - x )  
I ,  (2--7) (I--X) 

a+ 2--  7 -  (a+ I) (a+ 2--7) (I --x) 
a + 3 - - 7 - -  2 .(3--7) (I--  x) 

a + 4 - - 7  .. 

(3) 
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Apr~s la formule (54), Chap. IV, on devait s 'attendre ~ co que cette frac- 

tion continue tendrait  vers F(a, I,  7, x); mais en eomparant avec (2 )on  voit 

qu'elle est, en effet, ~gale s 

r--I F(a, I, a - -r+2 ,  z--x). 
7 - - e t - - i  

En essayant de ddvelopper une /onction en /faction continue par la mgthode 
de8 di//drences rdciproques, il arrive done quelque /ois, qu'on trouve une /faction 
continue qui est certainement convergente, mais qui tend vers une autre /onction que 
celle qu'on s'gtait propos~e de ddvelopper. I1 est connu que la mSme chose peut 

arriver relativement s la formule de TAYLOR ~ OU ~ la formule g6ndrale d'inter- 

polation de NEWTON. La question, s'il n 'y  a pourtant  pas un certain rapport 

entre ]a valour de la fraction continue et la fonction qu'on essayait de d6velopper 

en fraction continue se pr6sente immddiatement. Pour 6tudier cela nous allons 

consid6rer lcs r~duites de la fraction continue de GAuss. On voit faci]ement que 
celles-ci sent : 

off 

V,(o) V~(u)--V2(o) V,(n) 
UI(o) V2(n)--U2(o)V~(n) 

et V,(o) U,(n)-- V,(o) U,(n) 
U~(o) U~(n)-- U,(o) U,(n) (4) 

U~(n)~ F(a+n, fl+n, 7+2n, x) V t ( n ) ~ F ( a + n ,  f l + n +  x, 7 + 2 n + z ,  x) 

U~(n) r(r+ 2 n) 
F(7__a+ u) F(7_ f l+n)  F(a+ n, fl+n, a+fl--7+ I, I - - x )  

r(r+2n+ z) 
V2(n) = F ( 7 _ a + n +  I ) F ( 7 _ f l + n ) F ( a + n ,  f l + n + i ,  a+fl--7+ I, Z--X). 

V, (o) 
En posant maintenant  fl = o on voit que U ~  est la fonction que nous 

avons ici essay6e de d6velopper en fraction continue, tandis que la valeur do la 

V, (o) 
fraction continue est U,(o)" 

w 41. Par la mdthode des diffdrenees rdciproques on peut encore ddvelopper 

la fonction hyporg6om6trique en une fraction continue de tout  autre nature. 

II est eonnu que la s6rie hyperg6om6trique peut  s'exprimer par des fonetions F ,  
si x =  i .  On a 

v. J0m)AN: Cours d'Analyse I, p. 269. 21bme ddition, 
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/ '0 ' )  r ( 7  - - . - -  #) 
F ( . ,  fl, 7, z) = / . O , _ , ~ ) v ( 7 _  fl)" 

F o r m o n s  un t ab leau  6qui -d is tan t  de la fonct ion [x] m = 

pl6tons celui-ei p a r  les diff6renees r6eiproques.  On t r o u v e  

/ ' (x  + I) 
F ( x - - m  + I) 

e t  corn- 

x - - 2  [x--2] ~ 

X - - I  [X~I] m 

r r #3 

I + m L jrx--21m 

I I 2 (2 - -m)  I 

I+m[x__i]-, 
I -..--'m, 

m ( I  + m )  [x- -2]  " - I  

I I 2 ( 2 - - m )  i 
m [ z - i ] ~ - '  

i + m , , _  
m(i  + m )  [x-- i ]m-~ 

i 2(2---m) i 
Sn [Z] m-1 m ( I  -J-m) [X] 'm-1 

i + m ~  
i _ - -~ -~ [x+I~  x + i [ x + i ] ~  

i i 2(2---m) i 

i + m  
V _ ~ [ z + 2 ] "  x + 2 [ x + 2 ]  m 

m[z+i ] - , -1  m ( i  + m )  [ x + i ]  m-1 

~4 

i + m  2 + m .  . 
i - - m  ~ tx--2y" 

I + m 2 + m FX-- I I"  
L J 

i + m  2 + m .  - 
I - - m  ~ Lxjm 

i + m  2 + m  [ x + i ] ,  ~ 
I - -~ / ,  2 - - m  

i + m  2 + m  ~ _ 
i - - m  ~ Lx+ 21" 

g6n6ra lement  on t r ouve  

~ " ( x - - n ,  x - - n + i  . . . .  x + n )  
( i + m ) ( 2 + m ) . . .  (n + m),  ,m 
( l - - m )  (2 - -m)  ~ txj (5) 

( z - - m )  ( 3 - - m ) . . .  ( n + i - - m )  n + i  
r x - - n +  i ,  ... x + n +  i )  = m ( i  + ra )  ... (n+m) [xjm_ 1 (5 bis) 

ee qui  se d6mon t r e  faef lement  p a r  l ' induet ion,  ear  en s u b s t i t u a n t  (5) et  (5 bis) 

dans  la fo rmule  de  r6eurrence:  

~ " + ~ ( x - - n  - i . . . .  x + n + I )  = ~ " ( x - - n  . . . .  x + n )  + 

2 n + 2  
+ ~ " + ~ ( x - - n ,  . . .  x + n + I )  - -  # 2 " + ~ ( x - - n - -  I . . . .  x + n)  

on t r ouve  

(i + m) . . .  (n + m)~ .., 
d -+~ ( ~ - - ~ -  ~ . . . .  x + n + ~ ) =  (~--m) ... ~ - - m U  txj + 

2 . m . ( i + m ) . . . ( n + m )  F lm ( I + m ) ( 2 + m ) . . . ( n + I + m )  
( I - - - m ) ) ( 2 - - ~  (n + I - - m )  "x" ( i  - - m ) ( 2 - - m )  (n + i - - m )  [xjm etc.  
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Je2,~--I 
Si m est un nombre entier positif, |(~'~ 

{o 
ques plus 61ev6es d'ordre |6gal deviennent 

ce cas ~ z ( x - - i )  . . . ( x - - m +  ~). 

Au eontraire, si m est un nombre entier 
I /e--2 m 

(x + I) (x + 2) �9 �9 . (x--m)' tandis que |ql-2m 

 0 ,0no0o  {o plus 61ev6es d'ordre |inegal 

et toutes les diff6rences r6eipro- 

La fonction [z] m s e  r6duit en 

n6gatif [x] m devient 6gal 

et routes les diff6rences r6ciproques 

Nous allons interpoler dans co tableau, en utilisant les diff6rences situ6es 
sur une ligne oblique tombante  par tant  de l 'argument x, et  nous trouverons la 

fraction continue 

[X+Z]m=[X]m(I+ 
m z  

i . z+ i . ( i -m)  +(i 
( I+m)(x+I)(Z-2)  

3+2Z-m-} 
3" (X+ I)+ 2 .(2-m)+ (2-m)(x-m+2)(z-3) 

(24m)(x+z)(z_4) + 2 x - m + ~ .  

Au contraire, en utilisant les diff6rences situ6es sur un zigzag horizontal 
par tant  de l 'argument x, on trouve:  

[x + z] m r ( x + z + I ) .  F(x- -m+i )  
[z]" r(x+~) r(x+z--m+i) Iq- (Z--I)(I--m) 

X-}- I--O'g-}- (z+~)(~+m) 
24 

3 (x + l---m) + (z--2)(2--m) 
(z+2)(2+m) 2+ 
5 ( x + I ~ m ) + ' .  

En changeant les notations cette fraction continue s'6crit 

(6) 

F(a, #, ~, i ) = I +  a# 
(~ + a) (i + #) 

(~ -~ ) ( i - # )  
2 -r (2 + a) (z + #) 

3 7  ( z - - ( ~ ) ( 2 - - # )  
2 +  

5 7 - - ' . .  

(7) 

En interpolant la fonction r6eiproque on t rouve de la m6me mani6re la 
fraction continue 



94 N. E. N6rlund. 

F( . ,  fi, 7 + # ,  ~) 
1+ 

I 

(--a)f l  
(:E + a)(~ --#) 

7--  (i - -  ,~) (I + fl) 
2 + (2 + a) (2--fl)  

3 r - -  (2 - -  a) (2 + fl) 
2 +  

5 7 - - "  

(8) 

Pour 6tudier la convergence de (7) nous allons considdrer les dquations aux 

diffdrences: 

N2n+2 + (2n + i)7N~n+l + (n--a)  (n- -  f l)N2n~ o 

N2n+I - -  2 N2n - -  (n + a) (n + /~) N2~,-1 ~ -  O- 

En posant Ne,~ ~ U(n), ~ 2 n - - 1  ~ V(n) on ddduit de ces 6quations par dlimina- 
tion les 6quations aux diff6renees suivantes de 2 i~me ordre 

V ( n  + 2) + ~. (2 n + i )  V ( n  + i) - -  (n "~- a ~) ( n ' - -  fl') V(n)  ~- o 

(2n+ 1) U(n+2)+{4~.  (n+ I)+2n(n+2)--2(7+a/~--I)}  U(n+ i) 

- - ( 2 n + 3 ) ( n +  ~+a) (n+  ~ + # ) ( n - - a ) ( ~ - - # )  U (n) ~ o 

oit ~---- 2 7 - - a - - # - - i .  

Par un ealoul facile on volt qu'on peut ddterminer los int6grales parti- 

culi~res Vt(n), V2(n), Ut(n), U2(n) de mani~re que 

V,(n) ~c,(_i) ,n - ~  U , ( n )  " i)-n-~O-2 
v ,  (n) ~ ,  ~ )  ~ c, t - -  �9 

La fraction continue (7) tend done vers F(a,  fl, 7, I ) ,  si ~R($)> o, mais vers 
une autre fonction Ft ,  si ~R(~) < - - i ;  au contraire, si o > ~R (~) > - - z ,  (7) oscillera, 
mais de mani~re que les r6duites d'ordre pair tendent  vers F ( a ,  #, 7, I) et celles 
d 'ordre impair vers Ft .  Si ~ ( ~ ) = o  ou si ~ R ( ~ ) = - - z ,  la fraction continue 

divergera. 
En supprimant dans (7)routes les deux rdduites, on trouve la fraction con- 

tinue remarquable 

r (r) r ( r - ~ - -  # ) -  r ( r - - .  ) r ( r -  # ) -_ 
r ( r ) r ( r - - . - - # )  + r ( r - - . ) r ( r - # )  

:E .~+ (~'-- ~ ) (# ' "  ~) 
, ( ~ ' - - 2 ' ) ( # ' - - 2 ' )  a=2r--a--#--i (9) 
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qui est  convergente  pour  routes  les valeurs  de a ,  f l  et  7 sauf pour  celles qui 

sa t isfont  s la condit ion 9 ~ ( d ) = o ;  mais ce n 'es t  que si 9~(d)>o qu'el le  t end  

vers le premier  membre ;  en subs t i tuan t  - - ~  h d la f ract ion cont inue  ne fair que 

changer  de signe. 

w 42. Nous  allons ma in t enan t  consid6rer quelques-unes des t r anscenden tes  

616mentaires e t  nous commencons  p a r  ]a fonct ion exponentiel le .  Soit a un  nombre  

a rb i t ra i re ;  on peu t  former  le tableau su ivant  de diff6rences r6ciproques:  

Q~ Qs Q~ Q~, 

x - -  2 a x - e  - - a  x - e  a x - 2  

a 2 - x  2 a 2 - x  3 a e - x  

C~--I a - - I  a - - i  
X - -  1 a ~r - -  a x - I  a x - 1  

a l - x  2 a 1 - x  3 a l - - x  

6 - - 1  a - - 1  a - - 1  
x a x - -  a x a x 

a - x  2 a - x  3 a - x  

6 - - 1  6 - - 1  6 - - I  
:v + 1 a x + l  - - a  x+l a x+l 

a - x - 1  2 a - x - I  3 a - x - I  

a - - 1  a - - 1  a - - 1  

x +  2 a x + 2  - - a  x+2 a x+2 

g6n6ralement  on a 

e 2 " ( x - - n ,  x - - n  + 1 . . . .  x + n ) =  ( - - I ) " a  ~ 

n + i  
e ~  x - - n + i  . . . x + n + I ) - - - - ( - - I p ,  , ~. 

' ( a - - i ) a  

En  ut i l isant  pour  l ' in te rpola t ion  les diff6rences sur une ligne oblique tom- 

ban te  on t rouve  ]a f ract ion cont inue  su ivante  

a Z ~  i -~ 
( z - -  I) ( a - -  I) 

I - -  
a + I + ( z - - 2 ) a ( a - - I )  

(z - -3)  ( a - -  1) 
i a + 2 - -  ( z - -  4) a ( a - -  1) 

a + I + ( z - - 5 ) ( a - - I )  
2 a + 3  a + l +  �9 

Au contraire,  en faisant  usage des diff6rences 

hor izontale  p a r t a n t  de l ' a rgument  x on t rouve  

r6eiproques sur une ligne 
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a Z - - I  + (z -1) (a- I )  
(z+ 

2 + (z-- 2)(a-- I) 
3- -  (z + 2 ) ( a - - i )  

2 + (z - -  3) ( a - -  i) 
5 2 + .  

(io) 

Pour  6tudier la convergence de eette fraction continue nous allons consi- 

d6rer le syst~me d '6quat ions aux  diff6rences: 

N2.+2 = (2 n + m) N~.+I + (z + n) (a - -  I) N2. 

N2.+1 ---- 2 N 2 .  - -  (z - -  n) (a - -  i) N,~.-1. 

En  posant  ici N2,  = u(n) ,  N2 , -1  = v(n)  on d6rive facilement par  61imination 

( 2 n - -  i) u (n  + I) + {2 + 2 z ( a - -  i) - -  4 n ' ( a - -  i )}u(n)  

- -  ( a - -  I ) '  (2 n + i )  (z  - -  n )  (z  + n - -  I )  u ( n  - -  I )  = o ( i i )  

v(n + 2) - -  (2 n + I) (a + i) v(n + i)  + ( n ' - - z ' )  ( a - -  i ) '  v(n) = o ( i 2 )  

Ces deux ~quations ont  la m6me ~quation carac~r is t ique ,  h savoir 

t ' - - 2 ( a +  l ) t  + ( a - -  I ) '  = 0 

don t  les racines sont  t = a + r 4- 2 Vaa, en d6signant par  V-aa la valeur  de la racine 

carr6e don t  la par t ie  r6elle est posi t ive.  Le rappor t  entre ces racines est 

( I - -  V ai' . 

Si a est o ou n6gatif et  r6el, le module  de cette quanti t6 est 6gal s I, mais 

pour routes les autres  valeurs de a plus pet i t  que i .  Pour  6tudier aussi comment  

se comporte  la fract ion continue pour  des valeurs r6elles n6gatives de a,  il fau t  

former la transform6e de LAPLACE de (II)  et  de (i2) et  en d6terminer les racines 01 

et •2 des 6quations d6terminantes  relat ivement  aux deux points singuliers (i + Va) ~ 

et ( i - - V a ) ~ ;  on t rouve alors que ~I--Q~ est o. (io) et donc divergente si  a est 

nggati[ rgel, mais  convergente pour route autre valeur de a et pour routes les valeurs 

de z. Mais il reste encore ~ d~montrer  que la fract ion continue tend  r6e]lement vers 

n et  faisons la fonction exponentielle. Posons dans (7) a = n ,  f l = -  z et  7 =  i~--a 

tendre  n v e r s  l 'infini, F(e~, fl, 7, i) devient  6gale h 
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z z ( z - -  i)  
I - -  - ( I  - - a ) +  ( I  - -  a )  2 . . . . .  a ~ 

I 1 . 2  

tandis que les deux fractions continues coincident. 

En supprimant dant (io) toutes Ies deux r6duites, on t rouve:  

a z - - I  kz  a - - i  
off k = - - - -  a" + I k2(z ~ - 1 2  ) a + I  •+ 

3 + k~(z ' - -  32) 
k~ (z2 - -  5 2) 

5 + k~ (z 2 - -  7 2) 
7 + - -  

9 + "  " . .  

La n i~rae r6duite de cette fraction continue est 

r ( n  + Z) F tn + 
T,~ F( I  + z) 
N .  F (n + z) "2 i n + 

' r ( ~ - - z ) -  

r ( n - - z )  ~, (n--z ,  n, I - - z ,  i )  z, n, • + z, ~) + F ( I - - z ) - -  

97 

(~:~) 

On en d~duit de plus 

N . + T .  F ( i - - z ) F ( n + z )  F ( n + z ,  n, i + Z ,  a) 

N,~-- T .  l-'(i + z )F  (n--z)  F (n - - z ,  n, i - - z ,  ~) 

D4terminons maintenant les coefficients diff4rentiels r4ciproques de la fonc- 

tion exponentielle e ~. Ici  deux formes diff6rentes se pr6sentent suivant que l 'ordre 

est pair ou impair. On trouve 

X -- X 

La fraction continue de THIELE donne alors 

eZ= i - J - ~  X 

X 

X 

X 

2 + ~  
X 

8f 

5 - -  
X 

2 + .  
.~  

( I 4 )  

Acta math~nattea. 34, Impr im6 le l?  j a n v i e r  lglO. :13 
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Cette fraction continue se dSduit aussi en posant dans (4I), Chap. III,  

oon er on  our t o u t e s  les valeurs 

d e  x .  

Mais on peut  aussi d4terminer ]es coefficients diffSrentiels r~ciproques par 

rappor t  k 1; par  la formule (64) , Chap. IV, on trouve facilement 

off 

1 1 1 
- -  2n--I r.r~ "e~ =~ ( - - I ) n + l x l e  "vq2n ~'XrZ e = ( - - I ) "  

q . ~  F ( - - n ,  i + n,  k,  - - b x )  

et par cela ]a fraction continue 

' ,{ 
I .  x ~ q0 + q' z 

2 
qe  z 

3.z~q~ + q~z 
2 qlZ 

1 

n . q.-I q .  

q~ Z 

2 - - ' .  

Lea coefficients de la fraction continue s'expriment donc par des fonctions 

besseliennes, mais non pas d 'une mani~re tr~s simple. Au contraire, en suppri- 

ment routes ]es deux r~duites, on t rouve 

1 1 
ex __ s  Z 

1 1 Z~ 

e ~ + e~+---~ 2x(x  + z) + z~ 0:5) 
6x(x  + z) -t z s 

I4x(z  + z) + �9 

On peut  encore d~velopper ]a fonction exponentielle dans une autre fraction 
~r 

continue remarquable. Car en posant  dans (25), Chap. III,  a ~ k , / / ~ o ,  7 =  ~, x ~ k ,  

on trouve 
x 

x 

I + - -  

e z ~  I + 

I 

i +  
2 

;z 

I + - -  3 
x 

(x6) 
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En supprimant routes les deux rdduites on trouve 

99 

X 
. . . .  I--X+ 
s  _ _  I 

I . X  

2 ~ x +  - -  
2 . X  

3 _ x +  3 " x _  
4 _ _ x +  4 .x 

5--x+ �9 

( I 7 )  

Les nominateurs et les ddnominateurs des rdduites de cette fraction con- 

tinue sont 

xN,,(x) = r ( n  + ~) - -e - , ,Q( - -x ,  n + ~) 

T . ( x ) = e - ' Q ( - - x ,  n+ I) 

en ddsignant par Q(x, n) la fonction Q de M. PRYM: 

n) = f 

Comme maintenant,  pour des valeurs enti~res positives de n, on a 

n--I ~s 

Q(x, n)= ( . - -  ~)! e-" ~ 8! 
$--0 

on trouve facilement 

( 
N.(z)=n! i 

2! ! 

~'2 X3 

3! 4! 
I n--l__ 

+ "  + ( - -  ) n! 

T.(x)=nZ --~! + 2! 3! +''" + nl J 

On voit que 

T.(z) lira N----~)---- e-X x 

(I7) est donc convergent dans tout  le plan. 
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w 43. Nons  allons m a i n t e n a n t  considdrer  la fonct ion tg �9 en fo rman t  d ' abo rd  

]e sch6ma suivant  de diff6rences reciproques:  

x - - 2 a  t g ( x - - 2 a )  
p pl 

cos ( 2 x - -  3a)) sian a {cos a + 2 
x - -a  t g ( x - - a )  - - c o t ( x - - a )  

a (cos a + cos (z z - - a ) }  
2 sin a 

x tg(x)  - - c o t x  

a {cosa+cos(2x+a)}  
2 s i na  

x + a tg (x + a) - - c o t  (x + a) 

x + 2 a  t g ( x +  2a) 

a {cosa+vos (2x+3a)}  
2 sin a 

p~ 

- - c o t  (x--a)  

2 ian ~{2' cos a--2  cos ( 2 x - - a ) }  

- -  cot  x 

2 sian a {2~ cos a - - 2  cos (2x + a)} 

- - c o t  (x + a) 
a 

2 sin a {2g cOs a -  2cOs (2x + 3a)} 

pS p4 p5 

a ~ a 
2 s in  a (2 cos a -  2 cos ( 2 x - - 3 a ) }  z s i-na (3 cos a - - 3  cos ( 2 x - -3 a )~  

t g ( x - - a )  
a 

2 s i n a  ( f f  c o s a - - 3  cos (2 x - - a ) }  

t g x  

a a{3e cos a - -  3 cos (2x + a)} 
2 sin 

tg(x  + a) 
a 

2 sin a (3~ cos a - -  3 cos (z x + 3 a)} 

Si l 'on in terpole  dans ce tableau,  en faisant  usage des diff6renees qui se 

t r ouven t  ~ un zigzag hor izonta l  p a r t a n t  de l ' a rgumen t  x, on t rouve  la f rac t ion  

cont inue  d ' in te rpola t ion :  

tg (x+  az)=tgx(z  ~ zs ina  cosec x 

cos (x + a) 
(Z--l)  s ina s inx 
i (z+I)s inacosx 

3 s i n ( x + a )  -~ (z - -2)s ina  cosx 
14 (z+2)sinasinx 

5 c o s ( x + a  ) (z--3)sinasinx 

E n  suppr imant  routes  les deux  r6duites,  celle-ci se simplifie essentiel lement;  

on t rouve  
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z t g a  
t g a z =  ( z~_  i~) tg2a 

I 
(z ~ -  2 ~) tg~a 

3 ( z ~ -  3') tg ~a 
5 - -  

7 ~ ( z ~ - -  4 ~) tg2a 
- - .  

101 

(~s) 

Cette f ract ion cont inue  peu t  aussi se d6duire de (i 3) en subs t i tuan t  e ~i~ s a .  

On vol t  donc que (18) converge  p o u r  routes  les valeurs  de z et  a ,  p o u r v u  quea ne 

soit  de la  forme ff + pzr off p e s t  un n o m b re  entier.  
2 

On peu t  aussi d6duire la f rac t ion cont inue  de LA~BEBT p a r  ce t te  m6thode.  

E n  effet,  on  t rouve  p o u r  les coefficients diff6rentiels r6eiproques les valeurs  sui- 

van tes  

r r2~tgx=cos  ~ x +  r~r. tg  = ( n + x )  s i n z x  

E t  par-ls  la f rac t ion cont inue:  

t g ( x + z ) = t g ( x ) { i +  
z cosec ~ x 

oot  x 
Z 

I 

3 t g x  + - -  
Z 

Z 
i +  

5 cot  x 
I - - "  

En suppr iman t  ici routes ]es deux rbduites on t rouve  

tg z - -  Z 2 

I 

Z 2 ( I 9 )  

5 z ~ 

' 9 - - "  . 

qui  est  convergente  dans tou t  le plan. 

w 44. Les coefficients diff6rentiels r6ciproques de arc tg  x sont  un peu  moins 

simples. En  d6signant pa r  pc-)(x)  les polyn6mes de LXOE~DRE je dis qu 'on  a 

~r~" 2n arc tg  (x) = (I + x ~) {p(m (ix)}~ (2o) 
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i 
r~ ~ . + I  arotg (x) ~ 2 (n+  1) 2 pl~)(ix) pl,,+l)(ix) (21) 

Pour  vdrifier ces formules, il fau t  ddterminer  la ddrivde de /~nl(x) eomme 

fonction de P(")(x) et  P~n-l~(x). Je  di t  qu 'on  a la relation: 

(xS-- i)  D,~Ptn)(x) =n[xP('O(x) ---Pt~-l)(x)] = (n + I ) [P  c~+1} (x) - -xP t '~  (22) 

En effet, en diff6rentiant  la formule de r6currenee de la fonetion sph6rique 

(n + i )Pt '~+l~(x)-  (2n + i)xPUO(x) + nP(n-l)(x)----o 

on t rouve  

(n + I)DxPn+I (x) - -  (2n + I) /m(x)  - -  (2n + 1)xDxP( '~ + nDmP(n-l~(x) - 0  

en 61iminant D,~P(m(x) et DxPt"-l~(x) par  la formule (22), on t rouve 

(x ~ - -  I) D,, P('*+')(x) ~- (n + I) [~P(n4"l} (x) - -  p{n)(~)]  

d'oil  on peu t  eonelure 

d6rons enfin la quanti t6 

que (22) eat valable pour toutos valeurs de n .  Consi- 

D.[PC")(x)./~"+~)(x)]. 

En effectuant  la diff6rentiat ion et  en 61iminant les coefficients diff6rentiels 

par  (22) on t rouve  la relation 

x ~ - ~  I D,,{po*)(x). P("+'~ (x)} = {P("+')(x)}'--  {P("~(x)}' (23) 
n + I  

Les expressions (2o) et  (2i) se ddmont ren t  faei lement par  voie d ' induet ion,  

car en subs t i tuant  celles-ci dans la formule 

D.r~"+2tp(x) -- D.r~n~(x)  + (2 n + 2) D x r s ~"+ltp (x) (24) 

on t rouve 

i I (P('+I} (iz)}2 -- (Pt'O(ix)) ~ 
D~ r~ "+~ arctg x (I + x*){P t'o (ix)}' I + x '  (Pt"~(ix)}' . [P("+l~(ix)}' 

d'ofi 
r ,  ~n+~ arctg  x = (I + x~){P (~+') (ix)} z. (25) 

Afin de d6montrer  aussi ( 2 1 ) n o u s  6erivons n +  I au  lieu de n dans (24) 
2 

et  nous subst i tuons los expressions (25) et  (21) dans  eelle-ci; on t rouve 
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D ~n+a arctg x------- 2 i(n + I)~P (') ( i x ) .  PO'+l)(ix) + (2n + 3) 2x{P(n+l)(ix)) ~ + 

+ 2(2n + 3) (~ + x~)P("+l)(ix)D~PCn+l)(ix) 

= 2 i ( n  + i )(n + 2)/~n}(ix) Pin,+l) (i x) + 2x(2n + 3)(n + 2){Pin+a)('ix)} ~ 

~ - - 2 i ( n  + 2)~P("+l)(ix)P(n+2~(ix) e. q. f. d. 

Des expressions (2o) et (21) nous pouvons maintenant d6duire la fraction 

continue suivante 

arc~g(x + z) = a r c t g x  + - -  
z 

i+x~H 
I. z. Pa)(ix) 
i -~ I .z .  p(ol (i x) (26) 

3 (I + x ~) p(l)(i x) + 2. z. p(21 (ix) 
2 .z .Pm(ix)  

i +  
5 ( i + x ~) p(2) ( i  x)  + 3 .  z .  P ~ )  ( i  x)  

i + -  

On peut  simplifier cette 

routes les deux r6duites; les 

on trouve: 

fraction continue essentiellement en supprimant 

fonctions sph6riques disparaissent enti6rement; 

off 

arctg (x + z) = arctg x + 
I . q +  z~" I* 

3 - q +  
Z ~ . 2 ~ 

5 . q +  
z ~. 3 ~ (27) 

7 " q +  
z 2 . 4 ' 

9 . q + -  

q = i + x " + x z .  

En posant ici x = o on trouve la fraction continue qui a servi de base 

Gauss  dans ses recherches sur les quadratures: 

a r c t g  z = 
Z 

z* 
Z + ~*z* 

3 + 3* z* 
5 +  

7 + "  

qui est convergente dans tout  le plan except6 sur l 'axe des nombres imaginaires 

de + i ~  + i ~  et d e - - i ~ - - i o o .  
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w 45. La fonetion ~v de GAuss donne un des plus beaux exemples d 'un 

d6veloppement en fraction continue par la m6thode des diff6renees r6ciproques. 

Celle-ei se d6finit par l '6quation: 

T(  ) D l g F (  ) X ~ x O X ~ , 

de l '6quation aux diff6renees de la fonction F on d6duit: 

~e(x + ~) = 'e(x)  + ~- 
X 

nous pouvons done former le sch6ma suivant de diff6rences r6ciproques: 

x - - 2  T ( x ~ 2 )  ~V(x--2) + 2 T ( x - - 2 )  + 2(I +�89 

x - - 2  2"(x--2) 3~'(x-- 2) 
X - - I  ~ ( ~ - - I )  ~ ( ~ - - I )  + 2 iir~(X--I) + 2 ( I  + �89 

X - - I  2 ~ ( X - - I )  3 ~ ( X - - I )  

x W(x) W(x) ~ 2 T(x) + 2 (1+  �89 

x 2~x 3~x 
X + I  lF(X + I )  T I ( X +  I )  + 2 T ( X +  I ) + 2 ( I + � 8 9  

X +  I 22(X + I )  32(X+ I)  

x + 2  ~ ( x +  2) ~ ( x + 2 ) + 2  T ( x +  2) + 2 ( I+ �89  

Par  voie d'induction on d6montre facilement qu'on a g6n6ralement 

~ " - l ( x - - n  + i ,  x - - n  + 2 . . . .  x + n) ~ n~x 

O ~ " ( x - - n , x ~ n + i ,  . . . x + n ) = T ( x ) + 2  I + ~  3 

En appliquant pour l 'interpolation dans ce tableau les diff6rences r6cipro- 

ques situ6es sur un zigzag horizontal, on trouve 

~e(z + x) = T ( x )  + 
x +  

Z ~ I  
2 z + i  + 
I Z - - 2  

3 x + (28) 
2 + z + 2  
2 z - - 3  

5 x +  
2 + .  

. . .  
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On aura i t  aussi pu d6duire ee t te  f rac t ion cont inue  d ' une  au t re  maniilre, 

car  de (7) on obt ien t  

r (7) r ( z - - ~ - - ~ ) - -  r ( 7 - - . )  r (7 - -~)  = 
r(~--~) r(7--~) (~ +- ) (~  +;r 

7 ( I - - . )  (I--~) 
2 +  

3 7 - - "  

en faisant  t endre  ici a vers o, on t rouve  

~(7)-- 'e(7--~)  
fl 

7 

#'+2 
37 

2 

2 

(29) 

E n  posan t  m a i n t e n a n t  7 = x, fl = -  z on t rouve  pr6cis6ment la f rac t ion con- 

t inue (28). Celle-ci est  valable, si iR(2x + z - - i ) > o .  En  suppr iman t  dans (28) 

routes  les deux  r6duites,  on t rouve  

2 .Z  T(x + z) =T(x)  + 
I . $  I 2 ( Z t - -  IS) 

oh $ = 2 x  + z - - I .  

3.$ 2'~(z~--2~) ~($) >o (30) 
5 "$ 3~(z~-- 3~) 

7 . $ - - . .  

En  subs t i tuan t  - - $  h $ la f rac t ion cont inue  change de signe, elle tende  

done vers Ye(i--x--z)--T(x--x) si iR($)< o; en se r appe lan t  l ' identi t6 

T ( I - -  x) - -  T ( x ) =  ~r cot  ~rx 

ee t te  expression s '6erit  

~ ( x  + z) + ~r cot  ~r(x + z) - -  [ ~ ( z )  + ~r co t  ~r(z)] 

mais on voi t  

pa r  T ( x ) .  

0omme  

que le tab leau  est sat isfai t  pa r  W ( x ) +  ~ c o t ~ x  aussi bien q u e  

lira T (z + x) - -  T (x) 
z--O Z 

on d6dui t  de (28) 
Acta mathema~ica. 34. 1mprim6 le 14 f6vrier 1910. 

= D~V'(x) 

14 
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D ~ T ( x )  ~ - -  
I 

i s 

;~ i ~ 

2 + 23 
3 x - - - - -  

2 + - -  
2 I 

5x__ 33 
2 + ' .  

$(x) > �89 

Pour tan t  il y a bien des objections k faire centre cette d6monstration. Mais 

on v6rifie facilement l 'exaeti tude du formule, car en transformant la fraction 

continue en s6rie de.puissances on t rouve la s6rie asymptot ique bien connue 

I + I B1 B2 B3 B4 
D x T ( x ) ~ - x  ~ + x - i - x  -$ + x ~ - x  -~ + ' ' "  

off B,, Be, B.,,.-. sent les nombres de BERNOULLI. 

En supprimant toutes les deux r6duites on trouve 

I . : r +  
i t 

3 . x +  
2 4 

5 . x +  3 '  (3I) 

7 . x +  
44 

9 . X +  �9 

Mais la fraction continue tend seulement vers le premier membre quand la 

partie r6elle de x est positive. 

w 46. On peut  aussi appliquer la formule (z8) pour d6velopper 

1 

(:)of" 
en fraction continue. 

I - au lieu de x, on trouve En posant dans (28) z = -  et en 6crivant x 
2 2 

2 f l ( z )  - -  I 
I 

I 
2 +  

2 

2 
2 + - -  

X - - - -  3 

2 +  

(32) 



Fractions continues et difffirences r6ciproques. 107 

En  posant ,  au contraire,  z _ - - 5  et en 6cr ivant  x+~i  au lieu de x ,  on t rouve  
z 2 

2$(x)  I _ _  

x + I  3 
2 I - +  
I 

3(x+i) 5 

2 3 - +  
2 

5 (x + i )  - - -  7 
2 5 
3 7 ( x +  ~) . 

(33) 

I 
Ces deux fract ions continues sen t  valables si 9 ~ ( x ) > ~ ;  en suppr iman t  dans 

(32) les rdduites paires et  en 6cr ivant  I + x 
2 

- - - -  au lieu de x ,  on t rouve 

I 

19 
x + - -  

2 ~ 
x + - -  

3 ~ 
x + 4s 

x +  
x + .  

9~ (x) > o (34) 

en suppr imant ;  au contraire,  les rdduites impaires et en 6cr ivant  x - au lieu de x, 
2 

on t rouve  

X + - -  1 . 2  

2 . 3  
X + - -  

3 . 4  x + - -  
x + 4 " 5  

x + -  

~ { x )  > o (35) 

En  t r ans fo rman t ' (32  ) ~ une s6rie de puissances 1 on t rouve  

I 24`-  I 2 6 - - I  R I 2 S - - I  B I___+ .. f l ( X ) =  i _ + 2 ~ _ - - ! B l x s  IB2 + 
2 x 2 4 # 6 ~'~ # 8 ~ x s 

off B 1, B2, B~,.- .  sent  les hombres  de BERNOULLI. 

(B6) 

Dans  les Ann.  de Ia Fac. de Toulouse  t. I I I .  StieIt jes a indiqu~ une  m~thode  assez 
s imple  d 'apr~s  laquel le  on pea t  ex6cu te r  u n e  telle t r ans fo rma t ion .  
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Il est k remarquer, que tandis que (35)ne  tend vers xfl(2)quesi 9 t ( x ) > o ,  

cette fraction continue correspond dans tout le p]an h la s6rie asymptotique (36), 

ce qu'on voit facilement en substituant - - x  ~ x.  
Copenhaguo 19o7, septembre. 

Note. 

Dans un  trai t~ sur  l ' i n te rpo la t ion  quo M. T. N. THIELE v i e n t  de publ ie r  ( In terpola t ions-  
r echnung .  Leipzig I9O9) on t rouvera  une  expos i t ion  for t  claire des fondemen t s  do la th~or ie  
des differences  r~ciproques. M. THIELE y indique  aussi f o rme l l emen t  p lus ieurs  des d~veloppe- 
meri ts  en  f rac t ions  con t inues  d e n t  nous  avons  ~tudi~ la convergence  dans  le de rn i e r  chapi t re .  

Comme t r avaux  se r appor t an t  ~ des ques t ions  connexes  ~t celles qui s en t  ~tudi~es dans  
le p r e s en t  m~moire  et  qui  ont  paru  p e n d a n t  l ' impress ion  de celui-ci je s ignale encore:  

M. GAL]3RU.~: Sur la r ep re sen t a t i on  des solut ions  d 'une  ~quat ion l in~aire  aux  dif ferences  
f in ies  pour  les g randes  valeurs  de la variable,  C. R. Ac. Sc. 5 avri l  19o 9. 

R. DE MO~TV, SSUS: Les  f rac t ions  con t inues  alg~briques.  Acta m a t h e m a t i c a  t. 32, p. 257. 
]~MILE PADi:" Reche rches  sur  la convergence  des d~ve loppements  en f rac t ions  cont inues  

d 'une  cer ta ine  cat~gorie de fonct ions.  Anna les  de l '~cole normale  (3) 24 (I9~ P. 34~. 


