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UBER LINEARE DIFFERENZENGLEICHUNGEN. 
YON 

OSKAR PERRON 

in MescaEs.  

w 1. Eine lineare Differenzengleiehung r ter Ordnung hat  die Form 

( x ) Dr+~ + a(~r) Dr+,-1 + a~) Dr+~-2 + . "  + a(~r) Dr = o. 

Man kann dabei die Variable ~ als stetig ver/inderlich denken; doch wollen 

wir sie in dieser Arbeit auf die ganzzahligen Werte ~ = o, i, z , . . .  beschr~inken. 

Es brauehen also auch die Funktionen a(~r),.., a(~ r) b]oss fiir diese Argumentwerte 

yon v definiert zu sein, wobei jedoch die Funktionswerte selbst ganz beliebig, 

auch komplex, sein diirfen. Nur wollen wir ein ffir aUe Mal gleich hier festsetzen, 

dass die letzte dieser Funktionen,  also a(~ r), /iir aUe ~, yon Nul l  verschieden sein soll. 

Eine fiir v -= o, I, z . . . .  dofinierte Funkt ion Dr, die tier Differenzengleiehung 

geniigt, heisst ein Integral derselben. Jedes Integral ist dutch seine r Anfangs- 

werte Do, D1 . . . .  D~-I, die selbst keiner Besehriinkung unterliegen, offenbar ein- 

deutig bestimmr 5 aber aueh irgend welehe sp/iteren r aufeinander folgenden Inte- 

gralwerte D,v, D~+I . . . .  DN+r-1 sind ganz willkiirlieh und bestimmen eindeutig 
ein Integral. Die Wfllkiir wKre besehr~nkt, wenn nieht alle a(~ r) r o w~iren, wes- 

halb wit diese Annahme ausdriieklieh gemaeht haben. Insbesondere ist ein Inte- 

gral, das f i i r r  aufeinander folgende Werte  yon v versehwindet, identiseh Null, 

was aber ebenfalls nieht mehr riehtig wi~re, wenn wir zuliessen, dass at, r) fiir 

einzelne Werte wm v verschwindet. 

Es gibt r linear unabhi~ngige Integrale DC~, D ( ~ , . . .  Dr, "~, und das allgemeine 

Integral hat  dann die Form 

D~, = c , D ~  + c2D~ + ... +c, .D~,  

we cl . . . .  c~ willkiirliche Konstanten, d. h. yon ~, unabh/~ngig sind. 
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Das Problem der Integration der Differenzengleichung (I) kann in gewissem 

Sinn yon vorn herein schon als gelSst angesehen werden. Denn wenn die An- 

fangswerte Do, D~ .... Dr-1 irgend wie gegeben sind, so kann man mittels der 

Differenzengleichung ja die Funktion Dr rekursoriseh fiir jeden einzelnen Wert 

yon ~ berechnen, sodass Dr fiir jedes endliche ~ als bekannt gelten daft. Man 

kann sogar sehr leieht D~ aueh in independenter Form darstellen, etwa als De- 

terminante. 
W~hrend also fiir jeden endlichen Argumentwert ~ die Funktion D~ bekannt  

ist, sodass hier eigentlich kein Problem mehr vorliegt, wissen wir dagegen gar 

nichts dariiber, wie sieh die Integrale bei unbegrenzt wachsendem ~ verhalten. 

Bleiben sie endlich oder waehsen sie unbegrenzt, und wie stark? Gibt es Parti- 

kulKrintegrale, die langsamer wachsen als das allgemeine? N~hern sie sieh einem 

Grenzwert? Oder gibt es vielleicht Partikul~irintegrale, deren Verh~ltnis einem 

Grenzwert zustrebt? Diese und ~hnliehe Fragen sind hier zu beantworten, und 

die Antwort  wird natiirlieh yon dem Verhalten der Koeffizienten a! ~ abh~ngen. 

Man kann daher die allgemeinste in dieser Richtung liegende Aufgabe etwa so 

formulieren: Es  soU aus dem als beIcannt angenommenen Verhalten der KoefJizien- 

ten a~ ~) /i~r lira ~ : ~ das Ferhalten der Integrale ]i~r lira ~, ~- ~ ermittelt werden. 

Diese Problemstellung umfasst in ihrer Allgemeinheit die ganze Theorie yon 

der Konvergenz der Kettenbriiehe, und auch deren Verallgemeinerung, der Ja-  

eobiketten. ~ Andere wiehtige S~tze aus diesem Gebiet verdankt  man nament- 

lieh den Herren Po~c~_ar und P~NCHZRLE. Ieh habe kiirzlich in der genannten 

Arbeit in den Mathematischen Annalen ebenfalls einige Theoreme dieser Art 
bewiesen, welehe im folgenden auf einfachere Weise gewonnen und zugleich erheb- 

Iieh erweitert werden sollen. Dabei sei bemerkt,  d a s s e s  sieh um solehe S~tze 

handelt, die eine direkte Anwendung auf die Theorie der linearen Differential- 

gleichungen zulassen, wie in einer anschliessenden Arbeit dargetan werden soll. 

Ein erster, sehr einfaeher Satz, der im folgenden noch vielfaeh angewandt 
wird, lautet:  

Satz 1. Wenn die KoeJJizienten a(7),. . ,  a(r') unter einer van ~, unabhdnglqen 

endlichen Schranke bleiben, so gibt e~ eine Zahl  M der Art, dass Jiir ]edes Integral 

Ober diesen Begriff. der fibrigens im folgenden nicht weiter benutzt wird, vergleiche 
man die Arbeit des Verfassers: Uber die Konvergenz der Jacobi-Kettenalgorithmen mit komplewen 
Elementen, Sitzungsberichte der math. phys. Klasse der kgi. bayer. Ak~emie der Wissenschaf- 
ten, Bd. 37 (I9o7). Ferner auch: Uber lineare Di~ercnzen- und Differentialgleichungen, Mathemat. 
Annalen Bd. 66 (19o9). 
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die Ungleichung ] D~ I < OM~ gilt, wo C nur yon den Anfangswerten Do, D~ . . . .  D~-I 

ablwingt} 

Beweis. Durch die Substitution 

goht Gleichung (I) fiber in 
D~ = M �9 J~, 

~/~+~ + ~ J ,+~_,  + ~-~ J~+~_~ + ... + ~ J~ = o. 

Nun kann man, da die a~ ~) unter  einer endlichen Schranke bleiben, die posi- 

tive Zahl M so gross w~ihlen, dass ffir alle r 

M + ~ + . - . + - - < i  

wird. Dann ergibt sieh aber aus der vorigen Gleiehung, dass IJ~+r ] kleiner wird 

als die grSsste der Zahlen ],/~], ]J~+l] . . . .  ]J~+r-l[;  folglieh b]eiben auch die 

] J~ ] unter einer yon v unabh~ngigen (aber yon den Anfangswerten ,do, J1 . . . .  d~-i  

natfirlieh abh~ngigen) Sebranke C, und folglieh IDol< M~C. W.  z. b. w. 

w 2. Um die yon jetzt ab zu machende Annahme fiber die Koeffizienten 

a! ~ bequemer formulieren zu k6nnen, fiihre ich folgendes Symbol ein. Es bedeute 

{v~} jede fiir v = o ,  i, 2 . . . .  definierte (nieht notwendig ree l le)Funkt ion,  ffir 

welche 

lim ]--(vk}[-- - I 
' r e  O0 

ist. Dabei kann k irgend eine reelle Zahl sein, die mit dor Funktion natfirlioh 

eindeutig gegeben ist. Entsprechend wird man unter { v ~ )  eine Funktion ver- 

stehen, deren Absolutwert rascher w~chst als jede noch so hohe Potenz yon v; 

unter ( r  --~ ) eine Funktion, deren Absolutwert rascher gegen Null konvergiert 

i Ms jede Potenz yon - .  Insbesondere wird also jede Funktion, die yon einem 

gewissen v-Wert ab dauernd gleich Null ist, mit { v - ~  } zu bezeichnen sein. 

Die Koeffizienten unserer Differenzengleichung (I) nehmen wir dann in der 

Form an: 

1 Wie sofort  zu sehen,  kSnnte  man den Faktor  C auch unterdrf icken,  indem man ffir M 
ns t igenfa l l s  eine e twas gr6ssere Zahl w~hlt. Doch wfirde die Ungle ichung  dann  nicht  mehr  
fiir alle v, sondern  nu t  fiir v > _~r gelten,  wobei nun nat t l r l ich die Zahl N yon Do, D,,. . .  Dr-1 
abh~ngt.  
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(2) a!'~ = a , {  # ,  } (i = i ,  2 . . . .  r ) ,  

wobei a~ r o angenommen werden darf. Denn sollten fiir einen bestimmten In- 

dex i zufifllig alle a!') versehwinden, so kann diesem Umstand dureh die Wahl 

ki = -  oo Reehnung getragen werden. 
Der Koeffizient yon D,+~, den wit in Gleiehung (I) gleieh I gesetzt haben, 

mag der GleiehfSrmigkeit halber gelegentJieh aueh mit a(:~ bezeiehnet werden; es 

ist dann aC0 ~ = I = { v ~  sodass wir neben den Exponenten k,,  k ~ , . . ,  k~ noeh 

den weiteren 

(3) k0 = o 

einfiihren wollen. 
Es bedeute nun e denjenigen Index, fiir den k~ der grSsste der Exponenten 

k0, k, . . . .  k~ ist. Sollten mehrere yon diesen den Maximalwert haben, so sei e 

der kleinste Index, fiir den dies eintritt,  sodass also e eindeutig dutch die For- 

derungen best immt ist: 

(4) ks { > k~ fiir i < e 
> ki fiir i > e. 

Wir versuehen dann der Differenzengleiehung (i) die Form zu geben: 

(5) + b~ *) (D,+r-i + 0(~ ~+r-'e-1) D,+r-2 + "'" + Q(e ~+r-e-]) D~+~_~_]) 

+ .. .  + b(,.~,(D,,+, + r + ... +r = o, 

sodass also, wenn man zur Abkiirzung 

(6) D,+~ + q(:')D,+~I + r 2 + . . .  + e~ ") Dr = E~, 

setzt, fiir E~ die Differenzengleiehung ( r - - e )  ~r Ordnung 

(7) E~+~-e + b(~'~ E~+r-~-] + b(,') E,+r_~_~ + ... + b(/~ E,, = o 

ensteht. Diese Transformation ]iisst sich symbolisch als Zerlegung in Faktoren 

schreiben, wie sie analog auch bei Differentialgleichungen l~ingst woh]bekannt ist. 

Fiihrt man nKmlich fiir die linken Seiten der Gleichungen (I), (6), (7) bez. die 

Symbo]e P ( D ) ,  Q(D), R ( E )  ein, so liisst sich die t?bereinstimmung yon (i) mit 

(5) in der einfaehen Gestalt ausdriieken: 

P - - - - R Q .  
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Is t  e twa e =  o, so ist die Transformat ion mfissig; es ist eben dann  der  Fak-  

tor  Q ~ i, und P = R. Das heisst, es ist b~ ~ = a~ ~), w~hrend ~!~)iiberhaupt keine 

vorkommen.  Ubrigens sind in diesem Fall  die Voraussetzungen yon Satz i er- 

ffillt, sodass ffir jedes Integral  [D~ [<  C M  �9 wird. 

I s t  e = r, so ist die Transformat ion ebenfalls miissig, well je tz t  de r  F a k t o r  

R = I und P = Q ist. Das heisst, es ist diesmal ~)=-i"(~), wRhrend b~ ~') keine 

vorkommen,  sodass die naehfo]genden Bet raeh tungen ,  die sieh auf die Berech- 

nung und Absch~tzung der Q!~), b~ "~ beziehen, wegfallen. 

U m  nun aueh, wenn o < e < r ist, die Gleichung (I) mit  (5) zur Deekung  zu 
bringen, ha t  man das Gleichungssystem zu effiillen: 

a ~  = 6~+~-~) + b~'~ 

. . . . . . .  , . . . . . . . .  

a(v) = o i v + r - - e )  + h(v)a(v+r--e--1) + . . .  + h(~) t~(v) 1 
- 1 ge--1 ~ r - - e  ~2 e - - r  ~ e  

(s) 
a(V)  = b~v) o ( V + r - s - 1 )  + ~)(v) o ( v + r - - e - - 2 )  _~ . . .  _{_ btv) . ( v )  1 

e + l  ~ e  ~ 2  ~ e - - 1  r - - e  t ; 2 e - - ~ + l  

. . . . . . . . . . . . . . . . . .  . , . . . ~ 

a ( ~  = b (~) ~(~+~) + b (~) d~) r - -e - -1  ( e  r - - e  ~e--1 

Sehen wir zu, ob und  wie das mSglich ist. Vers teht  man unter  v irgend 

eine beatimrate Zahl, und denk t  sich diejenigen #~,  deren oberer  Index  kleiner 

als v + r - - e  ist, bereits  bekannt ,  und  zwar Q~x),, o, so finder man aus den r - - e  

le tzten der Gleichungen (8), bei der  letzten beginnend,  der  Reihe nach die Zahlen 

b (~) b (~ b(, ~)" sodann aus den e ers ten Gleichungen auch #(~+~-~, #(~+~-e), 
r - - e '  r - - e ~ l '  " " " ~ �9 " " 

Q(e ~q-r-e}. Damit  sind dann  alle Gleiehungen (8 ) f f i r  diesen Index  v befriedigt;  

und  wenn dabei r  ausfi~llt, kann man die Gleichungen je tz t  fiir den 

niiehst h6heren Index anwenden,  u. s. w. Daraus  ergibt  sich, dass die Zahlen 

q!o), el-(1),... ,i~ (~-~-1) ganz willkiirlich bleiben, dass dann  aber  die b! ~) sowie die 

o~ ~+~-~) fiir v = o, I, 2 , . . .  dureh  das  Sys tem (8) vollst/indJg eindeut ig  festgelegt  

sind, sofern nu t  bei der  rekursor ischen Berechnung kein Q(e ~ den Wer t  Null  er- 

h~lt. Dabei  sind ausserdem die Zahlen b ( ~  wegen der  letzten der  Gleichungen 

(8) alle yon  Null  versehieden. 

1 H i e r b e i  i s t  n a t i i r l i c h  p{o~) = I zu  s e t z e n ,  w a h r e n d  d i e j e n i g e n  T e r m e ,  be i  d e n e n  d e r  u n t e r e  

I n d e x  y o n  p e t w a  n e g a t i v  w e r d e n  so l l te ,  e i n f a c h  w e g f a l l e n .  

.Acta m a t h e m a f f c a .  34. Imprim6 le 16 f~vrler 1910. 15 
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Fiir  unsere Zwecke geniigt es iibrigens, wenn wir die Umse tzung  der  G|e ichung 

(i)  in die Gestal t  (5) nicht  fiir v---- o, I, 2 . . . .  , sondern  nur  fiir v > N  bewerk- 

stelligen, wo N eine irgendwie gewiihlte Zahl bedeu te t :  dann  bleiben of fenbar  

die Zahlen ~ ,  ~N+l)  . . . .  e! N+r-e-l) willkiirlieh, wKhrend die b!') und e~.+r-e) fiir 

> N  eindeut ig  bes t immt  sind. 

Machen wir vorliiufig die Annahme,  dass ke, und  also wegen (4) a f o r t i o r i  

aueh die iibrigen kl n icht  oo sind, 1 so liisst sieh zeigen, dass bei  geeigneter  Wahl  

der  Zahl N und der  willkiirliehen E l e m e n t .  fiir alle v ( > N )  die Ungle iehungen 

gel ten:  

0') I 

wo die K i gewisse posi t ive Kons t~n ten  s indJ  

Wi~hrend diese Ungle ichungen an  Brauchba rke i t  nichts  verlieren, wenn wir 

Mle Zahlen Kj  dureh  eine einzige, etw~. die grSsste un te r  ihnen ersetzen, wird es 

ftir den Beweis wesentlich sein, sie in folgender Weise zu fixieren: Wir  setzen 

(9) 8 Max = G, 
i--e+l 

( io )  2 "- ' -~  G = H ,  

und  definieren dann  K l, K ~ , . . .  Ke--x rekursor isch durch  die Gleiehungen 

21 a, I + H = K, 

( I I )  2 [a2] + H + H K ,  -~ K2 

2 [ae_l [ + H + H K ~  + H K 2  + . . .  + H K ~ 2  ~-- K , - l .  

U m  nun  zungchst  die Zahl  N in geeigneter  Weise festzulegen, bemchte man,  

dass wegen (2) ffir geniigend grosse v 

( i2)  I 
]a(~)l > 2 ]ae[(v  + r - - e ) k e  

1 Die Modifikationen, welche die folgenden Er6rterungen im Fall k e ~ 00 erleiden, wer- 
den am Schluss vonw 4 kurz auseinandergesetzt werden. 

J 
2 Mit dem Symbol Max (ko, k~ . . . .  kj) oder auch Max k i wird die gr6sst~ der Zahlen k,, 

i-o 
J 

kl . . . .  kj bezeiehnet. Analog mit Min (l~, kz , . . ,  kj) oder aueh Mink i die kleinste. 
i-0 
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wird; ~ in der zweiten Ungleiehung daft  der Exponent  yon v deshalb nieht ein- 

faeh gleioh ki gewiihlt werden, weil ja k ~ - ~ - - ~  sein kann. Da des weiteren 
nach der Definition des Index e gewiss 

k~ > Max (k0, k, . . . .  k,_~) 

ist, so wird ausserdem fiir grosse v 

~]Max (ko, k l , . . ,  ke.v 1) 4 

(14) r~e - < Max (i, K ,  K2,. �9 �9 K~-t) 

(15) 

H ( I  + K 1 + K 2 + . . .  + K e - i ) ( ~  + r - - e - -  I) Ma~(~,k~ . . . .  k~_p 

Wir w~hlen jetzt  die Zahl N So gross, dass die Ungleiehungen (i2) bis (I5) 

fiir ~ > N s~mtlieh erfiiJlt sind. Die willkiirlichen Zahleo e~iv), e~ N+l), o(N+~-~-l) 

dagegen w~hlen wir derart, dass sie den zu beweisenden Ungleiehungen fiir u~2(,  

N + I . . . .  N + r ~ e - - i  yon selbst geniigen. Dass diese Ungleiehungen dann 

aueh fiir ~ , > N  + r ~ e gelten, l~sst sich durch vollst~ndige Induktion beweisen. 

Nehmen wir also an, dass fiir einen festen Index ~/(>N) die Ungleichungen 

(~6) 

I 
( i = O ,  I . . . .  r - - e - - I )  

bestehen, was ja fiir ~ ~zV wegen unserer Wahl der willkiirliehen GrSssen bereits 
fes~steht. Dann ist bloss nooh zu zeigen, dass hieraus auch 

I 

gefolgert werden kann. 

Nun ergibt sich zun~ohst aus der letzten der Gleiohungen (8): 

( j=~,  2 , . . .  e - - I )  

Hierzu bemerke ich, worauf mi t  Rficksicht auf Sp~teres zu achten ist, dass Ungleichung 
(I3) ftir i----e nicht  beansprucht  wird. 
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und also, wenn 

(I3), (i6) absch~tzt :  

Oskar Perron. 

a~) 
b?--= e~,-- ) , 

man  Ziihler und  Nenner  der reehten Seite nach den Formeln  

Ib(*')' 2 ] a r [ J ' M a X ( a r ' k ~  "-'1< ~--.~k. <8 <G 

wo G wieder die in Gleichung (9) festgesetzte Bedeu tung  haben soll. Allgemeiner 

erhiilt man, wenn man  die (e + i) t~ der  Gleichungen (8) nach b~') auflSst: 

,~(v) r--e--i a(v+r--e--i--j) 
b~") "e+i '~ b(") ~e-s _ 

O(v+r--e--i) Zad i T j  O(v+r--e--i) ' 

wobei indes die Fussnote  pag. H3 zu beaehten ist. Sch~itzt man nun die a und e 

wieder nach den Formeln  (II3), (i6) ab, so kommt:  

~-~'~ K,_~(~, + r - - e - - i - - i )  ~ , k  ..... ke_p ib$~)l< ~la.+,l , ,"'".+"" + ~ ,b'" I i+j]  
I-la,  l(~, + r - - e - - i ) k e  j--1 ] ]a , [O ,  + r - - e - - i ) k e  
4 

wobei K0 = x zu setzen, und  im iibrigen die Summe nur  soweit auszudehnen ist, 

als die Indices der K nieht  negat iv  werden. Das Glied vor dem Summenzeichen 

ist nun  wieder < G ,  w~hrend die Quotienten unter  dem Summenzeichen nach 

(I4) alle keiner als I sind. Man erhiilt daher  

I b$~,l < G + ]b !~ [  + [b!~21 + . . .  + ]b(~e ] . 

Hieraus folgt aber  fiir i = r - -  e -- x, r - -  e - -  2 , . . .  2, i sukzessive, da ja be- 

reits ] b~_)~ ] < G gezeigt ist : 

Ib, �9 ,,_~_, , , < s o ,  [ b~'2,_, ] < 4 a, . . .  I b(~-, I < 2.-~-a a .  

Daher ist a fortiori allgemein (siehe Definitionsgleichung (io)): 

(~7) Ib~,,I < 2~- ' - '  G = H  (i = I, 2 , . . .  r - - e ) .  

Weiter  sehliesst man  nun aus der e m unter  den Gleiehungen (8): 

(v) < (~+r--e) l ae ]=  lee I + ]~ ,'b"'~ ..-~~ I ' 
jffil 



(~ber lineare Differenzengleichungen. 

also erst reeht naeh (I2), (I6), (I7): 

I-]ae](v + r--e)ke 
2 

< ]e~ ~+r-~) ] + H~g~_j(,v + r--e--~)Max(ko, k~,...ke--j) 
j - 1  

< ]  e(~+ ~-~) ] + H (K~_~ + K~-2 + -.. + K, + i ) ( v  + r - - e - - ~ ) M ~  (~,~,,...k~-~) 

(nach Ungleiehung (15)). (v+r--e) I <ICe ]+;]a~](v+r- -e)  ke 

Das besagt abet: 

(~8) 
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I 
I e(/+~-e) I > ~ l ae I (~ + r - -  e)ke. 

Endlich folgt noch aus der ~ton der Gleichungen (8): 

T - - e  

~3 ~ ~3 - -~  . . . .  
i = I  

Daher a forriori nach (I3), (I6), (I7): 

I ~+~-~) I < 21 ~ I , ~ x  (k~, ~o) + H ~ K~_~ (~, + r - -  ~ - -  0 ~a~ ~o, ~,,... ~_~). 

Der grSsste der hier auftretenden Exponenten ist offenbar gleich 

Max (bo, bl, �9 . .  kj) > o, 

sodass erst reeht die Ungleiehung besteht: 

I eJ~+~-~ I < [2 l a~l + H (~ + Kt + K2 + . . .  + K~-I)] (v + r - -  e) M~z (k,,h,... kj~. 

Nach der Definition der Zahlen Kj durch die Gleichungen (i i)  besagt dies 
aber nichts anderes als 

(i9) ] Q~+~-e)] < Kj(v + r - -  e)Ma~(~,k',"'ki~. 

Die Ungleichungen (x8) und (19) sind nun abet gorade diejenigen, welehe 
bewiesen werden sollten. Dadureh ist die Allgemeingiltigkeit der Ungleiehungen 
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I 

(20) 
IeJ')l < Kr162 ( i = ~ ,  2 , . . .  e--X) 

fiir v > N  dargetan,  und zugleieh ha t  sieh in (i 7) das weitere wichtige Resul ta t  

ergeben, dass  d ie  b~ ~) absolut  alle un ter  e iner  yon  v unabhdncj igen  S c h r a n k e  H 

bleiben. 

Diese Endresul ta te  gelten nun  auch wieder fiir e = o und e = r, in welehen 

Fi~llen ja b! ~) = a ~  ~) bez. r  ~) ist, sodass fiir diese Fi~lle unsere Resul ta te  

bereits in den Formeln  (2) steeken. 

w 3. Beim Studium gewisser Part ikul~rintegrale  wird uns ein Rezipro~i tdts-  

p r i n z i p  yon Nutzen  sein, das wit  zungchst  herleiten wollen. Seien Xo, xt,  x ~ , . . .  

Y0, Y, Y2 . . . .  zwei Serien yon unendlich vielen Variabeln, welche dureh ein Glei-  

ehungssystem der  Form 

y~ = r + c~)x,+~ + cc,~)x~,+2 + ...  (v = o, i ,  2 . . . .  ) 

mi t  e inander  verbunden sind. Die Umkehrung  dieses Systems suehen wir dureh 

den Ansatz 

x~ = d~)y,,  + d~'~y~+l + d~,~y~+~ .4- . . .  (~, ~ o, I, 2 . . . .  ) 

zu bewerkstelligen. Um die Koeff izienten d!') ohne Riieksicht auf  Konvergenz 

rein formal zu bereehnen, kann  man  auf  doppelte Weise verfahren. Einmal 

setzen wir 

y~ = c~r + d,'~x,,+~ + c(,"~x,+2 + . . .  

Y~,+l ----- C(oV§247 + C(v§ "4- C ~ § 2 4 7  "4- " ' '  

multiplizieren diese Gleiehungen der Reihe naeh mi t  d~ ~), d~'t, dC,'~, . . .  und ad- 

dieren sie. Wir bekommen dann,  dami t  sieh die reehte Seite identiseh auf  x, 

reduziert ,  das Gleiehungssystem 

c(.') d'o') = 

(A) c i '~dy)  + cy+~d' , '~  = o 

c(,"~d(o") + c('+l)d~ , + ~o'~('+~a(~)-, = o 
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aus welehem die Unbekann ten  d!'~ sieh eindeutig berechnen lassen, sofern nur  

c~') fiir alle v yon Null versehieden ist. 
Geht  man  aber  umgekehr t  yon den Gleiehungen 

x~ --d(o~)y~ + d(,~y,+l + d(~)y~+~ + . . .  

x~§ = d(o~+l)y~+l + d(~+l)y,+e + d(~+l)y~+~ + ... 

x~+~ ~ d(o~+S)y~,+e + d(l~+e)y~+a + d(~+~)y~+4 + ... 

aus, multipliziert  diese der  Reihe naeh mi tc( : ) ,  c(~ ~), e(~'},.., und  addier t  sie dann, 

so erhi~lt m a n  analog: 

cO') d 0') = I 
o o 

(B) e(,'~d~ ~+1~ + e(~d{[)= o 

d~>d ~+~ + c~d~ ~+1~ + c('~d {~ = o 0 0 

Dies ist ein zweites Gleiehungssystom fiir die Unbekann ten  d~ ~, und  die 

ge-~uchte Reziprozi tg t  bes teht  nun darin, dass die beiden Sys teme (A)  u n d  (B), ob- 

wohl , ie  total van einander verschieden sind,  doch die ndml ichen Werte /iir die d! ~) 

liefern miissen. Man verifiziert  dies leieht, indem man e twa  die i + i e rs ten  

Gleiehungen des Sys tems (A), welehe die i + I Unbekann ten  d(o ~}, d(~ ~, . . .  d! ~} ent-  

halten, naeh d~ ~} auflSst;  es ergibt sieh: 

c(o ~) o o . . .  I 

el') c(:+" o . . . o  

C (~) G ( v + I )  C (v+2) O 
i - -1  i - -2  i - 3  " " " 

C!~) ~ ( v + l )  ~,(~+2) 0 e l _  1 e l _  2 � 9  

~ ( v + i )  d (~)  
. . . .  o w i 

(~i v) C(0V+I) o 

C(~) i , ( v + l )  e ( v + 2 )  
~ 1  ~ 0  

( - - i ) i  

~ ~ . O 

~ ~ ~ O 

C(~) ~ ( ~ + I )  C(~+2)  C(o~+/--1) 
i - - l ' i - - 2  i - -3  " " " 

c~ ~ ~le(~+l~c~ �9 �9 " c~ ~+I-1~ 

U m  ebenso das Sys tem (B) aufzulSsen, miissen w i r e s  zuerst  dadureh  um- 

formen, dass wir an Stelle yon  r in der  ersten Gleichung v + i setzen, in der  

zweiten v + i - - i ,  in der  dr i t ten  r + i - - 2 ,  etc. Die i + i  ers ten Gleichungen 

enthal ten dann  die i + i Unbekann ten  d(o~+i), d~ ~+I-1) . . . .  d! ~), und  die AuflSsung 
nach d~ ~) ergibt:  
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G (r+i) o o 

C ( ~ + i - - 1 )  ~ ( r + i - - 1 )  n . . . 
1 ~ 0  ~ 0 

t . . . . . . . . . . .  

C ( ~ + I )  ~ , ( r + l )  C ( v + l )  O 
/ - - -1  ~ i - - 2  i - - 3  " " " 

c ! r )  C}V_) 1 ~ ( v )  O ( ~ i - - 2  " ' " 
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c(r) ~(r+l) c(o~,+i) d!~,) = 0 ~ 0  " " " 

� 9  I c~ ~+I-1) c(~'+i-~Jo 

C ( r + i - - 1 )  r , ( v + i - - 2 )  ~ ( , v + i - - 2 )  
~1 ~ 0  

= ( - - i )  ~ 

�9 �9 . 0 

. ~  

C ( r + l )  C 0 ,  ~-1) e ( v + l )  C ( v + l )  
i - - 1  i - - 2  " i - - 3  " �9 " 

Beide Resu l ta te  sind aber  in der  T a t  identisch,  da  die zwei De te rminan ten  durch  

Drehung  um die Nebendiagonale  in e inander  i ibergehen. 1 

Um je tz t  zu unserer  eigentl ichen Aufgabe i iberzugehen, sei Er  i rgend ein 

In tegra l  der  Differenzengleichung (7). Da die Koeff iz ienten b! r) absolut  un te r  

einer endl ichen Schranke H bleiben, so ist nach Satz i :  

(2I) [ E r ] < C M " .  

J ede  Funk t ion  Dr, die der  n icht  homogenen Differenzengleichung 

(22) D~,+e + ~ r ) D , , + ~  + . . .  + Q(~:)Dr = Er 

geniigt, ist offenbar  ein In tegra l  yon (i). Wir  wollen versuchen,  ein solches In-  

tegral  in F o r m  einer unendlichen Reihe  

(23) D,, = p(o~)E,. + p~")E,,+l + p(;')E,.+~ + . . . .  

darzustel len.  Da aber  die b! +), Q~:), also auch E,. nur  fiir v ~ N  eingefiihrt  sind, 

so ist eine solche Dars te l lung nati ir l ich auch  auf  die Indices v > N  beschrEnkt.  

Allein die N fehlenden Wer te  DN-1, D•-2 . . . .  D O ergeben sich dann  sofort  aus 

(i),  da  ja alle a(~ r) # 0 sind. Die Koeff iz ienten  p!r) in (23) miissen wir nun de ra r t  

best immen,  dass Gleichung (22) ident iseh erfiillt  wird. Bedeu te t  also v i rgend 

einen Index  ~ N, so werden wir den Ansatz  machen :  

Dr - -  p(2 ') E,, + p(~')E,,+~ + p~)Er+~ + .-, 

Dr+l = p(or+l)Er+l + p~r+l)E~+~ + p(,r+l)Er+3 + "'" 

Dr+e = p(o ~'+~) Er+e + p(r+e) Er+e+~ + p(~"+~) E~+e+~ + . . . ,  

~'fir i = o versagen diese Determinanten. Aber dieser Fall ist trivial, da ja ohne wei- 
I 

teres arts der ersten Gleichung yon (A) sowohl als yon (B) iibereinstimmend folgt: d~ r) = cls 
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sodann diese Gleiehungen der Reihe naeh mit Q(e ~), q(~l, " "  q(~'~, I multiplizieren 

und sie addieren. Die reehte Seite muss sieh dann, damit Gleiehung (22)besteht, 

auf E~ reduzieren, und dies wird sieher dann der Fall sein, wenn die p~')gewissen 

leicht angebbaren Rekursionsformeln geniigen, aus denen sic eindeutig berechnet 
werden kSnnen. 

Wenn nun die aus den gedaehten Rekursionsformeln berechneten Zahlen p!r) 

derart  sind, dass die Reihe (23) fiir a]le v ( ~ N )  konvergiert, so wird die dureh 
diese Reihe definierte Funktion Dr identisch die Gleichung (22) befriedigen und 
folglieh ein Integral der Differenzengleiehung (i) sein. Die gedaehten Rekursions- 
formeln gestatten indes keine brauchbare Absehittzung der Zahlen p!~), um die 

Konvergenz der Reihe (23) erkennen zu lassen. Nun besagt aber das oben be- 
wiesene R ez ip r oz i t d t s p r in z ip ,  dass man genau die gleiehen p!~)noeh auf eine zweite 

Art berechnen kann, n~mlieh, indem man umgekehrt  die mit  (22) gleiehbedeu- 
tenden Gleiehungen 

Er ~ q(e r) Dr + q~-)l D,+I + ... + 0~ ~) Dr+,--1 + D,,+~ 

E~+I ~ q([+l)D~+I + ~-I"("+I)D~+ 2 + "'" + q(~r+l)D,+ , + D,+e+l 

Er+2 = q(~'§ Dr+2 + We--l"0'+2) ~*'-I-a/') " " + " ' "  + q~r+2) D ~ + ~ + l  + D , , + e + 2  

der Reihe naeh 

die reehte Seite sieh identisch auf Dr reduzieren muss. 
System yon Gleichungen: 

(24) 

mit p~), p(~), p(~) . . . .  multipliziert und sie dann addiert, wobei 
Es ergibt sieh so das 

Q(r),n(v) ~ I 

Q(~) ~( r )  a ( r + l )  p(~) 
e _ l r  o @ = 0 We 1 

P(~)e + ~ln(r+)'--e+l)t'Z--e+la~(v) + ~ul)(~+)'--e+2) P(~)g--e+$ @ " ' "  + ~e~(V+Z) p(~)). ~ 0 

Hieraus ergibt sieh sukzessive p(o ~, p(~), p(~') . . . . .  
ehungen besagt speziell: 

I p : - ,  = 

Acta mathemafica. 34. Imprim~ le 17 f~vrier 1910. 

Die erste dieser Glei- 

16 
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Da wir aber v > N  angenommen haben, so ergibt  sieh aus (2o): 

4 ~V_ke (25) I p(:) I < ~ �9 

Von der zweiten ab kSnnen wir die Gleiehungen (24) in der gemeinsamen 

Form sehreiben : 

, ( v + z - - e + ~ )  p(v) + . . .  + n(v+X) p(v)  ~ O,  

sofern wir darin g = I, ~, 3 , . . .  setzen und i ibereinkommen, dass die p(Z)mit 

negat ivem unterem Index  gleich Null sein sollen. Dividiert  man  durch ~-(~+x), so 

kommt :  

~--1  ^O,+~.--e+j) 
a~(~) 

j - O  �9 

(wobei r I ) ,  

und hieraus, indem man  die Q mittels  der Ungleiehungen (20) absch/itzt:  

(2~) 

! I < I r ) ,  t I r '~,.-e+j t 
I 

j -o  - l a e l (v  + Z)~e 
4 

e - - I  

< 2,~ i - ~  i ( v j ~  + --/ - i ~x-,+j , ,  

wobei wieder Ko 

dass 

(27) 

= I zu denken ist. Bedeute t  nun L eine Zahl, die so gross ist., 

e-1 K 9 4  J?3-e<i  
l a e 7  - -  $ - - u  

~ l  k . - - k i  
(28) Min  = s ,  

j - o  e - - j  

sodass s wegen der Ungleiehungen (4) eine positi,~ ~. Zahl ist, so bohaupte  ieh, 

es ist  

J ~,(~) I < l a ~  v-l'eL~()'!)-" t ' s  ~ 

In  der Tat  gilt diese Ungleiehung naeh (25) jedenfalls fiir X = o. Ihre  All- 

gemeingiltigkeit  ergibt  sich dann  du tch  vollst/indige Indukt ion ;  denn wenn wir 

sie fiir kleinere Werte  yon )~ als richtig annehmen,  so folgt aus (26): 

wird, und  setzt  man  
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/ ~ 1 4 K j ( v  Z)Ma,,(k,.k,,...kj)_k~ 4 ~._k, LZ_,+j[(~, e + j ) ! ] . ,  
I Pi~) I " ~ o V ~ .  I + I E i  

e--I 
4 ~ ~r-keLX()~!)--s2~T~'(Vj-O l a, 1 + X)M"x(~ h'"'kJ)--ke/)--t [Z ( Z - -  I )  " " " (~,--e + j + I ) ] '  

4 ~-1 K < ,-=i v -~  L z (it !)-, ~ ~ L~-~ (v + Z)~x (k., k,,.., kj~--k~+(~--j)~. 
I ~e l  ~_o lael 
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Wenn wir nun zeigen kSnnen, dass in jedem Term dieser letzten Summe 
der Exponent  yon v + )~ negativ oder hSchstens gleich Null ist, so folgt wegen 
(27) in der Tat:  

(29) ]p~)] [_~[< 4 v_~,LX(~,!)_. 

womit die Allgemeingiltigkeit dieser Ungleichung bewiesen w~re. Es bleibt also 
nur  noeh zu zeigen, dass 

M a x  (k  o, kl  . . . .  k s) - - k e  + ( e -  j ) s  < o (j  = o,  i ,  . . .  e -  i )  

ist. Nun besagt aber die Definitionsgleichung (28), dass s die grSsste Zahl ist, 
welche den e Ungleichungen geniigt: 

, <  k.--kj 
( ~ = 0 ,  I . . . .  e--I),  

oder auch 

(e'])s<k,--kl 

Setzt man j - - i  an Stelle yon j, so kommt 

also a fortiori 

(e - - i  + i ) 8 s  

(e--  i).9 < ke-- kj_i. 

( j = o ,  i . . . .  e - - i ) .  

i = o ,  I, . . . ]  ') 

j = o ,  I, e - - i ,  , 

Da dies fiir i ~ o, I, . . .  j gilt, so ergibt sich auch 

(e--~)s< ~n(k,--ki_ d 
i~O 

----- ke - -  M a x  (ko, kl, . .  �9 kj). 
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Es ist also in der Tat, wie behauptet:  

(30) :M:ax(/r162 . . . .  /r162 ( e - - j ) s < o  ( j = o ,  ~ . . . .  e - - ~ ) ,  

womit dann aueh der Beweis yon (29) beendet ist. Zugleich zeigt unsere Ana- 
lyse, dass s die griisste Zahl ist, welehe den e Ungleichungen (3o)gleichzeitig 
Geniige leistet. 

Aus (2i) und (zg) folgt nun sofort die absolute Konvergenz der Reihe 

(23) D~ ~ p(o~) E ,  + p(~) E,+l + p(,')E,+z + . . .  ( , ~ N ) ,  

die folglieh ein Integral yon (i) darstellt. Zugleich erh~lt man aueh die Ab- 
seh~tzungsformel: 

ID, l<~ lp~ , )E ,+~ l  < w-k.LZ(;t!)- 'CM ,+~ 
it--0 

4C M ,  '~  ! L M )  . 

< ~ -  ~o (~)" 

Diese letzte Summe ist aber eine yon ~ unabhiingige Konstante, sodass wir 
sehliesslich erhalten: 

[ D , [ < G M ' ,  

wo aueh G yon u nieht abh~ingt (wohl aber, ebenso wie C, yon den Anfangswerten 
EN, EN+I . . . .  EN+r-~--1). 

In (23) bedeutete nun E~ ein beliebiges Integral der Differenzengleiehung 
(7). Da diese yon der ( r - - e )  ~" Ordnung ist, so hat  sic r - - e  unabhiingige 
Integrale 

E',~), E' 2), . . .  Ec,-,~, 

aus denen sieh das allgemeine dureh lineare Kombination ergibt. Diesen r - - e  
Integralen entspreehend erhalten wir daher aueh r - - e  Integrale yon (I), welche 
sich fiir ~ >  N in der Form darstellen lassen: 

und welehe ebenfalls linear unabh~ingig sind. Denn b~itte man identisch fiir alle ~: 

i--1 
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so wiirde hieraus folgen: 

o =  z~ ~ v'D(", ,+~ + e~" ~c'D('), , + e - - 1  + " "" + 0 (', 2 CiD(i) 
i = l  i - - 1  i - - 1  

~'--e r - - o  

= ~. c, (D") + -'~) D'" + . . .  + o(~) D'O) -- X c, E(O, 
v + e  g l  v + e - - 1  ~ e  v - 

i - - I  i - - I  

was aber mit der Unabh~ngigkeit der E(~ i) im Widersprueh steht. Somit ist die 

Exiatenz yon r--- e unabhdngigen Partikuldrintegralen der Di//erenzengleichung (i) 
nachgewiesen, /i~r welche die Ungleichung gilt 

(3~) ID(~' I < M ~ (i---~I, 2 , . . .  r ~ e ) ,  

da man rechter Hand den Faktor  G ja offenbar unterdriicken kann, wenn man 

nut  die willkiirlichen yon v freien Faktoren, die doch in E(~ 1), EI~), . . .  E~ ~-e) 

stecken, geeignet normiert. Fiir jedes aus den genannten Partikul~rintegralen 

linear zusammengesetzte Integral ist dann natiirlich ]D~] < C M ' ,  wo C noeh yon 

den Anfangswerten Do, D1 . . . .  D~-I abh~ngt. 

Ist e = o, so bleibt dies Resul tat  bestehen, da wir ja sehon friiher in Satz I 

sahen, dass dann fiir alle Integrale die Ungleichung IDol< C M  ~ gilt. Fiir e > o 

aber fanden wir bis jetzt  bloss r - -  e linear unabhhngige Integrale, die einer solchen 

Ungleiehung genfigen, und wir werden im n~iehsten Paragraphen sehen, dass es 
aueh mehr nicht gibt. Speziel] fiir e ---- r ist natiirlich die bisherige Untersuchung 
iiberhaupt noch resultatlos. 

w 4. Weitere Integrale v0n (i) ergeben sich aus der Bemerkung, dass die 
s~mtlichen Integrale der Differenzengleiehung 

(32) 

a fo r t i o r i  auch Integrale von (5) und folglieh yon (i) sind. Da die Differenzen- 

gleichung (32) yon der e ten Ordnung ist, so wird sie e linear unabh~ngige Inte- 
grale haben, die wir mit 

(33) DC~-e+l)~ , D~C~-e+~), . . .  D~) 

bezeichnen wollen. Es ist nun leieht zu sehen, dass diese e Integrale mit den 
r - - e  vorhin gefundenen D(~), Dr . . . .  DOt-e) zusammen ein Fundamentalsystem 

yon Integralen der Differenzengleiehung (i) bilden. W~re niimlieh identisch fiir 
alle v: 
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(34) ~ r~(~) 
i--1 

so wtirde hieraus folgen: 

i - - I  i --I  i ~ l  

,nti~ + O(:,) Dti! . + . . .  + o(,) DCi~ ) 
~ "  C i  ( L I v +  e v - t - e - - J  ~ e  v . " 

Von dieser Summe verschwinden aber die e letzten Terme, well die betref- 
fenden D~ i) Integrale yon (32) sind. "Die r - - e  ersten Terme dagegen haben die 

allgemeine Form ciE~o; also folgt 

r - - e  

c ~ E ~  = o .  
i--I 

Eine solche Identit~it ist aber wieder nu t  mSglich, wenn 

ist. Die Gleiohung (34) reduziert sieh daher auf 

2 C, D~'~ = o ,  
i - - r - - e + l  

woraus wegen der linearen Unabh~ngigkeit der Integrale (33) auch noeh 

Cr--e+l  = CT.--e+2 . . . .  ----- ~ = 0 

folgt. Eine Identitiit der Form (34) kann also nur dann fiir a l l e v  bestehen, 

wenn s~imtliehe Koeffizienten c~ verschwinden. Das besagt aber, dass die r In- 
tegrale D~ ]), D~m, . . .  D![) linear unabhiingig sind. W. z. b. w. 

Untersuchen wir nun, wie sich die e letzten Integrale, und iiberhaupt jedes 
Integral yon (32) im Unendlichen verhalten. Sei D~ irgend ein IntogrM yon (32), 
und es bedeute ~ einen im folgenden unveriindert festzuhaltenden Index (>N) ,  
fiir den Dr ~ o ist. 1 Es besteht dann das Gleiehungssystem: 

' U n t e r  je e au fe inande r  fo lgenden  Ind ices  muss  sich no twend ig  e in  so lcher  l inden ,  weil  
sonst  wegen (32) Dv for  a l l e v  ve r s chwinden  w0rde.  Man  k a n n  also p e twa  aus  der  Re ihe  der  
Zah len  N , N +  i , . . . N + e - - i  wahlen .  
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D,+~ + # ~ , ~ D , + ~  + .-. + #~ )D ,  = o 

Dg+e+l + Q]a+I)D~,+e + + ~r = O 

D,+~+, + r + ... + 0(e/*+v)D.+~ = o. 

Wi t  multiplizieren diese Gleiehungen der  Reihe naeh mit  den Zahlen 

p~O, p (g ) , . . ,  p(~), und addieren sie. Dann  fallen auf der  linken Seite, weil die 

Mtflt iplikatoren den Rekurs ionsformeln (24) geniigen (ffir v = tt), die GrSssen 
D,+I, D~,+2 . . . .  Dg+~ heraus, wiihrend D~ den Koeff izienten i erhiilt. Es  kommt  

also, wenn man Dg auf die andre  Seite br ingt :  

p~)D~,+~+e + (p(~ + q(#+~)p~)D~,+~+,_~ +. . .  

-4- (q)(/~) -~- t ) ( / ~ + v - - e + 2 ) p ( ~ )  + .  + n(t,+,)~(~)~D . . . . .  D ' , , t "c , - -e+l  ~1  v - - e + 2  " " ~'e--1 /.,~ / ~t-l-v-l-t - -  ft  

oder kiirzer 

(35) 

w e  zur Abkiirzung 

gesetzt  ist. Fiir 

die Absch~tzung 

e - - i  

• t o i D t t + , , + i  = - -  D,,  
i - 1  

e- -4  

' ~ . ( ~ + ~ - . . - e + i + . / ) , n ( , ~ )  . . 
O.)i ~ ~ j  ~ j  r ~ , - - e - l - i + j  

j - - O  

diesen letzten Ausdruek  erhiflt man aber  nach (20) und (29) 

.~-o I a~ I 

+ 4 s-o ~ ]  L~-e+~+~ [(~-- e)!]-' 

e - - /  
= (~, + v)k*L'+~[(v-- e)!]-*~.4K~Li-~. 

~.olat l  

Fiir hinreichend grosse Wer te  von v ist daher  aueh, da ,u unver~nder t  festbleibt :  

(2 L)~+,+" 
I., 1 < + 

Aus (35) ergibt  sieh dann 
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Somit 

I- I D~,]; also jedenfalls 
e 
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~e 1 I D t 
(2L).+-+" 

.T;u , ,+, .+~>ID,,I .  [(~; 

ist mindestens einer der links stehenden Summanden grSsser als 

M~xlD,,+,,+~I > i D .[(u + v + e)l] ~ ~_, ~1 ,,I ' ( i L ~ + ~  

[(~ + v + e)!]" 
> (3L),+~+e ' 

wenn nur v hinreiehend gross. 
Dies besagt aber, dass es unbegrenzt viele Werte yon v gibt (n~mlieh fiir 

geniigend grosse v unter je e aufeinanderfolgenden mindestens einen), fiir welehe 

(36) I D,  I > m~ (v!)' 

wird, we m v o n  v und den Anfangswerten Do, D~ . . . .  D,_~ unabhiingig ist. 
Dies gilt fiir jedes Integral yon (32), also insbesondere aueh yon den ln- 

tegralen (33). Es wird des weitern aber noeh fiir jedes Integral yon (x) gelten, 

welches nicht der partikuliiren Sehar 

angehSrt. 

we 

(32) 
yon v: 

v, DI1 ,) + c2D(~) + . . .  + e~_~D~, -~) 

Denn ein solehes Integral hat notwendig die Form 

2 D ,  + c,D~) + c2D~2, ) + .. .  + c,._,D~ "-e) , 

2D~, also auch Dr selbst ein nieht identiseh verschwindendes Integral yon 

bedeutet.  Naeh (36) und (3~) ist aber dann fiir unbegrenzt viele Werte 

I2D~ + c~D~ 1) + c2u~,n(~) + ... + c,._eD~-e)[ 

> 2m'(v!) ' - -(Ic~ ] + ]c2] + . . .  + ]c~_el)M" > m~(v!) ' .  
W. z. b. w. 

Von den Anfangswerten abh~,ngig dagegen ist der kleinste v-Weft, far welchen die 
Ungleichung (36) besteht. Will man ihn davon unabhangig haben, so ist auf der rechten Seite 
yon (35) noch ein konstanter Faktor C beizusetzen, der dann seinerseits yon den Anfangswerten 
abhitngen wird, oder aber man l ~ s t  m yon diesen abhangen. ~brigens wird die Abhangigkeit 
oder Unabhangigkeit (auch der Zahlen M, L etc.) von den Anfangswerten, da sie nirgends eine 
Rolle spielt, im folgenden nicht mehr weiter registriert. 
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Dies besagt zugleieh, dass es ausser den Integralen der obigen partikul~ren 

Schar keines mehr gibt, das ffir alle ~ (oder auch nur ffir alle hinreiehend gros- 

sen ~) der Ungleiehung [D~[< M ~ Genfige leistet. 

Zusammenfassend gewinnen wir den folgenden 

Fundamentalsatz :  Wenn die Koe//izienten der linearen Di//erenzengleichung 
r ter Ordnung 

D,,+,. + a(/) D,,+r_l + a(/) D,,+r_~ + ...  + a(~'} D,, = o 

die Form haben : 

a~ ~) ---- a i  {vk~} a i  ~ o ( i  = 1, 2 . . . .  r ) ,  

a~) ~ o ( v = o ,  I, 2 . . . .  ); 

wenn ]erner e den]enigen der Indices o, I , . . .  r bedeutet, welcher dureh die Un- 

gleichungen 
[>k~ /iir i < e 

k"i > k~ /~r i > e, 

wobei k o ~ o sein soll, eindeutig bestimmt wird; wenn endlich ke< ~ ist: 

dann hat die Di/]erenzengleichung genau r - - e  linear unabMingige Integrale, 

]iir welche 

ID,  I < M  ~ O'----I, 2, 3 , . . . )  

ist, wdhrend dagegen ]edes andre Integral ]iir unbegrenzt vide Werte yon r der mit  

der vorigen unvertrdgIichen Ungleichung 

e--I  
]D~[>m~'(r!) ", s----• 

i-o e- -~  

geniigt. M und m sind dabei yon ~ unabMingige Konstanten. 

Eine Bemerkung kniipft sich noch an den Fall e = I. Wir sahen n~mlich, 

dass die Ungleichung (36) ffir mindestens einen yon e aufeinanderfolgenden him 

reicbend grossen v-Werten besteht. Wenn nun e ~ I i s t ,  besagt dies aber, dass 

sie ffir alle hinreichend grossen Werte yon ~ gilt. Wir dfirfen daher, wenn e = i 

ist, in dem Fundamentalsatz die Worte ~>ffir unbegrenzt viele Werte yon ~> er- 

setzen dureh: ,>ffir alle r fiber einer gewissen Grenze~>. 

Unsere Uberlegungen lassen sieh mit geringen Modifikationen auf den bisher 

ausgeschlossenen Fall ke = ~ iibertragen, wobei wir jedoch annehmen miissen, 

dass dann die iibrigen Exponenten k~ < ~ sind, also endlich o d e r -  ~ .  Bei 

unserem ganzen RKsonnement kam es einzig und allein auf die Ungleiehungen 
Aota mathematica. 34. Imprtm6 le 18 f~vrier 1910. 17 
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(4), sowie darauf an, dass fiir u ~ N  die Ungleietmngen (I2) bis (i5) bestanden. 

Daraus ergab sich dann die obere Schranke H fi~r die Zahlen ]b~ ~)], sowie aueh 

die Abseh~itzungsformeln fiir ~ )  in (20) und fiir p~') in (29) mit allen daran ge- 

kniipften Folgerungen. Nun bleiben aber die Ungleichungen (I2) bis (I5) in 

dieser Form nicht bestehen, wenn ke---- ~ ist, sodass auch die weiteren Konse- 

quenzen hinf~llig scheinen. 

Wir bezeiehnen dann mit /c eine ganz beliebig grosse, aber lest gew~ihlte 

Zahl, die insbesondere grSsser sein soll als jeder der Exponenten ki (i ~ e), sodass 

die Ungleiehungen (4) noeh richtig bleiben, wenn man darin be dureh k ersetzt. 

Wenn man ebenso aueh in den Ungleichungen (i2) bis ( z5 )an  Stelle yon be 

diese Zahl /c setzt, so werden die entstehenden Ungleichungen wegen ke ~ 

ebenfalls sicher erfiillt sein, wenn nur ~ > N ist, ~ wobei die Zahl N allerdings 

von k abh~ngt. Es bleiben daher auch alle aus den Ungleiehungen (4) sowie 
(i2) bis (i5) gezogenen Folgerungen bestehen, sofern man in ihnen stets ke er- 

setzt dureh k. Insbesondere gilt dies also yon den Abseh~tzungsformeln (2o), 

(29) und beziiglich der Existenz der obern Schranke H fiir die Zahlen ]b!~)]. 

Daraus gewinnt man schliesslich auch, indem man immer Schritt fiir Schritt die 

friiheren Uberlegungen wiederholt, das gleiehe Endresultat,  worin wieder ledig- 

lich be durch ]c zu ersetzen ist. Es wird also r -  e linear unabhiingige Partikul~r- 
integrale geben, fiir welche I D~[ < M r i s t ,  wRhrend alle andern Integrale fiir un- 

endlich viele Werte yon ~ der Ungleichung 

ID, I > m'(~'!)' 

geniigen, wobei natiirlich 8 die entsprechende Bedeutung hat:  

e - l  k--k" 
s ~ M i n - -  :3. 

j~O e - - ]  

Da aber die Zahl k yon vorn herein beliebig gross gewiihlt werden durfte, 

so wird aueh s so gross sein, wie man nur will. W~hrend also r - - e  linear un- 
abh~ngige Partikul~rintegrale kleiner bleiben als M ~, wird jedes andre Integral ]~2r 

unbeqrenzt v ide  Werte von ~, absolut gr6sser als eine beliebig hohe Potenz yon a,!. 

Beziiglich der r - - e  Partikuliirintegrale werden wir iibrigens gleieh noeh 

weiter sehen, dass sie in Wahrheit  noch viel kleiner sind als eben bewiesen; sie 

konvergieren n~imlich mit wachsendem ~ gegen Null, und zwar raseher a|s jede 

I beliebig hohe Potenz yon ~.. 

1 Abgesehen yon der Ungleichung (I 3) fiir i = e, welche abel wie dort bereits bemerkt 
wurde, die weitere Untersuchung nicht beeinflusst. 
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w 5. Der Fundamentalsatz des vorigen Paragraphen 1/isst sieh erheblich 

verallgemeinern. Zu dem Zweck wenden wir die Transformation an: 

(37) Dr = (~!)qAr, 

wo tier Exponent  q irgend eine endliehe ree]le Zahl bedeute. Dadurch geht die 
Differenzengleichung (i) fiber in 

) a(r) 

J r + r  + (y~a(lrr)qMv+r-1 + " "  + [(~ + r)(~ + r - -  I )  . . .  ( f  + i ) ] q  J r  = o,  

wofiir wir kfirzer sehreiben wollen 

(38) Ar+r  + b~r)Ar+~-I + b~)Ar+~-2  + . . .  + b~r),tr = o. 

Es ist dann offenbar, wenn die a! r) wieder die Form (2) haben: 

(39) b! r) = ai(vki-~q} (i = x, 2 . . . .  r) 

b~r)r o ( v = o ,  i, 2 , . . . )  

Wenn wir den Fundamentalsatz auf die Differenzengleiehung (38)anwenden 

wollen, wird es sich darum handeln, unter  den Exponenten 

(40) ko -~ o, k l  - -  q, k2 - -  2 q . . . .  k ~ - -  r q  

den ersten ausfindig zu machen, welcher den maximalen Wert  hat. 

Um zungchst den Fall 

k e =  oo , k i  < ~ f f i r  i # e 

zu erledigen, beaehte man, dass dann bei ganz beliebigem q die Zahl k e - - e q - - - a o  

ist, wii.hrend die anderen Zahlen (4o) alle < oo sind. Es wird also die Differen- 

zengleiehung (38) r - - e  Integrale haben, fiir welehe I z / r l<  M r i s t ,  und dann ist 

wegen (37) 
Inr ]  < M~(~!) q , 

w~hrend a]le anderen Integrale Ar und also auch Dr ffir unbegrenzt v ide  Werte 
yon ~ absolut grSsser sind als eine beliebig hohe Potenz yon ~! Da hierbei aber 

q ganz willkiir|ich ist, also auch eine beliebig grosse negative Zahl sein daft, so 
folgt, dass die r - -  e Integrale Dr rascher gegen Null konvergieren, als jede noch 

I 
so hohe Potenz yon ~. .  Damit ist die Bemerkung am Schluss des vorigen Para- 

graphen als richtig naehgewiesen, und zugleich der Fall k, ~= ~ erledigt. 
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Wenn al|e/r < | sind, so wollen wir den Spezialfall 

k~-=k2 . . . . .  k r = - - ~  

vorwegnehmen. Es sind dann bei beliebigem q die r letzten der Exponenten 

(4o) gleich - - o  o, sodass fiir alle Integrale yon (38) die Ungleichung I d o l <  M ~ 
gilt, also auch ID, I<M~(,,!)~ fiir alle Ingegrale yon (z). Da hier q ebenfalls 
wieder eine beliebig grosse negative Zahl sein daft, so folgt: 

Satz 3. Wenn die Koe//izienten der Di//erenzengleichuncj (z) rascher gegen 
z Null konvergieren als ]ede Potenz ton ~,, so Im~vergieren die Int~rale rascher g~en 

I Null al8 i~e Potenz yon ~-~.. 

Naeh Erledigung dieser Spezialf~lle bleibt nun noch iibrig, dass alle ki < oo 
sind, aber mindestens ein kl > -  oo ist. Dabei nehmen wir zun~iehst an, es sei 
speziell aueh 

indem wir den gegenteiligen Fall nachtr~iglich rasch werden erledigen kSnnen. 
Wir konstruieren dann in einer Ebene unter  Zugrundelegung eines rechtwink- 

ligen X-Y-Koordinatensystems die r + i Punkte  

mit den bez. Koordinaten 
Po, Pl , . . .  P~ 

x ~ i ,  y = k ~  ( i - - - - o ,  z . . . .  r )  

und umspannen diese Punkte  mit  einem NEWTON-PUmEUX'schen Polygon. Es 
ist das ein die Punkte  P o u n d  Pr verbindender, nach der positiven Y-Seite kon- 
vexer Streckenzug, der eindeutig durch die Forderung bestimmt ist, dass jede 

; ', \ I  
I �9 ~1 

X 
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Ecke einer der Punkte  P i  ist, w~hrend die iibrigen dieser Punkte  nieht auf der 

konvexen Seite liegen diirfen. Siehe die Figur, we k3 = -  ~ gedaeht ist. 

Das Polygon habe etwa u + I Ecken, und diese seien der Reihe nach: 

Peo = Po, Pe,, P~, �9 .. Pea = P," 

Wir w~hlen dann fiir den Exponenten q in (37)naeheinander die folgenden 
a + x Werte: 

ke~4.1 - -  ke~ q ~ =  ( 4 = 0 ,  x, 2 . . . .  a - - x )  

(41 ) 

Es ist dann 
q o  = ~a--1 - -  I .  

(4z) qo > qt > q2 > "'" > qo-t > q. .  

Denn die letzte dieser Ungleichungen folgt aus der Definition qo = q ~ - l - - i ;  die 

vorhergehenden aber liest man ohne weiteres aus der Figur ab, da ja offenbar 

q~ die trigonometrische Tangente des Winke]s ist, den die (2 + i) te Polygonseite 
mit der positiven X-Achse bildet. 

Ebenso leicht erkennt man aus der Figur die weiteren Ungleichungen: 

]Ceg+l ~ ~eg 

e g + l  ~ eg 

lee;~ - -  kS 
< - - - -  fi ir i < e~ 

>/el ~ kez ffir i > e~ 
(4~o, I , . . . a - - I ) ,  

~r - -  ~e 0 1 ~ r  ~ ]gi - -  < 

qo < qo-1 = 
r - - e o - 1  ~ r - - i  

(i = o, I . . . .  r - -  I). 

Oder auch, indem man jede dieser Ungleiehungen mit dem Nenner der rechten 

Seite, der ja stets pos i t iv i s t ,  multipliziert: 

[ ks > iq~ ffir i < ex 
(43) k e ~ - -  e~q~ ~ (4 = o, i . . . .  a) 

_~ k~ ~ iq~ fiir i > e~. ! 

Setzen wir daher q-~ qx, so folgt aus dem Fundamentalsatz pa.g. 129, dass 
genau r - - e i  linear unabh/~ngige Integrale existieren, fiir welche 

I~,}< M,, 
a l so  
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I1),1 < M'(v!)~  

ist, wiihrend alle 

gleichung geniigen: 

also 

wobei 

und folglieh 

ist. Nun zeigt aber wiederum ein Bliek 
niehts andres ist Ms 

ke~-- k~t_ 1 
eA - -  e~ t~ l  

andern Integrale fiir unbegrenzt viele Werte yon P der Un- 

I~,1 >,n'(~!)", 

IDol > m'(~ !)'+~, 

s ----- Min 
i - o  e~. - -  j ' 

~-1 k.~-- k~ 
s + qx = Min 

j - -O e~ - -  j 

auf die Figur, dams dieses Minimum 

q 3 ~ - 1  �9 

Man kann daher unser Resultat  so ausspreehen, dams die Differenzengleiehung 

(z) genau r--e~ linear unabhi~ngige Integrale 

(44) 1~1~, D T , ,  . . . D ( : - ~ )  

hat, fiir welehe 

(45) I D~)[ < M" (v !),x (i ~- I, 2 , . . .  r - -  ex) 

ist, wghrend alle andern Integrale fiir unbegrenzt viele Werte yon ~ der Un- 
gleichung geniigen: 

ID, l>m'(~,!)q~-l. 

Nun gibt es aber auch, indem man ~. dureh ~ t -  i ersetzt, r - - e~ - i  unab- 
hiingige Integrale, fiir die 

ID, I < M'(~ !)g~-~ 

wird. Ausser den Integralen (44), die dieser Ungleichung wegen (45) und wegen 
q~<q~-l a fortiori genfigen, gibt also noch e~--e~-I weitere Integrale dieser Art;  
sie seien 

(46) D (t-"x+1), D(r"a+2) , . . .  /)(~ ~ ). 

Fiir diese ist daher einerseits 
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anderseits aber auch, da sie ja nicht der aus den Integralen (44) entspringenden 

partikul~ren Sehar angehSren: 

[D(21 > m (v!)qz-1 r - - e x + 2  . . . .  r - -  ez-1) 

fiir unendlieh viele Werte yon v. 

Des kiirzeren Ausdrucks halber definieren wir jetzt: 

Eine Funk t ion  D,  heisst yon der Ordnung q, wenn sie den Ungleichungen 

geniiqt : 
ID~l<M' (v ! )q  /i~r v > v l  

[Dr[ >m~(v!) q /i~r unbegrenzt v ide  v. 

Wir kSnnen dann sagen, dass die ex--e~-i  Integrale (46) yon der Ordnung 

qx-1 sind. Das gleiehe gilt aber offenbar aueh fiir jedes Integral, das linear aus 
den Integralen (46) zusammengesetzt ist, 1 da ein solches ja ebenfalls nicht der 

aus den Integralen (44) entspringenden partikul~iren Sehar angehiirt. 

Wenn man hier fiir it der Reihe naeh die Werte a, a ~ I . . . .  2, I setzt, so 

]gsst sieh das Ergebnis in folgender Weise formulieren: 

Satz 4. Die Di//erenzengleichung (i) hat ein Fundamentalsystem yon Integra- 

len, die derart in  a Klassen zer/allen, dass die Integrale einer Klasse und deren 

lineare Kombinationen yon ein und dersdben Ordnung sind. Dabei gehSren der 
i t en ,  2ten . . .  fften Klasse bez. 

r - -  e ( 7 - - b  eo--1 ~ e~--2, �9 . .  e2 ~ e t , e l  

Integrale des Fundamentalsystems an, und die zugehSrigen Ordnungen , ind  respelaive : 

~ r - -  ]r 1 
qo-l: , qo-2 

r - -  ea--1 
. . . .  q l - - - - - - ,  ~ = - - "  

ea-l--ea-2 e2--el  el 

Man beaehte, dass diese 0rdnungszahlen in der angegebenen Reihenfolge 

waehsen (naeh (42)). Insbesondere gibt es also genau r - - ea -1  linear unabh~ingige 

Partikul~irintegrale, welehe die Minimalordnung qo-1 haben, w~ihrend das allge- 

meine Integral yon der Ordnung q0 ist. 

Der sehr allgemeine Satz 4 enthKlt nun auch die zwei Theoreme als Spezial- 
fiille, die ich in der eingangs zitierten Arbeit in den Mathematisehen Annalen 

Bd. 66, pag. 462, 469 mit Hilfe de Theorie der Jacobiketten entwiekelt habe. Sei 

i An sich kann ja eine lineare Kombination yon Funktionen qt.r Ordnung sehr wohl auch 
yon geringerer (aber niemals yon h6herer) Ordnung sein. 



136 Oskar Perron. 

n~mlieh erstens P~ eine Ecke des NF~wToN'sehen Polygons, d. h. et 

dem Bestehen der Ungleichungen 

oder, was dasselbe sagt: 

I, was mit 

k, >k: ( i=2 ,  3,-- .  r) 
$ 

" ~  > - -  k ,  ( i  = 2 ,  3 ,  �9 �9 �9 r )  
i - - I  

iiquivalent ist. Dann besagt Satz 4, indem man die a - - i  ersten Klassen zu- 

sammenfasst, dass es genau r - - i  linear unabhgngige Integrale gibt, welche 

hSchstens die Ordnung 
r k~ - -  kl Max kl --  kt ql 

e 2 - -  i i - - 2  i - -  I 

haben, w~ihrend das r t~ Integral von der hSheren Ordnung q0 = kl ist. Dies ist 

aber nur eine kiirzere Formulierung des ersten der genannten Theoreme, wenn 

man noeh die zu dem Fundamentalsatz pag. 12 9 gemachte Bemerkung beriiek- 

siehtigt. 

Sei zweitens Pr-1 eine Eeke des NEWTO~'sehen Polygons, d. h. eo-1-- - r - - i ,  

was mit dem Bestehen der Ungleichungen 

k r - - 1  - -  ~ i  .> L--k~-~ 
r - - I - - ~  

(i-----o, I . . . .  r - - 2 )  

gleichbedeutend ist. Dann hat naeh Satz 4 ein und nur ein Integral genau die 

Ordnung q o - 1  ~ b,. - -  b r - 1 ,  w~hrend alle andern mindestens yon der hiiheren Ordnung 

q o - 2  
~ r - - 1  - -  ~ e o _  2 

r - -  I - -  e e - 2  

~ - 2  k , - 1  - -  k~ 
Min 
i - o  r - - z - - i  

sind. Aber dies ist abgesehen yon der Bezeiehnung nichts anderes als das zweite 

der genannten Theoreme. 

Zwei extreme F~ille verdienen noch hervorgehoben zu werden. 

I. Wenn die Exponenten ki den Ungleiehungen 

~r>~i__; ( i =  I ,  2 ,  �9 �9 , r - - I )  
r - - $  

geniigen, so ist dies ganz gleiehbedeutend damit, dass nur die zwei Punkte  P0, 

Pr Ecken des Polygons sind. Es ist also dann el = r, a = x; daher gibt es nur 

kr 
eine Klasse yon Integralen, und alle Integrale sind yon der 0 rdmmg q0 = r "  
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II. Wean dagegen die Exponenten k~ den Ungleiehungen 

geniigen, so besagt dies soviel als dass alle Punkte Pi Polygonecken sind. Dann 

ist also a = r, ex~  it. Es gibt daher r verschiedene Klassen, d. h. es gibt ein 

Fundamentalsystem yon Integralen, die lauter verschiedene Ordnungen haben. 

und zwar sind diese Ordnungen in wachsender Reihenfolge: 

qr - -1  ~ k r  - -  k r - 1 ,  qr--2 ~ kr - -1  - -  k r - -2  . . . .  ql == k~ - -  kl, q0 = kl. 

Zum Schluss betrachten wit noch kurz den seither ausgeschlossenen Fall 

kr = -  ~ .  Es sei etwa keo_l die letzte der Zahlen k,, k2 , . . ,  kr, welehe > -  

ist, da ja der Fall, dass alle gleieh - - ~  sind, dureh Satz 3 bereits erledigt ist. 

Dann umspannen wir die Punkte  P0, P ,  . . . .  P,~_~ dutch ein NEWTO~- 

PvIs~ux 'sches  Polygon mit den a Ecken 

P~0-~ Po, P~, P~ . . . .  P'o-1, 

und erweitern dieses dureh eine Streoke, wolehe vom Endpunkt  P~a-1 beliebig 

steil naeh abwiir~s ffihrt und die Ordinate x = r e twa im Punk~ y = k'r sehneiden 

m~ige; diesen nehmen wir als letzten Polygoneekpunkt hinzu. Es ist dann k'r 
eine beliebig grosse neilative Zahl. 

A1]e unsere frfiheren Betraehtungen lassen sich nun mi~ ganz geringen, leicht 

ersichtliehen Modifikationen an dieses neue Polygon ansehliessen, wobei natiirlich 

/c, durch k~ zu ersetzen ist. Man erh[ilt also wiederum a Integralklassen, und 

zwar haben die a - -  I letzten Klassen wieder die in Satz 4 angegebenen Ordnungs- 

zahlen, w~hrend die r ~  e~-i Integrale der ersten Klasse die O r d n u n g -  ~ haben. 

Dabei ist unter einer Funktion der Ordnung - - ~  natiirlich eine solche zu verstehen, 

die rascher gegen Null konvergiert als jede noch so hohe Potenz yon i .  - ~ !  

Man bemerke noeh, dass sich unter dieses Resultat  schliesslich auch der 

Fall yon Satz 3 subsumieren l~sst, indem dann alle Integrale yon der Ordnung 
- -  ~ sind. 

Miinchen, November I9o8. 

.Acta m o t h e r s ,  flea. 34. lmprim6 le 8 awl l  1010. 18 


