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. Sind die Koeffizienten einer linearen Differentialgleichung m ~' Ordnung 

d " y  d ''-1 y 
+ v , ( ~ ) z ~ _ ,  + . . .  + p , , , ( x ) y - -  o 

d x "  

in der Umgebung einer Stelle x = a  in LAURENTsche Reihen entwickelbar, so 

bestehen die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir, dass alle Inte- 

grale an dieser Stelle sich bestimmt verhalten, bekanntlich darin, dass die Funk- 

tionen 

(x - a) w (x) ,  ( x - -  a) '  p~ (x) . . . . .  (x - -  a )~  p ~  (~) 

reguliir sind, d. h. keine negativen Potenzen yon x - - a  mehr enthalten. Sind 

diese Bedingungen nicht alle erfiillt, so ist der Punkt  x = a eine Stelle der Un- 

bestimmtheit.  Im allgemeinen verhalten sich dann aueh alle Integrale unbestimmt, 

indem die eventuell vorhandenen Reihen der Form 

( x - - a ) ~ D ~ ( x - - a )  ~, 

welehe die Differentialgleichung tormal befriedigen, fiir alle x divergieren. Aus- 
nahmsweise kSnnen unter diesen Reihen aber auch konvergente sein. Diejenigen 

Differentialgleichungen, bei denen dies eintritt, sodass an der Unbestimmtheits-  

stelle doeh einzelne Partikul~rintegrale sich bestimmt verhalten, sind yon Herrn 
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THOM~. eingehend untersucht worden; I doch konnte Herr  THOM~ kein Kriterium 

angeben, welches mit Sicherheit die Existenz eines solchen Integrales anzeigt. 

Die sehr komplicierten notwendigen und hinreichenden Bedingungen daffir sind 

erst durch die schSnen Untersuchungen des Herrn HELOE YON KOCH nlit Hilfe 

unendlicher Determinanten aufgedeckt worden. 2 Indes hat Herr  yon  KOCH 

seiner ausffihrliehen Untersuchung die Annahme zu Grunde gelegt, dass der 

Koeffizient der zweithiichsten Ableitung versehwindet. Wenn man dies auch 

durch eine geeignete Transformation stets erzielen kann, so werden doch durch 

diese Transformation im aUgemeinen die Integrale, die sich bestimmt verhalten, 

in solche transformiert, die sich unbest immt verhalten, sodass ein Riickschluss 

aus der Anzahl der sich bestimmt verhaltenden Integrale der transformierten 

Gleichung auf die entsprechende Anzahl der urspriinglichen Gleichung nur aus- 

nahmsweise gestat tet  ist. 

Ich behandle nun im folgenden auf einem neuen und, wie ich glaube, ein- 

facheren Weg lineare Differentialgleichungen, deren Koeffizienten rationale Funk- 

tionen yon x sind, deren keine identisch zu verschwinden braucht. Dabei be- 

diene ieh mieh zur Bestimmung der unbekannten Koeffizienten der Integrale 
der Form 

( x - -a )o  ~ D , ( x - - a ) "  
ymO 

nicht unendlicher Determinanten, sondern derjenigen Resultate, die ich in einer 
vorausgehenden Arbeit fiber lineare Differenzengleichungen s gewonnen habe, und 

die mir fiir den vorliegenden Zweck besonders bequem erscheinen. Ohne jedoeh 
nii.her auf die Natur  der notwendigen und hinreiehenden Bedingungen einzu- 

gehen, gelange ieh dann zu einigen speziellen Klassen yon Differentialgleichungen, 

bei denen eine Anzahl yon Partikul~rintegralen an einer einzelnen singuliiren 

Stelle oder auch in der ganzen Ebene holomorph sind. 

w  

2. Die Stelle a, an der die Integrale untersueht worden sollen, mag der 

einfacheren Schreibweise halber in den Nullpunkt  verlegt werden. Wir bringen 

dann die Differentialgleichung auf die ,)Normalform, : 

I Zur Thr der linearen Differentialgleichungen. Journal f. d. reine u. angewandte Mathe- 
matik, Bde 74 ff- 

Sur les int~grales rdgulibres des dquations diffdrentielles lindaires. Acta mathematica, x8(I894 ). 
Siehe auch zwei Noten in den Comptes rendus, Ix6 (I893) pag. 91 und 365. 

a Seite Io 9 dieses Bandes. 
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(i) ~ , ,  d i y  
~ # t C i ,  o + ci, l x  + ci,~.x ~ + . . .  + ci,, .x )~-~i = o ,  

t t t  ~ 

i--O 

wobei die Polynome 

P i ( x )  = ei,0 + ci, t x  + ci,2x ~ + . . .  + c i , , x  ~ (i --~ o, I, , . .  m) 

a]s teilerfremd vorausgesetzt werden dfirfen. Es kiinnen dann insbosondere dio 

Zahlen Ci, o nicht alle verschwinden, weil sonst die Polynome P i ( x )  den gemein- 

samen Faktor  x h~tten; daher ist 

(2) 

Ferner daft  aueh 

I*o, ol + ICl,0l + ... + Ic~,o l>o.  

(3) Ico,~l + I*l, rl + - "  + Ic~,~l> o 

angenommen werden. Denn wenn alle 'ci,~ versehwinden wfirden, so wiiren die 
Polynome P i ( x )  alle von geringerem als dem r ten Grad, und es kSnnte d a u n r  

durch eine ldeinere Zahl ersetzt werden. Endlieh ist auoh 

(4) Ic,,,,ol + Ic,,,,ll + "'" + Ic,,,~l > o, 

weil sonst die Differentialgleichung yon geringerer als der m ma Ordnung wiire. 

Die notwendige und hinreiehende Bedingung dafiir, dass sich alle IntegrMe 

im Nullpunkt bestimmt verhalten, lautet  jetzt  einfach: c,n,0# o. Wenn diese 

erffillt, und wenn ausserdem noeh cl, k = o ist ffir i + k < m, so haben alle Koef- 

fizionten d e r  Differentialgleichung den Faktor  x ~, und der Nullpunkt ist dann 

nicht nut  keine Stelle der Unbestimmtheit,  sondern fiberhaupt koin singuliirer 

Punkt  mehr. 

Wir brauehen inde~ ausser den Un#eichungen (2), (3), (4) keinerlei Voraus- 

setzungen fiber die Koeffieienton ci,~ zu maehen, sondern werden aUe Fiille der 

Bestimmtheit  and Unbes~immtheit gemeinsam behandeln kiinnen. Vorwegzu- 

nehmen ist lediglieh der Fall r = o. Die Differentialgleiehung hat dann die ein- 

fache Gestalt: 

m i ~l .d y ~ c ~ ' ~ = o  ( c ~ o )  
i - - 0  

and  li~sst sich folglieh ohne weiteres integrieren. W i e  bekannt, entspreehen niim- 

lich einer k-faehen Wurzel q der ,)determ_inierendcn Fuadamentalgleiohu~,> 
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CO 21- {~1~ -]- e 2 q ( e - -  i )  -[- , . -  ~- eme(q-- I ) �9 �9 �9 ( e - - m  + z) = o 

die k Integrale 

xO, xo log x, . . .  xo (log x) u-g, 

womit dieser einfache Fall bereits erledigt ist. 

3. Von jetzt  ab sei daher 

(5)  r > o .  

Substituiert man dann die Reihe 

(6) y = ~ D,x~+, 
" ~ 0  

in die Differentialgleiehung ( I ) ,  SO erh~lt man, wenn zur Abkiirzung 

(7)  CO, a -t- Cl,hq -l- Cg. ,hq(O--  I )  + " "  + Cm, h e ( q - -  I )  " " " ( Q - - m  -F I )  -~  /h(q)  

(h = o ,  i , . . .  r) 

gesetzt wird, zur Bereehnung der Koeffizienten D, die Formeln: 

D o l e  (e)  = o 

D,/o(q + i) + Do / , (q ) - -o  

(8) D2/o(r 2) + D , / t ( q  + z) + Do/2(q) = o  
�9 . , . . . . . . . . .  , . . . . .  

D,+,Jo(r + ~' + r) + D,+,-d~(q + ~' + r - - z )  + -.- + D,/ , (r  + ~,) = o  
�9 . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  , . . . . . . . . .  ~ . 

Wegen der Forderungen (2) und (3) sind speziell die Funktionen /o(q) und 

[~(Q) nicht identisch Null. Ist  nun etwa Cl,0----C2,o . . . . .  cm, o----o, reduciert sich 
also [o(q) auf die Konstante  Co, o, welche dann yon Null verschieden sein muss, 

so gibt es offenbar kein Integral der verlangten Form. Denn wenn die Ent-  
wicklung etwa genau mit der qt~n Potenz beginnt, also Do ~ o ist, so widerspricht 

dies der ersten der Gleichungen (8). 1 Als eine notwendige Bedingung fiir die 

Existenz yon Integralen der Form (6) linden wir daher 

(9) Ic~,ol + Ic~,ol + "-" + Ic,~,ol  > o .  

1 W i e  H e r r  THos~ 1. c. Bd. 74 geze i g t  hat ,  k a n n  es  f i b e r h a u p t  i m m e r  h ( I chs t ens  so v ie le  
s i eh  b e s t i m m t  v e r h a l t e n d e  In t eg ra l e ,  a lso a fo r t io r i  h 0 c h s t e n s  so v ie le  I n t e g r a l e  d e r  F o r m  (b) 
geben ,  als d e r  Grad  des  P o l y n o m s  ]~(p) betrRgt .  
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Diese Bedingung sei erfiillt, sodass /o(Q) sich nieht auf eine Konstante redu- 
ziert. Bedeutet  dann ~o eine beliebige Wurzel der Gleichung/o(~) = o, und setzen 

wir in dem hypothetisehen Integral (6) specie]l Q ~ ~o, so wird die erste der Be- 
dingungsgleiehungen (8) yon selbst erfiillt. Die Gesamtheit der iibrigen aber 
teilen wir in folgender Weise in zwei Klassen. 

Da, wie schon bemerkt, die Polynome /o(Q) und /~(Q) nicht identiseh ver- 
sehwinden, so kann man eine Zahl N angeben, derart,  dass ffir v>N:  

(xo) /o(e0 + v + r) ~ o, b(~o + v) , ,  o 

wird. Denkt  man sich die Koeffizienten ci, k nicht als numeriseh gegebene Kon- 

stanten, sondern als variable Parameter, so wird man fiir diese zun~ehst einen 
Bereich T abgrenzen, yon der Besehaffenheit, d a s s  fiir alle Parameterwerte im 
Bereich T die Wurzeln der Gleiehungen lo(e)= o und # ( r  o unter  einer end- 
lichen Schranke liegen. Dann kann man ~T derart  wiihlen, dass fiir v > N  die 

Ungleichungen (io) im ganzen Bereich tT gelten. Nach dieser Festsetzung nehmen 
wir in die eine Klasse die 2 re, 3 to . . . .  ( N  + r) t~ der Gleichungen (8) auf. Diese 

lauten, wenn wir die einzelnen Summandon der  linken Seiten in umgekehrter 
Reihenfolge schreiben: 

D0l,(r + DJo(r + i) = o 

(H) Doh(r + D,/,(r + i) + D21o(eo + z) = o 

D~-dJeo + ~ - -  i )  + DMr-,(eo + N) + . . - +  DN+~-do(eo + ~ + ~--  x) =- o. 

In die andre Klasse nehmen wir alle fibrigen der Gleiehungen (8). Also, wenn 
man durch den ersten Koeffizienten, tier ja gemiiss unsrer Wahl der Zahl 2V yon 
Null versehieden ist, dividiert: 

11 (Co + v + r - -  ~) It(co + v) 
(i2) D,+r+ /o(r D,+~_l+...+ / o ( e o + V + r ) D ~ o  (~>N). 

In diesen Gleichungen ist auch der  letzte Koeffizient nach Annahme stets von 
Null verschieden. 

4. Nun sei c~,~ die erste der Zahlen 

Cm, O~ Cm, l~  �9 �9 . Cm, r~ 

welehe nicht gleich Null ist (naeh (4) sind ja nieht alle gleieh Null). Es ist dann 
aueh /,(r das erste der Polynome 
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lo(e), l,(e),.../,(e), 

welshes genau veto m ~a Grad ist; die vorhergehenden sind von geringerem; die 
nachfolgenden jedenfalls nicht yon hSherem Grad. 

Die Gesamtheit der Gleichungen (i2) ist daher, als Differenzengleichung auf- 
gefasst, ganz yon der Art, wie ieh sis in der genannten Arbeit studiert habe, 
und aus dem Theorem pag. I29 folgt sogleich, dass es genau r -  e linear unab- 
hiingige Systeme 

(x3) D~ I}, D~ .... D(:-') (~, = gV, N + I, N + 2,  ...) 

gJbt, welehe den Gleichungen (i2) Geniige leisten, und fiir welohe ausserdem 

ist. Bei jeder LSsung Dr yon (i2) dagegen, die sich nicht linear aus D~I) ,D~ ~) . . . .  

D(~-~) zusammensetzt, ist Dr fiir unendlich viele Werte yon v grSsser als eine 
positive Potenz yon ~:!. In diesem letzteren Falle divergiert also die Reihe 

~Dr ~+r 
r n N  

fiir alle Werte yon z. Der erste Fall dagegen kann offenbar durch e yon ein- 
ander  unabh~ingige Gleichungen 

7K, o D ~  + 7K ,1DN+I  + "'" + 7 x , ~ - l D ~ + ~ - i  ---- o ( K  ~ I ,  2 . . . .  e) 

charakterisiert werden. Die Koeffizienten Yx,~ sind dabei bis zu gewissem Grad 
willkiirlich. Eindeutig bestimmt sind nur  die Verh/iltnisse der Determinanten 
ihrer Matrix, und zwar dadurch, dass die r - - e  Wertesysteme ( I 3 ) d e n  Glei- 
chungen (i4) geniigen miissen. Diese Wertesysteme und folg]ich die genannten 
Determinantenverh~iltnisse h~ingen natiirlich yon den c~k ab; doch will ich auf 

die Natur  dieser Abh[ingigkeit bier nicht niiher eingehen. 

5. Seien jotzt, sofern dies mSglieh ist, die N + r Zahlen 

(xs) Do, Dr, �9 . .  D~r+r-i 

derart  gew~hlt, dass sis den Gleichungen ( i i )  und (I4) Geniige leisten. Wenn 
man dann die folgenden Dr aus (i2) berechnet, so wird es sine Zahl M geben, 
derart,  dass IDvl <( M r i s t .  Daher konvergiert die Reihe 
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c o  

(x6) ~D~x~o+~ 

in einem gewissen Kreis, und stellt folglieh ein Integral yon (z) dar. 
Wenn dagegen die Zahlen (I5) nicht allen Gleiehungen ( H ) u n d  (z4)Geniige 

leisten, so stellt die betreffende Reihe (i6) gewiss kein Integral dar. Denn damit 
sie iiberhaupt konvergiert, sind ja die Bedingungen (z4), und damit sie ein Inte- 
gral darstellt, aueh (H) erforderlieh. 

Hieraus /olgt abet, dass es genau soviel linear unabMingige Integrale der Form 
(i6) 9ibt, als die Gleichungen (ii), (i4) linear unabhSngige L6sungen haben. 

Dies sind aber zusammen N + r - - z  + e homogene lineare Gleiehungen mit 
N + r Unbekannten. Die Matrix ihres Koefficientensystems ist: 

(~7) 

/, (eo)/o(e,+ ~) 
h(eo) l,(eo+ ~) lo(eo+ 2) 

h(eo+N--~)/~-l(eo+N).  �9 
71, 0 . . . . . .  71, r--1 

�9 ~ , �9 . . . .  . . . 

7e,  0 . . . . . .  7e ,  r - -1  

Sei R der >>Rang*) dieser Matrix, sodass also nieht alle R-reihigen Determi- 
nanten versehwinden, wohl aber alle (R + z)-reihigen. Dann haben die Glei- 
ehungen bekannt]ieh N + r - - R  linear unabh~ingige LSsungen, also gibt es ebenso 
viele Integrale der verlangten Form. Umgekehrt, wenn es N + r - - R  Integrale 
gibt, dann haben die Gleichungen ebensoviele LSsungen, und der Rang der Ma- 
trix ist daher gleieh R. Setzen wir noeh N + r - - R  = s, so folgt hieraus das 

Theorem I. Die notwendige und hinreichende Bedingung da/i~r, dass die Di/- 
/erentialgleichung (i) genau s linear unabhgngige Integrale der Form 

y = xoo ~ D~x ~ 
~ 0  

hat, wo Qo eine Wurzel der Gleivhung ]o(r o bedeutet, besteht darin, dass die Ma- 
trix (z7) yore Rang N + r - -  s ist. 

Bemerken wir, dass die gefundenen Integrale nieht notwendig zum Expo- 
nenten Q0 gehSren in dem Sinn, dass die Entwicklung wirklich mit der Potenz 
x~0 beginnt; es kann sehr wohl in alien Integralen aueh Do = o sein. 

AcJa ma,$hemc;tlca. 3 4 .  I m p r i m 6  l e  9 a v r i l  1 9 1 0 .  19 
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6. Die Bedingung des Theorems leidet an dem Ubelstand, dass darin die 

7K, i vorkommen, deren Abh~ingigkeit von den im Bereich T liegenden Parametern 

ci,~ sehr komplieiert ist. Man kann indes leicht eine Bedingung angeben, die 

von den 71r frei und die wenigstens hinreichend ist. Sei n~imlich die Matrix 

A ~ - -  

1, (eo) h (eo + ~) I 

I h(eo) 1, (eo+ ~) lo(eo+ 2) 

/~(qo+ N - - I )  /~-l(qo+ N )  �9 �9 �9 lo(eo+ N + r - - I ) l  

vom Rang RN; dann ist der Rang der Matrix (17) offenbar < ~ R N  + e. Daher 

die Anzahl der fraglichen Integrale nach obigem > N + r ~ R N  w e. Setzt man 

also diesmal N + r - - R ~ - - s ,  so ergibt sieh: 

Korol lar  I. W e n n  die M a t r i x  A N  v O ~  R a n g  N + r ~ s ist, nnd  w e n n  yon 

den Zah len  

C m ,  O~ C m ,  l ,  �9 �9 �9 Cra, r 

die e ersten verschwinden,  wdhrend  cm, e # o ist, so gibt es mindes tens  s -  e l inear 

unabMingige I n t ~ r a l e  der gleichen F o r m  wie  i n  Theorem 1. 

7. Man bemerke, dass diese hinreiehende Bedingung mit wachsendem N 

sich zwar /ormal s indem die Determinanten. deren Verschwinden und 

l~ichtverschwinden sie ausdriickt, immer andere und andere werden. Inhal t l ich  

aber bleibt die Bedingung, solange der Bereich T fiir die ci, k festgehalten wird, 
bei waehsendem N l~onstant, insofern die Bedingung fiir N diejenige fiir N + x 

nach sich zieht, und umgekehrt.  Man kann also durch VergrSsserung yon N 

keinerlei Reduktion der Bedingung erhoffen. 

Hierzu genfigt es zu beweisen, dass wenn die Matrix AN vom Rang N + r - -  s 
ist, der Rang yon A~§ gleich N + I + r - - s  sein muss, oder also, dass die 

Gleichung 

RN+~ = RN + I 

besteht. Nun ergibt sich aber einerseits schon aus dem Begriff des Ranges die 

Ungleiehung 

R~-+I < R ~  + x. 

Anderseits aber kann man aueh aus einer nichtverschwindenden Rzc-reihigen 

Determinante der Matrix AN leieht eine nieht versehwindende (RN + i)-reihige 

der Matrix AN+I bilden, indem man niimlieh die ]etzte Zeile und Kolonne yon 
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AN+I hinzunimmt, wodureh die urspriingliche Determinante nur mit tier yon Null 

verschiedenen Zahl /0(~o + N + r) multipliziert wird. Es ist daher auch 

und folglich in der Tat  
RN+I ~ R N  "4- I ,  

RN+I ~- R N  + I .  W. z. b. w. 

8. Bemerken wir noeh folgenden Spezialfall. Sei p eine positive ganze 

Zahl, und es mSge etwa 0o eine gemeinsame Wurzel der p(p + i)  Gleiehungen 
2 

/h(e + i)---- o ( h , i ~ o ,  1 , 2 , . . . ;  h +  i < p )  

sein. Dann ist insbesondere /o(Qo)= o, und ausserdem enthalten die p - - i  ersten 

Zeilen der Matrix A N  ]auter Nullen. Da diese Matrix aber N + r - -  i Zeilen hat, 

so versehwinden demnach gewiss alle 

N+r--i--(p--i)+ I=N+r--p+z 

-reihigen Determinanten, und der Rang ist daher gleieh N + r - - p -  a, wobei 

a > o ist. Nach Korollar I gibt es also mindestens p + a -  e, d. h. a fortiori 

mindestens p -  e Integrale der angebenen Form. Daraus folgt 

Korollar  II. Is t  q, eine ffemeinsame Wurzel der Gleichungen 

fh(r + i) = o (h, i = o ,  ~, z . . . .  ; h + i < p),  

und bedeutet e die gleiche Zahl wie in Korollar I ,  so hat die Di//erentialgleichung 

(i) wenigstens p -  e Integrale der Form 

xeo ~ nv  x v . 
~o  

Speziell fiir e = i habe ieh diesen Satz bereits in meiner Arbeit ))Uber line- 

are Differenzen- und Differentialgleichungen,) pag. 473 bewiesen.1 

w  

9. Unter  den im vorigen Paragraphen gefundenen Integralreihen kSnnen 

solche mit endlicher Gliederzahl vorkommen, indem die Gleichungen (n ) ,  deren 

Matrix AN ist, unter Umst~nden die LSsung 

DN~-  DN+x . . . . .  DN+r-1 ~- 0 

NIathematische Annalen, Bd. 56. 
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zulassen, ohne dass gleiehzeitig fiir alle v < N auch D~ = o wird. Die betref- 

fenden Integrale sind dann abgesehen yore Faktor  ~ Polynome in x. Man kann 

leicht die notwendigen und hinreichenden Bedingungen angeben fiir die Existenz 

einer bestimmten Anzahl solcher Integrale. 

Um zun[ichst eine notwendige Bedingung zu erhalten, sei Q0 so angenommen, 

dass Do ~ o ist, und das betreffende Polynom sei dann etwa vom n ~" Grad; also 

D ~ o ,  D ~ = o  fiir ~ > n .  

Die erste und die (n + r + I) te der Bedingungsgleiehungen (8) fiir ~ = ~o lauten 

dann: 
10(eo) = o;  l , (eo + n) = o .  

Wenn also die Differentialgleiehung (i) ein Integral der Form 

y = x ~ P ( x )  

haben soll, wo P ( x )  ein Polynom ist, so muss es notwendig eine ganze Zahl 

n ( >  o) geben, derart, das die zwei Gleiehungen 

to(e) = o,  b ( e  + n) = o 

eine gemeinsame Wurzel haben. Diese notwendige Bedingung ist sicher dann 

nieht erfiil]t, wenn #(~) sieh auf eine Konstante redueiert; in diesem Fall kann 

es also gewiss kein Integral der obigen Form geben. 

10. Um nun auch die notwendigen und hinreichenden Bedingungen zu 

finden, sei Q0 wieder irgend eine Wurzel der Gleiehung/o(Q) = o. Ist D~ wieder 

die letzte yon Null versehiedene der Zahlen Dr, so ist nach obigem 

b(eo + n) = o. 

Wenn also eine Zahl N so gew~hlt wird, dass fiir v ~ N 

b(r + ~) ~ o 

ist, so muss bei jedem Integral der verlangten Form notwendig Dr ~ o sein fiir 

v ~ N ;  daber reducieren sieh die Bedingungsgleiehungen (8), wenn darin ~--r162 

gesetzt wird, auf die folgenden: 

Dd,(r + D,/o(r + i) = o 

Doh(eo) + D, / ,  (r + ~) + D,/o(r + z) = o 
�9 , �9 �9 �9 �9 o . . . . . . . . . . .  , 

D,v-2b(r  + _,V-- z) + DN-~b-~ (eo  + N - -  i )  - o 

DJv-~b(eo + N ~ I )  = o. 
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Es wird also genau soviele Integrale der verlangten Art geben, als dieses 

Gleiehungssystem linear unabh~ingige LSsungen hat. Die Matrix dieses Systems 

sei Bzr sie geht offenbar aus der Matrix A~v hervor, indem man die r letzten 

Kolonnen wegstreieht. Ist R der Rang der Matrix BN, so ist die Anzahl der 

unabhiingigen LSsungen gleich N -  R.  Dies ergibt das 

Theorem II. Die notwendige und hinreichende Bedingung da/iir, class die 
Di]/erentialgleichung (I) genau s linear unabMingi!!e Integrale der Form 

y = x~'P(x) 

hat, we qo eine Wurzel der Gteichung /o( r  o bedeutet, und we P(x) ein P o l y n o m  

sein ,ell, besteht darin, class die Matrix B,v veto Rang N -  s ist. 

l l .  Nun kann es ferner vorkommen, dass unter den Integralreihen sieh 

solehe linden, die zwar keine mit x ~~ multiplieierten Polynome sind, die aber 

doch bestiindig konvergieren. Die betreffenden Integrale sind dann, veto Faktor  

x -~ abgesehen, ganze (transcendente) Funktionen yon x. Um die Existenz sol- 

chef Integrale in allgemeinster Weise zu priifen, und um zugleich die Stiirke der 

Konvergenz zu untersuehen, sei Cmh, h die letzte yon Null versehiedene unter  den 

Zahlen 

Co, h~ C l ,  h~ �9 �9 �9 C m ,  h .  

Es ist dann allgemein das Poiynom ]a(r veto Grad  ma. Sollte fiir einen be- 

sonderen Index h vielleieht if~(~) identiseh versehwinden, also die Zahlen c0,h . . . .  C,,,h 

alle gleich Null sein, so versagt diese Definition der Zahl mh. Wir miissen dann, 

um genaue (~bereinstimmung mit der Bezeiehnungsweise in der vorausgehenden 
Arbeit zu erzielen, mh = -  ~o setzen; fiir das folgende wiirde es abet  auf das 

gleiehe hinauskommen, wenn wir in diesem Fall ma = o definieren wiirden. 

Wit  konstruieren jetzt in einer Ebene unter Zugrundelegung eines reeht- 

winkligen X-Y-Coordinatensystems die r 4- I Punkte  Ph (h = o, I, . . .  r) mit  den 

bez. Koordinaten 

x ~ h , y - ~ m h  ( h - - o ,  I , . . . r ) ,  

und umspannen diese Punkte  mit einem naeh der positiven Y-Seite konvexen 

NEWTOI~-PtTISmlXsehen Polygon (Siehe Figur). 

Das Polygon habe ~ + i Eeken 

P.,  = p0,  P. , ,  P ~ , . . .  P . .  = P~, 
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y- 

J 

I 

I X 

und die trigonometrisehe Tangente des Neigungswinkels der (~, + i) te~ Polygon- 

seite gegen die X-Aehse sei qz; also 

(~s) 

Es ist dann offenbar 

m e ) . + l  - -  ~r~e). 

e ~ + l  - -  e ) .  

(19) qo > ql > q2 > "'" > qo-1. 

Betrachten wir nun wieder wie in w i die Differenzengleiehung 

/, (~0 + v + r ~  ~) ~ / , (e0 + r )  
(i2) D,,+, + /o(eo+V+r)-  ~"+ ' - '  + ' "  + t'o(Qo+ v + ~  D , - ~  o ( v > N ) ,  

so wird hierin der Koeffizient von D.+r-h die Form 

[h(Qo + " + r - - h ) c m h ,  h V..h--.~(1 + ~;) 
/o(eo + V + r) c.~,o 

haben, wo ~ mit wachsendem v gegen Null konvergiert. Konstruiert  man also 

in Bezug auf diese Differenzengleiehung das NEWTO~-PUmEUXsche Polygon nach 

der Vorschrift yon w 5 der vorausgehenden Abhandlung (pag. i32), so wird sieh 

diese Konstruktion yon der soeben ausgefiihrten nur dadurch unterseheiden, (lass 

die X-Achse parallel mit sich um die Streeke m0 verschoben ist. An dem Poly- 
gon selbst aber, und insbasondere aueh an den Neigungswinkeln seiner Seiten 

gegen die X-Aehse wird niehts ge~ndert. Nach Satz 4 pag. r35 hat also die Di]~e- 

renzengleichung (12) ein Fundamentalsystem ~ r LSsungen 

Dt~ 1), D(~, . . .  DI~, ), 

die derart in a Klassen zer/allen, dass die (a ~ )~)t. Klasse (;t = a -  i, a -  2 . . . .  1, o) 
genau e x + ] -  e~. LSsungen enShdlt, und class diese LOsungen und ihre linearen Kom-  

binationen den Ungleichungen yeniiqen : 
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I Drl < Mr(~,!) q~. /i~r aUe hinreichend grossen ~, 

[D~ [ >  m~(~,!) q~ /iir unbegrenzt viele ~,. 

12. Ich bezeichne nun, der Terminologie von VIVA~TI-GUTZ~tER ~ folgend, 

als ~t-Index einer Potenzreihe ~D~x r oder aueh allgemeiner einer Reihe der Form 

~Drx~ o+~ diejenige reelle Zahl /~, welehe durch die Forderung eindeutig bestimmt 

ist, dass bei jedem positiven r die Ungleiehungen 

I 
I D~ I < (~, !)._----~ 

I 
l Dr l > O' !)~'+-----~ 

fiir alle hinreichend grossen ~, 

ffir unbegrenzt viele 

I 
bestehen. Ist  aber I D~ [ kleiner als eine beliebig hohe Potenz yon ~.t, wenn 

nur ~, geniigend gross, so ist der ~-Index gleich + o0; dies ist insbesondere der 

Fall, wenn von einem gewissen ~ ab alle Dr versehwinden, wenn also die Reihe 

eine endliehe ist. 

Ist  der ~-Index positiv, so konvergiert die Reihe best~ndig; ist er negativ, 

so divergiert sie best~ndig. Ist  er aber Null, so kann der Konvergenzradius 

gleich null, endlieh oder unendlieh sein. 

Ich behaupte dann, dass der p-Index einer ]eden Reihe der Form 

r~O 

welche /ormal die Di//erentialgleichung (I) be/riedigt, notwendig eine der Zahlen 

- - q o ,  - - q J  . . . .  - - q . - l ,  + oo 

sein muss. Denn die Koeffizienten D~ fiir v > N  miissen, damit die Reihe die 

Differentia]gleiehung (i) formal befriedigt, den Gleiehungen ( i2)geniigen,  sich 

also linear aus den r FundamentallSsungen, D~) . . . .  D~) zusammensetzen: 

Dr ---- a, D~) + a2 D~) + . . .  + a~D~). 

Sind hiebei alle Koeffizienten a~ ~ o, so ist D r =  o fiir ~ > N ,  also der ~-Index 

gleich 4-oo. Sind aber nicht alle a i = o ,  so sei die Zahl ~ aus der Reihe 

o, I ,  . . .  a - -  i so gew~hlt, dass die (a - - ) ) to  Klasse die letzte ist, deren LSsungen 

Theorie der eindeutigen analytischeu l~unktionen, Leigzig I9o6, pag. 229. 
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nicht s~mtlich den Koefficienten a~ = o haben. Dann ergibt sieh aus dem oben 

gesagten unter  Beriicksiehtigung der Ungleichungen (i9): 

[Dr [ < M r (v!) q~- fiir alle hinreiehend grossen v 

{Dr ~ > mr(v!)  q~" fiir unbegrenzt viele v, 

sodass jetzt  der ,u-Index gleich --q~. ist. W. z. b. w. Zugleieh zeigt unsere 

Analyse, das der ,u-Index nur dann gleich + ~ ist, wenn die Reihe abbrieht;  

ferner, dass, wenn der ,u-Index gleieh Null ist, der Konvergenzradius zwisehen 

 roozoo 

konvergenten Integralreihe der ,u-Index stets positiv, nicht null. 
Damit  ist keineswegs gesagt, dass jeder dieser mSgliehen !t-Indices nun aueh 

wirklieh vorkommt. Dies w~re allerdings der Fall, wenn die Koeffizienten Dr bless 

den Gleichungen (I2) zu geniigen h~tten, welehe r yon diesen Keofficienten will- 

kiirlieh lassen. In Wirkliehkeit sind a b e l  damit die Differentialgleiehung (I) 
formal befriedigt wird, ausserdem noeh die Gleiehungen ( i i )  zu erfiillen, welehe 

im allgemeinen diese Willkiirliehkeit bedeutend einsehrKnken und dadureh einige 

der mSgliehen ~t-Indiees aussehliessen. 

13. Bedeutet  Dr eine beliebige LSsung yon (I2), die sieh schon linear aus 
den r -  e~. FundamentallSsungen der a -  ~ ersten Klassen zusammensetzt, so ist 

naeh obigem gewiss fiir alle hinreichend grossen Werte  yon r 

[D,,~ < M" (u!) ~'. 

Jede andre LSsung von (i2) dagegen, bei deren linearer Zusammensetzung aus 

den r FundamentallSsungen also aueh mindestens eine aus den ;~ letzten Klassen 

einen Koefficienten a~ ~ o hat, geniigt eben deshalb und wegen (f9) fiir unbegrenzt 

viele Werte yon ~ der mit der vorigen unvertr~gliehen Ungleichung: 

I D~l > m" (~ !)q~-l. 

Daraus folgt nun, dass es genau r -  e~ linear unabhiingige L6sungen von 

(i2) gibt, welche der Ungleichung 

ID~ I < Mr (~!) ~" 

fiir hinreiehend grosse Werte yon ~ genfigen; nKmlich die und nur die, weleho 
sich sehon aus den r -  e~. Fundamentall6sungen der a -  ~t ersten Klassen zu- 
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sammensetzen. Diese r - -  ez LSsungen lassen sieh offenbar eharakterisieren dureh 

e2 yon einander unabhgngige Gleichungen: 

(20) 7(~,oDN + ~'~:),1DN+x + " "  + ,'K,~--l'(x) D~v+,--I = o ( K = I ,  2 , .  . .  e~). 

Nun kann man an diese Gleichungen ganz die niimlichen Folgerungen 

kniipfen, wie in w 1 an die analogen Gleiehungen (14). An Stelle der Matrix (17) 

tr i t t  dann offenbar die folgende: 

/,(eo)/o(r i) 
/2 (eo + i)  fo (eo + 2) 

(21) /~ (Qo+ N - -  x) I~_l(eo+ N)  . . . Io(eo+ N + r - -  ~) , 

~12,~ . . . . . .  ~(l,r--1 

. . . . . .  

und man erh~lt das 

Theorem III .  Die notwendige und hinreichende Bedingung da/i~r, dass man 

die Di/ferentialgleichung (I) dutch genau s linear unabhdngige Reihen der Form 

y = x ~~ ~ Dr x ~ 

/ornml be/riedigen kann, wo ~o eine Wurzel der Gleichung ]o (~) ~- o bedeutet, und wo 

[D,[  < M" (vi) q~ 

/iir aUe hinreichend grossen Werte yon v sein soU, besteht darin, dass die Matr ix  

(2 i)  yore Rang N + r ~ s ist. 

Man bemerke, dass es sehr wohl mehr als r -  ex linear unabh~ngige Reihen 

v o n d e r  in diesem Theorem angegebenen Besehaffenheit geben kann, obwohl die 

Differenzengleichung (i2) nut  r - - e ~  linear unabh~ngige LSsungen hat, welche 

der verlangten Ungleiehung geniigen. Ist  die Anzahl der betreffenden Reihen 

etwa gleich r -  ex + a,  so ist aber klar, dass sieh dureh lineare Zusammen- 

setzung daraus mindestens a Reihen ergeben miissen, welche der trivialen LS- 

sung yon (i2): D ~ = 0  fiir v > N  entspreehen. Die Differentialgleichung (i) hat  

also dann mindestens a Integrale, welehe, yore Faktor  x~ abgesehen, Poly- 
nome sind. 

Aeta mathematiea. 34. Imprim6 le 9 avri l  1910. ~0  
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14. Das Theorem III  fiihrt nun wieder leicht zu solehen Bedingungen, die 

yon den 7(~,i frei sind und die wenigstens hinreiehen. Der Process ist dabei 

wSrtlieh der gleiche, der zu den Korollaren I, II  fiihrte, sodass ich wieder gleich 

das Resul tat  angeben kann. 

KoroUar I l l .  Wenn die Matrix AN (pag. 46) vom Rang N + r - - s  ist, so 
gibt es mindestens s -  e~. linear unabhdngige Reihen der Form 

x~ ~ D~,z ~, 
'v~O 

welche die Di][erentialgleichung (I) /ormal be]riedigen, und deren Koe]/izienten den 
Ungleichungen 

IDol < M~ (~!) q~" 

geniiejen ]i~r alle hinreichend grossen Werte van ~,. 

Korollar  IV. 1st qo eine gemeinsame Wurzel der Gleiehungen 

]h (r + i) = o (h, i =  o, x, 2 , . . . ;  h + i < p), 

so gibt es wenigstens p--e~, linear unabluingige Reihen van der in Korollar I l l  
angegebenen Bescha]]enheit. 

Mit diesen S~itzen ist iibrigens keineswegs gesagt, dass der t~-Index der be- 

treffenden Reihen gleich - -qz  ist, sondern nur dass er nieht kleiner sein kann 

als - -qz .  Er  kann aber sehr wohl fiir einige oder alle Reihen aueh grSsser sein. 

15. Die Zahlen q0, ql . . . .  q~-x, welehe den Ungleiehungen (r9) geniigen, 
kSnnen alle positiv sein, d. h. die Seiten des Newtonsehen Polygons alle yon 

links naeh reehts aufsteigend. In diesem Fall niitzen uns die obigen S~itze niehts, 

da sie ja nut  aussagen, dass der f~-Index mindestens gleieh einer gewissen nega- 

tiven Zahl - -qz  ist, also die Konvergenz der betreffenden Reihen nieht ver- 
biirgen. Da wit iiberdies abet  wissen, dass der ,u-Index eine der Zahlen --q~ 

oder + ~ ,  also im gegenw~irtigen Fall entweder negativ oder + ~ sein muss, 

so kommt eine konvergente Reihe iiberhaupt nur zu Stande, wenn er + ~ ist. 
Aber dieser Fall t r i t t  wieder nut  ein, wie wir sahen, wenn die Reihe abbrieht. 

Wenn also nile Zahlen qz positiv sind, so muss ein Integral der Form x ~ D ~ x  ~ 

yore Faktor  xo* abgesehen notwendig ein Polynom sein, sodass dieser Fall naeh 
Theorem II  vollst~ndig erledigt werden kann. 
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Sind dagegen unter den Po]ygonseiten aueh solehe, die horizontal verlaufen 

oder yon links nach rechts absteigen, d. h. sind die Zahlen q0, q l , . . ,  qo-! alle 

oder zum Tell < o, so wenden wit unsere Resultate speziell auf diejenigen Werte 

yon ~ an, ffir welehe q~.<o ist. Die betreffenden Reihen liefern dann wirk]iehe 

Integrale der Differentialgleichung (i), weft die Ungleiehungen, denen die D~ 

geniigen, Konvergenz erzwingen, fiir qzl< o sogar bestiindige Konvergenz. 

16, Ein Beispiel mag die Sache illustrieren. Untersuehen wir die Diffe- 

rentialgleiehung vierter 0 r d n u n g :  

d~y dSy 
(ax ~ + bxS)~-# + c ~  + d x y = O ,  

we die Konstanten a,  b, c, d yon Null versehieden sein mSgen. Um sie auf die 

N0rmalform zu bringen, miissen wir mit x 3 multiplizieren, es kommt dann: 

d~Y + 3 d3Y # ( a x  + bx2)d-fx 4 x cd-~3 + d # y = O ,  

also ist m = 4, r = 4; ferner 

c 4 , 1 = a ,  c 4 , 2 ~ b ,  C 3 , 0 ~ C ,  Co,4=d, 

wiihrend die iibrigen C~,k den Wert  Null haben. 

die folgenden: 

also 

Die Funktionen ]h(q) sind daher 

[o(~) = cq(q - -  I) (q - -  2) 

/, (e)  = a e ( r  - -  ~)  (e  - -  2)  (e  - -  3 )  

12(r = b e ( r  - -  i )  (q - -  2) (q - -  3)  

h ( ~ )  = o 

/ , (e)=d;  

me-----3, m r = 4 ,  mz-----4, m a = - - ~ o ,  m 4 = o .  

Das Polygon hat  infolgedessen die nebenstehende 
Gestalt und man finder: 

eo ~ O , e l  --~ i , e2 ~ 2 , ea ~ 4 

qo=I ,  q~-~-o, q~=- -2 .  

Ferner ist 

To 
i I 

t l 

I I 

I I 

I | 
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I o ( o )  = l o ( I )  = 1 o ( 2 )  = 1 , ( o )  = l , ( I )  = I = ( o )  = o ,  

sodass man bei Anwendung des Korollar IV r ~ o und p = 3  setzen kann. Man 

erhglt dann mindestens 

p - - c o = 3  Reihen, fiir welche [ D ~ <  M~(v!)q o =  M " v ! ,  

p - - e ~ =  2 Reihen, fiir welche I D ~ [  < M ~ ( * , ! ) q  ' =  M ~, 

M ~ 
p - -  e~ = i Reihe, fiir welche [ D~, [ < M "  ( v ! )q, - -  ( v ! ) ~ 

ist. Es giebt also mindestens drei der Differentialgleichung formal geniigende 

Potenzreihen. Unter  diesen finden sich mindestens zwei, die einen yon Null 
verschiedenen Konvergenzradius haben, also zwei im Nullpunkt analytische In- 

M �9 
tegrale. Unter  diesen wieder ist mindestens eines, bei dem IDol < ( ~ i  ist, 

welches also eine ganze Funktion yon x darstellt. Um deren ,,-Index genau 

festzustellen, beachte man, dass er nur die Werte - -  q2 = 2 oder + oo haben kann. 

WKre er + or, so miisste die Reihe abbrechen; die Differentialgleiehung hKtte 

dann ein Polynom zum Integral. Dies kann aber nach den ErSrterungen 

am Ende yon No. 9 nieht sein, weft sich /r(q)~/4(q) auf die Konstan~e d redu- 

ziert. Die Differentialgleichung hat also mindestens eine ganze Funktion zum 

Integral; diese ist notwendig transcendent, und ihr ~-Index ist gleieh 2. 

Wenn die Koeffizienten a, b, c, d gewissen Bedingungen genfigen, so kann 

es aueh mehr als zwei im Nullpunkt  analytische Integrale geben, oder auch mehr 

als ein Integral, das eine ganze transcendente Funktion ist. Auf keinen Fall 

aber gibt os mehr als r -  el ~ 3  im Nullpunkt  analytische integrale, und aueh 

nieht mehr als r -  e~ = z Integrale, die ganze Funktionen sind. Denn naeh den 
an Theorem I I I  angeschlossenen ErSrterungen miisste die Differentialgleichung 

dann aueh ein Polynom als Integral zulassen, was aber nicht der Fall ist. 

12. In den Sgtzen dieses Paragraphen sind die des vorigen Ms Spezialfall 

enthalten. Denn wenn cm, e die erste der Zah]en cm, h ist, welehe nicht verschwin- 

det, wenn also [e(r das erste der Polynome [h(Q) ist, welches den m ~ Grad 

erreieht, so ist 

m h < m - - I  fiir h < e .  

Bei der Konstruktion des NEWTOl~'sehen Polygons erweist sieh demnach der 

Punkt  P~ als Ecke, und zwar sind die Polygonseiten bis zum Punkt  Pe auf- 
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steigend, yon Pe an aber horizontal oder absteigend. Unter den Zahlen ez 

kommt daher insbesondere die Zahl e vor, und fiir ez = e ist 

q~ < o ,  q z - l > o .  

Setzt man diese Werte yon ez und qz in die S~tze dieses Paragraphen ein, so 
gehen die des w 1 daraus hervor. 

18. Ein zweiter wichtiger Spezialfall ist folgender. 

Sei cm, e die letzte der Zahlen Cm, h, welehe nieht verschwindet, also /~(q) das 
]etzte der Polynome /h(q), welches den m ten Grad erreicht. Dann ist natiirlich 
e > e ;  ferner 

m ~ = m  

m a < m - - z  fiir h > e .  

Es wird also auch P~ ein Eekpunkt  des NEWTON'schen Polygons; die Seiten sind 

b i s  Pe aufsteigend; dann folgt eine horizontale bis P~; der Rest  ist absteigend. 

Es wird also unter den Zahlen ez auch die Zahl e vorkommen, und fiir ez=  e ist 

q), < O, q),--1 __--~ O, 1 

Man sieht leicht, dass sogar 

- - I  

q Z ~ r _  e 
wird. Denn es ist 

daher 

m~).-~-m~=m; m e z + l < m - - i ;  e z = e ;  ez+l<r ;  

m e ) . + l  ~ T / / T ~ ,  - -  I I q~ < < - - .  

Da alle best/~ndig konvergenten Integralreihen, wie pag. I52 festgestellt wurde, 
notwendig e i n e n  positiven M-Index haben, sodass der Wert  - -qz-1 dafiir nicht 

mehr in Betracht  kommt, so besagt Theorem I I I  fiir ez = ~: 

Theorem IV. Die notwendige und hinreichende Bedingung da/iir, dass die 

Di]]erentialgleichung (1) genau s linear unabhdngige Integrale hat, welche abgesehen 

yore Faktor x~ g a n z e  Funktionen yon x sind, besteht darin, class die Matrix  (zz) 

/iir ez = e vom Rang N + r - -  s ist. 

O f f e n b a r  i s t  q z - 1  = o f a r  e < z; d a g e g e n  qz--1 > o f a r  e --: r 
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I 
Der ,u-Index der betre]/enden ffanzen Funkt ionen ist mindestens ffleich - - - -  

Dabei bedeutet ~ die grSsste der Zahlen h - o, i . . . .  r, /fir welche cm,1, ~ o ist. 

Ebenso folgt aus den Korollaren I I I  und IV: 

Korollar V. Wenn die Matr ix  A N  yore Rang N + r - -  s ist, so hat die Di/-  

]erentialgleichung (i)  mindestens s -  e linear unabMinffige lntegrale v o n d e r  91eichen 

Bescha//enheit wie in Theorem I V. 

Korrollar  VI. Is t  Qo eine gemeinsame Wurzel der Gleichungen 

h(r i)=o ( h , i = o , I , 2  . . . .  ; h + i < p ) ,  

so gibt es mindestens p -  e derartige Integrale. 

19. Wit wollen nun neben der unteren Grenze ~ fiir den .u-Index auch 

eine obere angeben. Zwar kann der !t-Index gleich + ~ sein; aber nur dann, 
wenn die betreffende ganze Funktion ein Polynom ist. Ist sie dagegen transcen- 

dent, so ist der !t-Index eine der Zahlen --q~.  Da aber nach Definition 

m - - o  me).-  l f f S e ) . + l  < - -  < 1r 

ist, so ergibt sich 

Theorem V. Geni2gt eine ffanze transcendente Funkt ion yon x einer linearen 

homogenen Di//erentialgleichung, deren Koe//izienten rationale Funkt ionen yon x 

sind, so ist ihr ! t-Index ein positiver Bruch mit  ganzzahliqem Zdhler und Nenner, 

wobei der Zdhler hSchstens gleich der Ordnunq der Di//erentialgleichung ist. Ins-  

besondere ist also der ~t-Index selbst hSchstens 9leich dieser Ordnunq. 

Dass der tt-Index wirklich den angegebenen Maximalwert erreichen kann, 

zeigt das Beispiel der Funktion 

v! 0 , - - I ) ! . . . ( v - - m  + i ) ! '  

welche der Differentialgleichung mur Ordnung 

xm-l  dmY __ y : o 
d x m 

geniigt. Allgemeinere Differentialgleichungen dieser Art habe ich in w 7 der zitierten 

Arbeit in den Mathematischen Annalen behandelt. 
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Der ]etzte Teil yon Theorem V 1/~sst sieh noeh folgendermassen verallge- 
m einern: 

Theorem VI. Wenn mehrere ganze transcendente Funktionen 

F2(z), . . .  Fk(z) 

die Eigenscha/t haben, dass auch jede lineare Verbindung 

F1(z) + c2 F,(x)  + . . .  + ck Fk(x) 

t r a n s c e n d e n t  bleibt, und wenn sie ein und derselben linearen homogenen Di//eren- 
tialgleichung genifflen, deren Koe//izienten rationale Funktionen yon x sind, so ist die 
Summe ihrer !,-Indices h6chstens gleich der Ordnung dieser Di]]erentialgleichung. 

Offenbar kommt n~imlieh der t~-Index --q~. hSehstens so oft vor, als die 

Differenzengleiehung (Iz) linear unabh~ingige LSsungen der ( a -  Z) ten Klasse hat;  

deren sind es aber e~.+~- e~. Also ist die Summe s~imtlieher ~-Indiees hSch- 
stens gleich 

e~ ~=e ex >- e 

~ - m - - m ,  < m.  W. z. b. w. 

w 

20. Aus den bisher bewiesenen allgemeinen Theoremen sollen nun noeh die 
wiehtigsten darin enthaltenen Spezialf'~lle hergeleitet werden, welche sieh auf die 

Existenz yon Partikul/~rintegra]en beziehen, die in einem singul/iren Punkt  ana- 

lytiseh sind, d. h. gewShnliehe Potenzreihen. 

Theorem VII. 8ind die Koe//izienten einer homogenen linearen Di[[erential- 
gleichung mter Ordnung Polynome, so sind in einer s-/achen Nullstelle des Koe//i- 
zienten der hdchsten Ableitung mindestens m -  s Integrale analytisch. 

Beweis. W/~hlen wir als die betreffende SteRe den Nullpunkt, so hat  die 
Differentialgleiehung die Gestalt 

s d m y d m-1 y d y sm 
(2z) x Q o ( x ) ~  + x~lQl(x)-d-x~- ~ + ... + x~m-IQm-~(x)-~ + x Q,~(x)y=o,  

wobei die Polynome Qi(x) im Nullpunkt  nicht mehr verschwinden. Von den 

Exponenten s ,  sl, �9 �9 �9 sm ist mindestens einer gleich Null ; sonst kSnnte man durch 

x dividieren, und der Nullpunkt w~re dann keine s-faehe Nullstelle des h(ichsten 
Koeffizienten. 
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Wir setzen nun der Gleiehm~sigkeit halber S=So und bezeiehnen die 

mit q. Es ist also 

(23) st + i > q ( i  ~- o ,  ~ , . . .  m), 

aber fiir mindestens einen Index j:  

(24) 8i + j = q. 

Dureh Multiplikation mit x~-q gewinnt man dann fiir die Differentialgleiehung 

(22) die folgende Normalform: 

d "n-l'' x,n_~tx~+~_qo ) d"-SY x,,,(x~qQo) d ' ' y  xm-, (x,,+l-,O,) p ~  i + 

+ . . .  + (x "~+'-q Q,~)y = o. 

Bringt man diese mit (1) zur Deckung, so ist offenbar wegen (24) 

Cm--j, 0 # 0 ,  

es ist also die Forderung (2) pag. 141 erfiillt. Ferner ist bei riehtiger Wahl der 

Zahl r natiirlieh auch (3), endlich aueh (4) erfiillt, da ja die Differentialgleiehung 

yon der m ten Ordnung ist. Die Gleiehung (25) hat  also die Form, wie wit sie 

unsern seitherigen Untersuehungen zu Grunde legten. 

Dabei ist unter  den Zahlen 

Cm, o, Cm, 1, �9 �9 �9 Cm, r 

offenbar c~,~_q die erste yon Null versehiedene, sodass wir 

setzen miissen. 

Zahlen 

C i ,  O ,  C i , 1 ,  - - �9 C i , � 9  

diejenige, deren zweiter Index gleieh 8,n-~ + m -  i - - q  ist. 

cl. h ~ o fiir h < 8~-i + m - -  i - -  q. 

e ~ 8  o - -  q 

Ebenso ist allgemein die erste yon Null versehiedone unter den 

Es wird also 

8 o + o ,  8 t + I ,  82 + 2 ,  . . . 8 m + m  

kleinste der Zahlen 
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Oder afor t ior i ,  da doch s , , ~ >  o ist: 

ci, h = o  ffir h + i < m - - q .  
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Dies ist aber nach der Definition der Funktionen /h(r (pag. 142)offenbar gleieh- 
bedeutend mit 

/h(i) = o  fiir h + i < m - - q .  

Bei Anwendung des Korollar I I  kSnnen wir also 

setzen, wodureh wir das Resultat  erhalten, dass es mindestens p - - e ~ m - - s  
linear unabhis Integrale der Form 

2 D ~  

gibt. Damit ist aber Theorem VII  bewiesen. 

21. Hieraus folgt auch leieht das folgende 

Theorem VIII. Sind die Koe/]izienten einer linaren homogenen Di]]erential- 
gleichung mter Ordnung Polynome, und ist der Koe//~zient der h6chsten Ableitung 

speziell veto s te~ Grad, so sind mindestens m -  s Integrale im Endlichen i~beraU ana- 

lytisch, also g a n z e  Funktionen. 
Wie dieses Theorem aus dem vorhergenden hergeleitet werden kann, babe 

ieh 1. e. (Math. Annal. Bd. 66 pag. 475 f.) gezeigt, denn dass ieh reich dort  auf den 
von Herrn POtNCAR~ angegebenen Spezialfall beschriinkt habe, we such die 
fibrigen Koeffizienten nur  vom s ten Grad sind, spielt dabei keine Rolle. Ich kann 

also hier von einer Wiederholung dieses Beweises absehen. Der Satz l~sst sieh 
aber auch ganz direkt gewinnen ohne den Umweg fiber Theorem VII. Die Diffe- 
rentialgleiehung sei 

(26) 
d m dm-ly 

Qo(x) ~x"" ~ § Q'(X) d--~ -~i + " "  + Qm(x) y =  O, 

wobei also das Polynom Qo(x) veto s ten Grad ist. Wir untersuchen jetzt die 

Integrale in der Umgebung einer reguldren Stelle, welehe wir der einfaeheren 
Sehreibweise halber in den Nullpunkt legen, sodass Q0(o) # o ist. Multipliziert 
man mit x ~ so kommt 

Acta mathcmatica. 34. Imprim6 le 26 mai 1910. 21 
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(27) 

Diese 

Oskar Perron. 

tra--2 , ~  d'~Y d"~-lY I d y 
x Cr x ' ~ - ] ( x O x ) ~ x ~  i + x~-2(x Q 2 ) d ~  + ...  + (x"O,,,)y = 0 .  

Differentialgleichung hat  offenbar wieder die Normalform, wie wir sie 

unsern friiheren Untersuchungen zu Grunde legten, und es ist speziell c~,0 , '  o. 

Weil Qo(x) vom s t~n Grad, so ist ferner unter  den Zahlen 

(~m,O~ ~rn, l~  . .  �9 Cm, r 

offenbar c ~ ,  die letzte von Null verschiedene. Bei Anwendung des Korollar VI 

ist also e ~-s  zu setzen. Ausserdem ist 

c,/,h---o fiir h + i < m ,  

was wieder gleiehbedeutend ist mit 

/h(i) = o fiir h + i < m. 

Wir werden also in Korollar  VI noeh qo = o, 79 = m einsetzen, und erhalten dann 

mindestens 1 o -  e = m - - s  linear unabh~ingige Integrale, welche ganze Funkt ionen 

v o n x  sind. W. z. b. w. 

22. Wenn der Grad der Polynome Qi(x) genauer angegeben ist, so lassen 

sich aueh n~here Angaben fiber den it-Index dieser ganzen Funkt ionen maehen. 

Seien' etwa QI . . . .  Qm nicht yon hSherem Grad wie Q0 d. h. hSchstens vom s re" 

Grad. Dann ist 

Von den Zahlen 

c~,h= o ffir h+ i > m  + s 

era, s ~ O . 

Co, h~ Gl ,  h~  �9 �9 �9 C m ,  h 

sind daher die h - -  s letzten gleieh Null; also ist, wenn wieder mh die auf pag. I49 

angegebene Bedeutung hat:  

(z8) 

(z9 

s, m , = m  ein Eekpunkt .  

horizontal. Von da aus 

mh < m - - h  + s, 

Bei dem N~,wTo~sehen Polygon ist daher der Punk t  P ,  mit den Koordinaten 

Bis zu ihm steigen die Polygonseiten an oder laufen 

aber senken sie sieh, und zwar, da die Ordinaten der 
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folgenden Punk te  P,+jnaeh (28) hSchstens gleich m - - j  sind, sodass diese Punk te  
alle unterhalb oder auf der dutch P~ gehenden Geraden 

y ~ - - x + m + s  

liegen, mit einem Neigungswinkel yon mindestens 45 ~ gegen die X-Achse. Es ist also 

und foIglich der ~-Index einer jeden ganzen Funktion, die der Differential- 

gleichung geniigt, mindestens gleieh i. Dies ergibt 

Theorem IX. Sind die Koe//izienten einer linearen homogenen Differential- 
gleichung m ter Ordnung Polynome hSchstens s ten Grades, und speziell der Koe//izient 
der m ten Ableitung genau vom s ten Grad, so ist /i~r ]ede ganze Fun~ion, die der Di/[e- 
rentialgleichung geniiqt, der p-Index mindestens gleich r. 

Dieses Theorem gilt aueh fiir s > m ,  sofern die Differentialgleiehung dann 
iiberhaupt ganze Funktionen als Integrale zul~isst, was aber nur ausnahmsweise 
der Fall ist. Fiir s < m gibt es nach Theorem VIII  immer solehe Integrale, und 
zwar mindestens m - - s  linear unabh~ngige. 

Speziell wird also eine lineare Differentialgleiehung mit konstanten Koeffi- 
zienten lauter ganze Funktionen als Integrale haben, und deren ~-Indiees sind 
mindestens gleieh I. Da aber anderseits bei einer solehen Differentialgleiehung 
die letzte der Funktionen/~(Q) sieh offenbar auf eine Konstante reduziert, so hat  

sie jedenfalls kein Polynom zum Integral, sodass naeh Theorem VI die Summe 
der ft-Indiees ihrer m Integrale hSehstens gleich m sein kann. Beide Resultate 
zusammengenommen besagen aber, dass fiir jedes Integral der ~-Index genau 
gleieh i ist. Dies l~sst sieh aueh leieht direkt best~itigen. Denn jedes Integral 
setzt sieh ja bekanntlieh linear zusammen aus m Funktionen der Form 

xnea~. 

Der ~-Index einer solehen linearen Kombination ist aber, wie leicht zu sehen, 
der gleiehe wie bei der Exponentialfunktion, also in der Tat  gleieh I. 

Miinchen im Dezember i9o8. 


