SUR LES FORMULES DE GREEN GENERALISEES QUI SE PRE-
SENTENT DANS L’'HYDRODYNAMIQUE ET SUR QUELQUES-
UNES DE LEURS APPLICATIONS.

PAR

C. W. OSEEN

A UPSAL.

Les méthodes de Green, si fécondes dans les différentes parties de la phy-
sique mathématique, ont été employées il y a déji longtemps dans la théorie du
mouvement d’un fluide idéal. Il était & attendre qu’elles ne seraient pas moins
fructueuses dans la théorie d’un fluide visqueux, et en effet, M. H. A. LoreNTZ
a montré dans un mémoire intéressant quel profit on peut en tirer pour P'étude
du mouvement permanent d’un fluide visqueux et incompressible.

Le mémoire present est consacré a I'étude des formules de Green générali-
sées qui se présentent dans la théorie générale du mouvement d’un fluide vis-
queux. Il est divisé en deux parties. Dans la premiére, nous appliquerons les
méthodes de Green au probléme du mouvement d’un fluide visqueux et incom-
pressible dans trois ou deux dimensions. Dans la seconde, nous étudierons le
mouvement d’un fluide visqueux et compressible.

Quelques-uns de nos résultats ont été publiés précédemment dans I’Arkiv
for matematik, astronomi och fysik 19o6—1907.

* Abhandlungen iiber theoretische Physik Bd 1 p. 23.
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Premiére partie. Sur les formules de Green généralisées dans la théorie
d’un fluide visqueux et incompressible.

L
Les formules de Green généralisées dans le probléme général a trois dimensioms.

1. Les équations bien connues de Navier, de Poisson et de de St.-Venant
donnent, si l'on néglige en premiére approximation les termes quadratiques en

du
L

du dp )
91— X g tedw
dv dp

Qa—t Y—a—?}'*'ydv,
P 3 ’ (1)
ow_z_99

0G5y —~Z—5, tudw,
du Jv  ow
dztay T =0

Nous supposons que u, v, w, les composantes de la vitesse, soient des fonctions

uniformes et continues de z, y, z, t dans P'intérieur du fluide considéré, ainsi que

leurs dérivées, qui figurent dans le systéme 1. Quant & X, Y, Z, les compo-

santes de la force extérieure, nous supposons qu’elles soient des fonctions uni-

formes et continues de z, y, z, ¢ et qu’elles admettent des dérivées continues par

rapport & x, y, z, cette derniére hypothése cependant n’étant pas indispensable.
Le systéme adjoint du systéme 1 est:

du dp

a2 Tiantunly po +udu,
........... (2)
6u’ ow'
(?y + 9z %
Ce systéme admet les systémes de solutions suivants:
|y PP(r) 32 P(r) no PP)
uw(r)_— ay‘ - 928 ’ -‘8( ) axay
P P(r) 9 | aP(r) )
N e ;
o) =), )= 2 (e Z o + waPUP)

, Py B#P(Y) P
wy(r) = aya(;)' ) ~— 6:1;(:) az(:)
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ete., ou:
7

P L ~ D dg
r)y=-—=c= [ e trtb-g§,
) rl/t.,—t[

r=Ve—x) + (y—y.)* + (z—2)".
P(r') satisfait & ’équation:
/
A (gaP(” + wdP(r )) =o0.
Ces systémes serviront & établir les formules de Green généralisées.

Pour les calculs, les expressions suivantes pour u'z(r'), v'z(r'), w'z(r'), p's(?')
sont utiles:

b PP (x—x)  IP() (1| (x—=m)?)
Ua(r)=— T ( 72 )_— dr (r+ 8 _’_
5P ) ) — B + & (- B B,

PPy (x—2,) (y—y,) __IP(r)(x—2) (y —y,) _

TorN
Va(r') = dore 7t dr r

3(x— x;l(y — Yo) (P(r') — E (r, t)) — é; (z— xo:&(?/ o) Et' (_’; tt)

PP(r)(x—2u,) (2—2) _IP(r) (x—2,) (z—2,) _

’, rl —
Wa(r) dr? r? dr s

%) (2 —2) B (r, 1)
r? t, —t’

3(x xo) (z—=z,) (P(r)—E (r, 1)) — Q (x—

d P(r')

-— !
Palr) =7 ,«x"%(? ) 4 wa P = _er(x—ax)E(r, 1)

273 t,—1

On a posé ici:
. ert
e 4M(fo—t)

Vi, - —i

E(r t)=

De ces formules on déduit aisément les expressions correspondantes pour
wy (') ete.

Soit maintenant pour ¢>o dans Pintérieur du fluide une surface fermée
S(t), en général variable avec le temps. Nous supposons que, dans le voisinage
de chaque point de cette surface, on puisse exprimer les coordonnées d’un point
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de la surface en fonction de deux paramétres s,, s, et de ¢ par des fonctions
x(s,, 8,,t) etc., continues et douées des dérivées continues par rapport & s,, s,
et £. Tl existe alors dans chaque point de Ja surface une normale intérieure
déterminée et une vitesse normale correspondante, u,, de la surface. Désignons
par o la partie du fluide qui se trouve a l'intérieur de S(f) et par w(r') la par-
tie de » qui se trouve & l'exterieur de la surface r =1'.

Des systémes 1 et 2, on obtient ’'équation suivante:

g(%[uu’z(r’) + ot (r) + wwe (r)] = X (r) + - —

Ip Ipe(r)
—ul(rYE — ... el LA S A RN Iy e 'y — ...
u,(r)ax 4+ u pym o b ufu (Y du + —~udu,(r) 1,
valable dans le domaine w(r'). En appliquant les méthodes de Green, on trouve
dans le cas ou la sphére r =" dans Pintervalle 0 <t <t, est situé dans lin-
térieur du domaine w:

0 {f[uu',(r’) + o' (r') + ww’,(r’)]dw} — g{
tto
@ (r) w

{=0

f[uu’,,(r’) + v, (r') + w'w’,(r')]dw} +
(r)

t I
+o [ dt | [uw'{r') + 20’ (r") + 0w Ar')} 1,48 = f dt J{u'o{r") X + Y Ar)Y + w'o(r')Z)dw —
0 St 0 wlr)

——jd:f [u'm(r’)(yg%—pcosnx) +~-]dS + fto d:f [u(y‘—l%ﬂ——p’,(r')cosnx)+---]dS——

0 S o St

*]‘dtf[u’z(r')(y%:—pcosnx)+-—-]dS+fdtf[u(y(—i—%Y—') —p’,(r’)cosnx)%—-'-]ds.
b

0 re=r romyt

Cette formule est valable dans tous les cas, si 'on convient & donner & u'y(r'),
Vz(r'), wa(r'), p'z(+') la valeur zéro & 'extérieur de S(t).

Remarquons que, pour ¢=1¢,, wWs(r') =v'z(r') =w's(r') = o dans w(r'). Donc
la premiére intégrale & gauche disparait.

Supposons maintenant que le point z,, y,, 2, soit pour =7, situé & lin-
térieur du domaine w et cherchons dans ce cas la limite des deux derniéres
intégrales & droite, quand r' tend vers zéro. Soient ¢, une valeur de ¢ (>o0) et
¥ une valeur de 7/, telles que la sphére r =r' dans Pintervalle ¢, <t <#, est
située dans lintérieur de w et cherchons d’abord la valeur limite des intégrales
prises entre les limites ¢, et t,. On a dans cet intervalle sur la sphére r =r':
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Ly I (3E—a) ; g_( _(x*fg‘f)E(r', )
w5 (r') I E(r,t)+2}L I ot P

- __3(“3"—xo)(y_yo) ! __Q_(W—xo)(y~yo)E(7", f)
1,-(7') o4 E(T’ t) 21 e t,—1 ’

o (r) = — 3(x —=x,) (z”zo)E(rr’ £)— e (x—=z)(z—2z)E(, 1),

gt 2u ' t,—1t ’
puis:
du Ju du du r—x,0u y—y,0u z—z,0u
d—n—f—aTECOS’ﬂx-I“@COSﬂy'}- 0ZOOS7L2— p (,7—% 7 '37/ o %

Ju
Iz
par ¢ une fonction quelconque de z, y, 2z, ¢ dont la valeur numérique reste pour
r <7, t, <t <1, inférieur & un nombre positif, arbitraire, mais fixe, a:

. - J .
ete., ou si on désigne par (0—3) ete. la valeur de etc. au point z,, y,, 2, et
]

@__?ji'(@) u(ﬁ_u) +z——z° (@) _i_r’(p
0 0 0

dn 1+ \dz P \dy r \dz

etc.,
p=1p,+ 1.

Considérons maintenant l'intégrale:
du
! ! o — . e
f[um(r)(udn pcosnw) + ]dS.

: T . . d
On voit immédiatement que tous les termes qui contiennent les facteurs ((’TZ)
0

etc. disparaissent, et I'on obtient une somme de termes des deux types suivants:

8 o fal !
ro By, "I
=

en désignant par ¢@(r') une fonction de o' et ¢, dont la valeur numérique reste

2

pour ¢ <7, {, <t <1{, inférieur & un certain nombre positif a’. On a done:

to
fdtf[u’w(r’) (MZ—Z—— pcosnx) + -~]dS=
t

1 r=rt

somme de termes des types suivants:
Acta mathematica. 34. Imprimé le 2 juin 1910, 27
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] to

ﬂf¢WﬂNﬂtwL wj}quugnfgn.

& t

Je dis que la valeur limite de ces termes est zéro. En effet, on a pour ' < 7,
t<t<t,:

lo(r)|<a'.
On a de plus:

to to
‘[Eﬁﬂﬂd“if LB V/yar
[

Vt,—t
[
bt
to to 17 ®
e co_ @ g ~ e
E(,rl’ t) __{ZL: e 4,u(to—t)_(g,t.ﬁ_,—_—£, e 4,u§d&?‘<£' Ie 4_4;5‘}&_
fo—t Vite—0F 7 Ve Ve
h [ . 0 0
Done:
t? to d
lim o' @) E(, di—=lim 7 @) E(, )25 =o.
=0 ) l,—1
7 [

Par conséquent:

]
lim /dt ﬂ:u'z(r') (;t‘—ll‘—pcosnx) + ---]dS=o.
/=0 0/ % dn

th rer!

Pour évaluer la valeur limite de I'intégrale:

fdt [[u (“d—%ﬁ)—ﬂx(r') cos nx) + "-]dS

f rer

nous remarquons que on a dans lintervalle ¢, <t <{, sur la sphére r =1r":

dn ar 7 dx r's

e [3(x—=x,)? E(r,ty o (x—z,)\ E(r, ¥)
2yr’( 7' —1)70:7—4?;(1—- '8 )(To—-__—t)"

du's(r') L 0u'z(r') | o — 2, 0u'2(r) _3 (3 (x —=,)? _
= o

I) E(, t)+
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dvs(r) ole—=z) (y—v,) 1/ 3e(x—x) (y—y,) E(r', 1)
dn 7' B, 1)+ 2pur’® to—1i +

+ o (x—) (y—yo) E(r', 1) ,
PYT T T

dw's () ol —x,)(z2—2,) 1, , 30(x—x,) (z—2,) E(+', )
dn 75 B0+ 2ur' t,—t +
92(37'-370) (Z*Zo_)E(T’, t)
412y (t,—1)

(z—2) B(r, 1)
27’2 t,—1

Po(r) =2
U =1, + (® —=,) (%)o + (¥ —9) (%)o + (z—2,) (%Z)o + 72

etec. Tous les termes de I'intégrale:

f[u (uduﬂ;‘;‘(rl)—m;(r’) cos nx) + ---]dS

rep’

. ou
provenant de ces expressions et contenant les facteurs v,, w, ou 72

disparaissent, comme on le voit sans peine en observant que

f (5 — o' dS = f (y—yo)?dS = f (2 — 2,108 = % f is,

ruy! rmy! ramy?

(5 —2,) (y — o) dS =0, f(x-—x.,)2<y—yo)d3=o ete.
rey!

roy!
Les termes qui contiennent u, donnent:

_ B, ) (_@:ﬂg _ew BOL Y [ veae
4w Go—o2 ) " 7r |8y, — ) B m)dS
re=r' r=y’
_zyzggr'su_oE(r', t)__z:zrgr’uoE(r’, t)

3 (H—1)? 3 to—1t

Nous avons done:

211

) ete.
1]
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u(; duz(r)

~dn — p'x{(?') cos nm) + ---]dS==

raay’

_2m@*rBu, B(r, 1) zmeru,E(r, t)
3 (¢ —t)’l 3 to,—t

somme de termes des types:

rip(r)E(r, t), e (rE(r, t)
to—¢ (ta—1)

ro(r)E(r, 1),

Cherchons maintenant la valeur limite de Pintégrale:

to
- .y
fdtj [u y‘.i_'%’n(’L)_p'w(r’) cos nx) + -..]ds_

tl r=

Les termes du type:
ro(r)E(r, t) ete.

de notre intégrale de surface donnent des termes, s’évanouissant avec r'. Les
deux premiers termes de cette intégrale convergent dans l'intervalle {, <t <{,—e
(¢ arbitrairement petit, plus grand que zéro) uniformément vers zéro. Donc:

lim dtf du‘” — pe{r’) cos nz) + ---]dS=

r'-()

14

s Cu B, 1) dt ‘w, B (7, t)dt
—27¢%im [9_’__ “o___;__ ,!f_O._____]z
& (¢, —1)* + t,—1
to—e b—¢

to L)
dt
__Z%u(xo,yo,zo, }J O[Tr—f (', t)(t r’fE(T’, t)to“___t]‘l‘

to—e

27Q . r'
+—3"1’31_1})[! f( (a» Yo» 20, L) — o) B (¥ t)(t t)’+
to—c
fy
, o, di
+ 7 [ (ulay, Yor 7 ) —u) B, "r:t]'
0

v
to—c

Un calcul facile montre que:
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to

2700 , dt
3 1,3'3%[ f( t)(t t)s+rfE'(r t)to ] 4 Vyorn.

to—¢ to—&

On a done:

I h,n% dt][ ( dum(r) p’w(r')cosna:) -+ ---]dS+47tl/ugnu(xo,yo,zo,to) >

4 Vuond

0 désignant la plus grande valeur de |u(x,, ¥,, 20> %) —U,| dans Pintervalle
t,—e<t<t,. & et par conséquent & étant aussi petits que I’on voudra on

voit que:
limfdtf du”(” — pla(r) cosnx) + ...]dS=
'l

o ret

— 47 Vygnu(xo, Yo» %05 bo) -

Des calculs précédents, on conclut aussi que la valeur limite de nos intégrales
prises entre les limites o et I, est zéro. Nous avons donc obtenu la formule
suivante:

4”1/&‘0””«(%, Yos %o» t) =1’}m [Q {f[uu',(r') + vv’z(r’) +
-0
o)

to
+ ww’ﬁ(r’)]dw} — fdj[uu’z(r’) + 00 (") + ww () u.dS +
=0

(£)

f (3)
+f f[um(r')X—kv (") Y + wy(r )Z]dw——fdtfum( )( ZZ
0 w(r) . 0 Stt)
—pcos nx) + ~--]dS + fdt ﬂ:u (ud—uo’l%ﬂ——p’w(r’) cos nx) + ~--]dS].
0 S

Pour plus de simplicité, nous désignons par u';, v', etc. les valeurs limites
de u/y(r") etc., quand ¢ tend vers zéro. Nous remarquons que la conver-
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gence vers ces limites est uniforme dans la partie de «, définie par les
inégalités:

t,—t>d, r>7r (6>o0, 7 >o0).

On peut d’ailleurs déterminer deux nombres positifs a, et a, tels que l'on ait
er?

Y> —f > S$° — .
pour 7' > o, i, t=«_0,4‘u+t0 t>o:
1 ol 'o(d Iyl a, azE(rat).
Iu,(r)l, lv&'(r)lr lwr(r)|<1'2vto_-;7+ to,_t
Comme:
2 __or
LA T
t,—t

reste pour r>o, {,—¢> o inférieur 4 une certaine quantité positive, on conclut
que Pon peut trouver une quantité positive a, telle que I'on ait pour »' > o,

2
t,—t>0, L +4,—t>o0:
=7 4u

a
[u'=()], [v=()], |wa(r)| <2

7y (4)

Il résulte de ces inégalités qu’on peut déterminer une quantité positive a, telle
que lon ait pour 7' >o:

]
w () Xd <" Max | XI.
f ) Xdo| < 7 Max | X|

rersy?
etc. Ces remarques suffisent pour montrer que l'on a:
lim g{f[uu’x(r’)+ ...]dw} =g=f(uu’,+ ...)dw}.
=0 ty t=0 t=0

Considérons maintenant Pintégrale:

o
dt | [v(r) X + V()Y + W (r) Z]dw.
to—e  w{?)

Des inégalités précédentes, on conclut que cette intégrale a pour > o une
valeur déterminée et qu’'on peut trouver une quantité positive a, telle que la
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valeur absolue de Iintégrale soit pour ' >o plus petite que a; Ve. Cela posé,
je dis que:

7'=0
0 @ (r)

1) t
limfdtf(u’z(r')X + V()Y + w’,(r’)Z)dw=fdt/(u’¢X + Y. Y+ wsZ)dw.
0 .w

En d’autres termes, ¢ étant une quantité positive, aussi petite que I'on
voudra, je dis que on peut déterminer un nombre positif 7', tel que I'inégalité
' <+" entraine 1'inégalité:

i o
Ifdt (Wo(r) X + -~-)dw——fdtf(u’¢X +--)de|<d.
0 ) 0 [

w(r

2
Choisissons & cet effet une guantité positive ¢ <f, et < —56——5 Déterminons une
$

quantité positive ' telle que:
24mayVi,—er Max VX? 4 Y + Z’<g-
W

Déterminons enfin la quantité positive +' <1 telle que I'inégalité »' <+" entraine

I'inégalité suivante:
to—e to—¢ 3
lfdtf(u'w(r’)X-l- -~)dw——fdtf(u’wX+ ---)dw|<§-
0w 0w

Comme on a pour # <7':

f t
dtf(u’g(r’)X+ ---)dw—fdtf(u’,X—i— Ydo=
0 o

0 ol
to—¢ to—t
fdtf(u’x(f’)X+ ---)dw—fdtf(u’,,x + - )de +
9 () 0 o)
e to—e

+fdtf(u'a:(7")X+ "')dw_fdtf(u'zX'l‘ ~-)dw+
0 7irs v

0 o
to t
+ fan font) X+ g0 (a1 [ x 4o

to—e wfir') t—t @
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et comme pour o <7 <r':

|fdtf (X + - -)dw|<24na,Vto—£r7MaxVX‘-‘+ Y24 Z2< -

r'irg

| dtf(u’,,(r’)XJr ~--)dw|<asl/£<g,

to—e wf{r')

on conclut que:

lfdtf(u,(r’)X+ )dw—fdtf (W X + - )dw|

wlr’)

sir <o

Passons aux intégrales de surface de notre formule 3.

On a, ¢ étant une quantité positive <¢,, 4 cause de la convergence
uniforme de u'.(r') etc. vers u', etc. dans le domaine, défini par les inégalités:
t,—t>6, r>r, d>0, ¥ >o:

tn—e
lim { gfdt [udwe(r) + 00’2 () + ww's(r')] u,dS —
T ea()
v s
to—¢ d to—¢ d , ( ’)
—yfdtf[u’,(r’) (yd—Z—pcosnx) + -~-]dS + yfdtf(u—ud%r— + ‘-')d8}=
) v s
to—e d to:-é d ;
—fdtf[u'z(ud—:*pcosnx+ euu,.) + '--]dS+ u} dt (u dun’ + --~)dS.
0 S i s

Les inégalités 4 montrent de plus que, § étant une quantité positive, aussi
petite que 'on veut, on peut toujours prendre ¢ assez petit pour que:

to

to
Igfdtf(uu’z(r')+ ) und S +fdJ ,(r') yg——pcosnx) + ---]dS—

—e S8 [ £

[l

to—e S(£)

-)ds|<a
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pour 7' > 0. Done:

to
171,1_1}) {——gfdtf(uu’w(r’) )undS——j dtf z(’“’)

0 S o S
fa
! 4
—pcosnm) + -~-]dS+ ufdt {(u(i%d+ -~-)dS}=
0 S
[ . d to
—fdtJ [u'w(.u%l:——pcosnx + Quu,.) + --~]dS + ufd;[(udu .)dg.
0 S [ ()

Pour calculer la valeur limite de la dernidre intégrale de notre formule 3,
nous considérons d’abord P'intégrale suivante:

fﬂz)E( v t)——

0
ou 'on suppose que f(Z) soit une fonction continue de ¢. La fonection:

—_ort
rE(r, t) re dulet)

by —1 h V(tu_ﬁs

converge pour {,—i¢> 6 (d > o) uniformément vers zéro avecr'. Nous avons done:

hmr[f(t Y B (7, t)w——hmrf]‘(t (r, t t
0 tg—0
i 2 Py
lim {f(m f o+ 0= B, 02
=9 b4
Comme on a:
o d &y -3 0(:’2 t) &2
; Py Gt [r'e Anthe l/u —‘; .
TfE(r, t) 30 : ]/(t _._t)3 f db
to—0 fo—

et comme la valeur maximum de |f(t)—f(f,)] dans I'intervalle t,—d < ¢ < ¢, tend

vers zéro avec d , hous avons:
Acta mathematica. 34. Imprimé le 2 juin 1810, 28



218 C. W. Oseen.

.l
i [ 105, 02— V”ﬂt)f s <o,
0

¢(d) tendant vers zéro avec 4. Donec, enfin:

Lig;rff(t (', 1) t—z l/gf(to)fe'ld;:f:z l/“g’f.f(to).

En appliguant cette formule & lintégrale:

i
— dtfp’z(r')(ucosnx+ . Sh—— [E’(’ ) — f(ucosnw+ )———dS

0 S st
nous obtenons:

1o
lim~[dt Pe(r) (wcosnzx + ---)dS =
7’ =
v S

xr—z,
wom | (wcosnx + vcosny + w cos nz) —;rdS.

S(to)

Nous avons done:

4 Vuomu(x,, 4y, 20, ty) = g{f(uu', + vy + ww'y) u,,dS> +

t=0

fdt[(zth+v Y + ', Zdw——fdtfux‘ ~——pcosnx+
v S

(3]
o

!
+ Quun) + ~-»]dS + yfdtf(udd“n' + %qg"’r dd’j;") ds —
0 Sty
—Vuorn (u COS NI + ¥ COS Ny + W COS nz)~v¥ ds.

Sit)

On obtient par des permutations des lettres deux formules analogues, exprimant
v (2o, Yo, %o, Lo) €6 W (T, Yo, %> L) par les valeurs de u, v, w pour ¢ =0 et par les

du

valeurs de u, . . ., dn’ 0 P osur la frontiére S(¢).
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Pour compléter notre systéme de formules, il faut exprimer P(Zos Yos Zo» by)
par les mémes quantités. On parvient & ce but par une application nouvelle
de la formule:

g{f(uu’,: + ---)dw} ——g{f(uu’,-+ ~~~)dw} +

=ty t=0
w(r') w(r')
to ty
-+ gfdtf(uu’,:+ ---)und8=fdtf(u’,wX+ - ydow—
o 1) 0 ol
to d to d ,
_ P %% Yr
[dtf[u,« (Mdn poosnm)+ ]dS+fdtf[u(u an
0 st 0
to
' ] du
—ppecosnx) + - |dS— | dt | |u'p W g, poosna| + - ds +
[
] d .
+fdtf[u (u dun"——p',r cosnx) + '--]dS,
0 re=r

valable si u'w, v'v, w'p, ' sont des fonctions de z, y, z, ¢, régulidres (dans le
sens indiqué p. 206) dans le domaine w(r') et y satisfaisant au systéme 2.

Posons:
ur’__(”"E(T',t)_a‘ }) ! _QT'E('I",L)E(E)
HEPY () Ox(r PO T 2 —1) dy\r]’
v,=MQ£(z) _@r OB, Y
= =1 dz\r) P 2 A

et faisons dans notre équation ' tendre vers zéro. Commengons de nouveau par
Pévaluation de la valeur limite des deux derniéres intégrales.
En posant comme plus haut:
du  |(0u du du ,
dn= (ﬂ)ocos n + (@)Ocos ny + (E)ocos nz + 7'
etc.,
P=p + 19

nous voyons d’abord que, dans la premiére de ces intégrales, tous les termes

contenant (Z—u) ’ (@) s (6‘1) ) (a—v) » (dﬂ) > (@) disparaissent. Des autres termes,
ylo 02/, \dx|, \dz/, \dx|, \dy]/,
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nous obtenons dans le cas le plus simple, ot le point z,, ¥,, 2, est situé dans o
dans Pintervalle o <t <t¢, tout entier:

f
saen {00 | (00 (10} | BieLt g,
3 J((axo-,— ayo+ 0z o) to"tdt

to to
—2mgr [ B0 2yt o B0
(1] 0

0 0

du dv Jw
(%)o + (@)o + (a‘z)f(’

la valeur limite de cette expression est:

Comme:

—gqn Ve p(x,, Yo, 20, b),

resultat, valable évidemment aussi dans le cas général ol I’on suppose seulement
que le point a,, y,, 2, soit situé, pour ¢ =¢,, dans l'intérieur de w. On trouve
de la méme maniére que la derniére intégrale & droite s’évanouit avec . Donc:

g Vicgm p(xy, Yo, 29, ) = lim [g{f(uu'rr + "')d(u} —
=0
')

=0
% t R
— fdtf(uu',a-}' ) uudsS +fdtJ (Wp X+ - )dw—
0 S@© 0 w(r)
A o ,
—fdtf[u’,r (;L%’;——pcosnm) +v~]dS +fdtf[u (y%’—‘—p’,:cosnx) +---]dS]‘
0 S 0 S

Pour calculer le membre droit de cette équation, nous remarquons d’abord
que w'y, vy, wp, p'» dans lintervalle 0 <t<t,—e (¢>0) et pour r>r (r>o)
convergent uniformément vers zéro avec r' et qu'il existe un nombre positif a,
tel que pour r>o, r'>o0, t,—t>o0:

a
wel, [V, Wel< —2——-
tel, onl, Twri< 3 T

On conclut de ces remarques que:
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lim g{f(uu',: + ..,)da)} =o.
7= t=0

w(r')

Pour trouver la valeur limite de:

&
— fdtf(uur' u.dS +fdtf(u’,rX+---)dw—
5 st

0 w(r)

o
_fdtf[u'w (‘u%—-pcosnx) dS+yfdtf du"+ )dS

0 S S(£)

nous nous appuyons sur I'égalité:
' dt —
. or A A
11,2% fo(t)lf’(r,t)to_t Vo f(t,)
0

et nous obtenons:

J J (1 d
(IR T P 5
[0}
—peosnwwn)a—ie)+-~]ds+#f<u;%<;)+

d d |1 d ? (1
+ ’Ud—na!—/(;) + wd—n“a—z (;))dS]‘_to'

Enfin, pour calculer:

g

lim — dtf(u cos nx + v cos ny + wcos nz) ppdS =
7’ =)

0 S

9./
lim — &7 “(E’(r f) dit ucosnx—l—~_~)0-l§
0 S(2)

nous faisons une intégration par parties, ce qui donne:
*r'E(r, o

§(0) 0 S(t)

‘
ds  o'r i as
21, f(ucosnx+ ) + fE’( t) —3 dtf(ucosnx-l— )r

221
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La valeur limite est donc:

gl/ygﬂ{(%f(ucos nx + )(—i;‘g}
st

teaty

Nous avons donc obtenu la formule suivante:

47D @y, Yo, 20 b)) = [f(Xa%(;) + ~-)dtu——f[(yg—::———

© (

d (1 4 9 1
_pcosnx+euun)ﬂ(;)+...]ds-{'@tf(ud-;@(;)+
S{t)

ety

a
+ ) dS+ga~tf(ucosna:+'--)€r§]
S@)

En changeant un peu nos notations, nous pouvons résumer nos resultats
dans le théoréme suivant:

Si, dans un domaine w(t) borné par la surface S(¢), u, v, w, p sont des fonc-
tions uniformes et continues de x,y, z, ¢ ainsi que leurs dérivées qui figurent
dans le systéme 1 et &’ils satisfont & ce systéme, ot X, ¥, Z désignent des fonc-
tions uniformes et continues de x, y, 2, ¢, alors on a, z, y, z étant les coordon-
nées d’un point situé au moment ¢ (¢, <¢) dans 'intérieur du domaine w(?):

4nVigru(e, y,z,t):ef(u(é‘nz,C,to)u'ng o(E, 1,8, 1) 05 +

o {t)
t

+ w0l Ly 1) W emiydr + drf(u'§X<§, n.0.7) +

ty w(t)

12
d
+ve Y (&, 9,8, 0)+wZ(E, 1,8, 1)do— df[[u'g(ﬂfz"“ (3)
B Shk)
¢

dur:

— pcosnx +guun) + ~-]dS+ p|dr U el as—
o Sto)

—Viwen | (ucosnx + ~-—)§;—Tde,
S(¢)

............................
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- d |1
47,20 =[ (X €0, 8,0 5 (1) + ) du—
w(l)
du J (1
—f[(y%——pcosnx—l- guun)ﬂ_(;) + ---]dS + (s)
N
d d (1 d as
+ “fl:“(_ﬁzﬂ_é(;) + ~-]dS+ ga-tj(ucosnx-k »--)7-
St Sit) )
On a dans ces formules:
,___0*P &P , 0P , 0P , 0P "
£ ——(7{?*2‘ 17‘;2’ vg——ﬁ%! wf_ag‘a;" un————oga"]ec.
I r
= B, 7,t)de,
o
__oa
»  4ul{t—r)
r=Ve— 8t =+ G0, Ble, v, ="
—7

dow = dEdydl,

d d d d
%=cosnx0—§+ cosny%+cosnzo—é,
n étant la normale intérieure de la surface S(¢). Dans les intégrales de surface,
u, v, w, p doivent &tre pris pour les arguments &, v, {, 7, &, n, { désignant les
coordonnées d’un point de la surface S(t), dont dS est un élement. P et par
conséquent ' etc. satisfont & 1’équation:

0P (PP #P 0P| _
"aﬁ”(agﬂ*onﬂ*a—cs -

2. Nous nous proposons dans ce paragraphe de montrer que, (%, 3, {, %,),

v(§, 1,8, 4), w&,9,0,t) étant des fonctions données et continues de &, %,

du dv dw

dn’ dn’ dn

et continues des points de la surface S(z) et de =, les fonctions u, v, w, p de

%,9y,z,t, définies par les formules 5, dans lintérieur du domaine w(t) et pour
t > t, satisfont au systéme 1. Nous montrerons de plus que:

dans le domaine w(f) et u, v, w , , étant des fonctions données

lim wu(z,y,z,8=u, 970,8)

rm0, fmit,
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etc., pourvu que w(&, 1y, , ) etc. admettent des dérivées continues (& I’excep-
tion, peut-8tre, d’un certain nombre de surfaces de discontinuité) par rapport &
&, n, G, satisfaisant 4 P'équation:

du v dw_

Nous démontrerons ces théorémes par une étude successive des différents termes
des membres droits de nos formules.

e, wy, W Ve, v, Ve w's, W'y, w';, considérés comme des fonctions de
x, y, 2, t satisfont au systéme 1, si 'on y pose X =Y =Z=o0, p=o0. Les
fonctions:

e (u(grnlC’tO)u’,§+"‘)dw) 9 (u(§,)},§,to)u',,+--~)dw,
@ {t) ()

9f(u(§,n,l,to)u';+ )de

@ {Zo}

ont donc la méme propriété, du moins dans le cas considéré jusqu’ici, ou le
domaine désigné par w(t) est une partie finie de Il'espace. Si les fonctions
u(&,v,0,t) etc. sont douées des dérivées continues par rapport & &, ,(, on
peut transformer ces expressions par des intégrations par parties. On a:

_eip #P
u

+__ I____oj£ f 02P
WET LT T 9k Vi aEay)

A7

On obtient done:
¢ P g (184004 10 0P g, 0P
‘ufu(§,17,C,t0)ordw 9](524—0’]—#% agdw 0 (ucosnx—i—~-;)0§dS
wity) wity) S (o)

etc. Cela se réduit, si:

! o
B3
NS

S e
[
o

SRS
+
S
=l
+

[

8 0P dP
% ’ u(§,1],€,to)—a—r dw—-gf(ucosnx+ ...)_a.gd,g
m(‘;n) sty

eto.
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Nous calculons les valeurs limites de ces fonctions quand ¢ tend vers ¢,
et le point , y, 2 en méme temps vers le point &, o, {', situé dans 'intérieur du
domaine w(f,). On a dans la premiére intégrale:

__er®
0P _E(r,t,,1) _1e 4utite

Jvalt—t) 2 Vi—gp

En s’appuyant sur les propriétés connues de cette fonction, on trouve:
2 7] Viorn
hm%] u(§z N, C’ to)d—idwz 47 Meﬂ‘u(gl, 77" C,7 to)
@ (to)
Dans la seconde intégrale on a:
7

iP O (), 1 El, b, ) 0 E).
_3?_, E(a,to:t)da‘a§(7)+r t—t, 0§(7’
0

t tendant vers f,, 'intégrale:

r

fE(a’ ty, t)da,

0

pour 7> 4 (0> o), tend uniformément vers la valeur l/‘u?” La fonction

E(r,t,,1)
r(t—t,)

tend sous les mémes conditions uniformément vers zéro. La valeur limite de
notre intégrale est donc:

-—V;Tg?rs[(ucosner --~)(—%v(;)d8
4 |

to)

et les valeurs limites de nos trois fonctions sont:

sncVigma(®, o, O t)— Virgw f (wcosnz 4 ) 2 (I) i

§ito)
Acta mathematica. 34. Imprimé le 3 juin 1910. 29
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etc. Cherchons maintenant quelles conditions restrictives on est amené & intro-
duire dans le cas ol le domaine de l'intégration est I’espace entier au lieu d’une
partie finie de I’espace. On voit, en se reportant aux expressions de u'; etc. et
en remarquant que lintégrale:

[E(a, 7, {)da
‘0

Y

reste pour r>o0, {—7>o0 inférieure 4 un certain nombre fini, que I'on peut
trouver un nombre positif a,, tel que I'on ait pour r >0, t —7v2>o0:

. ' a;  a,E(r,z,t) a;E(r,v,1)
|u5|,|v;|,...<rs+ 7 L —
Comme les fonctions:

fe ¥, Bt

3

restent, elles-aussi, inférieures & un certain nombre positif, on peut trouver un
nombre a; tel que:

Efr,z,1) a5

s
E(r,1,£)<r P -

On a donc:

[ws], [Ve],... <2, (6)

a, étant un certain nombre positif.
On voit & Paide de ces inégalités que les expressions:

ef[u(§, 7, t)ue+ - ]dw, ete.

ont un sens déterminé, pourvu que I'on peut trouver deux nombres positifs,

« et k,, tels que l'on ait pour des valeurs de r = VE® 4 9% + [® suffisamment
grandes:

L, 7, L, )], 10 1. 8 )], [w(E, u,c,to>|<§;- (7)

Elles définissent dans ce cas des fonctions de z, y, 2, ¢, continues pour ¢>1¢,
et douées des dérivées de tous les ordres pour ¢ >{,.
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Supposons maintenant que les dérivées:

d d J
g6 L) oo, Lo, ;,’Zw@, 7 Cr to)s

existent, qu’elles soient continues et qu'elles remplissent la condition:

ou dw
(7§+ ‘l"'a—C-——O

On peut dans ce cas transformer nos expressions par des intégrations par
parties’ et I'on obtient, les intégrales de surface s’évanouisssant & cause des in-
égalités (7):

2# u(§:’7 g, to)E(r to’t)

Si le point x, y, z tend vers le point &, 4,{' en méme temps que ¢ vers {,,
ces fonctions tendent vers les limites:

4 Vuormu(&, v, ', t,), 4w Vwomo(&, v, '\ ), 4nVuemw(&, o, T, t,).

Pour I’étude des termes:

t

drf[u'gX(’g',n,C,t)-l- ~--]dw,...1/u7zf[x<§,n,c t)ag() ~]dw

to w(r) w(t)

de 4nVuenwu, ..., 4w Vyugrwp, nous avons besoin de quelques inégalités que
nous dévolopperons ici. Nous avons:

Wy — (3(”””"ﬂ-1)1 4 { fE(a ., t)da} + 2 (1—(”“5)2)’?"”"’“,
0

r? ror u 72 t—v

rd r? t—z

e 3E—Ey—1) {fE(cx . t)da} e @—8y—nEr, 1)
§ ar U 21

etc. Considérons maintenant la fonction E(a, 8,t). Elle satisfait 4 équation:

0B ”2E
®G8 T G =0
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Multiplions cette équation par dadg et intégrons entre les limites a =0, a =7,
B=t, f=1 (t,<z<t). On obtient:

ng(a,z,t)da—ng(a,ﬂ,,t)da+;¢f E(r f(OE dﬂ—o
0 0

a=(
t

Or:
(0E(a 8, t))

Donc:

fE(a,z,t)da_fE(a,t‘o,t)da=—ﬁf”"o“‘)dﬂ fE( g0 2 ﬂ
0 0 e{., f

Faisons dans cette équation £, tendre vers —o. Nous aurons, puisque:

lim E(e, t,,t)=o,

fom—0
la convergence étant uniforme pour toutes valeurs de «a:

r

fma, x, i)da=§fE'(r, 30,28

0 —®
Donc:

r

1d t(?E'(r,,B,t) apg ag
_T{—{E(a T t)da} ;.f P t—ﬁ -— 4uj‘E"(r 8, t)(t ﬂ)’

— 00

Pour les fonctions u'% etc. nous obtenons maintenant des expressions de la
forme suivante:

0 [3(z—§)?F f g e (x—§)’ E(r,z,t)
4y( re I) Er, 8, t)(t—ﬂ)2+2y( ) t—v

— o0

L., Ouls .
etc. Les dérivées 7 * etc. obtiennent la forme:
x

fE(r g, t)(t ﬂ)g-l—l,br {E’ ﬂ,t),__lg_)i+§i{E(tr_zT t)+er;£r;':)st)’
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Y désignant une fonction quelconque de z,y, 2, ¢; &, ﬁ, £, v, dont la valeur ab-
solue ne dépasse pas une certaine valeur finie pour des valeurs réelles de z, ¥, 2;
§,n,C et pour ¢>v2>4,.

Soit maintenant a,, un nombre positif tel que ’on ait:

(1+2)re<ay,

pour toutes les valeurs réelles de = et pour » =4$, §, 4. On a alors:

or?

¢ TR < ey (=% 4 9
er” I*
IJraw(t——/-‘f)]
si t> 8. Done, pour t>7
7 T _Q—rz_ T
ag e 4nl—h dg 20,
Br, 8,028 — ____dﬂ<amf _ ,
_:[ (t ﬂ)2 _ml/(t—ﬂ)i’ A (t—'ﬁ‘l'ﬁ)? 3(5_7;_{.9_"‘2)%
41 m

eb, de la méme maniére:

T

dg 20 20 Qe
E > 7t < 10 < :
f(rﬂ (a0 5(t~¢+£)g—s.er*(t-—w+@)%

- 41 4u
On a de plus:
E(r,z,1) Oy E(r,v,t) Gy < 21y
t—1v < gr’%’ (t—7)? eri\s§= gr“%'
(t——r+——) (t‘—r+—~—) gr‘(t—x—l————)
41 41 4u

On conclut de ces inégalités qu’il est possible de déterminer un nombre
positif a,,, tel que Yon ait pour r>o0, t—s>o0:

du'e| |0u's dw's a,,
73 B 177 EER i Pl or\}’
r(t—1+—)
4u

(8)

Revenons maintenant aux termes:
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¢ ¢
fdrf(u’;X + - )dw=U,, fdrf(u',,X + - Ydo=1V,,
f

w(7) to (4143}
[

fdrj(u';X + - )de=W,
t ()

de 47 Vpemu, 4wVuerv, 4w Vypeww. Considérons les intégrales:

4
!
fdzf("a—';fx+ ---)dm...,
t—e

w{r)

ol 0<e<t—t,. On voit & laide des inégalités 8 que I'on peut trouver une
constante positive a,,, telle que les valeurs absolues de ces intégrales soient plus
petites que:

a,Ve Max. VX® + Y? 4 Z¢.

On conclut de 14 que, les fonctions X, ¥, Z étant finies et continues, les
intégrales:
f——s

. iy
‘jdrf(ﬁi;X-i-'--)dw,... (t>1,)

[} @z}

si ¢ tend vers zéro, tendent uniformément vers les limites:

£
fdzf(%“_'fXJr --~)dw,..
X

to 71621

dans Yintérieur de S(¢).
Dans les fonctions U,, V,, W, il est donc permis de dériver une fois sous
le signe d’intégration par rapport a z, y, 2. Comme on a:
ou'y  du', | Ou';

7+W+7=0

etc., il s’ensuit que les fonctions U,, V,, W, satisfont & la condition de con-
tinuité:

au,  av, oW,

Gz oy T ez O
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Les fonctions u's etc. ne contiennent x, y, z que dans les combinaisons x —§,
y—mn, 2—L. On a done:

t

U du'
3xl :—fdrf(—an(E,n, g, ) + -~-)dw

th wln)

ete. Done:

¢
(?U fd‘;f weX (&, 9,0, 7) + - )cosnde+jdtf( gaa?—f----)dw

wlt)

etc. Prenons maintenant dans l'intérieur de w(f) un domaine «'(¢) dont la fron-
tidre n’a aucun point commun avec S(¢). Il suit des égalités précédentes que
les dérivées secondes de U,, V,, W, par rapport & z, y, z existent et sont des
fonctions continues de x, y, z dans le domaine «'(f). Il suit aussi que l'on a
dans ce domaine et pour ¢>1{,:

2
——hm drf‘“‘fx ‘7”5Y+(7”’€Zd

&=0 ox?
to o(r)
i g Ul d Vx d Wl .
etc. Calculons maintenant TR TR T Posons:
t—¢g
Ul(x’y’z’t’8)=f(in(uI§X(§’ 7];C, ¢)+"~)dw
o  wlr)

etc, Nous aurons:

h'ng Ulx,y,2,t,e)=U,(z,y, 2,1t etc.

Puis
LACHARR) f(u'fx(g,n,;,fn omtmedio +
w(t—¢)
t—g
I
+fdf [(%X(& 0L, 1)+ ...)dwz[(u'gX@, 7,8, 1)+ Jrmt—edw +
% @ (o) wle—e)
t—s¢

Efdrf(du'g.X@,n, £, 0) + ) dw.

7} w(v)
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Si maintenant, x, y, z étant un point du domaine w'(¢) ot ¢, + <t <¢, (6>0),
¢ tend vers zero, nos deux termes convergeront uniformément vers leurs limites
et nous aurons:

llmf[u;X(§,n C,e)+ - ]dw——hm f X(&,9,8, r)]dw—

T=t—g
o (t~—¢) w (t—¢)

R 0X 0Y 0Z\0P,
— lim [(?: T T a&]i,_e lim [(X""S”” ] 0§] a8 =
w (8—¢) S(t—e)

._47rl/” X(x,y,2,)— l/ unf ('}Y dC 0‘( )dw
——I/E (Xcosnx+-~)£(£>d:$’
0 d&\r ’
(7]
t—¢

lim fdrf(duzX(g: 7,85, 7)+ - )dw=‘4U

=0

Tenf—g

ty w(z)

La convergence étant uniforme, il s’ensuit (pour £>¢)):

ﬂU 0X Y 97\ (1
_yAU +47cVu97rX V,ugnf( 7E 61]4—7??)0—5(;)(“,

alt)
—Vuor (Xcosn:v—l—-'-)g—(l)dS
e gE\r
)

v, oW,
a8

Désignons par II, le terme de 47 Vupmp correspondant & U,, V,, W,.
Nous aurons:

On obtient de la méme maniére deux formules analogues pour

= Viiga [ (X, 1,50 (5] + ) du—

w{t)
—V@[(Xeosnm+' —Vuer f( 0Y (7? L
(¢

) w{t)

Par conséquent:
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oU, ol

05 = ax‘+4ﬂVygyz:X+ydU

etc. Les fonctions:
U, ’ |/# W, I,
4nVugn 4nVuow gwVuew 4mVuenw

satisfont donc au systéme 1. On a de plus:

lim U,=1lim V,=1lim W,=o.
tety t=to tmty
Dans notre étude de U,, ... nous nous sommes jusqu’ici bornés au cas ol le
domaine d’intégration est une partie finie le Pespace. Dans le cas contraire, il
suffit de supposer qu’il soit possible de déterminer deux nombres positifs, 8, 7,
tels que 'on ait pour des valeurs de r =VE® + y® + [* suffisamment grandes:

VET T B< L.
r

Soit en effet #, y, z un point quelconque. Soit S une surface fermée qui
enferme ce point, w; la partie de l'espace qui se trouve & l'intérieur de S et w.
la partie extérieure. A w; et w, correspondent des intégrales Uy; et Use, Viset Vi,
Wii et Wyi.. Seulement I'intégrale IT;, n’a pas un sens déterminé. L’étude des
fonctions Uys, Vs, Wi et ITi; se fait comme plus haut. Reste & étudier les
fonctions Ui, Vie, Wi. ot & faire voir qu’elle sera I'expression correspondante
pour la pression.

Nous avons en vertu des inégalités 6:

Q
[wel, 19l [wel <3

On démontre de la méme manidre qu’il existe un nombre positif a,, tel que

0u§| I(?ug 0w;'<a,,
(ro)
0®u'e 6’u’§|, .__Iaswgl ,0u§| an
da? dady dz2 at

Les inégalités g et ro montrent que les intégrales que 'on obtient en déri-
vant Uie, Vie, Wi, sous le signe d’intégration une ou deux fois par rapport
z, y, = ou une fois par rapport & ¢ sont uniformément convergentes dans tout
domaine «' intérieur & w; et pour ¢>1¢,+ 0 (d >0). On obtient donc pouri>t¢,:

Acta mathematica. 34. Imprimé le 3 juin 1910, 30
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S v+ VWJ(X@’ e «%H ¥ “')dw

We
ete. Posons:

.= V—_fX(E n, &, t)ag( )+ )dw~

—V;—t()—nf(X(E, n,;,t)b%(—‘;-) +---)dw.

Nous aurons

a1 1 '
7:1:—=~V#e”f(X(§, 7, ¢, t)0§8<) )d )
Done:
o0U,, ‘“1"
0 atr 01 + udU,,

etc. On a d’aillears:

lim U;e=lim V;,=lim W13==0.
=ty temty tu=to

Done les fonotions:

Ul Vl W‘ H1i+ H’lg

pour ¢>¢, satisfont au systéme 1. U,, V, et W, tendent vers zéro avec ¢t —t,.
Passons aux intégrales de surface dans nos formules 5. Posons

£
H
U, ——fer u's L———~p0087&1‘+9uun) -~~]dS+yfer(u%u7§+ -~~)dS
() [ {7}

et désignons par V,, W, et I, les termes correspondants de u, v, w, p. On
voit immédiatement que les fonctinns U,, V,, W, dans le domaine '(f) et pour
t>t,+ 8 (0>0) admettent des dérivées continues du premier ordre par rapport
a t et des deux premiers ordres par rapport & x, ¥, z et que l'on a:

U du
?Ttl—}thzﬁ—f[ulg(,lt%—pcosnx + Qu’un) + ---]dS +
)

d d ot
+ ;J(u%€+ )dS:—J[(uJ%——pcosnx + guu,.) 7 (I;) +
0 ®
J2
+ ’Lf(uc—id?& 78 (%) + '-~)dS
#)
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ete. Comme on a:

etc., il s’ensuit:
J11,

au
05— udU,=— Py

at

etc. On a aussi:
lim U,=1lim V,=1im W,=o0.
te=ty t=ty tmt

Enfin, les derniers termes de u, », w, p:U,, V,, W,, II, satisfont dans le do-
maine w'(t) et pour ¢>¢, aux équations:

a
pags =———a£x3, etc.
AU, =o0, etc.

Elles satisfont donc au systéme 1 en y posant X =Y =Z=o0. Leurs valeurs
limites pour ¢ =1, sont;

— d (1
Vier | (wcosnz + --) TE (;) as
ete.
Les resultats trouvés montrent la légitimité des théorémes que nous avons
énoncés au commencement de ce paragraphe.

II.

Applications des formules de Green généralisées au probléme du
mouvement d’un fluide indéfini.

1. Dans ce premier paragraphe nous établirons quelques inégalités dont
nous aurons & faire un usage constant dans ce chapitre.

Nous avons démontré plus haut que I'on a, @, étant une certaine quantité
positive:
as

u s e < ]
el YT

Nous allons maintenant démontrer que, b étant une quantité positive quelconque
(gqui a la dimension de la racine carrée d’un temps divisée par une longueur), on
peut trouver une constante positive a,,, telle que 1'on a pour r>o0, t—72>0:
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lu';l, .

Nous avons par exemple:

r

C. W. Oseen.

a3

Ry o)

u’§=;I§ l(i_—g)g—l) (;fE(a, 7,t)dea—E(r, 7, t)+ ﬁ(l_(x——@’)lf](r, %9,
0

r2

ré t—zt

Prenons la quantité positive a,, assez grande pour que I’on ait pour toute valeur

réelle de z:
5|(I +2b V%x)”e_’z <a1:|’ (n=I: 2)3)
10| 2® (I + 25 l/%x) e*<a,,.
On a alors:
= -
o
5(I+ l’t——r)
Par conséquent:
jre.mwftai*r)doz<%1i : dZa 3 =a”15/§)—':—;(1— Ibr )" alagr
“ba_ LI I R T
0 (I+|’t——7) +l/t—'r 5(1 t—t
Done:
I a
= | Bla, v, 8)d 13 X
,.sf (e, %, 4) a<5r'(Vt——_—_'r+br)
0
On a de méme:
E(f, T’ t) als s
r sr2(Vi—z 4+ br)
(’E(", T, t) als .
2u(t—7) "5 (Vi—v + br)
Comme:
—E) __E)®
3_______(2:” §) —Iléz, II———-—(x r'§) ng,

la premiére des inégalités 11 est démontrée.

méme maniére.

Les autres se démontrent de la
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Considérons mainténant les fonctions u, v, w de z, y, 2, ¢, définies par les
équations suivantes:

t
% =fdrf[u'§X(§, 7 C) T) + U’éY(g, 7, §9 1) + w'§Z(§! 7, L‘, 7)]dws
[
t
v=[ds [, XE 08,0+ 1do,
%

4
w=fd7’—f[“’§x(§; "7) C) T) + "']dwy
o

le domaine d’intégration étant 'espace entier. Supposons qu’il soit possible de
déterminer deux nombres positifs § et m,, tels que l'on ait dans lintervalle
L, <r<T:

IXE G [ FE 6ol [26E 0L, w)|<%—;§—%’"'

n>o, r=VE 1+ +*.
Nous supposons d’ailleurs, ce qui est toujours permis, que J ne soit pas plus

grand que 1. Nous démontrerons que I'on peut alors trouver un nombre positif
n,, tel que pour ¢, <t<7T:

lu(z, y,2, 0], =, v, 2,0, |wk, v,z )] <nm,(t— t, )+, (x2)

Pour la démonstration, il suffit de montrer que 'on peut déterminer un nombre
positif a,, tel que:

t
. n dw - . ”+*
[ (r—4) d’f s vy =L UG

dans lintervalle {,<¢<7. Posons:

r=VEE+ " —zRrcosp, R=Va"+ ¢ + 2,
do=1rsing dr dog dy.

Notre intégrale devient alors:
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¢ 2n L4 o
dr
—t)ndr | d i SRCR =
f(r ) T.[ llljslntpdqp (Vi—z+br)(1 +71)°
% ] () 0

La valeur de cette intégrale est inférieure &

t [
n dr .
47”!(1—%) dtof(l/t_—_i +br) (1 + Ir——Rl)"

Or:

dr
_O[(Vt—'s+br)(1+|r——R|) (l/t—r+br)(I+R—~r)°

R

" dr dr
+ =1, +1,+1,.
Z(l/t—r+br)(1+R—r)d (Vt—7 + br) (1+r—R) ' ? :
E}
B
2
dr 1 bR
1< I lo (I+ )
! ( n ) Vt —t + br b(I+R)" g 2Vt —«
270
Soit @,; un nombre positif tel que:
Mo B <ar
On a alors:
I,< Rla, @45 .
bi-d(z + RP(t—1o) Bt (t—1)F
Donc:
: : yr+1 $
" Ara,(t—1t)" dt 8ma,{t—1t,)"* 7
4”{(1"‘%) Lidz < labl—a _o__f(t )6= 1;15—6(2—0-6) <
1-9
8 a (T —1,) & (E—t, )"
b1-9(2 —d)

D’autre part:
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bR
R +
I,< dr _I_logI Vi—z logz
Vico+br b - BE b
2 2Vt —r
Done:
i
i log z (¢t —t,)**+1 _log 2 (T — ¢t,)} g )rtd
f(T Lt dv < b(n + 1) b+ O W
t
Enfin:

I =f dr < a&
s / (Vi—z + bR + p&) (1 + §)° (Vt-— +b§)(1+§)

421

Lt-—- J + =2 19§ )(I+§)5 t'—'l"

Done:

f('r — ) I,d7 < 2a,,(t —1,)" .
to

Notre théoréme est donec démontré.
On peut sous les mémes conditions démontrer les inégalités:

m, (8 — t,)"+?
l I n2 (; +R)oo) ? (13)

olt m,” désigne un certain nombre positif. Pour la démonstration, nous remar-
quons d’abord que I’on peut trouver un nombre positif a,, tel que l'on ait:

Q9 .
r(Vt—v + br)®

%I Py
dz |’ dz

En effet, nous avons démontré plus haut que l'on a des inégalités de la forme:

dw'e

i
0z r(t

s,

0u§|
0x

.
T

44
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En modifiant légérement la démonstration on voit que l'on peut remplacer le
membre droit par:

— %

r(Vt—z + br)?

Cela étant, nous considérons une des dérivées g—;ﬁ etc., par exemple la premiére.

Nous avons:

[
a“l dw
— 1) —= "
Iax <3m,a.7kf(f ! dT/r(Vt—r +b7r)* (1 +1)° <

P ©
rdr
—1 nd
Iznmlauf(’f o) "f(Vt‘L—T+br)s (1 +|r—R])’
to [

B
2

t

127w 'M,Q dr
== —t,)nd +
b { :.f (e =) Tf(vt* —r+br)t (1 4+ B—r)°

[V]
¢ o d
" r
f@_m drf(w: o Ir_R“d}
[ R

2

&
2

t
<—f—12”2n‘aﬂ{[(r——to)"dr[ dr e
“ o, (Vi—z + br)® (I+ ;)

o0

t
A
+f(’—‘°) az [(Vf_—:—r+br)’}

o ‘R
2

4

[ 3
<12nm,al,{ 28 (T—tO)”dT+/ (T“—to)"dt_}
d

3 —
b PpE+ B Vi, Vt_,+£2£3)
1-5 !
12. 207w m, qay I 7 f(f—to)"
< bt (1+ R) + n _b_I_B_ Vt—« ar.
Ty )%
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Or, si —.—_{)—:<1, on a:
V b

VT
4 2B bR b(x + R)’
VT —1t,
b_—>1
V— t
I I
- bR <1+R
VT —3,
Done, dans tout les cas:
L b4 VI—f, b4 VT,
bR b(1+R) — b(z1+ R)?
I+ b
._.to
Done:
Q%Ff“”“%wuw+szV~__ﬁ&+%f

Les inégalités 13 sont donc vraies pourvu que;

n,;gﬁ"_’;—sﬁ(b(zé +2)+ 2 VT —1,).

Démontrons enfin un dernier systéme d’inégalités. Nous désignons par u, », w
les composantes de la rotation du vecteur u, v, w., En d’autres termes nous
posons:

a=lw v o Ou dw o 0v_du
u—é‘y A PR A P dy
Nous supposons toujours que Pon ait:
my (T —2t,)"
XE 009l ...<=—=5%
! K ' (x+1)°

et nous supposons de plus que 'on peut déterminer un nombre positif, m,, tel
que pour £, <z<7T:

72 I | 0Z| ‘IOY (7X| o

077 ‘az » E—%‘ <m2(r—t0)"(1+r) 3

ol n' désigne un nombre entier positif ou nul. Nous nous proposons de déterminer
i o o
dx’ 9y’ Oz
Acta mathematica. 34. Tmprimé le 4 juin 1910. 31

dans ce cas des limites supérieures pour les valeurs absolues de
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Nous avons:

f fX(g 7 L, «r)( v ‘7“")+---]dw

%
ete. Or:
('lu'g_au,, ou'y  du'g o
dy s dn
0v'y 9V, v, dvy ¢ 0P ,
Jdy dz s 0y udrdf
dwy Owy dw, dwi e 0*P
dy dz ¢ dv udedy
etc. donec:

9P
’Z&_ fd'{f Y(§’ 7 '~, '{)(} dg (b: 3;: :af{)a ]dw

Done, pour ¢, <t<T:

_er*

YT
j f aY 3P fd”j aye u dw
T u (h s 2u (h/ (t—7)3

etc. Par conséquent:

YA 0Y do
x’" 4lt2f f 0; (§ ) (T’T’t)(t—:“;)_g

etc. Nous avons donc:

¢ )
@ N @ ﬂ_gg My : n 3 n' _._.__dr .
(7x|’ 15z o .J(ﬂr—tﬂ) dzfr {t+R+7) E’(r,f,t)(t_r)2
o 0
Or on a:
f"ﬂ(l + R4+ rWE(r, v, t)——; f 1+ R+re ‘“I‘)"z g dr
4 (t— T) 0 Vit—r)®

[

g n'—i L
——*“,_t.L:Z(n—,n:z‘)—'(I + R)‘ (t"—T) 2 fa"’*""‘"e ‘vda.

0
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Done, puisque:

(t—T)Ti(T—to)*T‘,

(r + RF< (1-+ BY™W (< n)
’ w ar a, (1 + R)™
frs(I+R+r) E(r, v, t)( 1),< Vi—o

0

a3 étant un certain nombre positif. On conclut de cette inégalité qu'il est pos-
sible de déterminer n, tel que:

dul
dzt’

dans lintervalle ¢, <t<T7.

,010

, |< mym, (t— 1) (x + Ry (x4)

2. Il s'agit dans ce paragraphe du probléme de calculer pour un fluide
visqueux et incompressible les composantes de vitesse d’un mouvement infiniment
lent, superposé sur un mouvement connu. — Les équations du mouvement peu-
vent s’éerire, en posant:

P+ L+ ot + wt) =g

d - — d
g£+g(wv——vw)=X——5§:+M-4“,

dv — — dq
-5 Fo(uw—wu) = ———+ Adv,
Iw (vu —uv) = q+ydw
e e T 3z ’
au du
+ﬁy+’ﬂ

Dans ces équations, nous remplagons u, v, w, g, X, Y, Z par %, + u,
vt+ov, wotw, ¢+¢q, Xo+ X, Yo+ Y,Z,+Z, u,, v, ... se rapportant au mou-

vement connu et %, v, w, ... étant des quantités trés petites ainsi que les déri-
du dw . . .
vées PRl Nous obtenons de cette maniére, puisque les fonctions u,, v,, ...

selon notre hypothése satisfont & notre systéme différentiel et puisqu’il est permis
de négliger les termes wv-—vw, uw— wu, vu—uv, petits du second ordre:
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du dq

oG t o(wev + wv, — vow -—v17;0)=X———%—: + udu,
P _ — — — a
e-£+9(uow+uwo—wou—-wuo)=Y———a—§+,u4v,
P _ - _ _ d (15)
gai:+g(vou+vuo—uov——uvo)=2—%+ydw,

u  Ov 0w _

bz Ty T 9z °

J

Nous nous proposons de montrer comment on peut de ces équations calculer
les fonctions u, v, w pour t>t,, les valeurs de ces fonctions pour f=1, étant
connues. Pour que notre méthode soit applicable, il faut cependant introduire
quelques hypothéses restrictives. Nous supposons que u,, Yy, W, %, ¥y, Wy,
X, Y, Z soient des fonctions uniformes et continues de z, ¥, z, ¢ dans tout
I'espace et pour t,<¢<7T et qu’'elles soient douées des dérivées continues par
rapport & «, y, 2. Nous supposons que l'on puisse trouver trois nombres positifs
M, N et ¢ (¢ <1) tels que I’on ait dans l'intervalle ¢, <t <7T':

I"’o(x: 3/, 2, t)l’ h’o(x: 2/:2: t)l’ Iwo(xx y’ 2, t)|<M’
_ - — M
luo(xv Y, 2, t)l» I"’o(x’ Y, Z,t)l, Iwo(x’y’z’ t)|<(I+R)a,

N
IX(Q:, Y, =, t)': IY(:I:, Y, %, t)lr IZ(:I:, y,z,t)|<(—1—m‘

Nous supposons de plus que I'on puisse choisir M, N et le nombre entier positif
m tels que:

du, dw, du, |  |9w,

rZz2 M 72 N 71 KR i RS
0Z dY
l@—% ,...<N(I+R)m

dans l'intervalle ¢, <¢{<7. Quant aux valeurs initiales de u, v, w, nous sup-
posons qu’elles soient des fonctions continues de z, y, z, douées des dérivées
continues du premier ordre, qui remplissent I’équation:

OUpty | OVtmty | OWpmty
g T dy T oz O
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Nous supposons de plus QuO mg, Vimsy, Wims, admettent des dérivées continues
par rapport & x, ¥, 2z et que l'on puisse choisir les nombres N, o et m tels que:

'u(w:‘y’ 2, ), lv(m, y, 2, )], lw(z, 9,2, t)|< N,

— - ~ N
|u(x: Y, 2, to)l» v (e, Y, =, to)l’ |w(x’ Y, 2, tD)I <HT]T)&’

a u’tﬁ-to
oz

a Utmty
dz

a”:t—to (717%-;*0
L ox P77 da

<N (1 + R)ym.

Pour intégrer dans ce cas le systéme 15, nous commengons par chercher des va-
leurs approchées u,, v, w, de u,v, w. A cet effet, nous omettons les termes

e(w, v+ wv, + --+) ete. dans le systdme 15. Le systéme ainsi obtenu est, aux
notations pres, identique au systéme 1 et peut donc s'intégrer par P'application
des méthodes exposées dans le premier chapitre. On obtient, les valeurs initiales
de u,, v, w, étant les mémes que celles de u, v, w:

—e 2
4 Vuon u, (x,y.z,t)=§fu(§,n,€,to)E(r,to, t)d—‘” +
u bo—1

t

+fdrf(u'§X<§,n,g,w)+v'§Y<§,n,g,znwgzw,n.c,z»dw,

to

- 2 d
4 Vigrv, (@, y, 2, z)=§f@(§, 0 Ly ) Bir, 1y, -2 +
I t,—1¢

t
+hfdrf(uz,X(§,n,c,z)+~~)dw,

_ 2 d
anVugrw, (=, y, 2, t)=§—fw<§, 0, ) Br, f, 8) 77 +
I o —t

3

+fdrf<u'g o, Los) ) do.

N

Ces formules sont valables dans l'intervalle ¢, <¢< 7. Pour plus de simplicité
nous écrirons:
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2 dw
w_. 9 Gw
ul Zf &, 0,0, t,)E(r, t, )to—t

3
u‘,2)=fdrfu'§X(§,1],§,r)+ ) dw
t

etc., et nous aurons alors:

etc.,

=) + ), 0, =00+ oD, w, = wh + i),
Cela posé, je dis que I’on peut trouver un nombre positif ¢ assez grand pour que:
fu, (@, y, 2, )], |v, (2, y, 2, D], o, (z, ¥, 2, )| <eN,

— - cN
'ul(x» y»z’t)l: Ivl(x’ Y, 2, tl le(x Y, 2, t)|<( +R)"

du (x, y,2,1) dw (x, ¥y, 2, t) ﬁul x, y, z, t) (16)
e e e yee

01;1 (, y_»_@_t_)
dz

,<cN(1+R)"‘

dans lintervalle t, <t<7. En effet, les inégalités 12, 13, 14 montrent immédiate-
ment que 'on peut déterminer un nombre positif ¢ tel que:

|u@(z, y,2,8)],... <g_1!’

cN

u? _ea
|u®(x, y,2,0],...< 2+ B

du® (x y, z, t)l Iﬁf—t?’ (x, 9,2, 1)

cN -
7 .<"2—(I+R)

pour £, <t<T. 1l suffit donc de démontrer que I'on peut choisir ¢ tel que u{V
etc. satisfassent aux mémes inégalités. C’est ce qu’on voit par un calcul analogue
4 ceux qui nous ont servi & démontrer les inégalités 12, 13 et 14. En effet:

&

dow . 2 —h——q-r———*—*
fE(r, tos t)mm<4”f’ E(r, b, 1) (t,— (1 + R—r)* *
b
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®

) dr 427r24
+4Z[ﬂE””““u—40u+¢R*w| <I+waé e

2

k4 eé? a
e, 4n 4”(2 +I)axu
+4ﬂ§f§ e Hhdg <A TN
2VT—%
a;, étant un nombre positif, tel que:
_ef
E 1+ 2VT — 1,80 2e < 2a, VT —1t,(x + o)

pour des valeurs positives de &.
D’autre part:

® __er _
. ‘ + 1+ Ryt A=) gy
+mE(r, b, 8) do < 4n [ ALa -
fh B b t) B0 < g s
0
i , m—i e
4m BT RY(E— ) T [ gemieT AN gE <
[ 2] ¢
i=m m—i 7 _eg
4w (x + By 3 z)|(T t,) 2J§2+m—fe i dE.
=0

Notre assertion est done prouvée.
Nous sommes maintenant en état d’intégrer rigoureusement le systéme 15.
A cet effet, nous y introduisons un paramétre auxiliaire 4 et ’écrivons comme

suit:
0 d = - - —
9—0—1:‘= — a—g + udu + ho(w,v + wy, — v, w—vw,),
dv dq — - — -
0y = Y — ay + udv + ho (uew + uw, —wyu — wu,),
dw dq - = - -
¢; =27 — o + udw + Ao (vyu + vuy— u v —uv,),
du dv dw
I @+ gz~
Pour 4 =—1 ce systéme devient identique au systéme 15. Cherchons & y satis-

faire par des séries procédant suivant les puissances de i. Posons donc:



248 C. W. Oseen.

w(d) =u, +Au, + -+ Ay, -
v(A) = v, +Av, + - + A"y, +

wh)=w, +Aw, + - + A 1wy + -
qgA)=¢q, +Aq, + -+ A 1gp +---

Pour déterminer u,, v, etc. on obtient les équations suivantes:

d a

e__u‘ = -%+ydul,
du, . dq,

0y — ¥ gy TEIY

ow dq
e g =% — 5y +udu,

du, 07;1 dw, _
dz Tyt —°

Uy, = u(x, Y, %, to)’ vl;_g.,:v(x) Y, 2, to)’ w‘t-ta = w(x, Y, %, to);

e% aaqz + Md’uz + e(wovl + wy 'Uo voa)l "—7’1';;70)
auz av, (?'w,
+ By + 9z = °

Uty = V24apy = Wpeaty — 0>
et, en général:

du, Iqn

—_— i —— =

7t dx + ,udun + 0 (wof_)n—l + wn—-l';]o - 'Uo"_l)n—l — ”n—l"—vo)

..............................

0u,. (’)v,. dwn

Unpmty = Vngmty = Wgayy = 0-
On voit qu’il est loisible de choisir pour u,, »,, w, les fonctions que nous avons

ainsi désignées plus haut et que l'on peut satisfaire aux équations différentielles
pour u,,... etec. par les fonctions définies par les équations suivantes:

4 Vuomu,(z, y, 2, t) = fd'tf(wovn + wlvo ”owl vlwo)z— )dew
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ete., et, en général:

47T V@r un(z,y,2,1t) =Qfdr (wo'l_J,,_l +wn_;vo—v,,w,,_1——v,,_lwo)$-- et ddo (19)

etc., pourvu que les fonctions w,v, + w, v, — v, w, — v, w, etc., en général:
Wy Vn—1 + Wn—1 Vg — Vo Wn—1 — Vu—1 W, ©bC. soient continues ainsi que leurs dérivées
du premier ordre par rapport & x, ¥, 2 et qu’elles remplissent des inégalités de
la forme:

A4

lwo’vn—l + wﬂ_lio “‘Uo{(;n—l —v,,,_lwol, L. < (I—'*:_RF

(¢ > 0).

Or nous savons que w,, ... %y, ... %, .. %, ... sont des fonctions de z, v, z, ¢,
continues ainsi que leurs dérivées du premier ordre par rapport & z, y, z dans
Pintervalle ¢, <¢<T et que l'on a:

L AcMUN 4cMN

lwovx + wlvo""vowx—"vnwolx (I -!-.R)

0 _ — — _ .
%(w"v‘ + w vy —vyw, — v, w,) |, ... <8¢ MN (1 + R)™.

Il suit de 1a que les fonctions u,, v,, w,, définies par les formules précédentes,
sont des fonctions de z,y,z,t, continues dans l'intervalle {,<¢<7 et doudes
des dérivées continues des deux premiers ordres par rapport & z, y, z dans le
méme intervalle. Les inégalités 12—14 montrent de plus que I’on peut détermi-
ner un nombre positif ¢, tel que:

luz(x, y:zat)L I"z(x»y, z,t)l, Iwz(x’y: z,t)|<ccl‘MN(t—to)%’

|0u, (2, 9,2, 1)

ce, MN (t —t,)}
| dx

2(r+ R)* °

I&wz(x s Y52, 8)

Iﬂuztw Y52 t)l I‘Zi"__(”u/_ii)

P <cc, MN (1 + By»(t —t,)}

dans Tintervalle ¢, <¢<7T. Il résulte de 1a que uy, v,, wy, continues ainsi que
leurs dérivées des deux premiers ordres par rapport & z, y, z dans 'intervalle

1, <t < T, satisfont aux inégalités:
Acta mathematice. 34, Imprimé le 6 juin 1910, 32
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lug(z, y,2, 0], los(z, 9,2, 0], |ws(2,y,2,8)]| <ce; MEN (¢ —1¢,),

dug(z,y,2,t)
ix

ﬁw,(x y,2,t)] ccl M*N (t—t,)
T P 2(r+ By °

‘7773(90,y,2>t) 07;3(37».’/:2;” 3 e ms__
Imﬂx R R <cciMEN (1 + R)™(t—1t,)

et ainsi de suite. On voit donc que u,, v,, w, pour toute valeur entiére et po-
sitive de n sont des fonctions de =z, y, z, ¢, continues ainsi que leurs dérivées des
deux premiers ordres par rapport & x, y, z et du premier ordre par rapport & ¢
pour ¢, <t<T et que 'on a:

lua (@, y, 2, )], ... <cN[e, ME—t)}]"?,

du,(z,y,2,1) <CN[C,M(t'—to)ﬂ”—l
I v 2(1 + R)° ’

‘7————”"‘“' Y.z ‘)l .. <eN(x + Ryn[e, Mt — 1)t

dans Plintervalle ¢, <t<T.
(Considérons maintenant les séries:

@O
2 il 2 nly,, 2 n—lw,, 2 in—1 D au”
1

21" 1Oin, 21" 1‘7“" ..j}}zn—l%%'.

Les inégalités précédentes montrent qu’elles sont absolument et uniformément
convergentes dans tout domaine fini de I’espace pourvu que:

I
|Z(t—to)’}l<m.

Posons done:

u=$(—- 1)1y, v=$(_1)n—1vm w=:2(—- ne——

had o @
%= D (— 1)Uy, v= N (— 1) 10p, w= X (—1)" wn.
1
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u, v, w, u, v, w sont alors des fonctions de x, y, 2, {, continues dans Pintervalle

1, <t<¢ ou £, <t <% Elles admettent dans le méme intervalle des dé-

I

+ =2
ci M3
rivées continues par rapport & z, ¥, z, et on a:

~ dw_ dv - du dw — dv Ou

=Ty 0w "z 0z Yo iy

Les équations 17 etc. donnent maintenant:
t
47 Vygyr u(r,y,2,t)=4mn V;TE)TK uy (x, y,2, t)—~gfd1 [(w,v +

+ WOy — VW — VW, )gms,... U + - 1dw
t=t

etc. De ces équations, on conclut que u, v, w admettent des dérivées du second
ordre par rapport & x,y,z et du premier ordre par rapport ¢, continues pour
t,<t<t. Posons maintenant:

g — v;@f[x__g(woa WD, — Dy — VB, ... ((7"5 (;) _(;lé(i)) + ~--]dw.

t=z
Nous aurons pour ¢, <t <1{,:

i - - — — a
(d—u—-ydu—-X—g(wov-kwvo-—vow——vwo)—-ﬁg,

......................

du v  dwe
%4‘@4'*‘?;:0.

Nous avons d’ailleurs:

lim % =1lim %, lim v =lim »,, lim w = lim w,.
t=tg =ty =ty fmty t=sity teiy

Notre probléme est donc résolu dans Pintervalle ¢, <t <¢,.
Pour aller plus loin nous observons que Pon a:

‘ cN
uw\x, ,Z,t y jolx, ‘.Z,t y W, y, ,t < 10
ju(z,y D Jv(x,y I fw(,y,2,4)] L —o M (5, —t)F
|0u(w RN Iﬁw(m s Y2, b) cN
da g oz 2(1—¢, M (¢, — )} (1 + R)e’

cN(1+ B)=
I“"CxM(tx_to)%'

du(x, y 2, t) dw(x,y,z,1,)
———~—— 7z
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Cherchons maintenant & calculer %, v, w pour £>1,. Les inégalités obtenues
montrent que l'on peut employer le méme procédé qui nous a servi & calculer
les valeurs de ces fonctions pour #, < <1, en remplacant seulement #, par ¢,.
On obtient de cette maniére les valeurs de u, », w pour #, < ¢ <t +¢, en posant

t, —t,=t. En continuant ainsi, on peut, du moins théoriquement, calculer les
valeurs de u, v, w pour chaque point de I’espace et pour {, <t <T.

Nous avons construit un systéme de solutions de notre probléme. Ce sys-
téme, est il unique? La réponse est négative. Considérons pour le voir Pexem-
ple suivant. Posons X = Y = Z == 0, 4y = v, =w, =0, U(x, Y, 2, t,) =v(x, y,2,t) =
w(z, y, 2, t,)=o0. Un systéme de solutions sera évidemment u=v=w=o,
g = const. Mais il existe une infinité d’autres systémes. Par exemple: v =¢—1,,
Ve=w =0, ¢=— 0.

1l faut donc, pour déterminer u, v, w sans ambiguité, introduire des con-
ditions supplémentaires. Convenons de mnous borner aux systémes de solutions
pour lesquelles on peut trouver deux nombres positifs «' et M, tels que:

Ml

dw
72| T B

du
bul, fol, fol, |75

|pl< M (1 + B

dans tout l'espace et dans lintervalle considéré du temps. Je dis qu'il existe
tout au plus un systdme de solutions de cette espéce correspondant aux condi-
tions aux limites données. Soient en effet u(V, v, w), ¢i); u® »2, w2 9@
deux systémes différents, satisfaisant au systéme 15, uV, o, w(l et u(@ | 9@ 1)
d’ailleurs prenant les mémes valeurs pour t==t,. Les différences ) —u® =1,
o) — @ =V, ) —w® =W, ¢» — g —@Q forment alors un systéme de solu-
tions du systéme:

= - — — d
e%[tl +o(w, V + Wvo——voW-——Vwo)=———a§+ydU,

aU av _ew
gz Tyt T

etona U=V =W=o0 pour t =1,. Soit S(r') une sphére r=1+". Appliquons au
probléme précédent et & lintérieur de cette sphére les formules 5 du chap. L
Nous aurons (¢ > 1,):
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¢
4aViwern Uz, y, 2, t) = — fdrf[(1007+ Wo, — v, W —

to
¢
— Vwy)gme,... w's + ---]dw—fdtf[u' (;tﬂ-*pcos nx) + ~~-]dS +
‘f—t).” s § dn T=£, ...

o S L]

t
du' dv dw's — §—x
+ ;tfdz[(Uﬁé—k Vﬁ+ w an )dS»V;tgn:ﬁU cos nx + --~)€i§,...—73—d8
b S S(r')

etc. Si maintenant ¢ tend vers I'infini, les intégrales de surface dans ces for-
mules tendent vers zéro et nous obtenons:

3
4 Vuorn Ulx,y,2,8)=— fdr [(woV + Weg— v, W — Vﬁ)o),t;,g,,,_u'g—l— o Jdw
to v

etc. Les inégalités 12 et 13 montrent alors que I'on peut trouver un nombre
positif ¢, tel que pour 4, <t <7

U@, 9,2, 0}, |V (2, 9,2, 0], | W, y, 2 0], |T(z, 9, 2, 1) (1 + B],
| Viz,y,2, 8 (1 +R*], | Wiz, y, 2 t)( + R} <

c; MM'Vt—1, Max {VU2 + VEy We 4 (1 4+ RRE(U2+ V2 + Wﬂ)}tuz

toLvit

en désignant par Max f(x, y,2,7) la plus grande valeur de f aux différents
point de l’espace dans l'intervalle du temps indiqué. Soit ¢# un nombre assujetti
aux conditions:

I
t°<t'<t@+ m.

Nous aurons dans lintervalle ¢, <t <¢':

1UL...\TG+R¥],...<% Max VU ¥ (1 + REC(D® + ) Jomor-

o<t

Donc pour ¢, <t <{#':

U+ V2 + Wt (x4 RP<(TF + 72+ W3 <3 Max (U4 P2+
ST LY

+ W+ (1 + RRe (U* + V* + W)).
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Si U, V, W ne sont pas identiquement nuls dans I'intervalle ¢, <t <t on par-
vient donc & une contradiction. Il faut donc supposer u!!)=ul?), pil) =,
w1 = w2 dans cet intervalle. En continuant de la méme maniére, on voit que
Pon a partout 4 = u@ ¢ = 92} 1) = (@),

3. Plus difficile que la question traitée dans le dernier paragraphe est le
probléme de caleuler les composantes de la vitesse d’'un mouvement fini dans un
fluide indéfini. La méthode des approximations successives de M. PiCARD per-

met dans ce cas aussi de calculer u, v, w dans un intervalle ¢, <t <t, + ¢, ces
fonctions étant connues pour {=1¢,. Mais la longueur de cet intervalle dépend
dans ce cas des fonctions données u(z, y, 2, t,) etc. de sorte que, si on veut

poursuivre le calcul, on obtiendra un nouvel intervalle ¢, + ¢ <t<t, + ¢ +t,, o1

t, en général ne sera pas identique & ¢. Si les nombres 2, ¢, etc. forment une
gérie convergente, le calcul sera donc arrété pour une valeur finie de ¢. D’aprés
notre théorie, il parait done vraisemblable que des irrégularités peuvent naitre
dans l'intérieur d’un fluide visqueux et incompressible, méme dans le cas ol les
forces extérieures et le mouvement initial sont complétement réguliers.

Nous supposons de nouveau que les fonctions données u(z, y, 2, {,) ete.
soient des fonctions continues de z, y, z, douées des dérivées continues du pre-
mier ordre et remplissant P'équation:

u v ow_
dz ' dy 9z °

Nous supposons de plus que les fonctions u(z, y, 2, ¢,) etc. admettent des déri-
vées continues par rapport 4 z, y, z et que 'on peut trouver deux nombres po-
sitifs @ et IV (¢ < 1) et un entier m tels que:

lu(z,y,2,8),...< M,

lu(x’ Y, 2, to)l, el < (I_-{-:RTI

6u(x y,z to)l |0u(x Y, 2, t) ..<M(1+ Ry

et que, pour ¢, <t<T:

M
|X(x,y,z, t)l,. <m1,
8% 3Y .
l‘o-y———a?, .<M(1+ R)
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Nous considérons alors le systéme:

9 - -
g%—— X— ?fg +udu + Ao (wv—ow),
du dv  Jw
gt oyt T
qui se réduit pour 4 = —1 aux équations du mouvement d’un fluide visqueux et

incompressible. Nous cherchons un systéme de solutions, correspondant aux
fonctions données u({z, y, 2, f,) etc. et procédant suivant les puissances de 4.
Posons:

w(d)=u, + u, A+ -

vi{h)=v,+ v, A+ -
wdy=w, + w,d + -+

g =g+ @A+
Nous aurons:

.............

du, | dv,  Jw,
gz "oy T O

u (x, 9,2, t)=u(z,y, 2, t) ete,
et pour n=2 3,...

Oun 0qn o —
9 = iz + udu, + Qi-zl(wi’vn—i— Vi Wn—s)

......................

(18)

dup | Ov, | Qwn
Tz oy T

un (2, ¥, 2, L) =va(x, ¥, 2, t)) = wa(x, y, 2, {,) =o0. ]

Nous pouvons done poser, pour ¢ > ¢,:

4“1/!—‘5‘7;“1(37, Y, 2, t)=291

2
4fu(§’ 7, E, to) E(?‘, to, t) do +

¢
+fdr (WX (E, 7, L, 7) +--1da

etc.,
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i
fmn—1 _
g4 Vyomu,(z,y,2,t)=p drf[u’; Z(w,"v,,_,-—v,- Wn—i)e=z,... + -'-]dw (19)
. t=t
£ =l

etc. pourvu que les expressions:

jmp—1 _ _
(Wi Vn—i — Vi Wn—i)
fm]

etc., remplissent les conditions nécessaires pour que les intégrales ci-dessus soient
convergentes et admettent des dérivées satisfaisant au systéme 18.

Nous avons démontré dans le paragraphe dernier que I’on peut déterminer
un nombre positif ¢ tel que:

Iull’ Ivllv l'w1|<CM»

cM
lul(x Y, =, t)l (I+R)a’

du, (m 1,z t) ow,(x,y,z,1)
’ dz

"7“1 (x, 9,2, t)l

Iﬂ______w, (xl,?i/, % t),<cM(I + R)m

dans lintervalle t, <¢t<7T. Il résulte de ces inégalités que les formules 19 dé-
finissent des fonctions u,, v,, w,, qui satisfont au systéme 18. Soit ¢' une quan-
tité positive égale au plus grand des nombres 4n,, 47,, 87y, n,, n,, 0y étant les
nombres qui figurent dans les inégalités 12, 13, 14. Nous aurons pour f, <¢<T:

Iu'.’l’ l’UZI» |wz|<90’0'M2(t—to)%.
l(’)u,(x Y, 2, t)l

Ow,(x y,z t)I gc’c’M’(t—to)’}
(r+ Ry

dw, (z, ¥,

Imauz(” Y. 2 t)l ; w,ac%’M*(x + Rym(t—t,)}.
z

11 suit de 1a que les formules 19 définissent des fonctions us, vy, w,, qui satisfont
au systéme 18 et ainsi de suite.
Soit maintenant a,, a,, a,, . .. une suite de nombres positifs, définie par les
égalités:
f=n—1
a, =1, AQn— Za,-a,..,'.
-1
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Je dis que l'on a pour {, <¢<T:

[unls [val,s wnl< (gcc’M(t-—to)f)"

’(t t,)}

Jun(x, v, 2, tl I(?w,.(x Y, 2, t)l Qn
Oz oc (1 + R)* (6 —t,)}

i)u,,(x y,z t)l Iaw,,(x Y, 2, t)l an(I—{-R

(oed M (£ — to)b)r,

))l( od M (t — )}

pour toute valeur entiére et positive de n. En effet, ces inégalités sont vraies

pour n=1 et »=2. Supposons qu'elles soient vraies pour n=1,2,...m—1I.
On aura alors:

i=m—1 t=m—1
- — cc' M (t—t,)=)m 4am(Qcc M(t—to)f)
(wi'i)m—i—"viwm—i) (Q—T*————O— aAi Ap—i = EY 7y
i=1 e (t—1t,) fart 2 c?(t—1t,)
Done:
A ] 1
Uml, [Vmls [ W] < —2——(gcc! M (8 — t,)b)m
I ml l ml I ml QG'(t-—to)?(Q ( o)

etc. Notre assertion est donc prouvée.
Considérons maintenant la série:

P
Za,. a1, (20)
1

Si cette série pour des valeurs suffisamment petites de |«| est convergente, elle
définit une fonction y de x qui doit satisfaire & ’équation algébrique:

2 Y —1I
y z
Or cette équation admet la solution:
y=—~—~—~1~_l/l—-ﬂ=1 +x4---

2

Done la série 20 est absolument et uniformément convergente pour |zx| <i~—6
(6 >0). Il suit de 13 que les séries:

zlgu,,xn—l, .. .;%’%zn—l, .. .;‘%"xn—l, )

Acta mathematica. 34. Imprimé le 6 juin 1910, 33
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sont absolument et uniformément convergentes pour

—t -
lre—t)tl< g —¢ >0

Posons pour ¢, <t <t + € (¢ >0):

I
160°c*c* M

u==i(—— )71y, v-—=2(__1)n—-lvm wzi(—I)""‘wﬂ,

1 1 1

Ces fonctions satisferont au systéme:

u »—vw) =X~
e-ﬂ+g(wv—vzv)~ r-ax-i-ydu,
bu, dv dw_
gz Tay T T °

La démonstration est analogue & celle que nous avons donnée dans le paragra-
graphe précédent pour un théoréme analogue. Pour ¢ = {,, u, v, w prennent d’ail-
leurs les valeurs données. Notre probléme est donc résolu.

Dans certains cas, une autre forme de la méthode des approximations suc-
cessives est plus favorable que celle que nous avons employée ici. Soit u,, v,, w,
un systéme de solutions approchés du probléme. Calculons les fonctions u,, vn,
Wn, gn qui satisfont aux systémes différentiels:

Ign

uAduy, + ¥ i X — 0 (Wn—1Vn—1— Vn— Wn1),

.........................

et aux conditions aux limites:

Unoy = (2, Y, 2, L) etc.

On peut alors démontrer que ’on a dans un certain intervalle du temps et
sous certaines conditions trés générales:

u=lim u,, v=1limv,, w=1lim w,.

fiom X ne-© Ne®
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Cette méthode est applicable si, pour ¢={,, le mouvement du fluide est irrota-
tionel & I’exception d’un certain nombre de tubes tourbillonaires. On prend alors
pour u,, v,, w, les solutions fournies par la théorie des tourbillons dans un fluide
idéal.

Montrons enfin qu’il ne peut pas exister deux systémes de solutions diffé-
rents yl), o), 1), gl et 4@ @, @ ¢ correspondants aux mémes fonctions
données et assujettis aux conditions:

M!

du
,...<(—IT‘R“F;,

iz

fuf,...

[pl< M'(x + Ry,
« >o0.
En effet, dans ce cas les différences u) — u® = etc., satisferaient au
systéme:

] — — — .
g’—a-[t] + o (Woh) + Tu® — Vo) — @) = — gg +udU,

au v oW
Tt oy T T

que nous pouvons considérer comme un systéme linéaire, (0, 1), wV), 4@, @ 42
étant des fonctions connues. Or nous avons vu que ce systéme et les conditions
aux limites:

Ut-to = Vt-g, = Wtato =0

exigent que Fon a identiquement U=V = W =o.

IIT.

Les formules de Green généralisées dans certains problémes particuliers.

1. Le mouvement infiniment lent et permanent d’un fluide visqueux et in-
compressible est régi par le systéme différentiel:
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Ip
pdu —%+X—o,

de——g—P+ Y=o,
Yy
(21)

514W~@+Z=0,
0z

du  dv  Jw
(?—:i:+(7)_g_}+ F PR

Nous supposerons dans les recherches suivantes que les dérivées de u, v, w et p,
qui figurent dans ces équations soient des fonctions continues de x, y, z dans
Pintérieur du fluide considéré et que X, Y, Z dans le méme domaine soient des
fonctions uniformes de z, y, z, continues ainsi que leurs dérivées du premier ordre.

Soit S une surface fermée dans I'intérieur d'un fluide, w; la partie de I’espace
qui se trouve & Vintérieur de 8, z,, ¥,, %z, un point quelconque de w; et w;(+') la
partie de w; qui est située & l'extérieur de la sphére r =17/, ou:

r=V(@—x,)? + (y — yo)® + (2 — 2,)*.
Posons:

,  0*r  d%r P2 d*r (7(1)

= ——— = oe— ” T e————— ! = ——— —_
(u””_ﬁy2 gz U dzoy’ * draz’ P 2o \r

Ces fonctions satisfont au systéme:

Formons I’équation:

fo [Wedu+VVodv+wWedw—udus—v AV —wdw]drdydz —

w; (')
ap ap',
! ——— . m— — s
J— ﬂ[uz’,} + ua ]dxdydz+
o (r')

+ff (Xu'z+ YV, + Zw')dedydz=o.

w; (1)

Elle nous donne:
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' Is]
,_!;[[@L'I%_F,,,,_,t‘fifr_...]dS+J [(wycosnz+ - )p-—~(ucosnx+---)p']1dS +
3 ¥

du'y d
+f{f(Xu'z+ I’v'z»i—Zw"x)dxdydzz—;J(u—j—%—-{-'--——u'md%‘—---)dS—

w,-'(r') r=r'

_f[(u'zcosnx+“')p‘— (wcosna+---) p'z]ds,

reyt

ol n désigne la normale intérieure du domaine w(+'). Faisons r' tendre vers
zero. Nous obtiendrons:

d du'y
Sapu(®,, Yo, zu)z“.”f(u’zg%'f"'“—'udl; —)dS-l'
S

—l—f[(u’m cos nx + ---)p—(ucosnx + ---) p'y]d8 +fff(Xu’z+ -ydxdydz.

S

On a évidemment deux formules analogues pour v(x,, ¥, %) 6t w(%y. Yo, 2,)-
Pour obtenir la formule correspondante pour p(x,, ¥,, 2,), hous posons:

Jd [ r—2x d (1 — J 1 22—z
W=l == T = () == R w= () - o

w, v, w' et p' satisfont an systéme 22. Nous avons donc:

—w“s[[wg_:—l_ ..._ug—%_...]ds-i—&[(u’eosnx.p ) pdS +

+f[ (X' + Yo' + Zw') dxdydz:yf[u’%—!»

w; (7'} Ty’
du
—-—ud—n———m] dS—f(u’ cosnxr + -.-) pdS.

re=y’

Le passage a la limite donne:

d du'
47 p (. Yy Zo):—;tf[u'd-% +~'——uﬁ———-.]d6’ +

+f(u’cosnx+-.-) pdS—{-ff (Xu' + Yo' + Zw)drdydz
5 ;
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En changeant nos notations, nous pouvons écrire nos formules de la maniére
suivante:

du du'
§nuu(x,y,z)=— .ui[(u’gﬁ+----—u—d-;§——---)d8+

+][u'§cosna:+---)p—(ucosn:c+ ) p'ddS +
§

+f(X (BC’ n, :‘) u"s" + Y(§9 7, ‘C) v'§ + Z(.E7 N ;.) t”'s‘)dw

e e e e e e e e e (23)

d (1\duw 7 j1\dv 0 [1\dw
swpe = [0+ 5 G+ o (-

§
d a1 d d.[1 d 0 |1 d (1
““zz“m(;)“"%@(?)*“azaz(?)]ds*fza(;’)pds+
§
. /A I B 5 ¢ PR D
+f(X(;’7"/’)5—§(7)+Y(g";’b)(??; ;)+Z(::';9/:)(—/‘:<;))dw

On a ici:

r=V@—5+(y—n)+(z—1L)0,

u' -—-@.’_.a_!_’: v' —_— — 021‘ 'g»-—___,ﬂ_,,
ST T ogy ViT T gEay WiT Taray
. 7*r

u,,=-—m77 etc.,

d = C 4 J + cos n i
an= 08 nx~—+cosny0n z(,)g,

0&
do=dEdydl.

Dans les intégrales de surface, &, 7, { sont les coordonnées d’un point de la sur-
face S.

Les formules 23 sont, aux notations prés, identiques a celles que P’on doit
& M. LorENTZ.

On voit aisément que les fonctions u (z, ¥, 2), v(z, ¥, 2), w(x, y, 2), p(z, ¥, 2),

.. . . du dv dw
définies par les formules 23, si, sur la surface S, on y considére u, v, w, dn’ an’ dw
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p comme des fonctions connues et continues, satisfont au systéme 21 dans l'in-

térieur du domaine w;, an moins dans Je cas, ol w; est une partie finie de 'espace

et les fonctions X, Y, Z admettent des dérivées continues du premier ordre.
Envisageons maintenant les intégrales:

f(X@, v D) l's ) da,
f(X(gs 17; C)u'n'*‘ ---)dw,
f(X(s, 0 D) + o) do,

Vintégration étant étendue & Pespace entier. Si X, Y, Z remplissent des in-
égalités de la forme:

M
(1 + r)+e’

1 XE n0L...<

r=VE+ @ +0,  a>o,

ces intégrales ont un sens déterminé et définissent des fonctions de z, y, z, con-
tinues et douées des dérivées continues du premier ordre. Elles admettent des
dérivées continues du second ordre, si X, ¥, Z en admettent du premier ordre
et satisfont dans ce cas au systéme 21, si I'on y pose:

I
47t

b ¢

P (X(§.?7,§)%(;)+---)dw.

2. Soit A(&, 1, 5) une fonction de &, 5,5, continue dans chaque point de
I’espace et remplissant I'inégalité:

M

A(;’T’,‘ <_'“—'*_—7
l 5,7 S)l (1 + P+

o< f<z.

Nous cherchons dans ce cas une limite supérieure pour la valeur absolue de I'in-

tégrale:
I=ff1(§,7];s)dw,
r

I'intégration étendue & I’espace entier,
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.. . . - R - 3R
Divisons Yespace en trois parties, w,, w,, w,, par les sphéres r = > et r=3—2—

(R=Va*+ y* +2%), w, étant la partie que se trouve & Dlintérieur de la sphére

;=§ et w, celle & Pextérieur de la sphére ;=3L2£ Soient I,, I, et I, les par-

ties correspondantes de notre intégrale. Nous aurons dans w,:

r?_]i-
=2
Done:
R
2
do 16aM [ rdr 6 M
lIn|<Mf,.(I+;)1+ﬂ B J fiv T @—p) TR

Dans w, nous avons:

;;g .
Donc:
SR
M dw 4 M ronMR _10om2'tiM
(L0 < —Fnwm ’,?<“—Tg“1+79fd SRS TR
(I+?> (IJr—) ] (I+;)
Enfin, dans w,: ~
b r>r—R
one:
: ridr rdr 4xM " udu
L)< M} AL M| =2 | .
MLl <4 @ —p T )!rﬂ(r—R)’ B ) wiu—1)
2 z 2
Considérons maintenant la fonetion:
(x + Ry %I

Elle est finie et continue pour tout systéme de valeurs de z, y, z. Les
inégalités ci-dessus montrent qu’elle reste toujours inférieure & une certaine limite
finie, qui est d’ailleurs indépendante de M.

Comme d’autre part les fonctions:
dus . RsI’Z’LC

3
Rax
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pour tout systéme de valeurs de z, y, 2, & 7, [ restent finies, il s’ensuit que
Pon peut trouver un nombre positif ¢, assez grand pour que:

JaenTae], | fa6 v Fae|< A e

3. Soit donné un fluide indéfini, sollicité d’une force extérieure dont les
composantes soient X (x, y, 2), Y(x, vy, 2), Z(x, y, z). Nous allons voir dans ce
paragraphe que les formules de M. LorRENTZ permettent dans certains cas de
trouver un mouvement permanent correspondant & cette force.

Nous supposons que X, Y, Z soient des fonctions uniformes et continues,
douées des dérivées continues dun premier ordre et qu'elles remplissent des in-
égalités de la forme:

N

lX(§: s c)l I + R)2+7 ’

7 > o.

D’autres conditions restrictives seront bientdt introduites.
Les équations du mouvement permanent peuvent s’écrire:

_ip du?)  d(uv)  J(uw)
udu %+X—g( iz T gy t o | T

......................

Négligeons d’abord les termes ¢

Hu?) = d(uv) | dluw)
(2t

dy 0z
rentiel ainsi obtenu admet le systéme de solutions:

Uy = 8ﬁ!lf[X(§’ "7’ ’M,E “']dw:

I <
b= Sn‘ltf[X(g, 7, Ou'y + ---1dw,

[ [X(E, 7, O)e + - Tdo,

) ete. Le systéme diffé-

g

1 8wu
y

I -0 1

Acta mathematica. 34. Imprimé le 6 juin 1910. 34
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les intégrations étendues & l'espace entier. Nous supposons et c’est la une nou-
velle hypothése restrictive par rapport & X, Y, Z qu’il existe une quantité posi-
tive M et un nombre 6, 0 <Jd < 1, tels que 'on ait dans tout point de I'espace:

M
fu(z, y, 2)], . -~<m.
du,(z, vy, x, Y, 2
ul(axy Al f}xsy )l (25)
Pw, (2, y, 2) < M
728 (1 + R+

Introduisons de nouveau le paramétre auxiliaire 2 dans nos équations. Elles
deviennent :

d{u*)  d(uv) N ﬂy}ﬂ)) _

Ip
.udu——%-i-X-i-gl( + dy 7z

.......................

Posons:
w(@) = u, + w,k + -

v(A) =v, +vd + -
w(d) =w, +w,d + ---
pA)=p, +ph+ -

Pour déterminer u,, v,, w, etc. nous aurons les équations:

7 n~—1 ”—“1
ydu,.—ﬂ + (axZu.u,.., + = 7y Zu,v,.-, + 7z Zu.un_,) =0,

..............................

___ @ oL ... —
un—sn“f[(deu,un_,+ )z-,t,...u;+ ]dw

n—1 au1§ n—1 p} uv§ Bv';
8"tu [(Eu.u,._,) 0§'+(Z“ivn—i) ) 7«1174- 75—) + - |dw
o ) [amg ..
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etc. Les fonctions u,, v;,, w,, ainsi obtenus, sont des fonctions continues ainsi
que leurs dérivées des deux premiers ordres, et on a en vertu des inégalités 24:

g oc, M?
|u2(x’ ./s z)l 8 71:u(1 + R)]_H) 1]

9oc, M®

du, (2, ¥, 2)
4ru(r + R)+e’

oz

dz

v I dw,(z, 4 Y 2)

Pu,(z, y, 2) 02w2(x Y, 2) 9oc, M? i

T dat T 022 2zpu(1 + R)+o

Done: 5 s
Oy 24y e M?
qu""' dx LI dx? |’ “<(I+R)1+d

ou:
¢, = 9¢0Cs
27

Il résulte de l1a que u,, v, w, sont des fonctions continues, douées des déri-
vées continues des deux premiers ordres et qu’elles remplissent certaines inégali-
tés propres & nous assurer que les fonctions u,, v,, w, jouissent des mémes pro-
priétés. En continuant ainsi, on voit que u,, v, w, pour toute valeur entiére
et positive de » sont des fonctions continues de z, y, z et qu'elles admettent
des dérivées continues du premier et du second ordre.

Soit maintenant a,, a,,... la série de nombres entiers et positifs, définie par

les équations:
n—1
=1, Qn = Zaia,,_i.
1
Je dis que l'on a:

an et Mr

P un(2, y, 2) z) I~
(x + B+

lualz, ¥, 2)], .. —

(7un(a: Dunl2, ¥, z)l

En effet, ces inégalités étant vraies pour n =1 et n—2, on voit, en concluant
de n & n + 1, qu’elles sont vraies pour toute valeur entiére et positive de n.
Faisons une derniére hypothése. Supposons que M soit plus petit que

1 .
——+«  Alors, les séries:
40,

00

i(—‘ )y, .. .2(__ I)n—ﬂun 2(_1 0 u,,
1

1
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sont absolument et uniformément convergentes pour tout systéme de valeurs de
z, y, z. Posons:

Q0 : [d o0

u= 2(—— ) lu,, v= 2(——1)"“1),., w= 2 (—1)* " w,.

1 1 1

u, v, w seront des fonctions de z, y, z continues et douées des dérivées continues
des deux premiers ordres et nous aurons:

8 n.ltu=f[X(§, 1 5)“'5+"']dw—ef[<0(g?:) + 0(0u!/v) + a(g;v))x-e ...u'§+ -n]dw

etc., les intégrales & droite dans ces formules ayant un sens déterminé puis-
qu'on a:

__C

(1 + R)+0°

dul(z, y, 2)
oz

Pul(z, y, 2)
0zt

3 e

lulz, y, 2)], ...

y o0 <

C étant une certaine quantité positive. Posons:

srploy ) =[ [XEn 05 (7) + ~-]dm——
A T

u, v, w, p satisfont alors aux équations du mouvement permanent.

4. Supposons que les composantes de la force extérieure soient de la forme
X(x, y, 2)e ¥, Y(x, y, z)e %, Z(x, y, z)e ¥t Cherchons un systéme de solutions
de la forme wu(x,y, z)e** etc. des équations 1. Nous aurons pour déterminer
u, v, w le systéme différentiel:

............

dx ' dy " dz
Posons:
2P 2P apP azp
'-'——~ —— ';:-——— ’:.=-—-——— = e— .
=Gt Y iy Wi agn Pim e oo

ou:
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2 [I—COS (/c ]ﬂr)]
P s

kor

269

r=Vie—&"+ y—n* + ="

u's, Ve, w's, Ple ete. satisfont aux systémes différentiels:

etc. Dans le voisinage du point z, y, z ils se comportent comme les fonctions
My Pr 7%r 2y J 1 .y
ot are T aEay T aEar —2;¢6~.§(;) etc. Le procédé du paragraphe 1 est
donc applicable sans aucune modification et nous obtenons:

— LT L ]
8rwuu(x, y, 2) = g;[[ugdn-f— v - 1dS +

+ﬁ(u’;cos nx+ - )p— (% cos nx + - )p'e]dS +f[X(§, nust - ]dw

S

et deux formules analogues. Pour compléter notre systéme de formules nous
employons les fonctions:

' J [T ' J (1 ' d 1 i le
W=gel) V=0 G v =i ) =5

Nous trouvons:

(g, 2)— [g(gd__u 6(_1_ iui(l)d_w_
4 7tplx, Y, =u dx\r dn+()y r)d’n 0z dn

7y -
d 4 |1 d 7 1 d 71 d (1
—“;z’;bmz(‘r‘)*”d‘nag(i)—wa;az(?)]ds‘;fpgﬁ(ﬂds’

——glc;f(u cos nx + )@;:—S' jn[x(st, ", ?)%(;) + "']d‘”-

D
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b. Analogues aux formules précédentes, mais un peu plus compliquées sont

celles que I’on obtient dans le cas ou les composantes de la force extérieure sont
des fonctions périodiques de . Soient par exemple:

X = partie réelle de A (z, y z)e,
Y= » »

Z= » »

» Bz, y, z)ei,
» Clz, y, 2)ei,

ou A=A4,+14,, B=B,+1B,, C=C, + ¢C, sont des fonctions complexes de
%, ¥, 2. Posons dans ce cas:

u(x, y, 2, t) = partie réelle de u(z, y, z)ei

ete.,, ou u(z, y, 2), v(x, y, 2), wiz,y,z2), p, y,2) désignent des fonctions com-
plexes de z, y, 2, qui doivent satisfaire au systéme suivant:

tphu=A4A —-Z—g +udu,

du dv 0w
dx (’y dz

Les fonctions de GREEN géréralisées de ce systéme différentiel sont

w. e oep, _ep o, __®P oa ’},.)etc
¢ '.,72 ace ;= ('/;:(h;» W= — () d" p>- [ 0;-(7. .
vh_?_(z) o = 1) w = (I) (___tek,

—aE\r) T T ay\r) ag\e) P77

On a dans ces équations:

il ]
21ul1—cos ”
P= t .

oAr

Si 4> o0, on a done, en séparant les parties réelles et imaginaires de P

o b VBT,
. ~
+i[2 cos( )( g"+e— g)]
gAr 2u
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Les formules de GREEN généralisées, que I'on obtient & l'aide de ces fonc-
tions, sont tout & fait analogues & celles du paragraphe précédent. On a donec:

8muulx,y, 2) =8xulu(z, vy, z) + tu,(x, 9, 2)] =

du du/
— [Pk TRl JH
!‘f[u Sdn “dn ]dS +
S

+f[(u’§cos nx + - ]p—(u cos nx + -‘-)p'f]dS +ﬁA('§, n O)we+ - ldw
s o

etc.,

ne

4P, y, 2) = 4w [p, (%, ¥, 2) + ip,(x, ¥, 2)] =

1\ du d J |1 d (1
N

+ z'gx.f(u cos mz ) 23 +f[A(§, n ;)a%(}) + ---]dw.

wg

6. Reprenons le systéme 1. Supposons que Z=w=o0 et queu, v, p, X, ¥
ne dépendent que de x, y, . Nous aurons:

du i}
9%=X——£+yd,,yu,
a d
90_1;= Y—b—g +udqyv, (26)
du  Ov
(7}';6’1';}-1/—0.

Supposons que u, v, p et les dérivées de ces fonctions, qui figurent dans le
systéme 26, X, Y et leurs dérivées du premier ordre par rapport & z, y soient
des fonctions continues de =z, y, { dans 'intérieur du fluide considéré pour des
valeurs de ¢, situées dans un certain intervalle 0 <t <¢,. Soit:

plx, y.t)=o0

Péquation d’une courbe fermée, C(¢f), dans P'intérieur du fluide, admettant dans
chaque point un tangent déterminé et une vitesse normale déterminée u,. Soit
w(t) la partie du zy-plan, qui se trouve & l'intérieur de C(t), z,, y, un point quel-
conque, situé & linstant ¢, dans w(l) et wy(t) la partie de w(t), extérieure au
cercle r =1 [r=V(x—2,)® + (y —y,)t]. Posons:
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-
e 4ulbp—?) — F(rc tr tO)

Pr':_fF(T, t, to)d—rr‘—F(r,: t, to) lOg‘r-

T

Définissons les fonctions u',(r'), v'2(+') et p'z(+') & 'intérieur de la courbe C(t) et
sur cette courbe par les équations:

! aﬂP ' 02P ' f 0 OPI
Welr) = — Sgs Valr) =t ) = g le gy udey Pr

et & I'extérieur de la courbe C(¢) par les équations:
wo (1) =v.(r')=pz(r)=o.
Ces fonctions satisfont au systéme différentiel:

du's(r') _ _Apla(r) +

f i
it iz wd g yu'z(r'),

0 ,z ! a ! ! .
—p ‘f)at(f)=__ ?903:;7) + !ldz,yvz(r’)s
du'z(r')  0vL(r)

Jx dy =

Formons Véquation:

t t,
) /;itf?M)”—;—vy’—”(—rﬂdw=};lt[[Xu’,(r') + Yu'y(r)]dow +
L IENAT) 0 wplt)
oo, _
+ j di / [ W (1) Azt + Vo (1) gy ¥ — U Ay W (1) — 0 Ay Vo (7)) —
v

@ (£)

dp'a(r)

Ip
( dx

dx

()P ) 0P
u'g(r') ”z(r)ay'l'u +

!
v "Pz(")}dw.
dy

Elle nous donne, en intégrant par parties:

o | [uvz(r) + vVz (1" )twsr,dw = o [[urz(r') + vV 2(r') modw —

wr' (tn) wT’ (0)
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to o
—g/dt [ue'z () + 20 (r)]u,dS +fdiﬁXu’w(r') + Yo' () ldow—

0 0 wp(d)

_ f R e e

— [w'x{r") cos nx + ¥, (r'") cos nylp + (u cos nx + v cos ny)p’x(r’)} a8 —

o
——fdtf{y [u’m(r’)% + ] — [u'z(r") cos nx + V', (r') cos nylp +

9 r=y

+ (u cos nx + v cos ny)p'w(r’)}dS.

n désigne la normale intérieure.

Cherchons la valeur limite de la derniére intégrale lorsque ' tend vers zéro.
Nous avons dans un point du cercle r = ¢/, situé a P'intérieur de w(t):

i(y —?/0)2 FV(T’s 2 to) . i(x_xo)(y “‘yo) F(T’, 2 tu)

F () — ]
walr 20 72 t,—t ' =(r) 2p 7'? t,—1t

du's(r') e (I 2(y —y,)’\ F(r, ¢ ¢,) ___QZ_ (y—y,)* F(r',t, t)

dn 2\ 78 to—1 4u? 7 t,—12 "’
dv'z(r') __ @ (x—z)(y—y,) F(r', ¢ &) + _92_ (x—z,)(y—yo) F(r', ¢ t,)
dn u 7’3 t,—t 40 7 t,— )2’
eCr—aw) F(r s t)
Pa(r) = 41 (b, —1)?
dv

Développons u, v

2 s \ P .
S dn’ dn d’aprés le théoréme de TavrLor. Les principaux

termes de la fonction:

L (u’,, () g% + ) — [u'2(r") cos nx + V', (¢') cos ny]p + (u cos nx + v cos ny) p'L(r)
seront:
Qu(x()’ ?/m t) ( 97.’ + £_ 2 (x_—xo)2 F(T’, t’ to) .
2 2u(t,—t) 7 7’8 t,—1
xr—X, - F 7", t; 4
— o v (%o, Yo t)( ),z,r(gy ) (t 1 d
0

Acta mathematica. 34. Tmprimé le 5 juillet 1910. 35
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et nous aurons:

lim fdf[ i u,,,(r)~— + - ) (w'z(r") cos nx +

70
re=7’

+ v'z(7") cos ny) p + (u cos nx + v cos ny)p’,,.(r’)]dS =

g
: oF(r, t, 1) ( or' 1 2(x ——xo)”) o
lim [fT =1 u(xy, Yo, 1)dl PR + ;i o as
0

r'=0
QF(T—t t ) 0(@o, Yo ¢ /(x (?/ yo) dS]

roe=y’

7
% lim f PR, ) u (e, Yo, ¢) (,—d_‘ty = 27Qu(®y, Yor 1)-
[}

Remarquons de plus que 'on a pour ¢ =¢,: 4/ (+') = v/;(+') =0. Done:

2w QU(Zy, Yy, L) = ]}ns [gf[uu’,(r’) + v () modw —

oy (0)

—gfdt} [uw'z(r') + v/ (') un,d8 +[dt (Xue(r) + YV, (r'))dow—

0 Cw )

to
— | dt [u (u (r )ZZ + - ) — [u'(r") cos nx + vz (r') cos nylp +

‘0 Cln
+ (u cos nx + v cos ny)p’,(r’)]dS] .

Posons:

P=—fF(r, : to)d?’—logr,

*»p -1 (I_Z(y_yo)z) (I—F(?’ t, 1)) + Q(y—yo)2 F(ry , to)
7‘2 » 2 % ’

o
Wa="— a9yt 1 2ur? t,—1t

! PP 2(x—x,)(y —¥,) e _Q(x_xo)(y_'_yo) F(r ¢t t,) .

*T 0wy rt (x—=Flr, &, &) 2urt t,—1

w'z(r), Vo(r') et p.(r) tendent pour r>9, t,—t>¢e (6 >0, ¢>o0) uniformément

vers u';, v’y et o, lorsque +' tend vers zéro.
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Considérons les intégrales:

d
I,— f Py, Ha—Fr, 1 0)%2,
o' (£)
d
12 =f‘l’(x’ y’ t)F('r) t’ to) t__(—(}_t )
0
1)

L= fat[[pte, v, 00— Flr, 1) 52
i o (t)
to.
L= [at[ g, 5. 0F (0, 6,122,
¥ of()
oll o'(t) est une certaine aire finie du plan des z,y et ¢(x, y, ¢) une fonction finie
et intégrable de x,y, ¢ Soit I'(t) la plus grande distance entre deux points de

la frontiére du domaine «'(¢) et L' le maximum de ¥ (f) dans Vintervalle o <?<{,.
Nous avons alors, si 0 <¢<{,:

LI
I.<2nm Maxler(x——F(r, , to))%.—r
0

L
—e 4w} I/
<27tMax|cp|MaxI ° —,
©u20 Vt0~—t
Ll
dr
I,< 27w Max |gp| rF(",t,to)t*‘_t
§ 0
_e# !
<zxMax|(p|Max|ue 4“, —,
%20 o_t
et 8l 0 <¢' <{¢,:
Ly
I—e 44 T
I,< 4w Max | p] Max [~—— | L'Vi,— ¥,

—ew —
I, < 4w Max |p| Max Iue 4“,L’ Vt,—1.

On conclut de ces inégalités que les intégrales:

(uu'y + v9'5)dw, -ﬁit (Xo'e+ Yo')dw
@(0) b et
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ont un sens déterminé et que Pon peut trouver un nombre positif b,, tel que:
i ! bld T8 .9
|uux + ’l)’l)x|t_0d(() < Vt: Max Vi + v,

o t=0
0<rgd

b

f t[ 1 X'y + Yoo|do < b6 Vi, Max VX + 7,

0<t<to
0" 0<resd
b )
dtj | Xw, + Yos]dw<b,LVe Max Vui + o8,
0<t<t,
to—e w(t)

L étant le maximum de la distance entre deux points d’une courbe C(¢) (0o <t <¢,).
Comme on a:

u’z(r’)'——’%(l'—zw—;—go)[ﬁ'( ! t to)"‘F(T t t)] +9(y yo) F(f, L, to)’

2urd t,—1

2(x

— xo)(y yo) [F(T t to)—F(r, t to)]___ ( xo) (.l/*yo) F(T, t; to)

2urt t,—1

'U'a, (Y')

et comme, pour r>17':

__ert e __er
[F(r, 8 8,)—F(r, t, 1) =e 41ttt —e 4l <1 —¢ 40t

on voit que I'on peut choisir b, tel que 'on a aussi:

fuw'z(r") + vo'2(r) modw < b, 0 Max Va? + o2,

. Vi, =0
r<r<d
¢
Jdtﬂxm(r) + ¥0.()|do <5,V Max VETT T,
rirsd ’

23
{dt | X'o(r') + Yo (') |dw < b, L Ve Max VX? + T*.
0<t<t,
t,,—sm,v(t)
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On a par conséquent:

ty

Eg(l) [Q‘f[uu'z (") + vV (1) o dw +fdt [(X's(r) + Yv’,(r’)]alw]=

oy (0) ¥ opo
i,
0 f (watly + 0V 2)mpdo + f dtj (Xoy + Yoo)do.
a{0) 0 w{f)

Soit C'(¢) une courbe fermée dans lintérieur du domaine w(t). On peut
alors trouver un nombre positif b, assez grand pour que, x, ¥ étant un point de
la courbe C(t) et z,, y, un point intérieur & C'():

|u’a: (") I: l'v'a: (r')l <b,.

Comme dailleurs w',(r') et v/5(+') pour f,—t>e¢, ¢ positif, aussi petit que
I'on veut, tendent uniformément vers u', et vy, on a dans tout point z,, ¥,,
intérienr & C(¢,):

/ %
]r}f_% [— Q]ilt [ut/z(r) + vV’ (") ]uad S —fdi[[‘u (urz(rr)g_'z + ) _

¥ cw & cin
¢
— [u'z(r") cos nx + v, (1) cos ny]p]dS] =— gfdt (wu'y + V) und S —

o ¢l
to 7 ’
, 1 !
___‘uj‘d{f(u'wg% + v’w%—uddinz—v‘%’) a8 +fd€[(u’, cos nx + v'; cos ny) pd 8.
0 Cln & ch
Enfin, nous avons:
’p';(r') — 92 (:E _xo)r" F(r', 3 »to) .

4ur (f— 0P
Done:

to

linc(l) ~— |dt|(u cos nx + v cos ny)p's(r')dS =
9/
0 clh

7
. 2 YRR, 8, ) dE xr—z
lim — & [T 2L 5 WAt [ os , T %38
lim — =18 (u cos nz + v cos ny) o d
0 city
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b

lim — L (u cos nx + v cosn )Lﬁ’ds r”ejf(fr:—” ¢t _
P-4k “ Ve T =8
)

t—6€

—gof(u cos nx + v cos ny)x_r;x?dS.
(6}
On a donc:

2 wou (e, Y, t) = (if(uu',, +vv')dw—o|dt | (uu's + v0':)ua.dS +

o (0) 0 C()
. ? d d duy, dv
' ' _ P ou 4V Uy GV
+Jdi{[(Xu,,,+ Yv')dw fdtvf[y (u”dn+v‘”dn U Y dn
wl®) ¥ ¢ty

— (' co8 nx + v, cos ny)p]dS—g (u cos nx + v cos ny) xf—r;—x" s

City)

et une formule analogue pour z wev(x,, y,, t).

Afin de trouver la formule correspondante pour p(z,, ¥,, t,) nous considé-
rons les fonetions:

oy @ F( ) x—x, L e F(r, 4 8) y—y,
Ry ) D Ay ) B R

pr) = (% %’%:—Q -log r,

esquelles satisfont au systéme:
— D _IB)  y gui,
_ @(%IQ —_ Q%'g-') + pudv'(r'),

Nous avons done:

gf(uu’(r’) +ov (V) ietedw = gj‘(uu’(r’) + o0 (Pt =odw —

s (L) @y (0)
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t)
“Qfdt_[ uu'(r') + vo' (r))u,,dS+fdtf(Xu () + Yv(r'))dw —

c 0 wplt)

to
—{ @ o ndo duw(r) dv(r)
fdtf['” R e e 7 )
0 C()
—(u'(r") cos nx + v'(r') cos ny)p + (u cos nx + v cos ny) p'(rf)]dS._
1) d
d{[[@t (u’(ﬂ% + ) —(u'(r’) cos nx +---)p + (u cos nx + --~)p’(r’):|dS.

0 re=r
Or on a:

(wd'(r')) + v/ (1'))tmts dw = o,

0 (t)

to
Ijn% fdtfl:u (u'(r’)z—: + ) —(u'(+') cos mx + ---)p + (u cos nx + ~~-)p'(r’)]dS =
0 rey

1)

dt
— ﬁ lim | r2F ', b t) Pl Yo ) 5 = — 2 7P (%0 Yo to),
0
l}m (ue' (") + 0V (r"))=0dw =0,
w1 (0)
d log . dlog r
. T{a PO i ) —_—
1}121(1) gf:ltf(uu () + vV (P))und 8 = gf( 7 T 7y )undS,
0 C@® C (to)
hm {[(Xu(r’)Jr Yo' (') )dm~—f< 010gr+ Yalofr)d R
g (2) o (ty)
o du du’(r') dv ("
lim f dtﬂ“ (“ ) g + V1 ) dn dn ) .
0 C : 0 ] d
— (w'(+') cos mx + v'(+') cos ny) p]dS = —f[y (_Joxg_r ﬁ +

Clto)

dlogrdv d dlogr d 0logr’_pdlogr

+ L ]dS,

oy dn “an Oz Ydn dy
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by

fo
2 !
112(1) — | dt |{u cos nx+wvcos ny)p’(r’)d;S‘=——lin:1J_—0 ﬁff'* —(% I;::_’_t’t)t:)dt (u cos nx +
¢ Ci s ¢ty

a /g ! A
+ v cos ny) log rd8 =lim [Q—f%g’t—")/ (u cos nx + v cos ny) log rdS +
hald

=0 .
c
2,

+ Ll ;”’F(r’ tt,) _dt 9 (2 cos nz + v cos ny) log rdS] =
4u P (L, — 1) Ot
0 C{t)

g—agt—f(u cos nx + v cos ny)dS.
0

Clta)
Done:
dlo dlo dlogr dlogr
znp(xo,yo,to):f(X 0§r+Y ajr)dw—g (u ()f + v 05 )u,.dS—
() City)
dlogrdu dlogrdv d dlogr i(’ilogr)__ dlogr
- [‘u( dx  dn Jy dn “dn Gz  dn dy L ]dS+
Cltte)

+ g% (u cos nx + v cos ny) log rdS.
o
Cltp)

Les formules définitives sont par conséquent:

. ®#P , PP

Ug= 0172, vg—dgoq,
0P ap
= gEay YT T gE

r=V@—5 + y—1,

2moul(x, vy, t) = gﬁu(é’, 7, T)u's + v(E, 5, 1)V )i, dw —
@ (t)

i
—ef 7 f‘“@, PO OS5V AS + ¢ [dr f (X(E 7 0w + Y (E 3, )0 do—

Hh C (z) t‘; w(z)
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. du dv du's d’l)g . ) ] .
fdrf[u(u;d +v§dn U 717) (%'e cos nx + v cos ny)pldS

te  C(v)

~—¢ | (u cos nx + v cos ny)g—;—de,

2mwp(x, Y, t) = ( (§, 7, t)alj)gg’r—l— Y (&, 1, )‘zl,o—:;’w)dw__

dlogr . dlogr
—e [ [us,n 0 T5E" + 06,1, 0 TGE s —
C(t)

. [H(ﬂo_gl@ dlogrdv d dlogr d(?loga) pdlogr]dS+

G dn Gy dn “dn 9&  Ydn iy dn
C)
+ Q%f(u cos nx + v cos ny) log rdS.
. 3 C(t)
On a ieci:

i = CO8 N + co i
dn Yok 05 5"y
Note.

La formule de Green dans la théorie d’un fluide idéal.

Posons dans les équations du mouvement d’un fluide idéal:
P+ g(ug—kv” +w?)=¢q

et négligeons les termes o(wv—wvw) etc. Nous aurons:

U x 00 Iy 0y w0
0t 0z
(27)

Si Pon suppose que les dérivées secondes de u, v, w, ¢ et les dérivées pre-
midres de X, Y, Z existent et soient continues on peut déduire de ces formules:
0X dY 9%
9z Ty dy + 9z

Acta mathematica. 34. Tmprimé le 5 juillet 1910. 36

A_
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En appliquant & cette équation la formule de GREEN, on obtient la valeur

de ¢ dans un point quelconque, intérieur & une surface S, exprimée par les

0X dY 0Z dqs

valeurs de —— i 7y +5, dans l'intérieur de S et par les valeurs de ¢ et dn

la surface 8, ou, ce qui revient au méme, par les valeurs de X, Y, Z dans Pin-

térieur de S et par g, %1: , % . %%) sur S. Nous allons voir que 'on peut par-

venir & un résultat équivalent sans aucune hypothése sur les dérivées secondes
de u, v, w, ¢ ou sur les dérivées premieres de X, Y, Z. Seulement, nous sup-
poserons que X, Y, Z, u, v, w, ¢ et les dérivées de ces fonctions qui figurent
dans les équations 27 soient continues.

ur

Posons:
r’
r'e bt
o (to - t)2 ’

u’(r’):G%(%), ”'(T'):G%(%), w'(r')=G 30;( ) qry=

re=V(@—m)t + (y —y)* + (z2—2)"

=

G
it

Ces fonctions satisfont au systéme:

() ag()  dd(r) _  dq(r)

it AT gy

dw'(r') __ﬂq’(r) du'(r'y 9V () + dw'(r')
at dz > dx dy dz

Nous avons done, w(t), we(f), S(¢) ayant les mémes significations que dans
le premier chapitre:

¢ ) [ud (') + v/ () + ww' () Jpmt, dw = gﬁuu'(r’) + - Jrmodw—

@y () g (0)

— fdf[uu (") +---JuadS +fdtf[Xu’(r’) + YV (") + Zw' (r)dow +
S(t)

Wy (8}
t

+ |dt|[(w' (') cos nx +---)g— (u cos nx +---)q'(r')]dS +
U

to
+fdt [(w'(r') cos nx +---)q — (u cos nx +---)¢'(r')1dS.
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Or on a:
[un' () + 20" (') + ww' () )=, dw =0,

e (to)

Em o |[uv (r) + v/ (+') + ww' (r') =odw = o,
=0
@, (0)

P
R
Im —ofdif[uu () + - JudS =

=0
A ] a» 7
. I I [/ I
i G"iﬂ“ax(?) #0y 7) 0 3 7] =
o 0} '
to R

d (1 a1 d (1 .

r'=0

o S

Sto) to—s
a 1 Jd Iz d |1
e [[v35 5] +va () + 0 5 ) s,
S(to)
? 9 i 9
; i ! () 1ol vz £ g1
lim fdtﬁXu ) + To (') + Zo' (")]d o f[Xax(r) + Yy (T) + Zaz(r)]dw,
o op() o (to)
to d
i (! T — s & (X
1}3 / dt | (v (+') cos nx + ---]gd8S fqdn (r)dS,
¢ S@® S(to)

to
lim ~fd;[(u cos nx + - )¢ (r)dS =
=0
0 (%)

to

lim —p %Cti {(u cos nx + v cos ny + w cos nz)‘%sdt———

7'=0
0 S(#)
r’ to
e e ds 9 dS]
—glr}r_r(l)[ 7 f(ucosnx+ -~)7 +fG0—tf(ucosnx+ -~-)7 =
S(0) 0 S()

a
07 (u cos nx + v cos ny + w cos nz) d~—‘S )
at, r
S(%o)
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1§n% dt |[u'(r') cos nx + v'(r') cos ny + w' (') cos nz]qdS = — 4 wq(xy, Yo, Zo» bo)s

0  rey’

Emo — |dt|(weosnx + ---)g'(r)dS =o0.
0 r=r

Nous avons donc, en changeant un peu les notations:

seae, 2 0= [[X(E 80t + 7wz 0 (1) 26 n 8 g oo

w(?)

a (1 d (1 d (1 d [1
S(t) S(t)

i} ds
+eg {(u cosnx+vcosny+wcosm)7-

. Se
On a ici:

r=V@@—§+ (y—n)* + (=0,

a

d
il—=cosm; + cos ny — + cos nz =,
dn L

0
dn JE

do=dEdnd_.

n désigne la normale intérieure. Dans les intégrales de surface, & 1, { sont les
coordonnées d’'un point de la surface S(t).



