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SUR LES FORMULES DE GREEN GI~NI~RALIS]~ES QUI SE PRI~- 
SENTENT DANS L'HYDRODYNAMI(IUE ET SUR QUELQUES- 

UNES DE LEURS APPLICATIONS. 
PAR 

C. W. OSEEN 

Les m6thodes de Green, si f6condes dans les diff6rentes parties de la phy- 
sique math6matique, ont 6t6 employdes il y a d6js longtemps dans la th6orie du 

mouvement  d 'un fluide id6al. I1 6tait h at tendre qu'elles ne seraient pas moins 

fruetueuses dans la th6orie d 'un fluide visqueux, et en effet, M. H. A. LORE~TZ 
a montr~ clans un m6moire int6ressant quel profit  on peut  en tirer pour l '6tude 

du mouvement permanent d 'un fluide visqueux et incompressible. 

Le m6moire present est eonsacr~ ~ l'~tude des formulas do Green g6n~rali- 

s6es qui so pr6sentent dans la th6orie g6n6rale du mouvement d 'un fluide vis- 

queux. I1 est divis6 en deux parties. Dans la premibre, nous appliquerons los 

m6thodes do Green au prcbl~me du mouvement d 'un fluide visqueux et incom- 

pressible darts trois ou deux dimensions. Dans la seeonde, nous 6tudierons 1o 

mouvement d 'un fluide visqueux at compressible. 

Quelques-uns do nos r6sultats ont 6t6 publi6s pr6e6demment clans l 'Arkiv 

f6r matematik, astronomi oeh /ysik I9o6--i9o 7. 

Abhandlungen fiber theoretische Physik Bd x p. 23. 
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Premiere  partie. Sur les formules de Green g~n~ralis~es dans la th~orie 
d'un fluide visqueux et incompressible. 

I. 

Les formules de Green g6n~ralis6es dans le probl6me g6n~ral b trois dimensions. 

1. Les ~quations bien connues de Navier, de Poisson et de de St.-Venant 

donnent, si l'on n6glige en premiere approximation les termes quadratiques en 
0u 

Ov Op 
= Y--h;;, ,  + ~ d v ,  Q ~  

8w 8~ 
r ---- z - - ~ z  + ~ d w ,  

Ou #v  #to 

Nous supposons que u, v, w, les composantes de la vitesse, soient des fonctions 
uniformes et continues de x, y, z, t dans l'int6rieur du fluide consid6r6, ainsi que 
leurs d6riv6es, qui figurent dans le syst~mo z. Quant ~ X, Y, Z, les compo- 
santes de la force ext6rieure, nous supposons qu'el]es soient des fonctions uni- 

formes et continues de x, y, z, t et qu'elles admettent des d6riv6es continues par 
rapport ~ x, y, z, cette derni6re hypoth6se cependant n'6tant pas indispensable. 

Le syst~mo adjoint du syst6me i e s t :  

# u' 8 p' / 
- - r  = - - ~  + te,~u', 

. . . . . . . . . . .  / (2) 
(gu ~ Ovr Ow ~ 

+ Ty + 

Ce syst6mc admet les syst~mes do solutions suivants: 

u'.(r') = OZ P(r ' )  OS P(r ' )  vt=(r ') ffi= Oz P(r ' )  
Oy t Oz ~ , ~ ' 

w'.(r ')--  ~-~-~ , l~'=(r')~ r + t ~JP( r ' )  ; 

u'u(t a)-~ OtP{r')  v'y(r') =ffi OtP(r') OtP(r') 
OyOx ' Ox s Oz s ' 
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etc., oh: 
r O~ 2 

-~- ~ _ ~ / e 4 ~ ( t o - t ' d ~ ,  
P(r ' )  r V 

r = V ( x - - x o )  ~ + ( y -  yo) ~ + ( z -  zo) ~ . 

P ( r ' )  satisfait h l'dquation: 

[ OP(r') 
~r V -D-i-- 

+ t tAtP(r ' ) )  ~ - - - O .  

Ces systbmes serviront h 6tablir les formules de Green g6n6ralis6es. 

Pour  les ealculs, les expressions suivantes pour u' , (r ' ) ,  v',~(r'), w',,(r'), p',dr') 

sont utfles: 

u'~(r') = Or~ I r ~ I Or + - 

) ~ (  ( x - U x ~  I t3 (x - -  Xo)" __  I (P ( r ' )  - -  E (r ,  t)) + I - , 
r ~ ~ - ~  r ~ I t o - -  t 

v'~(r') = O~P(r') (X--Xo)  ( y - - y o )  OP(r ' )  (X--Xo)  ( y - -  Yo) _. 
Or ~ r ~ Or r 3 - -  

3 ( x - - x o )  # ( x - - x o ) ( y - - y o ) E ( r ,  t) 
r ( Y - -  Yo) (P(r ')  - -  E (r, t)) r~ , 

2 la t o - - t  

w'~(r') = O~P(r') (x --Xo) (z - -  zo) O P(r ' )  ( x - -  xo) (z - -  zo) _ 
Or 2 r ~ Or r s - -  

r ( x - -  xo) ( z - -  zo) E (r ,  t) 
3 ( x - - x ~ 1 7 6  ( P ( r ' ) ~ E ( r ,  t)) 21 a t o - - t  

r 4 r 2 ' 

p'~(r') X - - X o  0 I O P ( r ' )  ) q r ' ( Z - - X o ) E ( r ' ,  t) 
---- ~ ~ ~q---g~- + ~t~C P(r ' )  = 2r ~ t o - - t  " 

On a pos6 ici: 

E ( r ,  t )  = - -  

O r  2 

e ~g~ t )  

Vto - -  t 

De ees formules on d6duit ais6ment les expressions correspondantes pour 
u'u(r etc. 

Soit maintenant pour t > o  clans l'int6rieur du fluide une surface ferm6e 

S ( t ) ,  en g6n6ral variable avec le temps. Nous supposons que, dans le voisinage 
de chaque point de cette surface, on puisse exprimer les coordonn6es d 'un point 
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de la surface en fonetion de deux param~tres s~, s~ et de t par des fonctions 

x (z~, s~, t) etc., continues et douses des d~riv~es continues par rapport ~ s~, s2 

et t. Il existe alors dans ehaque point de la surface une normale int6rieure 

ddtermin4e et une vitesse normale eorrespondante, u . ,  de la surface. D6signons 

par ~ la partie du fluide qui se trouve h l'int~rieur de S(t) et par ~(r  ~) la par- 

tie de eo qui se trouve ~ l'exterieur de la surface r----r ;. 

Des syst~mes i et 2, on obtient l '~quation suivante: 

X ~(r) + . . . .  r + vv'~(r') + w w ' x ( r ' ) ] =  u' ' 

_ _ u : ~ ( r ) ~  x ,  , Op + u Op',(r')d_____x_ + "'" + ~[u'~(r'),ffu + . . . - - - u J u ' ~ ( r  ~) . . . .  ], 

valable dans le domaine ~(r'). En appliquant les m6thodes de Green, on trouve 

dans le cas oh la sph6re r--~r r dans l'intervalle o<__t<__to est situ6 dans l'in- 

t6rieur du domaino ~o: 

( r ' )  ca ( r  

to 

k; 4 ?  + e t [uu'~(r') + ~( ) + ~w'~(r')] ~t,~dS dt u~(r')X + v'.(r') Y + w'~(r')Z]&o-- 

g 5"(t '~ ) 0 colt ')  

to to 

- ~, [~ ' . / , ' /~  ~oo~-4+..~ Jo 2, ~ " ~" J 
to to 

/ / 1+-:k J / I f  o, 
0 r - - H  0 r - - H  

Cette formule est valable dans t ous l e s  eas, si l'on eonvient s donner ~ u'~(r'), 

v',~(r'), w'~(r'), p'x(r') la valeur z6ro s l'ext~rieur de S(t). 

Remarquons que, pour t ~ to, u'~(r') = v'x(r') ~ w'x(r ~) = o clans w(rl). Done 

la premiere int~grale ~ gauche disparait.  

Supposons maintenant  que le point x0, Y0, zo soit pour t----to situs h Fin- 

t~rieur du domaine co et cherchons dans ce eas la limite des deux derni~res 

int~grales h droite, quand r' tend vers z~ro. Soient t I une valeur de t (> o) et 

r' une valeur de r', telles que la sphere r----r' dans l 'intervalle t z ~ t < t o  est 

situ~e clans l'int~rieur de w e t  cherehons d'abord la valeur limite des int~grales 

prises entre les limites t z et to. On a dans eet intervalle sur la sphere r----r': 
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i(3,x xo)  ) - -  - I E ( r ' ,  t )  u'~(r') = ~ r, ~ 

v '~(F) = -  3 ( x -  % ) ( y -  Yo) E ( r ' ,  t) 
f J4 

w'~(r') = - -  3 (x - -  Xo) ( z - -  Zo) E (r', t) 
rl4 

2t '  r ~ J t o - -  t 

Q ( X - - X o )  ( y - - y o ) E ( r ' ,  t) 
2 tt r r~ t o - -  t 

r ( x - -  Zo) ( z - -  Zo) E (r', t) .  
2 ~t r r~ t o - -  t ' 

pu is :  

d u  # u  8 u  ~ u  X - - Xor3U 
d-n -~ ~x cos n x  + ~ y  cos n y  + 8 z  cos n z  r' i) x + 

y - - y o r  Z - - Z o O U  
r' ~ y + r' i) z 

~U 
etc.,  ou si l 'on  d6signe p a r  (~ul e t c .  la va leur  de ~x etc.  au  po in t  xo, Y0, zo e t  

~OXlo 
p a r  ef une fonct ion queleonque de x, y ,  z, t don t  la va leu r  num~r ique  res te  p o u r  

r ~ r t, t I ~ t < t o inf~rieur ~ u n  n o m b r e  positif ,  a rb i t ra i re ,  mais  fixe, a :  

d n r ~ ~ O X ] o r ' y~~ l o ~ i ~ / o 
+ rr (]) 

etc.,  

P -~ Po + r ~  �9 

Consid&ons  m a i n t e n a n t  l ' in t~grale:  

(on) 
On vol t  i m m 6d i a t em en t  que  tous  lea t e rmes  qui  con t iennen t  lea fae teurs  O~ o 

etc. d ispara issent ,  e t  l 'on  ob t i en t  une somme  de germes des deux  types  su ivan t s :  

r ' ( f ( r r ) E ( F ,  t), r r sq~(r ' )E(r"  t) 
$o - -  t 

en d~signant  p a r  ~ ( r  r) une  fonct ion de r'  et  t, don t  la va leur  num~r ique  res te  

pour  F ~ ,  t~ ~ t ~ t  o inf4rieur k un  cer ta in  h o m b r e  posi t i f  a r. On a done :  

to 

$1 T~ r w 

somme  de t e rm es  des t y p e s  su ivan t s :  
Acta mathematlca. 34. Imprim6 lo 2 juin 1910. 27 
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to r'y~ ( r t ) E ( r ' ,  t ) d t ,  r'S f ~ ( r ' ) E  ( r ' ,  t )  to--dt 
tt  tt  

Je dis que la valeur limite de ees termes est z6ro. 

t~ ~ t < to : 

]~o(r')l < a'. 

On a de plus: 

to to 

f E ( r ' , t ) d t  j V t o _ t  
tt t t  

En effet, on a pour r ' < r ' ,  

- -  - -  2 V t  o - -  t I , 

to to 
- -  4 ,a (to--t) 

- - t  e 

tt tt 

to--tt  
r,2 

_ ( t o _ _ t f = ~  .e 4~,~ < V, r ' !  V~S 
0 0 

Done: 

to to 

lim t)dt=lim f 0 dr 
r ' - o  d r'  - o  t o - t 

tt i t  

~- - -O.  

Par eons6quent: 

to 

t t  r '~r * 

~ O .  

Pour 6valuer la valeur limite de l'intdgrale: 

to 

t t  r - - r  I 

p'x(r')  cos n x ) + - - - ] d 8  

nous remarquons que l'on a dans l'intervalle tl < t < to sur la sphere r = r': 

' ' z - - z o O u ' ~ , ( r ' )  du', ,(r ')  O u ~ ( r )  + 
d n  Or r t Ox 

[ 3 ( X - - X o )  2 + 
2 l~ r' ~ r '~ 

E(r', f) 
I t o - -  t 

~'r' II (X--Xo)' 1 E(r t) 



Bur les formules de Green g~n~ralis~es qui se pr~sentent dans l'hydrodynamique. 211 

dv'~(rr) 9 ( x - - x ~  E(r ' ,  t) + 3 Q ( x - - x ~ 1 7 6  t) 
d n  = r '5 2tL r r3 t o ~  + 

+ O ' ( X - - X o ) ( y - - y o ) E ( r ' ,  t) 
4 ~ r' (f o -  t) ~' 

dw' , ( r ' )  9 ( x - - x ~ 1 7 6  t) + 3 Q (x - -x ~  (Z - -Zo)E(r ' ,  t) 
d n  r r5 2 #t r ~s to - - ~  + 

+ e ~ ( x - -  xo) ( z - -  z.) E (r', t) 
4>~r I ( to- - t )  ~' 

p'.(r') e (~- -  xo) E (r', t) 
2 r t~ t o - -  $ ' 

0~, + (y-yo)  ov o u = Uo + ( x - X o )  a-x o ~ 

etc. Tous  les termes de l ' int6grale:  

(o.) 
p rovenan t  de ces expressions et  eon t enan t  les facteurs  Vo, Wo ou ~ o 

disparaissent ,  comme on le vol t  sans peine en obse rvan t  que  

r ~ r  ,e r ~ , , p  le~le t  

(x - -  xo) (y ~ Yo) d S  --- o,  / ( x  - -  Xo) 2 (y - -  Yo) d S  ~ o etc. 
T m r  e r l ~ *  

etc. 

Les termes qui  con t iennent  u o donnen t :  

er'UoF(r', t) (x-x . ) . l  
r ~ r  e 

Qu o E(r ' ,  t ) /  
2r'~ g . = ~  (X--Xo)'dS---- 

r ~ r  e 

2zo~r f3uoE(r  f, $ )  2 z Q r ' u o E ( r ' ,  t) 
3 f ~ ( to--t)  ~ 3 to - -  t 

~OUS aVOflS done:  
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f [  i 'r '' ) ] u ~t dn p~:t ) cosnx  + ... d S =  
r - - r  t 

2~vq~r'SuoE(r ', t) z~vqr'uoE(r', t) + 
3 ~t (to ~ t)  ~ 3 to ~ t 

somme de termes des types: 

r'r t), r'SeP(r')E(r" t) r'~r ', t) 
to - -  t ' ( to ~ t)  ~ 

Cherchons maintenant  la valeur limite de l'int6grale: 

to 

du'.,r', ' ' ] d 8  I~, ~-~ p ~ ( r  ) c o s  + - 

t t  rffir  t 

Les termes du type: 

V cp(r') E (r', t) etc. 

de notre int6grale de surface donnent des termes, s'4vanouissant avec r'. Les 
deux premiers termes de cette int6grale convergent dans l'intervalle t~ < t  < t0--e 
(e arbitrairement petit, plus grand que z6ro) uniform6ment vers z6ro. Donc: 

to 

,!m f,~, ;r,,~ ,~u,..(,.,~ oo,.x) , - o d  J L  ~t ~ p',,(r') + . . . ] d S =  
t l  r - - r  s 

to to 

2~e lim [er'~ fuel( ,",  t)dt _, f uoE(,", Odt] 
to--e 

to to 

- - - - u ( x o , y o , z  o to) l i m r  Qr's f E ( r ' , t )  dt r' 
3 ' e=oL tt J ( t o - - t ) '  + E ( r ' ,  t ) t - -o-~- t  

to--e to--e 

to 
r# r '3 f dt 

+ 2j___r lim L~t- ) (u(xo ,yo ,Zo, to) - -uo)E(r ' ,  t)(to t)' + 
3 r ' - 0  

to--e 

, ~ dt 
+ r J (u (xo, yo,Zo, t o ) -  Uo) E(r', t ) ~ - t ] "  

t o - - e  

+ 

Un calcul facile montre que: 
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to to 

,2zQ lira [ Qrrs ['E'r' t) dt f t) dt ]=  
3 e - o [  # , ]  ' ' (to----~---~) ~ + r' E(r', to--tJ 4~rV~ 

to--~ &--e 

On a donc: 

to 

I (a, ([u (, c o s  nx) + ...]dS-I-4~r li-f~Q~r e - o d  d L dn p',(r') 
t l  l ' m r  w 

- I u (Xo, Yo, Zo, to) > 

d6signant la plus grande valeur de l U(Xo, Yo, Zo, to)--Uol 
to--e<__ t~ to .  
volt que: 

dans l'intervalle 

et par cons6quent 6 6rant aussi petits que l'on voudra on 

to 

lim Cdt cry, :.) § , , -od j ,  I ~ -d-d p'(r') cos . . . ]d8 = 
i t  r - - r  f 

- -  4 z V~-r ~ u (x  o, Yo, zo, to). 

Des calculs pr6e6dents, on conclut aussi que la valeur limite de nos  int6grales 

prises entre les limites o e t t  1 est z6ro. Nous avons done obtenu la formule 

suivante: 

4~V~-e~U(Xo, yo, Zo,to)=lim[e{f [uu'.(r') + .v'.(r') 
~o(r S) 

to 

+ WW'x(r')]dto}t_o --  q d d [ u  u" (r') + vv'x(r') + ww'x(r')Ju'dS + 
0 ~( t )  

to to 

dn 
0 o ( r ' )  S 

to 

- - p c o s n x  + . . .  dS + dt u t#  ) ~  
�9 t 

0 S ( O  

p'~(r') cos  nx)+ . . . ] dS ] .  

(3) 

Pour plus de simplicit6, nous d~signons par C~, v'~ etc. les valeurs limites 
de u~(r I) etc., quand r r tend vers z6ro. Nous remarquons que la eonver- 
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genee vers ees limites est uniforme dans la partie de co, d6finie par les 

indgalitds: 

to--t>a, r>~ (a>o,~>o). 

On peut  d'ailleurs d6terminer deux nombres positifs al et a2 tels que ron  ait 
o r  s 

pour r' > o , to - -  t > o , ~ + to - -  t > o : 

Comme: 

a~ a~ E (r ,  t) 
lu ' ,Jr ') l ,  Iv'.(r ')l,  Iw"(r')l<r~V---~tto + t o - - t  

r I Q r 2 
- - e  4~( t e - - t )  

t o - -  t 

reste pour r >  o, t o - - t >  o inf6rieur h une eertaine quantit6 positive, on conclut 

que l'on peut  t rouver une quantit6 positive as telle que l'on air pour r ' > o ,  

t o - - t  > o, Q~." + / o - - 1 > o :  
4 ? *  

lu'.(r')l, Iv'.(r')l, Iw'.(r')l< a3 

r '  Vie - -  t 
(4) 

I1 r6sulte de ces in6galit6s qu'on peut d6terminer une quantit6 positive a4 telle 

que l'on ait pour r ' > o :  

m 

I/ I a.,' 0:. Max'X' u' , , (r ' )XdoJ < V ~ o ~  t 

r' <=r<=~ 

etc. Ces remarques suffisent pour montrer que l'on a: 

Consid6rons maintenant l'int~grale: 

to / d t f [ u ' x ( r ' ) X + v ' , ( r ' ) Y + w ' ~ ( r ' ) Z ] d w .  

oJ(r ')  

Des in6galit6s pr6e6dentes, on conelut que cette int6grale a pour r r > o  une 
valeur d6termin~e et qu'on peut  t rouver une quantit6 positive a~ telle que la 
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va!eur absolue de l 'int6grale soit pour r ' > o  plus peti te que as V~. Cola pos6, 
je dis que: 

to 

lim ( d r  ((u'a(r ')  
, , - o j  j 

0 ~o(r') 

to 

0 r 

+ v'. Y + w',Z)dto. 

En d 'autres  termes, ~ 6rant une quanti t6 positive, aussi peti te que l 'on 
voudra,  je dis que l'on peut  d6terminer un  nombre positif r ' ,  tel que l'in6galit6 
r' < r ~' entra lne l'in~galit~: 

to to 

0 ~o(r') 0 co 

Choisissons g cet effet une quantit6 positive ~ < to et < 2~as---- ~. 

quantit~ positive ~ telle que: 

~.4~ra~ V~--~r' Max VX ~ + Y' + Z ~ < ~-. 

<~ .  

D6terminons une 

D6terminons enfin la quanti t6 positive ~ ' < ~  telle que l'in6galit6 r ' <  C entra lne  
l'in6galit6 suivante:  

to--e to--~ 

[f . . . , , ._f , , f  (.,.x+ ...,,ol<J. 
0 oa(r') 0 r 

Comme on a pour r '<}~: 

to to 

0 o){r ')  0 o~ 

to--~ to--~ 

o ~(7') 0 ~o{P) 

to--e to--~ 

+/d t f (u t x ( r t )X .q - . . . ) dw- - /d t f (u ' , ,X+ . . . ) d to+  
o ~(=rff~ o o(=r(~r* 

to to 

...,,o-f,,f,.,.,+ ...,,. 
to--~ oa ( r ' )  t~--~ (o 
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et  comme pour o < r ' < ~ :  

to--~ 

If o r'<-r~, ~ 

I 

X + ..-)dco]<24~ra3VFo--rr' Max V ~ +  Y' + Z '  < -'2", 
I 5 

to 

I f /  I dt (u'=(r')X + ...)do < a s V ~ < ~ ,  

to--e co(r') 

on conclut que: 

to to 

]f~,f ,~,.,,,,~+ ...,~o_f~,f(u,.~+...,~ol<~ 
0 ~o(r') 0 ~o 

~i r' < ~'. 
Passons aux int6grales de surface de notre formule 3. 
On a, r 6rant une quantit6 positive < to, s cause de la convergence 

uniforme de C , ( / )  etc. vers C ,  etc. dans le domaine, d6fini par les in6galit6s: 

to--t>& r>~, ~ > o ,  ~ > o :  

to--~ 

lim { - -e /d t  f [uu'z(r') + vv'=(rl) + 
o s ( t )  

to--e to--~ 

--,,fd::f(o[u'=(r')(~d:--pcosnx)+ ...]dS+ ?'fdtf(ud~r')o art) 

to--e to-* 

_f~,fb,~i,, ~u_,, ~ , oo,.~ + ,.~.) + .. ] ~  + . . t ~ , f ( ~  
o S( t )  o ,.~(t} 

_ _ _ +  ) ~ } =  

+ ...)dS. 

Les in6galit6s 4 montrent  de plus que, 8 6tant une quantit6 positive, aussi 

petite que l'on veut, on pout toujours prendre r assez petit  pour que: 

to to 

~--e  ~( t )  t4r-t ~( t )  

to 

+ .. .]dS-- 
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pour r r > o .  l )onc:  

to to 

lim~,=0 --C' (uu'.(r') + . . . )u .dS - -  dt C.(r') ~, an 
o 8(0 

to 

~ s'(o 
to to 

+ ...) dS. 

Pour  caleuler la valeur limite de la dernibre int6grale de notre  formule 3, 

nous consid6rons d 'abord  l ' int6grale suivante:  

to 

r ' / t ( t )  E (,.', t) to a-A-t'- t 
o 

oh l 'on suppose que ](t) soit une fonetion continue de t. La  fonetion: 

Or'2 

r' E(r ' ,  t) r' e ,4glto--t) 

to--t V(to--t)~ 

oonverge pour to--t > d ($ > o) uniform6ment  vers z6ro avec r'. Nous avons done:  

to 

lim r' ; l  (t) E (r', t ) J t - - =  lim r' f / (t) E (r', t) d t _ =  
r ' ~ o  �9 - -  t r ' ~ O  t o - t 

0 to--~ 

to to 

, im {,(to, e f E(r',t, at ,,j 0 dt (. e-o t ~ t  + (l(O--l(to))E(,", to--q 
to-O to -d  

Comme on a:  

to to 0 r~z  _ _  oo 

# d  

et eommo la valeur  max imum de [ / ( t ) - - / ( to ) ]  dans l ' intervalle to - -5  < t < to tend  
vers z6ro avec $, nous avons:  

Acta mathematica. 34. Imprim6 le 9 Jull11910. ~8 
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to 

o 

2 
t 

o 

e((I) t e n d a n t  vers zdro avee  $. Donc,  enf in:  

~o 

lime=or' /(t)E(r', t) to__t 
o 

- - 2  

_ oo  ~ 2  

e j 
o 

V " ~ .  / (to). 
q 

E n  app l iquan t  ee t te  formule k l ' int~grale:  

to 

c o s  

o ,~{t) 

to 

nx + . . .)dS = - q r ~  /E(r' ,  t)/t~-t / ( u  
2 o - -  , j  

cos nx + ...)x--73x~ 

nous obtenons :  

to 

/ / - ' ' r " ( u c o s n x + . . . ) d S  l i m - -  dt 'px~ ) = 
o S(J )  

S(to) 

�9 X - - ~  o . cos nx + v cos ny + w cos nz) ~ - c t ~ 5 ' .  

Nous avons  done:  

4Jr V~ q~r U (Xo, Y0, zo, to) = qI / (uu ' ,  + vv'x + ww'x) und Sl + 
J t - O  

co 

to to 

+ dt ( u ~ X + v  ~ , Y +  du 
0 m S 

to 

) ] / / (  v+ +quu~ +. . .  d S + ! t  dt u ~ - +  dn + dn f d S - -  
0 Si t )  

#* 

--V~Lq~r ],  ( u c o s n x  + vcosny + wcosnz)XrfisX~~ 
S(to) 

On obt ient  pa r  des pe rmuta t ions  des le t t res  deux  formules analogues,  expr iman t  

V(Xo, Yo, zo, to) et  w(xo, Yo, z0, to) pa r  les valeurs  de u,  v, w pour  t = o  e t  par  les 

du 
valeurs de u . . . . .  dn  . . . . .  p sur la front i~re S(t). 
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Pour eompldter notre systbme de formules, il faut exprimer p(x0, Yo, %, to) 

par les m~mes quantitds. On parvient ~ ce but  par une application nouvelle 
de la formule: 

to ( r ' )  co ( r ' )  

to to 

0 8 ( t )  0 to(r ' )  

to to 

--fd:f(o[urr'(~d:--pcosnx)+'"]dS+ fo dtcft)[u(Hdurr's dn 

to 

--p'r, cos nx) + . ..]dS-- f dt f[u',, (, dn--p cos nx) + ...Jdg 
0 r - - r '  

to 

+ dt [u j du'e cosnx) .]dS, 
f f  +" 
0 r ~ r  t 

valable si u'e, v',,, w'e, p'~, sent des fonctions de x, y, z, t, r6guli6res (dans le 

sens indiqud p. 206) dans le domaine to(r') et y satisfaisant au syst6me 2. 
Posons: 

~,,,_ c,r'E(r', t) ~ (~) 
2 (to-- t) 8x ' 

_Qr'E(r',t) a (~) 
w'r, 2 (to-- t) #z ' 

r ~ tq 
"'*'= ~(t-(Wo--6 @~;I' 

r I 0 E(r ' , t )  
Prr '= 2r  0t t o ~ t  ' 

et faisons dans notre dquation r' tendre vers z6ro. Commengons de nouveau par 

l '$valuation de la valeur limite des deux derni6res int6grales. 
En posant  comme plus haut:  

etc., 

() du tOu c o s n x +  ny + ~]o  d n =  ~x 0 o cos cos nz + rref 

P = Po + rr~ ~ 

nous voyons d 'abord que, dans la premi6re de ces intdgrales, t o u s l e s  ~ermes 

contenant i~]o tOz]o ~ o' l~Z]o \(~xlo ~yy 0disparaissent. Desautres termes ,  
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nous obtenons  dans le eas le plus simple, oh le point  Xo, Yo, Zo est situ6 dans to 

dans l ' interval lo o<~t<~to t ou t  ent ier :  

Comme:  

t--~-_ i -a t -  3 7,,0X, o + (~)o + (~)o)E(r',t)_ 

to to 

--zzer' f poE(r',t) dt -~ f t o -  t ' r" q~ (r') E (r', t) todt-'-- t 
0 0 

() Ou + Ov + Oz  = o  
-OX 0 0 0 

la valeur  l imite de ce t te  expression est:  

- -  4~r V~qlr  p(xo, Yo, Zo, to), 

resul ta t ,  valable 6videmment  aussi dans le cas gdn6ral ot~ l 'on suppose seulement  

que le poin t  Xo, yo, zo soit situS, pour  t = to, dans l ' in t6r ieur  de to. On t rouve  

de la mfime manibre que la dernibre  int6grale h dro i te  s '6vanoui t  avec  r'. Donc:  

, ~ v.,,,o,~,,/.~o. ~,o. ~o, ,ol = 'im r,o/,_o < ,~>l~",<',, + "> ~'~/,_o- 
to 

+?, f , , , , , ,  + 
0 Si t )  0 co(e) 

to to 

- f  f[ (,,~-:-,~oo~ + ,,,~-,~,,, 
0 S( t )  0 S{t)  

+ .. Ida} 
Pour  calculer le membre  droi t  de ce t te  6quation,  nous remarquons  d ' abo rd  

quo Cr,, fir,, w'r,, p , ,  dans l ' in terval le  o < t < t o - - r  ( r > o )  et  pour  r > r '  ( r ' > o )  

convergen t  uni form6ment  vers z6ro avec r r et  qu'il  existe un nombre  positif  a6 

tel que pour  r > o ,  r f > o ,  t 0 - - t > o :  

_ _  a e  

Ir Iv'el, Iw'el<r,V(to_O , 

On conelut  de ces remarques  que:  
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lim Q{ / (uu ' , . ,+  ...)d~o}t = o .  
r ~ O  --0 

o~ (r9 

Pour trouver la valeur limite de: 

to to 

-,f,,f (.++...),.,~ +?,f(....~+...),..- o ~(t) o co(r') 
to to 

P s dur,, _f,,f[,,..(,.j:_,oo,,.)+ ...],s+,j,,jp-x~ + ...)as 
o S(t)  o 5'it) 

nous nous appuyons sur l'Ggalit& 

to 
. ,  lim,,_0 t ( t )g (r ' ,  t)E---_ t = Vfi-e~l(t~ 

o 

ot nous obtenons: 

0(;) ...],, f(,, 
5'(0 

d # +w" 

Enfin, pour calculer: 

to 

limr,.O - - / d t / ( u  cos n~+v c o s  n y + w c o s  nz )prr ,  d S  

o S(t) 

Q~rr ?~- IE(rf '  t)i d t j ' ( u  cos n x  + . . . .  ) d S  Um 
r ~O  r 

o 8I t )  

nous faisons une int4gration par  par~ies, ce qui donne: 

Q~r'E(r', o) (u cos n x  + ,..) - -  + (r', �9 (u cos n x  T .. .) d S 
Zto - - t  ~ r " 

S(o) o ~V(O 
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La valeur limite est donc: 

o )dS~ 
e V~e~ l gi f (u e~ nx + " " r l,_," 

~(t) 

Nous avons done obtenu la formule suivante: 

4~rP(xo, yo, zo,to)~ X + ... d~o t(~l~t 
O) 

o 

5' (t) 

+ 

En changeant un peu nos notations, nous pouvons r6sumer nos resultats 

dans le th6or6me suivant: 

Si, dans un domaine t~(t) born6 par la surface S(t), u, v, w, p sont des fone- 

tions uniformes et continues de x, y, z, t ainsi que leurs d6riv6es qui figurent 

dans le syst6me I e t  s'ils satisfont ir ce systbme, off X, Y, Z ddsignent des fone- 

tions uniformes et continues de x, y, z, t, alors on a, x, y, z dtant les eoordon- 

n6es d 'un point situd au moment t (to </)  dans l'int6rieur du domaine to(t): 

4~ V~-ezu(x,  y, z, t) --e/(u(~, ,1, ~, to)U'~ + v(~, ,~, s, to)v'~ + 
o) i to) 

t 

t 

HI 
to S (~)  

t 

- - p c o s  n x  + QUU.) + ...]d8+ ,tf d,/(Ud'n~+ . , . ) d S - -  

io ~(~) 

8rt) 

(5) 
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~o (t) 

S ( t )  

1) 

(5) 

On a dans ees formules: 

02 P O~ P Os P O~ P 
~'~ o~' o~' v ' ~ = ~ ,  w'~=o~o~, 

O~ p 
u'~ -- 0~ 0~] 

etc. 

0 

r =  V(z--~)" + (y--~)'  + ( z - -~p ,  E( . ,  ~, t) 

dco ~ d~ d~d~ , 

d O 0 O 
d-~ = cos n ~  + cos n y ~  + co~ n~ ~,  

Q a ~ 

4~(t--v) 
> 

V t - - v  

n ~tant la normale int6rieure de la surface S(t) .  Dans les intggrales de surface, 

u, v, w, p doivent 6tre pris pour les arguments ~, ~], ~, ~, ~, 7, ~ d~signant lea 

coordonn6es d 'un point de la surface S(t) ,  dont d S  est un ~]ement. P et par  

cons6quent u'~ etc. satisfont ~ l '6quation: 

O P [O* P O* P O" P t 
r  +~o~, + ~  + o~,f = ~  

2. Nous nous proposons dans co paragraphe de montrer que, u(~, ,], g, to), 

v(~, 7, 6, to), w(g, 7], ~, to) 6rant des fonctions donn6es et continues de ~, 7, 

du  dv  dw 
dans le domaine ~o(t0) et u, v, w,  d n '  d n '  d n '  p'  6tant des fonctions donn6es 

et continues des points de la surface S(v) et  de ~, les fonctions u, v, w, p de 
x, y, z, t, d6finies par les formulas 5, dans l 'int6rieur du domaine co(t) et pour 

t > to satisfont au syst~me I. Nous montrerons de plus qua: 

lira u(x ,  y, z, t) = u ( ~ ,  7, ~, to) 
r--O, t--to 
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etc., pourvu que u(~, ~, ~, to) etc. admet tent  des d6riv6es continues (~ l'excep- 

tion, peut-6tre, d 'un certain nombre de surfaces de discontinuit6) par rapport  

~, ~, ~, satisfaisant ~ l '6quation : 

Ou 8v 8w 

Nous d4montrerons ces th6orbmes par une 4tudo successive des diff6rents termes 

des membres droits do nos formules. 

u'+, urn, urn; v'+, v',j, v' G w'~, w',~, w';, consid6r6s comme des fonctions de 

x, y, z, t satisfont au systbme I, si l'on y pose X = Y = Z = o ,  p = o .  Les 
fonctions: 

~(~) ~(to) 

e f (u (~, q, ~, to) u'r +. . . )  do 
co ( t d  

ont done la m6mo propri6t6, du moins dans le cas eonsid6r6 jusqu'ici, oh le 

domaine d6sign6 par to(t) est une partie finie de l'espaee. Si les fonctions 

u(~, +7, ~, to) etc. sent dou6es des d6riv6es continues par rapport  h ~, +], ~, on 
peut  transformer ces expressions par des integrations par parties. On a: 

u,+_ Q - O P O~ P v'z Ot P w'.~ O~ P 

On obtient done: 

; f  + f(o. + +)+ ; u(r e ~ +  i)~]+~-~ ~ d t o - - r  ( u c o s n x + . . : ) ~ d S  
co (to) co (to) 8 (to) 

etc. Cela so r~duit, si: 

e t o .  

{to) 

Ou Ov Ow 

f ,~, to) dw- - r  (ucosnx + . . . ) ~ d 8  
S( to )  
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Nous caleulons les valeurs  limites de ces fonct ions quand  t t en d  vers t o 

et  le poin t  x, y, z en m6me temps vers  le point  ~r, ~r, ~r, situ6 dans l ' in t6r ieur  du  

domaine  w(to). On a dans la p remiere  int6grale:  

0~ a 
O P  E(r ,  to, t )  I e 4p(t--to} 

o~ 2 ( t - -  to) 2 V ( t - -  to) ~ 

En  s ' a p p u y a n t  sur les propri6t6s connues de ce t te  fonct ion,  on t rouve :  

lim ~- ~ u(~, 7, ~, to) ~ -  d,o = 4 ~ 1/~qz u (~', ~', ~', to) 
Ctd 

co (to) 

Dans  la seconde int6grale on a:  

og - d  ' r t - - t o  Og ~r! " 
0 

t t e n d a n t  vers  to, l ' int6grale:  

r E ( a ,  to, t )da ,  
0 

pour  r > d (5 > o), t end  un i form6ment  vers la valeur  La  fonet ion 

E(r, to, 0 
r ( t - - t o )  

t end  sous les m6mes condit ions un i form6ment  vers z6ro. 

no t re  int6grale est done :  

) x = ~ ,  .... 

La  valeur  limite de 

et  les valeurs  limites de nos trois fonet ions sont :  

4 ~ v~,e~u(~ ' ,  ~', ~', t o ) -V f f~ ; (u  
Aeta raathematlca. 34. Imprim4 le 3 juin 1910. 

0 [ )d8 
cos nx  + . . .)  ~ lr fx=2',... 

29 
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etc. Cherchons maintenant quelles conditions restrictives on est amen~ h intro- 

duire dans le cas off ]e domaine de l'int~gration est l'espace entier au lieu d'une 

partie finie de l'espace. On voit, en se reportant aux expressions de u'i etc. et 

en remarquant que l'int~grale: 

#. 

~E(a, ~, t)da 
o 

reste pour r ~ o ,  t - - v ~ o  inffirieure h un certain nombre fini, que l'on peut 

trouver un nombre positif aT, tel que l'on ait pour r)> o, t - - ~  o: 

u' a7 + a7 E(r, ~, t) 

Comme les fonctions: 

a7E(r, ~, t) 
. J f f  - - - -  

t - - T  

restent, elles-aussi, infSrieures h u n  certain nombre positif, on peut trouver un 

nombre a8 tel que: 

E(r, v, t) E ( r , ~ , t ) < ~ ,  ~--~ < ~ .  

On a done: 

a 9  ] u'~], Iv,el . . . .  < ; ~ ,  (6) 

a9 ~tant un certain nombre positif. 

On voit ~. l 'aide de ces in~galit~s que les expressions: 

Q ( [ u ( ~ , ~ , ~ , t o ) u r ~ + . . . ] d ~ o ,  etc. 

ont un sens d~termin~, pourvu que l'on peut trouver deux nombres positifs, 

a et k~, tels que l'on ait pour des valeurs de r ~ V ~ +  ~ +  ~ suffisamment 

grandes: 

lu(~, v, ~, to)l, Iv(~, ,~, ~, to)l, [w(~, ,l, ~, to)l <-~ .  (7) 
r 

Elles d6finissent dans ee cas des fonctions de x, y, z, t, continues pour t>to 
et douses des d6riv6es de t ous l e s  ordres pour t > to. 
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Supposons maintenant  que les d6riv6es: 

~ u ( ~ ,  7, ~, to), b~v(~, v~, ~, to), O~w(~, ~i, ~, to), 

existent, qu'elles soient continues et qu'elles remplissent la condition: 

Ou Ov Ow 

On 
part ies  et 

6galit6s (7): 

227 

peut dans ce cas transformer nos expressions par des int6grations par 

l'on obtient, ]es int6grales de surface s'6vanouisssant h cause des in- 

u(~ . ,~, ~ , to)E(,', to. t) t ~ .  . . . .  

Si le point x, y, z tend vers le point 

ees fonctions tendent  vers les limites: 
~', ~', ~' en mfme temps que t vers to, 

4 z V ~ e ~ u ( ~ ' ,  ,/, ~', to), 4 z V ~ z v ( ~ ' ,  ,/, ~', to), 4~V i i - e zw(~ ' ,  ,/, ~,, to). 

Pour l'6tude des termes: 

t 

d,  [u'~X(~, 7, ~, ~) + " " ] d o , . . .  V ~  X(~, 7, ~, t ) ~  + ... do 
to o)(v) o ( 0  

de 4 z V#Qz u . . . .  , 4ze Vttqz p, nous avons besoin de quelques in6galit6s que 
nous d6volopperons ici. Nous avons: 

u',  = - -  (3 (x r *- ~)* 
0 

Vv~ 

0 

Q (x - -~ ) ( y - -~ )E( r ,  ~, t), 

etc. Consid6rons maintenant  la fonction E(a, fl, t). Elle satisfait k l'6quation: 

OE 8~E r  + ~ t ~  = o .  
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Multiplions cette 6quation par dadfl et int6grons entre les limites a = o, a = r, 

= to ,  f l = v  ( i 0<*< t ) .  On obtient: 

1" 7" 

0 O 

Or: 

Donc: 

.. +,,fo%/,,).._,. f 
J I Oa ,a-o 

CW"))o_~ 

o o ~ to 

Faisons dans cette 6quation t0 tendre vers --0o. Nous aurons, puisque: 

lira E(a, ~, t) = o ,  

la convergence 6rant uniforme pour toutes valeurs de a: 

r 

E(a, ~, t)da = E(r, fl, __fl 
0 - - c o  

Donc: 

0 --CO 

E(r, fl, t) ( t_~)~.  
- - C O  

Pour les fonetions u'~ etc. nous obtenons maintenant  des expressions de la 
forme suivante: 

1; 

4# ~ i E(r, fl, t) dfl ( t -~ )~  + ~ ~ -  
(x-~)~) E(r' ~' 

0 ~ UI~  
etc. Les d~riv6es ~ etc. obtiennent la forme: 

~P / d fl 
r E(r, fl, t)(t_fl)2 

- - C O  

?; 

f - - - +  ~r E(r, fl, t) ( t _  fl)s 
- -  oo 

(p E(r, ~, t) 
- - - -  . j -  

r t - -~  
E ( r ,  ~, t) 

+ ~Pr (t--  ~)~ 
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~p d~signant une fonetion quelconque de x, y, z, t; ~, ~/, ~, v, dent  la valeur ab- 

solue ne d~p~sse p~s une eertaine valeur finie pour des valeurs r~elles de x, y, z; 
~ , ~ , ~  et pour t > v > t o .  

Soit maintenant  a~o un hombre positif tel que l'on air: 

(z + x~)ne-~< alo 

pour toutes les valeurs rdelles de x et pour n = ~ ,  ~, �89 On a alors: 

si t > f l .  Done, pour t > 

Q~a 

e 4 , ( t - z )  < a , o  ( n  = ~, ~, �89 
qr ~ /~)]n I x + 4 y ( t _  

1; 

r E(r ,  ~, t ) - -  d~ 
( t - -  fl)' 

v Q ta v 

" lo I it Qr~l~ 

e~, de I~, m~me mani~re: 

3 

2 a l o  

4Y! 

On a de plus: 

E(r, ~, t) 
$ - - V  

< ( 2a, Ocr~l~< (27,a,o qr~t'' 
5 t - - v  + 4Y! 5.q r~ t - - v  + 4Yl 

E(r ,  v, t) a~o 2~ato <( <( o< ( " 

On eonelut de ees in6gnlit6s qu'il est possible de d6terminer un nombre 

positif a11, tel que l'on air pour r>o ,  t - - ~ > o :  

I O urt [ , O urt I 

Revenons maintenant  aux termes: 

r t - - ~ + 4 ~  / 
(s) 
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t 

#.j,uo  
to ~(f;) 

+ . . . ) d t o =  UI, + . . . )r ico= V,,  

f d ~ j ' ( u ' ~ X + . . . ) d t o = W ,  
t~ to(t) 

de 4 z V~r ~r u,  4 z V ~ q ~  v, 4 z Vr r z w . Consid6rons les int4grales: 

j ~ - ~ x  + . . . ,  

off o < r  < t - - t 0 .  On voit h l'aide des in6galit6s 8 que l'on peut  t rouver une 

constante positive a12, tellc que les valeurs absolues de ces int6grales soient plus 

petites que: 

a12 l f~ .  Max.  V X  - i  + y s  + Z~ . 

On conclut de lb~ que, les fonctions X ,  Y, Z dLant finies et continues, les 

int~grales: 

. /  j ~  ux 
to to(t) 

si e tend vers z6ro, tendent uniform6ment vers les limites: 

t 

j ~  t,x 
to ~(~) 

dans l'int~rieur de S(t). 

Dans les fonctions U~, Ft, W~ il est donc permis de d6river une lois sous 

le signe d' intfgration par rapport  h x,  y,  z. Comme on a: 

0 Uti 0 Urn 0 Ur~ 
0x + - ~ y  + -g~- = o  

etc., il s 'ensuit que les fonctions Uz, Vt,  W~ satisfont h la condition de con- 

tinuit6: 

ox +-~- + -~- =o. 
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Les fonctions u~ etc. ne eontiennent x, y, z que dans les eombinaisons x - - ~ ,  

y - - , i ,  z - - ~ .  On a done: 

etc. 

t 

- -  v ~ ,  v) + . . .  d w  
d j ~ o x  
to ~o (~) 

Donc: 

t 

( u ' r  ~2, ~, ~) + - . . ) cos  n x d S  + d t  u ~ - ~  

to ~(v) to co (~) 

+ " - )  dw 

etc. Prenons maintenant dans l'int6rieur de ~(t) un domaine r dont la fron- 

ti~re n'a aueun point commun avec S(t). I1 suit des ~galit6s pr~e~dentes que 

les d~riv6es secondes de U~, V~, W x par rappor~ ~ x, y,  z existent et sont des 

fonctions continues de x, y, z dans le domaine oJ(t). Il suit aussi que l'on a 

dans ce domaine et pour t > ~0: 

t--E 

to co (0 

+ ~ Y + - ~  Z) d~ 

~t~ OV~ OW~ Posons: etc. Calculons maintenant  ' O r - '  Ot 

t--I: 

to o(v) 

etc. Nous aurons: 

|ira U~ (x, y,  z, t, e ) ~  U~ (x, y,  z, t) etc. 

Puis 

O U, (x, y, z, t, r) 
8t ~- f (u'r X (r , 

oJ (t--E) 

7, ~, ~) + " .),,t-Edw + 

t i e  

f d~ f lau'~ +j  
to co (r,) 

7, ~, ~) + "")d~ = f (u'~X(~, 7, ~, ~) + ""),-t-Ed~ + 
( t - -D 
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Si maintenant,  x, y, z dtant un point du domaine w'(t)et  to +$<~t<_to (~>o),  
tend vers zero, nos deux termes convergeront uniform6ment vers leurs limites 

et nous aurons: 

lira j"[u'$X(r ~, ~, ~r)+ . - - ]do  = ,im ~f [~  x(~, ,~, g, ,)]d,o-- 
e--O j e~O v-- t - -e  

oa ( t - -e)  ~a ( t - -E l  

-1 . =  ~Y OP']&o lim ( [ IXeosnx+ "") ~-~J~-,-e 

oa(t--D 8(#--0 

1/~ Flax 

t - -e  

to (o(~) 

+ ~ + ~  a~ d ~ - -  

ri, g, ~) + ...)d~o=~t~tUl. 

La convergence 5tant uniforme, il s'ensuit (pour t > to): 

m (/) 

5"(t) 

V, ~ W, 
On obtient de la m6me mani~re deux formules analogues pour - ~ -  et ~t " 

D6signons par H, le terme de 4rrl/~-~Q~rp correspondant /~ U 1 , V1, W~. 
Nous aurons: 

r ( t )  

Par consequent: 
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0 U~ 0 H, 
e D F =  - - - ~ -  + 4~ V~,e~ x + v,:tU, 

Les fonetions: 

UI V, W, / / ,  

233 

satisfont done au syst~me I.  On a de plus: 

lira U1 = lim V~ = lira W, = o .  
t--to t=to *--t~ 

Dans not re  &ude de U~ . . . .  nous nous sommes jusqu'ici born6s au cas off le 

domaine d'int~gration est une partie finie le l'espace. Dans le eas contraire, il 

suffit de supposer qu'il soit possible de d6terminer deux nombres positifs, fl, l~, 
tels que l'on air pour des valeurs de r = l / ~ +  ~8+ ~ suffisamment grandes: 

l 1 
VX, + Y, + z, < V" 

Soit en effet x, y,  z un point quelconque. Soit S une surface ferrule qui 

enferme ce point, w~ la partie de l'espace qui se trouve ~ l'int6rieur de S et w~ 

la partie ext6rieure. A toi et toe correspondent des int6grales Ull et Ule, Vii et  Vl,, 

WI~ et Wl~. Seulement l'int6grale HI~ n'a pas un sens d&ermin& L'6tude des 

fonctions Uli, Vii, Wii et / / l i  se fait comme plus haut. Reste h &udier les 

fonctions Ul,, Vl,, W1, et s faire voir qu'elle sera l'expression correspondante 

pour la pression. 

Nous avons en vertu des in6galit6s 6: 

ao lu 'd ,  Iv'~l, . . .  I w ' ~ l < ~ -  

On d6montre de la m6me mani6re qu'il existe un nombre positif a~ tel que 

on,d,. 
I JOy t "" 

" 

1 0w'r I < a,~, 
8 z  I r ~ 

(io) 

Les in4galit4s 9 et Io montrent que les int4grales que l'on obtient  en d6ri- 

r an t  Ule, Vie, Wl~ sous le signe d'int6gration une ou deux fois par rapport  k 
x, y, z ou une lois par rapport  k t sont uniform6ment convergentes dans tout  

domaine to' int6rieur k o,i et pour t> to  + • (J > o). On obtient done pour t > to: 
Acta mathema~ica. 34. Imprim6 le 3 juin 1910. 30 
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e t o .  

e -a - t -  = : , r i g , .  + x (~, ,~, ~ , t) ~ + ...  d . ,  
oa@ 

Posons: 

N o u s  a u r o n s  

Donc: 

etc. On a d'ailleurs: 

o. (,) ) oH'~,ox - -  x ( g ,  ,l, ~, t)a-~, 7 + ' d . , .  
o)# 

0 Ulo 0H'1,  
r Ot - -  Ox + ~ , t U 1 ~  

lira U1 ~ = l i m  V ~ ,  ~ lim WI, = o .  
~-to t--to t--to 

Donc los fonctions: 

U, VI WI //]i  + / l ' l ,  

4~r 1/;,ez~' 4-r 1/~-~te~r' 4~r 1/~-~ezr' 4~r V~-eg 
pour t > to satisfont au syst~me I .  U l ,  V1 et W~ tendent  vers z~ro avec t -  to.  

Passons aux intdgrales de surface dans nos formules 5. Posons 

t t 

U 2 ~ -  v u';,. - - p c o s n x +  + ... + + . . .  
j ~, ~ a n  
Jo ,Y(~:) 

et ddsignons par V2, W2 et I/2 les termes correspondants de u, v, w,  p. On 
voit immCdiatement que les fonctinns U2, V2, W2 dans le domaine ~o'(t) et pour 
t > to + 3 (~ > o) admettent  des ddrivdes continues du premier ordre par rapport  
s t et des deux premiers ordres par rapport  h x, y, z et que l'on a: 

O - ~ - - t t d U 2 - - - -  u~,~. ~ - n ~ p c o s n x + o u u n  + - . .  d S +  
S(O 

~L ~ d n  + ---- 'udu + - - p c o s n x  + euu,,  ~ + ... d S  + 
) 8 ( t )  

+~,  u~-~g~- i + . . .  d,S 
5'1tl 
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Comme on a: 

etc., il s 'ensui t :  

etc. On a aussi:  
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0 U~ ~ ,~ 0 II2 

lim U2 ~ lim V2 ---- lira W2 = o. 
t--to t--to t--to 

Enfin,  les derniers  te rmes  de u,  v, w, p :  Ua, V3, Ws, /I8 sa t isfont  dans le do- 

maine  oY(t) e t  pour  t > t o  aux  ~quations:  

0 U3 OTl3 etc. 
r  Ox ' 

J U3 ~--- o,  etc. 

Elles sat isfont  done au syst~me I en y posan t  X ~-- Y : Z-----o. Leurs  valeurs 

limites pour  t : to sont ;  

etc.  
Les resul ta ts  t rouv~s m o n t r e n t  la 16gitimit6 des thdor~mes que nous avons  

$noncds au  commencement  de ce paragraphe .  

II .  

Applications des formules de Green g~n~ralis6es au probl~me du 
mouvement d'un fluide ind6flni. 

1. Dans ce premier  pa rag raphe  nous 6tablirons quelques in~galit6s don t  

nous aurons  ~ faire un  usage cons tan t  dans ce chapitre .  

Nous  avons  d6montr6  plus h au t  que  l 'on a, a8 6 tan t  une cer ta ine quant i t6  

posi t ive:  

. . . .  < _ .  

r V t - - ~  

Nous  allons ma in t enan t  d6mont re r  que, b ~tant  une  quant i t6  posi t ive quelconque 

(qui a la dimension de la racine carrSe d 'un  temps  divis6e pa r  une longueur),  on 

peu t  t rouver  une  cons tan te  posi t ive als, telle que  l 'on a pour  r >  o, $ - - ~ > o :  
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a .  . ( i i )  
I ~"'~1, . . .  < r ' ( V i - - ~  + br) 

Nous aeons par exemple: 

r 

x E(a, Iv, t )da--E(r ,  ~, t + 2-~ i - -  r s ! t - -~  " 
o 

Prenons la quantit4 positive al. assez grande pour que l'on ait  pour toute valeur 

r~e]le de x: 

5 x + 2 b  x e '-~ <a~3, ( n = I ,  2,3) 

IolxS(I + 2b V ~ x )  e-s"l<a. .  

On a alors: 

Par consequent: 

o a s 
a l s  

o o tl/T--~1 

Done: 

On a de m~me: 

Comme: 

r 

5rS (V t~v  + br) 
o 

E ( r ,  ~,  t) a .  
r I < 5rS(Vt- -v  + br)' 

~g ' ( r ,  % t) a .  

zt~(t--v) < 5 r ' ( ~ v -  + br) 

la premi&re des in~galit~s I i  est d~montr~e. Les autres se d6montrent de la 

m~me mani~re. 
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Consid~rons maint6nant les fonctions u, v, w de x; y ,  z, t, d6finies par les 

6quations suivantes: 

to 

~, ~, ~) + v'+ :Y(~, ~, ~, ~) + w'~z(~, ~, ~, ~)]d~, 

t 

to 

t 

, ~, ~, ~) +...]rico, 

le domaine d'int6gration 6~ant l'espace entier. Supposons qu'il soit possible de 

d6terminer deux nombres positifs ~ et m,, tels que ron  air dans rintervalle 

t o < ~ < T :  

(~ + ~) 

Nous supposons d'ailleurs, ce qui est toujours permis, que J ne soit pas plus 

grand que i .  Nous d6montrerons que ron  peut  alors trouver un nombre positif 

n~, tel que pour to < t < T: 

l u ( z , y , z , t ) ] ,  I v ( z , y , z , t ) l ,  I w ( x , y , z , t ) l < n , m , ( t - t , )  "+t. (I2) 

Pour  la d6monstration, fl suffit de montrer que ron  peut  d6terminer un nombre 

positif a14 tel que: 

j r (  r - -  + b r ) ( i + r )  ~ 
to 

dans l'intervalle to < t < T. Posons: 

r ~ V R  s + r s - z R r c o s r  R - ~ V x  n + y~ + z n, 

dco = r a s i n  ~ dr  dq~ dg/. 

Notre int~grale devieng alors: 
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(~--to)"d~ dO s i n ~ d  V t _ ~  + b r ) ( i  +r)~ 
~o o o o 

La valeur de cette int~grale est inf~rieure 

Or: 

f / 4 ~  (~--to)"dl; ( V t - - ~  + br)(I  + l r - - R I )  ~" 
to 0 

R 

(tlft~-- ~ +br) (I + I r - - R I )  ~ = ( tVi~-7-- �9 + br) (I + R - - r )  ~ + 
o o 

;, " L ,  + V t - - v + b r ) ( i + R - - r )  a + t ~ + b r ) ( i + r - - R )  ~ 
B R 

R u 

I ' < (  ; R I ~  t - - v + b r  
I 2! o 

i 2 ~ )  b(i + R)~log (i + bR 

=I ,  + 1~ + Iz. 

Soit ass un nombre positif tel que: 

Max log (I + x) 

On a alors: 

R~ a;s ~ Qts 

I~ < b ;-~ (2 + R) ~ ( t - -  ~)~ b ;-~ ( t - -  ~)~ 

I ~ n e :  

# # 

f 4~a,,(t--to)" ( d~ 8~a.(t-- to)  "+~-~ 
4 ~ (~ - -  to)'* l~ d~ < -b~_ ~ -~.------~ = bl_ ~ < 

to ,~ (t--~), (2--~) 

8 ~ a~5 ( T  - -  to) - . / .  (t - -  to) "+�89 
b 1 - ~  ( 2  - -  (~) 

D'autre part:  
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D o n c :  

Enf in:  

b R  

< f .  f i r  z I/-/--- ~ log2 == ~- l o g  < �9 
I~ " ] tl/~Z-- ~ + br b R b 

t[ 
I +  2 V t _  ~ 

f(~--lo)-r,d~ <l~176 log~(~v-@(t_t.).+~ 
z)  < b(n "[- I) 

to 

IB---- ( 1 / i - ~ _ v + b R + p # ) ( z  + tVtVtVtVtVtVtVtVtVt~ ~ + b g) (x + 
0 

Donc: 

d~ 

+ ~ ) ( i + ~ p  

# 

/ (~ ~ to)" Is dv < 2a~  (t - -  to) n+�89 . 
to 

a16 

Notre  th6or~me est done d6montr6. 

On peut  sous los m6mes conditions ddmont re r  les in4galit6s: 

I Ou I, I Ow I n~ m~ (t--  to) "+! 
~ " " l ~ l  < ~ u  , 

ot~ n2" d6signe un certain nombre  positif. Pour  la d6monstrat ion,  nous remar- 

quons d 'abord  que l 'on peut  t rouver  un hombre  positif  a .  tel que l 'on ai t :  

]o.'H IOw'r ~,, . 
-0~-I . . . .  IO~-z I r ( V ~  + br) s 

En effet, nous avons d6montr6 plus hau t  que l 'on a des in6galit6s de la forme: 

] Ou'~] I Ow'~l a .  
~-~ . . . .  i-~-i< ( ~ 

r l - - v + 4 #  I 
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En modif iant  16g~rement la d6monstra t ion on voit  que l 'on pout  remplaeer  le 

mombre  droi t  par :  

a r t  

r( tl/~--- ~ + br)" 

Cola 6rant,  nous eonsid6rons une des d6riv6es ~zz etc., par  exemplo la premiere.  

Nous  avons:  

t 

~-~ < 3m, d d r ( V i - ~  + br) a (I + r) ~ < 
to 

t oo 

i2~m,a,, (~--to)"d ( tl/~----~ + brp (i + I r - - R I )  ~ 
~ 0 

t u 

<I2Zm_____ tal, (v-- t~  ( V t - - v  +br)  ~(I + R - r )  ~ 

12 ff m t al7 
< b 

+ 

t, 0 

t oo 

f / } (*--to)"d~ (VF--i  +br)"(~ + l r - - R I )  ~ 
to R 

R 
t V 

~+ 
to o ( t V t - - - - v + b r ) ~ ( I + R )  

t o0 

} 
to g 

< I I2n:mXb aiT{b-~ 
t 

2~ f( . - - to)".  
to 

t 

< I 2 .  2 d ~ } n  l a t T [  I 

b' /(I + R) ~ 
- - +  

t 

b R  I j  Vr ~ 
~+ v - ~ - 7 .  " 

- - - d r .  
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b 
Or, si 

b 
si _ _ _ >  i :  

V T - -  to 

Donc, dans tout  les cas: 

Done: 

<I ,  o n  &: 

bR 
+ V~--to 

<b( i  + R ) '  

bR 
I + - -  

~ t 0  

I < i +----~" 

I + - -  

b + v ~ - t o  < b + v~T-t0 
bR  < b(1 + R) = b( I  + R) o 

~---7o 

0u [ 24~vratat7 ~ )  (t--to)"+} 
< ba (b(2 ~+  2 ) + 2  ( I + R )  ~ " 

Les in6galit6s 13 sont dono vraies pourvu que; 

24 zeal 
n , >  bS (b(2 ~ + 2 ) + 2 V ~ o ) .  

D6montrons enfin un dernier syst~me d'in6galit6s. Nous d6signons par u,  ~), w 

les composantes do la rotation du vecteur u, v, w. En d 'autres termes nous 
posons: 

- O w  Ov  - O u  i ) w  - O v  O u  

U=Oy Oz' v = - ~  i)X' w--ox Oy" 

Nous supposons toujours que l'on ait: 

. < ml(~--to)" IX(Lv,~,~) l , , .  (~ +~)o 

et nous supposons de plus que l'on peut d6terminer un nombre positif, m~. tel 
que pour to_< v ~< T: 

' ' U~ < ms (~-to)" (i  + r) , 

oh n' d6signe un nombre entier positif ou nul. Nous nous proposons de d6terminer 
0u 0u 0F 

dans co cas des limites sup6rieures pour les valeurs absolues de Ox'  ~-u 
0--~" 

Acta mathematica. M. Impriml le 4 juin 1910. 31 
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N o u s  a v o n s :  

etc.  Or: 

t 

to 

ay az - -  O~ O~ 

+ �9 �9 .] dw 

Oy az 0~ 
O v'r = ~_ O~ P 
0~ t~ 0~ 0~ ' 

etc.  donc:  

OwYr Ow r, ~ Ow', Ow'r = __ Q Os P 
#y Oz #~ a~ I ~ a~ a~ 

t 

" - '  r) a~ o~ 
to 

O'P l 

Donc, pour  to ~< t ~ T :  

t 

t t J  j ~ a~; 
to 

t 

t~ 

o,= 
0 Y\ e 4~r 
-a~ ) V(t --  r) :~d~ 

etc.  Par  consequent :  

t 

o ;  e (t 
Ox 4t~2J j ~ a / ,  

to 

etc. Nous  avons donc:  

0 Y) d ~  
(~- -  x) E (r, ~, t) ( t - -  ~)' 

t oO 

f dr I8~Ux l, . . "'[i)W~z I < ~Q2m2!,~ ,]t~(~-- t~ rs(I + R + r)" E(r ,  ~, t) (t__~) ~ �9 
to 0 

Or on a: 

r~(I + R + r)"' E(r ,  T, t) ( t _  ~)~ 
o 

~ T 2 

- -  r~(i  + R + r) '~'e 4 ~ t - ~ )  dr 
o V(t--~)~ 

ou 

. , - i f  _ _ 
"-" ( n ' - -  i)! 

o 

Q a 2 

4,tt d r  
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Done, puisque: 
n'--i n'--i 

( t - - ~ )  ~" < ( T - - t o )  2 , 

(I + R)~< (I + R) 'r 

r 3 (i  + R + r)" E (r, ~:, t) ~ < 
0 

( i < n') 

als (I + R) n' 

a~s fitant un certain nombre positif. On conclut de cette in6galit6 qu'il est pos- 
sible de d6terminer n~ tel que: 

~X-x| " '"  ~ < n ' m ~ ( t - t ~  " + ] ( I §  (I4) 

dans l'intervalle to <__ t < T. 

2. I1 s'agit dans ce paragraphe du probl6me de calculer pour un fluide 

visqueux et incompressible les eomposantes de vitesse d 'un mouvement infiniment 

lent, superpos6 sur un mouvement connu. - -  Les 6quations du mouvement pen- 
vent s'6erire, en posant: 

p § ~(u I +  v 2 + w ' ) = q :  

Ou ~)q 
r ~ + r  

Ov Oq 
e - f f  + e ( u w - w u )  = Y--~ + ~v, 

#iw O q 

#u #v Ow 
o-; + X~ + ~ = o .  

Dans ces 6quations, nous remplagons u,  v, w, q, X ,  Y, Z par uo + u,  

vo + v, wo § w, qo § q, Xo § X,  Yo § Y, Zo + Z, uo, Vo, �9 �9 se rapportant  au mou- 
vement eonnu et u,  v, w , . . .  6rant des quantit6s tr~s petites ainsi que les d6ri- 

Ou Ow 
v6es ~-~ . . . .  #-zz" Nous obtenons de cette mani~re, puisque les fonetions no, vo . . . .  

selon notre hypoth~se satisfont s no~re syst~me diff~rentiel et puisqu'il est permis 

de n6gliger les termes w v - - v w ,  u w - - w u ,  v u - - u v ,  petits du second ordre: 
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Ou - Oq 
e T / +  r + WVo --VOW --VWo) =X--b-~x + t t d u ,  

Ov - - ~q 
r + e(u~ + UWo--Wo~--WUo) = Y- -~y  + ttSv, 

Ow - Oq 
~ / -  + r + VUo - -uov~UVo)  = g - - U s  + g , t w ,  

8u 8v Ow 
o~ + ~ + - g ~  --o. 

Nous nous proposons de montrer comment on peut de ces 6quations calculer 

les fonctions u, v, w pour t > to, les valeurs de ces fonctions pour t-~ t o dtant 

connues. Pour que notre m6thode soit applicable, il faut cependant introduire 

quelques hypoth6ses restrictives. Nous supposons que u0, v0, w0, u0, v~, w0, 

X,  Y, Z soient des fonctions uniformes et continues de x, y, z, t dans tout  

l'espace et pour t o < t <  T et qu'elles soient dou6es des d6riv6es continues par 

rapport  k x, y, z. Nous supposons que l'on puisse trouver trois nombres positifs 

M,  N e t  a ( a < I )  tels que l'on air dans l'intervalle t o < t < T :  

luo(:~, y, z, t)l, Ivo(:~, Y, z ,  t)l, Iwo(x, Y, z ,  t ) l<  M, 
- M 

]u0(x, y, z, t)], ]vo(x, y, z, t)],  I w o ( x , y , z , t ) [ <  w ~ '  (i + 

[ X ( x , y , z , t ) [ ,  I Y ( x , Y , Z , t ) [ ,  
N 

[ Z ( x ,  y ,  z ,  t ) l<  (I + R) ~ "  

Nous supposons de plus que l'on puisse choisir M,  AT et le nombre entier positif 

ra tels que: 

l,.I 10w. I i, ol = , -  
. . . .  ~ 1  

8Z 8 Y ] ,  
O-Y O--zl "'" <N(I  + R)" 

dans l'intervalle t o < t < T .  Quant aux valeurs initiales de u, v, w, nous sup- 
posons qu'elles soient des fonctions continues de x,  y ,  z, douses des d6riv6es 

continues du premier ordre, qui remplissent l '6quation: 

~x ~ ~z 
- - ~ O ,  
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Nous supposons de plus que u-~_~, v~.~, wt.~, admet tent  des d6riv6es continues 

par rapport  ~ x, y, z et que l'on puisse choisir les hombres N,  a et m tels que: 

l u ( ~ ,  y, z, to)l, I~(x, y, z, to)l, Iw(~,  U, z, t~ < ,V, 

N 
lu(x, y, z, to)l, Iv(x, u, z, to)l, Iw(x,  y, z, to)l < (~ + ~)~, 

--~-I . . . .  I -~- i '  ' " ' l - ~ l  < -~(~ + R) '"  

Pour int~grer dans ee cas le syst~me I5, nous commen~ons par chercher des va- 

leurs approch~es ul, v~, w~ de u, v, w. A cet effet, nous omettons les termes 

q (WoV§247  etc. dans ]e syst~me I5. Le syst~me ainsi obtenu est, aux 
notations pros, identique au syst~me ~ et peut  clonc s'int~grer par l 'application 

des m~thodes expos~es dans le  premier chapitre. On obtient, les valeurs initiales 

de u ,  %, w~ ~tant les m~mes que celles de u, v, w: 

Q~ daP 4 ~ V ~  u, (~, y, z, t) = - -  f u  (~, ~, ~, to) E (,', to, t) ~ + 
z# , . ]  

t 

to 

~, ~, ~) + v'~ r (~, ~, ~, 4) + w'~Z (~, ~, ~, ~)) do,, 

4fr V~q~  % (x, y ,  z, t ) = O~ f v (~ , ~, ~ , to) E (r, to, ~) to - t z ~ j  

t 

+ / d ~ / ( u ' , X  (~, ,7, ~, ~) + . . . )a ,o,  
to 

4 ~ : V ; e z w , ( ~ , , y , z , O =  w ( ~ , v , ~  to)E(r,  to ,0  do, 
' t o__  t + 

t~ 

Cos formules sont valables dans l'intervalle to ~ t < T. Pour  plus de simplicit6 
t �9 nous eerlrons" 
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etc., 

,,i" = r  f u  (~, ,~, ~. to)E (r. to t) d~_ 
2!t J ' t o - - t  

t 

u[12) = f d v f u t s X  (~, 77, ~, 7:)+...)do 

etc., eg nous aurons  alors:  

U 1 ~---U~ 1) --~ U~2), V l = V l  1} + t)i 2), W 1 = W (1) + W(12). 

Cola pos6, jo dis que l 'on peu t  t rouver  un nombre  posit if  c assez grand pour  que: 

lug(x, y, z, t)],  ]%(x, y, z, t) l, ]w,(x, y, z, t ) l < c N ,  

cN 
]u, (x, y,  z, t)],  Iv, (x, y,  z, t) l, ]w, (x, y,  z, t ) ] <  (r +R)"  

Ox ' "'" ~Jz ' Ox ' " "  

IOw' (x' Y' z' t)l < c N  + R)" 

(I6) 

dans l ' intervalle t o ~ t_<  T.  En  effet, ]es indgalit~s 12, 13, 14 mont ren t  imm6diate- 

ment  que  l 'on pout  d6terminer  un hombre  positif c tel que:  

c N  
l ui~ (x, y.  z. t) l . . . .  < - - ,  

2 

}ul ~) (x, v,  z, 0 1 , . . .  < 
cN 

2(~ + R) ~' 

I ~u~' ' ~ :  ~ "l,... I ~~ '~~ y z, ~'l,... <oN_2 (i+ R,~ 

pour  t o < t < T .  I1 suffi t  donc de dSmontrer  que l 'on peu t  choisir c tel que u(~ 1~ 

etc. sat isfassent  aux m6mes in6galit~s. C'est ce qu 'on  vol t  par  un calcul analogue 

eeux qui nous on~ servi k d6montrer  les in6galit6s 12, 13 et 14. E n  effet :  

R 

f f ~r dco < 4~  r ~ E (r, to, t) ( to--  t) (~ + R - -  r)~ E ( r ,  to, t ) ( t _ t o )  (~ + rV 
o 

+ 
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+ 4 ~ r ' E ( r ,  to, t ) ( t - - t0 ) ( I  + IR--rl) -< ( ~ f l ~ ' e  4~'d~ + 
0 

a~ 6tant un nombre positif, tel que: 

+ 4 ~e 4~d~ < 

~VT--~ 

4a:(z a + x)a,, 
(x + R) a 

~'(I  + 2VT- - to~P+~ e - -  

pour des valeurs positives de ~. 

D'autre part:  

4t, < 2 a,0 V T ~ t o  (I + a) 

0t a 
f ( I  -4-T)m E (f ,  to, ~) d o ) <  4zr + r  + R)mr~e 4Ftlt--t0)df 

to - -  t V ( t -  to)~ 
0 

~'~o( m! (I + R) ~ ( t -  t o ) ~ - ~ ?  ~ 4z~ ~ i ) !  ~+'~-~ e 4~ d~ < 
0 

~m~t trft -- ~ 

Notre assertion est 

Nous sommes 

A cet effet, nous 

suit: 

done prouv6e. 

maintenant en dta~ d'intdgrer rigoureusement le systbme x5. 

y introduisons un param~tre auxiliaire it et r6crivons eomme 

Ou Oq 
r o i  -~ X - -  ~z + ~,du + itr + WVo--V~ 

8v 8q 
~-gi = Y - -  ~y + ~t,tv + Zr + UWo--WoU--WUo), 

Ow Oq - _ 
e ~i -~ Z - -  ~Tz + ~,~w + ite(vou + VUo--UoV--uvo), 

Ou Ov Ow 
o-~ + ~y + ~ -- o. 

Pour )t ~ -  i ce systbme devient identique au systbme I5. Cherehons ~ y satis- 
faire par des s6ries proc6dant suivant les puissances de it. Posons donc: 
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u (it) = u~ + Xu2 + "-- + it "-x u .  + - . -  

v(it) ~ vl + / t %  + .-. + g~-~v~ + . . -  

w (~) = w~ +/tw~ + --. + ~"-] w,, + . . .  

q(/~) = q~ +/tq~ + ... + iL " - ]  q,, + . . -  

Pour  d6terminer  u~, v I etc. on obt ien t  los 6quat ions suivantes :  

Ou~ X Oq~ 

8% 8q~ 

O~tt O q t Q---~ = Z - -  ~ + ~ J w ~ ,  

8 u~ 0 v~ 0 w~ 
+ + = o  

uh.to = u (x, y ,  z, to), vh_to = v (x, y ,  z, to), wlt_t~ = w (x, y ,  z, to) ; 

Ou~ ~ q2 - - 
e -y{  = - - - 9 ~  + ~ / u ~  + e(w0v, + W~Vo--VoW,--VlWo) 

�9 , . �9 . . . . . .  o . . . .  , �9 * . . . . . . . .  

Ou2 0v2+ 0w2 
o 

u ~ - t .  = %-to = w ~ - t .  = o ,  

e t ,  e n  g 6 n ~ r a l :  

e ot 
Oq__n - - - 
Ox + t~Ju"  + e (WoV,-~ + w , , - ~ v o -  v o w , - ] -  v,,-~Wo), 

0 ~n 0 Vn + 0 Wn + 

~ h  = t)nt--k = t / )~ / .~  = 0 .  

On voi t  qu'i l  est loisible de choisir pour  ul ,  %, w l l e s  fonctions que nous avons  

ainsi d6sign6es plus hau t  et que l 'on  peu t  satisfaire aux  6quations diff6rentielles 

pour  u2 . . . .  etc. par  les fonctions d~finies par  les 6quat ions suivantes :  

t 

4ze V ~ r  y ,  z, t)=r A- wlv~176176 ut$ 
to 
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etc.,  et,  en g6n6rat: 

t 

4z V,le~ru~(x,y,z,t)=efdv/(wov._l 
to 

+ w.-2vo--vow.-1--v.-lwo)~-r162 (I7) 
t --v 

etc., p o u r v u  que los fonet ions Wo v~ + w~ vo - -  vo w~ - -  v~ wo etc., en g6n4ral : 

wov,~_l + w,~_~ vo--vow,-1--v, ,-~wo etc.  soient  cont inues  ainsi que leurs d6riv6es 

du premier  ordre  pa r  r appor t  ~ x, y,  z et  qu'elles remplissent  des in6galit6s de 

la forme:  

Iw~ + wn-lv~176 - -  v'n-lW~ ] . . . .  < (I + R) ~ 

(e > o). 

Or nous savons que u0, �9 �9 �9 u0 . . . .  ux . . . .  u x , . . ,  sont  des fonct ions de x, y,  z, t, 

cont inues ainsi que leurs  d6riv6es du  premier  ordre  par  r appor t  ~ x,  y ,  z dans 

l ' in terval le  to < t < T et  que l 'on a:  

. . . .  4 c M N  
[WoV, + w, vo - -VoWl -  V, Wo [ , . . .  < (z + R) - - - - - - ~  

II suit  de ls que les fonet ions %,  v~, w2, d6finies p a r  les formules  pr6e6dentes,  

sont  des fonct ions de x,  y, z, t, cont inues  dans  l ' in terval le  t o ~ t < T  et  dou6es 

des d6riv6es cont inues  des deux  premiers  ordres  pa r  r a p p o r t  h x,  y ,  z dans le 

m6me interval le .  Les in6galit6s I 2 - - I 4  m o n t r en t  de plus que  l 'on peu t  d6termi-  

ner  un nombre  positif cl tel  clue: 

] u2 (x, y, z, t)],  ] v2 (x, y,  z, t) l, ] wz (x, y,  z, t)] < cc, M N  ( t - -  to)�89 

IleOu2(x'Y'Z't!(ox . . . .  I~w2(x 'Y 'Z ' t ) {  < c c t M N ( t - t ~ 1 8 9  2 (z + R) a ' 

I'~ I < co, ( ,  + - -  to),  - Ox y'  z, t)l ' . . . .  [Ow2(x,y,z,i)z t__) I M2r R)"( t  ' 
(x, I 

dans  l ' in terval le  t o < t < T .  I1 r6sulte de 1~ que us, vs, ws, cont inues  ainsi que 

leurs d6riv6es des deux  p r e m i e r s  ordres par  r appor t  ~ x, y ,  z dans l ' interval le  

to <~ t < T ,  sat isfont  aux  in6galit6s: 
Acta mathematiea. 34, Imprlm6 lo 6 juin 1910. 329 
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I%(z ,  y, z, t)l, Iv, (x, y ,  z,  t)l, Iw3(x, y ,  z, t)l < ~ ; M J N ( t - - t o ) ,  

i I I I '  O u s ( z , y , z , t )  t g w s ( x , y , z , t )  cc, M - N ( t - - t o )  
Ox . . . .  /)z < 2(I  + R) (' ' 

z y z , ,  I iJx ' " " " #z < cc~ M Z N  (I + R) 'n ( t - -  to) 

et ainsi do suite. On voit done que u . ,  v., w,  pour toute valeur enti6re et po- 

sitive de n sont des fonctions de x, y ,  z, t, continues ainsi que leurs d6riv6es dos 

deux premiers ordres par rapport  h. x, y, z et du premier ordre par rapport  h t 

pour to < t < T  et que l'on a: 

I u .  (x ,  y ,  z,  t) I . . . .  < cN let M (t - -  to)�89 " - l ,  

I Oun(x, y ,  z, t)], 
h:~ " ' "  

I O u ' , ( x , Y , z , t ) [ ,  
r  " ' "  

e N [c, M ( t - -  to)~] "-~ 
2 (i + R).  ' 

< c N ( I  + R)"[c ,M(t - - to) �89  "-~ 

dans l'intervalle to < t < T.  

Considdrons maintenant los sdries: 

~ Z - - l u . ,  Z,'--Iv., ~ Z - - l w . ,  ;t"-~ o~ .  
/ ) x  ' " ' "  1 1 1 1 

2 ~ n - - l t ' ~ W n  ,~n--1 , , ,  2 ~ a - - 1 0 W n  
1 t / Z  ' 1 ' 1 t / Z "  

Los in6galit6s pr6c6dentes montrent  qu'elles sont absolument et uniformfment 

convergentes dans tout  domaine fini de l 'espace pourvu que:  

I Iz(t--to)~l<c, M. 
Posons done: 

1 1 1 

| ~ - 
~ =  ( - i ) - - , = . ,  v = ~ ( - i ) - - , v . ,  w =  ( - i ) - - , w . .  

1 1 1 
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u ,  v, w, u ,  v, w sont  alors des fonet ions  de x,  y ,  z, t, cont inues  dans  l ' in te rva l le  

z 
to~t<=tl of a to<  t~<to + c,M---- ~ .  Elles a d m e t t e n t  dans  le m ~ m e  in te rva l le  des d6- 

riv~es cont inues  pa r  r a p p o r t  ~ x,  y ,  z, e t  on a :  

- Ow Ov - Ou 6w - t T v  # u  

U ~ O y  Oz' v az  Ox' W = a x  Oy" 

Les dquat ions  r 7 etc. d o n n e n t  m a i n t e n a n t :  

t 

J J 

to 

+ WVo-- vow- -  vwo)~_~ .... u'~ + ...] d~o 

etc. De ees 6quat ions,  on eonclu t  que  u, v, w a d m e t t e n t  des d6riv6es du second 

ordre  p a r  r a p p o r t  ~ x,  y ,  z e t  du  p remie r  ordre  pa r  r a p p o r t  t, cont inues  pou r  

t0 < t <_ tt. Posons  m a i n t e n a n t  : 

[ - 0 z _ 0 

Nous  aurons  pour  to < t < t~: 

au t t ~ l u =  X - - r  + WVo--VoW--  VWo) aq i~t Ox' 
. , , , , . ~ , . , . , �9 �9 , , �9 ~ �9 , . , ~ �9 

Ou Ov Ow, 

Nous  avons  d 'a i l leurs:  

lira u = l im u~, lira v = l im v~, lira w ~- lira w~. 
t=to t - to  t - to  t - to  t - to  t - to  

Not re  p rob l~me est  done r~solu clans l ' in te rva l le  to < t < t,. 

P o u r  al ler  p lus  loin nous obse rvons  que l ' on  a :  

c N  lu(x,y,z,t,)l, Iv(x,y,z,t,)[, iw(x,y,z,t,)l< 
z - -  c~ M ( 6 - -  to) ~ '  

I O u ( x , y , z , t , ) l  [ O w ( x , y , z , t , ) l <  cN  
itx '" " " az 2 (x - -c~M( t~- - to )~) ( I  + R) ~' 

Ox . . . .  - ~  < z ~ c~ M (tl - -  to)�89 
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Cherchons ma in t enan t  ~ calculer  u ,  v, w pour  t > ~,. Les in6galit6s obtenues  

m o n t r e n t  que  l 'on p e u t  employer  le mOme proc~d6 qui  nous a servi  s calculer 

les valeurs  de ces fonct ions  pour  t~ < t < t, ,  en remplacan t  seulement  to pa r  6 .  

On ob t ien t  de ce t te  mani~re ]es valeurs  de u, v, w pour  t, < t < t, + t ,  en posan t  

t ~ -  to = t .  En  con t inuan t  ainsi, on peut ,  du  moins th~or iquement ,  ealculer les 

valeurs  de u ,  v, w pou r  ehaque  poin t  de l 'espaee et  pour  to < t < T .  

Nous  avons  eons t ru i t  un  sys t6me de solutions de no t re  probl6me. Ce sys- 

t~me, est  il un ique?  La  r6ponse est n6gative.  Consid6rons pour  le voir  l 'exem- 

pie suivant .  Posons  X = Y ~ Z ~ o, uo = v0 = wo = o, u (x, y ,  z, to) ~- v (x, y,  z, t~) ---- 

w ( x ,  y , z ,  t o ) = O .  Un  syst~me de solutions sera 6videmment  u- - - - - v=w=-o ,  

q = const.  Mais il existe  une infinit6 d ' au t r e s  syst6mes.  P a r  exemple:  u = t ~  to, 

v - w ~ o ,  q ~ - - r  

I1 fau t  done,  pour  d~terminer  u,  v, w sans ambiguitY, in t rodui re  des con- 

di t ions suppl~mentaires.  Convenons de nous borner  aux  syst~mes de solutions 

pour  lesquelles on peut  t rouve r  deux  nombres  positifs a' e t  M', tels que:  

lui ,  Ivl, Iwl, I~1  "'" ~z < (~ + R)~"' 

Ipl<M'(~ + R) 1-a' 

dans tou t  l 'espace e t  dans  l ' in terval le  consid6r6 du temps.  Je  dis qu'i l  existe 

t ou t  au  plus un systbme de solutions de ce t te  esp6ce cor respondant  aux condi- 

t ions aux  limites donn6es. Soient  en effet  u (~}, v (1~, w {1}, q(1~; u {~}, v ~2}, w ~2~, q(e} 

deux  syst~mes diff6rents,  sat isfaisant  au sys t6me ~5, u(ll, V1}, w~t) et  u ~2}, v r w r 

d 'ai l leurs p r e n a n t  les m~mes valeurs  pour  t = to. Les diff6rences u al - - u  r = U, 

v (~ - -  v ~2~ = V, w(O - -  w(~) = W, q(~) - -  q(e~ = Q fo rment  alors un sys tbme de solu- 

t ions du  syst6me:  

r + e(woV + Wvo--voW-- Vwo) =- -~z  + ,uJU, 

. . . . . . .  . . . , �9 , �9 . . . . . . .  �9 * �9 ~ , 

OU OV OW 
o + ~ - + - ~ - = o ,  

et  on a U = V = W -=-- o pour  t = to. Soit S(r ' )  une sph6re r = ~. Appliquons au 

probl6me pr6c6dent  e t  ~ l ' intdr ieur  de ce t te  sph6re les formules  5 du  chap.  I. 

Nous  aurons  (t > to) : 
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4~r V~Tq~ U (x, y ,  z, t) = - -  ~ v / [ ( w a V  + W vo - -  Vo W - -  
to 

t 

to S(r ')  t--v 

t 

J J 1  d n  
to S(r') 

+ ida+ 

+ d n  -~ W d S - -  VI~Q~ U cos n x  + ...)~=~ . . .~TX-dS 
t - ~ '  ~" 

S(r')  

etc. Si maintenant  r' tend vers l'infini, los intdgrales de surface dans ces for- 
mules tendent vers zdro et nous obtenons: 

t 

to 

etc. Les in~galit~s i2 et I3 montrent  alors que l'on peut trouver un nombre 
positif c2 tel que pour to < t <__ T: 

I U(x,  y, z, t)l, IV(z, y, z, t)l, I W(z ,  y,  z, t)l, I--O(z, y,  z, t)(~ + R)~ 

I V (x, y,  z, t) (I + R)~'], I W (x, y, z, t) (x + R)~'l < 

c2 M M '  V ~ t o  Max {V-U~ + V' + W' + (I + R) 2~' (U'  + V: + W~}t=~ 
to <_~St 

en ddsignant par M a x / ( x ,  y,  z, ~) la plus grande valeur de [ aux diffdrents 
point de l'espace dans l'intervalle du temps indiqud. Soit t' un nombre assujetti 
aux conditions: 

I to < t r < to + 
I6c l  M~ M '~" 

Nous aurons dans l'intervalle t o < t < t': 

I U l , . . .  I u ( i  + RP'I . . . .  <L Max { V u '  + ... -F (r + R)~ ' (U ,  + ...)}t_~. 
4 to=, ~__< t' 

Done pour to ~ t < t': 

u ,  + v-" + w~ + (~ + R ) ~ ' ( ~ ,  + V' + ir < 3= Max (U' + V' + 
8 t,_(_~=P 

+ WS+ (i  + R)2~'(U2 + V s + Wq).  
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Si U, V, W ne sont  pas ident iquement  nuls dana l ' intervalle t,, < t < g on par- 

vient  done ~ une contradict ion.  II f a u t  done supposer u (a ~ - u  ~2}, v ( ~ v  (2~, 
w (~} ~ w (e) dana cet intervalle.  E n  con t inuan t  de la m~me mani~re, on volt  que 
l 'on a pa r tou t  uU) = ul2), vt~) .~ v(2), W (1} ----- W (2}. 

3. Plus diffieile que la quest ion trai t6e dana le dernier  paragraphe est le 

probl~me de calculer lea composantes de la vitesse d 'un  mouvemen t  fini dans un  

fluide ind~fini. La  m~thode des approximat ions  successives de M. PlCARD per- 

met  dana ce cas aussi do calculer u,  v, w dana un intervalle to ~< t ~ to + i, ces 

fonctions ~tant  connues pour  t ~ t~. Mais la longueur de eet intervalle d~pend 

dans co cas des fonetions donn~es u ( x ,  y ,  z, to) etc. de sorte que, si l 'on veu t  

poursuivro le calcul, on obt iendra  un nouvel  interval le  to + [ <  t ~ to + t + tl, off 

tl en g~n~ral ne sera pas identique k t. Si lea hombres  t,  i~ etc. fe rment  une 

s~rie convergente,  le ealeul sera done arr6t~ pour une valeur finie de t. D'apr~s 

not re  th6orie, il p a r a l t  done vraisemblable que des irr6gularit6s peuven t  na i t r e  

dana l ' int6rieur d ' un  fluide visqueux et  incompressible, m6me dana le cas oh les 

forces ext6rieures et  le mouvemen t  initial sent  compl~tement  r~guliers. 

Nous supposons de nouveau  que lea fonetions donn~es u ( x ,  y,  z, to)etc .  

soient des fonctions continues de x, y ,  z, dou~es des d~riv~es continues du pre- 

mier ordre et  remplissant  I '6quation:  

Ou #v Ow 
o~ + ~ + - ~ = o .  

Nous supposons de plus que les fonctions u(x ,  y ,  z, to) etc. adme t t en t  des d~ri- 

v~ea continues par  rappor t  s ~, y,  z et  que l 'on peu t  t rouver  deux nombres po- 

sitifs a e t  N ( a ~ i )  et un  entier m tels que:  

lu(z,  y, z, to)l , .  �9 < M ,  

M 
]u(x ,  y ,  z, to)I, �9 �9 < (i + R) ~ 

I Ou(x, y,  z, to)] 
Ox 

et que, pour  t 0 ~ t < T :  

I Ou(z, y, z, to) I 
' ' ' "  ( I x  ' ' ' "  

M 
IX(x,  y, z, t)l . . . .  < (I + R) ~ '  

I~ ~ Oz . . . .  < M (I + R) m 

< . M ( x  + R ) , -  
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Nous eonsid6rons alors le syst~me: 

0u �9 
e-~  = x - -  ~ + ,,,,Ju + Z ~ ( w v - - v w ) ,  

�9 . . ~ . �9 �9 . . . . . . .  �9 ~ . �9 . 

Ou Ov Ow v-~+~+~=o, 

qui se r~duit pour  ~ = -  I aux  6quations du  mouvement  d ' un  fluide visqueux et  

incompressible. Nous cherchons un syst~me de solutions, eorrespondant  aux  

fonctions donn6es u ( x ,  y ,  z,  to) etc. et  proe~dant  su ivant  les puissaneos do ~. 

Posons:  
u (Z) ~= u~ + u2 Z + ... 

v (Z) = vi + v2 ). + .... 

w ( ~ , ) = w ~  + wzZ + "'- 

q ( Z ) = q , +  q ~ Z + . . .  
Nous aurons:  

0 u~ 0 q~ 
~-~-  = X - -  ~X- x + , d u ~ ,  

�9 , . o , , �9 �9 . o �9 , , 

Ox + T v  + -~-z - - ~  

u~ (x, y ,  z, to)~-u  (x, y ,  z, to) etc., 

et  pour  n = 2  3 . . . .  

0 us O" i-~-I / 

] i--1 

�9 . , , ~ ~ �9 . . ~ ~ . . . ~ ~ �9 �9 ~ ~ . . 

08) 
O u~ O vn O w,~ 
ox + -~-yy + ~-z = ~  

un (x, y ,  z, to) = v,, (x, y ,  z, to) = wn (x, y ,  z ,  to) ~ o. 

Nous pouvons done poser, pour  t > to: 

4 z V ~ u , ( x , y  z t ) = 2 ~  f , , u (g,  ~2, ~, to) E (r, to, t) dcq + 

t 

etc.,  
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t 
i "~ P r  i--n--1 "1 

4~r V[/ez u~ (x, y, z, t ) = e  | d . l l u ' ~  ~ (w,v .~- -v ,  w,,-~)._~ .... + ...J d,o 
d ,)  L t - ~  

to i--1 

(I9) 

etc. pourvu que les expressions: 

i--ft--1 

i - - I  

etc., remplissent les conditions n6eessaires pour que les int6grales ci-dessus soient 

convergentes et admettent  des d6riv6es satisfaisant au syst6me I8. 
Nous avons d6montr6 dans le paragraphe dernier que l'on peut d6terminer 

un nombre positif c tel que: 

I~,l, I,,,I, Iw, l<~.M, 
cM 

l u, (z, y, z, t) l , . . .  < (i + R) ~' 

[Bu, (x, y, z, I 

dans l'intervalle t o < t < T .  II r6sulte de ces in6galit~s que les formules 19 d~- 
finissent des fonetions u2, v2, w2, qui satisfont au syst6me i8. Soit c' une quan- 

tit6 positive Sgale au plus grand des nombres 4n, ,  4n2, 8ns, n,, n2, ns $tant les 
nombres qui figurent dans les in6galit6s I2, I3, I4. Nous aurons pour t o < t < T :  

lu~.l, I~1, Iw~l < r }, 

?x . . . .  Oz (I + R) a ' 

II suit de 1~ que les formules I9 d6finissent des fonetions u3, vs, w3, qui satisfont 

au syst6me i8 et ainsi de suite. 
Soit maintenant  aj, a2, a s , . . ,  une suite de nombres positifs, d6finie par les 

6galit6s: 
i --n--1 

a I ~ I ,  a n ~ 2 a l a n - 4 .  
i - I  
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Je  dis que l 'on a pour to < t < T :  

a~ �89 (qed M (t - -  to)k) ~, [u,~[, [v~[, [w, , l<r ) 

[Ou'~(x' Y' z' t) I "�9 �9 1 ~ y' z' [ < a,~ (q  c d M ( t  - -  to)�89 " , 
q c' (i + R) ~ (t - -  to) k 

[Ou,~(x, y,  z, Ox t_)], IOw,(x ,  y , z ,  _ _ _ _ _ ( r  M(t_to) �89 "'" Oz t ) i<an(x  +R)m 
Q e' ( t  - -  to)~ 

pour  toute  valeur entidre et  positive de n.  En  effet, ces in6galit6s sont  vraies 

pour n = i et n -~ 2. Supposons qu'elles soient vraies pour  n = I, 2 . . . .  m - -  I. 
On aura  alors: 

~.~(wwm i - - v iw . , - i )  < 4 (qcc'M(t-- to)~) m i-.,-1 q~ c'* (t ~ to) 2 ai am-i = 4 am (q c e' M (t - -  to)�89 m 
| i--1 i--1 ~ c'~ ( t - -  to) 

Done:  

I~l ,  Iv~l, I - ' a  I < r (tam-- to) ~ (qc c' M (t--to)~) ' '  

etc. Notre assertion est done prouv6e. 

Consid6rons ma in tenan t  la s6rie: 

2a,~xn-1.  (20) 
1 

Si eette s6rie pour des valeurs suff isamment  peti tes de Ix[ est eonvergente, elle 

d6finit une fonction y de x qui doi t  satisfaire h l '~quation alg6brique: 

y ~ y  - -  l 

Or eette ~quation admet  la solut ion:  

~ - - V ~ -  4 x _  y x + x + . - -  
2 X  

Done la s6rie 2o est absolument  et  uniform6ment  eonvergente pour I x [ <  ~ - -  

(6 > o). I1 suit  de lh que les s6ries: 4 

. . . .  - ~ x  . . . .  , ~  ~-~x . . . .  
1 1 1 

Aeta mathsmatiea.  34. Imprim~ 1, 6 iuin 1910. 33 
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sent absolument et uniform~ment convergentes pour 

~ (~ > o). I). ( t -  to)-~ [ < 4qcc, M 

I 
Posons pour  t o ~ t < t o  + i6qtc~c,, M e (e > o): 

1 1 1 

Cos fonctions satisferont au syst~me: 

Ou Oq 

�9 �9 �9 �9 * . �9 ~ �9 * �9 �9 . * �9 �9 �9 . , 

Ou Ov Ow 

La ddmonatration est analogue h cello que noua avons donnde dana le paragra- 

graphe prdcddent pour uu thdor6me analogue. Pour  t ---- to, u, v, w prennent d'ail- 

leurs lea valeurs donndes. Notre probl6me est donc r6solu. 
Dans certains cas, une autre  forme de la mdthode des approximations suc- 

cessives est plus favorable que cello que nous avons employde ici. Soit u0, v0, w0 

un syst6me de solutions approchds du probl6me. Calculons los fonctions un, v,,  

wn, qo qui satisfont aux syst6mea diffdrentiels: 

r ~ - -  , . .au,,  + -0~ = X - -  r (w,,-a v,,-i - -  v,,-I w . -1 ) ,  

�9 �9 �9 �9 �9 , . , �9 ~ �9 �9 �9 , �9 �9 �9 , �9 �9 ~ . . . .  

Ou,, + #v,, ~w,, 
+ = ~ 

ct aux conditions aux limites: 

u,,t_t ~ u ( x ,  y ,  z ,  to) etc. 

On peut  alors d6montrer que l'on a dans un certain intervalle du temps et 

sous certaines conditions tr6a g6ndrales: 

u ~ lira u., v -~ lira vn, w ~ lira w.. 



Sur les formules de Green gOn6ralis~es qui se prOsentent duns l'hydrodynamique. 259 

Cette mdthode est applicable si, pour t-----to, le mouvement du fluide est irrota- 
tionel ~ l 'exeeption d 'un certain nombre de tubes tourbillonMres. On prend alors 

pour  uo, %, wo les solutions fournies par  le th~orie des tourbillons dens un fluide 
iddal. 

Montrons enfin qu'il ne peut  pas exister deux systgmes de solutions diffd- 
rents uO), v m, w m, q(l) e t  u (2), v ~21, w (2), q(2) correspondents eux m6mes fonctions 

donndes et assujettis aux conditions: 

Ou[, M'  
l u l  . . . .  ~ l  " " "<  (~ + R)~" 

[ P [ < M' ( i  + R) 1-~' , 

a r > o .  

En effet, dans ce cas les differences u ( n - - u ~ m ~  U etc., satisferaient au 
syst~me: 

OU W v m  V w  (~) - -  OQ q -O-t- + q ( + - -  V w m -  W tm)  : ~ ~d~ + ~ d U,  

. . . . . . . . . . . . . . . .  , ) ~ * , , ~  ~ ~ ~ . . , 

OU OV OW 
o-~ + -Gy + ~-~ = o, 

que nous pouvons consid~ror comme un syst$me lindaire, u ~1), ~(1), W(1), U(2), V(2), ~/)(2) 
6tent des fonctions eonnues. Or nous avons vu que ce syst6me et les conditions 
aux limites: 

U~.,. = V t . t ~  = Wt=a = o 

exigent que t'on a identiquement U---- V = W-----o. 

III.  

Les formules de Green g6n6ralis6es dans certains probl6mes particuliers. 

l. Le mouvement infiniment lent et permanent d 'un fluide visqueux et in- 
compressible est r6gi par le syst~me diff6rentiel: 
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Op 
t t d u  --~-x + X----- o, 

Op 
,.LI V --  Uy + Y =  o, 

Op 
t t J W - - - ~  + Z = o ,  

Ou Ov Ow 
0%+Uu+ yz=~ 

(2I) 

Nous supposerons dans les reeherehes suivantes que les d6rivdes de u, v, w et p, 

qui figurent dans ces dquations soient des fonctions continues de x, y, z darts 

l'int6rieur du fluide eonsid6r6 et que X ,  Y, Z dans le m~me domaine soient des 

fonctions uniformes de x, y, z, continues ainsi que leurs d6riv6es du premier ordre. 

Soit S une surface ferm6e dans l'int~rieur d 'un fluide, col la partie de l'espace 

qui se trouve h, l 'int6rieur do ~, x0, Y0, zo un point quelconque de col et toi(r') la 

pat t ie  de w~ qui est situ6e & l'ext6rieur de la sphere r = r', off: 

Posons: 
r = V(z - -  Xo)' + (y  - -  yo) '  + (z  - -  Zo)'. 

u' O~r OJr 8Sr ' 02r 
~ = ~ + X ~ '  v'~= oxo~u' u"=-oxo-----~ 

Ces fonetions satisfont au syst~me: 

Formons l'6quation : 

ft , t  utz  O p'z  
itX O, 

0 Urx  O Vrx O W ' :  

#x + - ~ y  + #z -~o. 

(22) 

f ] f  [Utx J tt ' - -  tt + v'~ziv + w:~Aw-- u du~: vAv':  w J w ' x ] d x d y d z - -  

o~ i ( r ' )  

+ ~ ( X u ' .  

o i (r') 

- - ; f f [ u '  8p Op'~ . . . .  ] �9 ~i-~x + . . . .  u Ox 
o) i (r') 

! + Yv'~: + Z w ~ ) d x d y d z = o .  

EIIo nous donne: 

dx dy dz + 
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. . - -u  . . . . .  dS+ ~[(u '~eosnx+. . . )p-- (ueosnx+. . . )p '~]dS+ 

, y , , ['1 d u ' ~ .  , d u  . . . .  ) d S - -  

co i (r') r=r' 

- f c ( u , .  cos, z + ) p -  (u cos n x +  > p,=]ds, 
r ~ r  0 

oh n d~signe la normale int6rieure du domaine to(r'). Faisons r' tendre vers 
zero. lqous obt iendrons:  

f l l  , d u  du'~ .'.1 
8 ~ : , u ( x . ,  vo, ~ ) =  - . , ,  ! l , * ~  + . . . .  '* d--~-- dS' + 

! 

+ / '[(u'z cos nx + . . . )p - - {ucosnx  + ...}p'z]dS + l ; r  + . . . ) dxdydz .  
r  
S r i 

On a dvidemment  deux formules analogues pour  v(xo, Yo, zo) eL w(x o, Yo, zo). 
Pour  obtenir  la formule correspondante pour  p(xo, Yo, zu), nous posons:  

= ~ x t T !  r ~ > O y t r s =  r ~ ' = a ~ t r # =  r~ ' p ' - - -~  

u', v', w r et p, sat isfont  au syst6me 22. Nous avons done:  

P r , d u  du' ] d S + / ( u '  - P }  L u cln -I- . . . .  Udn c o s n x  + . . .)  pdS + 

r 1 6 2 1 6 2  CF ,du 
+ (Xu '+  Y v ' + Z w ' ) d x d y d z = # t l l U ~ - n +  ... 

J J d  
co i (r'l r - r '  

duv . "] d ~ - - f  (u: c o s  ~ x + . . - )  p d ~ .  - - U d u  - - .  
r~r' 

Le passage g la limi~e donne:  

4 z p ( x 0 ,  yo, zo) . . . .  ,~ u' + . . . .  u~/~  . . . .  dS  + 

f fffr + ( u ' c o s n x  + ...) p d S +  + Yv' + Zw') d x d y d z  

d ~o i 
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E n  

suivante: 

8~v!e u ( x ,  y,  z ) ~  -- ! ur~-d-~ + . . . .  U-d- ~ . . . .  d 8  + 

+ f[u'r cos n x  + ...) ~ - -  (u cos n x  + ...) f f~]dS -I- 

S 

+ f ( x  (~, 7, ~) u'~ + Y (~, r,, ~) v'~ + Z (~, ,;, ~) w'~) dec 
mi 

�9 . . . . . . . . . .  , . . . . . . . . . . . . . . . . .  

- 

f( ')(5) ') (:)) 

changeant nos notations, nous pouvons 6crire nos formules de la mani~re 

(z3)  

On a ici: 

r ~ V ( x  - -  ~ ) '  + ( y  - -  r , ) '  + (~ - - : ) ~  ~ , 

a i r  a i r  ~)~r wf _ ~)~r 

u~"---- 0~0~ etc., 

- -  cos  n x  ~ + cos  n ~ ~ + c o s ,  z 
d-~ 

d{o ~ d ~ d ~ d ~ .  

Dans les int6grales de surface, ~, 7, ~ sont les coordonn6es d'un point de la sur- 
face 8 .  

Les formules 23 sont, aux notations pros, identiques ~ celles que ]'on dolt 
M. LORENTZ. 

On voit  ais6ment que les fonctions u (x, y, z), v (x, y, z), w (x, y, z), p (x, y,  z), 
d u  dv  d w  

d6finies par les formules a3, si, sur la surface 8 ,  on y eonsid~re u,  v , w ,  d n '  d n '  dn '  
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p comme des fonctions connues et continues, satisfont au syst6me 2i dans l'in- 
t6rieur du domaine wi, au moins dans ]e cas, oh wi est une partie finie de l'espace 
et les fonctions X,  Y, Z admet tent  des d6riv6es continues du premier ordre. 

Envisageons main.tenant ]es int6gra]es: 

(X (~,, ~:, ~,) u'~ +. . . )  d,o, 

(X (~,, ~, ~) u'o + ...) do~, 

(X (~, v~, ~) u' C + ...) dw, 

l 'int6gration &ant  &endue s l'espace 
6galit6s-de la forme: 

entier. Si X ,  Y ,  Z 

M 

(r + r)~+~' 

a > O ,  

remplissent des in- 

ces int6grales ont un sens d6termin6 et d6finissent des fonctions de x, V, z, con- 
tinues et dou6es des d6riv6es continues du premier ordre. Elles admettent  des 

d6riv6es continues du second ordre, si X,  Y, Z eu admet tent  du premier ordre 
et satisfont dans ce cas au syst6me 2i, si l'on y pose: 

2, Soit A(~,  7, ~) une fonction de ~, 7, ~, continue dana chaque point de 
l'espace et remplissant l'indgalit~: 

M 

(I + r)~+~' 
o<~<z. 

Nous cherchons dans ce cas une limite sup&ieure pour la valeur abso]ue de Fin- 
t6gra|e: 

! = f A  (~, 7, ~) d,y 
J 

l 'intdgration &endue ~ l'espace entier. 
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Divisons l 'espaee en trois parties, {oi, ~2, cos, par  les spheres r = R et r = 3 R  
2 2 

(R = Vx ~ + y~+ z~), col 6tent la l~rt ie que se trouve k l'int6rieur de la sphere 
- R R 
r ~ -  et % eelle h l'ext~rieur de la sphere r-----3 Soient It, I~ et I~ les par- 

ties correspondantes de notre int6grale. Igous aurons dans ~o~: 

Done: 

r>R__. 
~ 2  

R 

f d,o I6 n : M f ~ ' d r  = I 6 z M  
I I ' I < M  r,(~+r),+~ < R' g i l + Z  (2--/~}22-~R ,~" 

tot 0 

Dans ~ nous avons: 

Done: 

II~[ < - -  

~ > R .  
- - 2  

5 R  
2 

M ['dco 4 z M  [d  xo~rMR 
< < 1 - - R ~ 3 <  

IO r 2 l+~ M 
R~ 

Enfin, dans ~s: 
r > ~ - - R .  

Done: 
oo Go o0 II,]<4~M/'; r'dr < z M  f r d r  = 4 z M  [" udu 

s'i~ II + r ) l ~ ( r - - R )  t 4 3~r~(r_R)~ R~ w ~ 

Consid6rons maintenant la fonetion: 

Elle est finie et  continue pour tout  syst~me de valeurs de x, y, z. Les 

in6galit~s ei-dessus montrent  qu'elle reste toujours inf6rieure k une eertaine limite 
finie, qui est d'ail |eurs ind6pendante de M. 

Comme d'autre par t  |es fonetions: 

, . , .  
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pour tout  syst6me de valeurs de x, y, z, ~, ~, ~ restent finies, il s'ensuit que 
l'on peut trouver un nombre positif e~ assez grand pour que: 

( ? u ' ~  ~ ,  t~w'~  . I csM 

3. Soit donn6 un fluide ind6fini, sollicit6 d 'une force ext6rieure dent  les 
eomposantes soient X(x, y, z), Y(x, y, z), Z(x, y, z). Nous allons voir dans ee 
paragraphe que les formules de M. LOa~,NTZ permet tent  darts certains cas de 
trouver un mouvement  permanent  correspondant ~ cette force. 

Nous supposons que X, Y, Z soient des fonctions uniformes et continues, 
dou6es des d6riv6es continues du premier ordre et qu'elles remplissent des in- 
6galit6s de la forme: 

IX(~, ~, ~)1 . . . .  < 

7>0. 

hr 

(~ + R)2+ r ' 

D'autres conditions restrictives seront bient6t introduites. 

Les 6quations du mouvement  permanent  peuvent s'6crire: 

op  [~(u~) O(uv) O(uw) 1 ,,, ~ u - ~ + x - r I-~-X- + - - ~  + - ~ z  l = o ,  

�9 , , ~ , ~ , , , . . . . . .  , . , ~ . , ~ 

~u 0v #w 
o - ~ + ~ + ~ = o .  

1o(~ ") + 0(~ , )  + ~(u~) l N6gligeons d'abord les termes r  ~ ~ - - 1  etc. 

rentiel ainsi obtenu admet le syst6me de solutions: 

f [X(~, v, ~)u'~ + ...]d~, 

V,=s:,. f + .. Jd.,, 

w,= S~,~i . [Jr(g, ,7, ~)u'~ + ...]d~o, 

Acta mathematica. 3 4 .  I m p r i m ~  l e  6 j u i n  1 9 1 0 .  

Le syst6me diff6- 

34 
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les int6grat ions 6tendues ~ l 'espaee entier.  Nous  supposons e t  c 'est  1~ une  nou-  

velle hypoth~se  res t r ic t ive  p a r  r a p p o r t  g X,  Y, Z qu'i l  existe une quant i t6  posi- 

t ive M e t  un nombre  J, o < ~ < i,  tels que l 'on ai t  dans tou t  point  de l 'espace:  

l u , (x ,  y, z) l . . . .  < 
M 

( I  + R )  1 + 6 '  

I i ..,xyz, i / I x  , �9 �9 �9 tOx~ . . . .  ( 2 5 )  

l a'w~(x, y, z) I M 
Jz ~ < (I + R) 1+~" 

In t roduisons  de nouveau  le pa ram~t re  auxiliaire ~ dans  nos 6quations.  Elles 

dev iennen t  : 

tOp laO,') tO(uv) tO(,,w) I 
: , ~ u -  gSx+ x + t, z l ~ 7  + --aT + - - ~ z !  =o,  

�9 �9 , , �9 �9 , �9 �9 . * �9 , , �9 �9 . ~ . . . .  , 

Ou Ov Ow 
o-~ + @ + ~ - - o .  

Posons:  
u(J.) = u~ + u~J. + .-. 

v(Z) .= v, + v,Z + ..- 

w(Z)=w~ +w2Z + ""  

p(Z) = p~ + p~Z + -.- 

Pour  d6terminer  us, v2, w2 etc.  nous  aurons  les 6quat ions:  

" 0 , , - 1  0 n - 1  to n - I  
o, t t J u , ,  ~ - a x x  + Q 

~ e z  i o y  1 

. . . . . .  . . ~ . o . . ~ �9 . o ~ ~ ~ �9 ~ o ~ . . . . .  

tO Un 0 Vn 0 Wn 

Posons done,  pour  n > i :  

1 x ' ' ~ '  " "  

- ;  .... 0:~ , , z - ~  .... 
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etc. Les fonetions u2, v2, w~, ainsi obtenus, sent des fonetions continues ainsi 

que leurs ddrivdes des deux premiers ordres, et on a en vertu des in6galitds 24: 

lu , (~ ,  v, : ) l  . . . .  < 
9 r M ~ 

8 z.u(z + R) 1+~' 

I Ou2(x, y, _ Ox z) I , . . . [Ow2(x,y ,z)dz  I < 90c, M~ 
4 ~t  i (I + R) 1+~' 

] D o n e "  

off: 

]O~u~(x, y. z)],.  a~w~(z, y, z) 
~ ' " l  a z ~  I 

l u ~ l , . . .  ~ x  , . .  . . . .  

9 Qc3M ~ < 
2 ~ t ( z  + R) ~+~" 

c4 M ~ < 
(~ + RF+ o 

c4 ~ 9 q c_____~. 
2 ~ t  

I1 rdsulte de l~ que us, vs, wa sent des fonctions continues, dou6es des ddri- 

v6es continues des deux premiers ordres et qu'elles remplissent certaines indgali- 

t6s propres k nous assurer que les fonetions u,, v,, w, jouissent des m~mes pro- 

pridtds. En eontinuant ainsi, on voit que u.,  v., u,. pour toute valeur enti~re 

et positive de n sent des fonetions continues de x, y, z et qu'elles admettent  

des ddriv6es continues du premier et du second ordre. 

Soit maintenant  a .  a2 . . . .  la s6rie de hombres entiers et positifs, d6finie par 

les dquations: 
n - - 1  

a 1 -~ I ,  an ~--- 2 a i a , - i .  
1 

Je dis que l'on a: 

I u.(x, y, z) l . . . .  I ~z- . . . .  [ ~ -  .... " "  < (z + R)I+o" 

En effet, ces indgalitds 6tant vraies pour n = i et n ~ 2, on voit, en coneluant 

de n s n A-z, qu'elles sent vraies pour route valeur enti~re et positive de n. 

Faisons une derni~re hypoth~se. Supposons que M soit plus petit que 

z Alors, les sdries: 
4 c, " 

- ,0  . .  
, ,  ~ ~ ~ n ~ l .  , ~ , az '  ~ ' ~ (  ~) ax ~' 

I I I 
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sont absolument et uniformdment eonvergentes pour tout syst4me de valeurs de 

X, ~, Z. Posons :  

O0 ~ u=Z(-,)--,.~ 
1 I 1 

u, v, w seront des fonctions de x, y, z continues et doudes des ddriv~es continues 

des deux premiers ordres et nous aurons: 

f .trio,,,) t ] 8 z . , u =  IX(#, 7, ;)u'~. + ' " ] d , ~ - - ~ j L i - - ~ x  + - ~  + ~ I . . ~ , . . . u ' ~  + "'" d,~ 

etc., les int~grales ~ droite dans ces formules ayant  un sens d6termin6 puis- 

qu'on a: 

l u ( = ,  v,z)l,... [ ?G . . . .  i l x ,  ' "  ( i  + R) '+'~' 

C 6tant une certaine quantit6 positive�9 Posons: 

('Fla(u,) a(uv) a(uw) 1 ..Ida,. 

u, v, w, p satisfont alors aux dquations du mouvement permanent. 

4. Supposons que les composantes de la force ext6rieure soient de ]a forme 

X(x ,  y, z)e -k'~, Y(x,  y, z)e -k't, Z(x, y, z)e -k't. Cherchons un syst~me de solutions 

de la forme u(x, y, z)e -k't etc. des dquations i. Nous aurons pour ddterminer 

u, v, w le systSme diffdrentiel: 

6p 
- -~k~u = X --a-x + p d u ,  

�9 * �9 , . . . , . . . .  

~u ~}v Pw 
~-~+ ~ + Vi=o. 

Posons: 

off: 

ps p a~ p e)~p d~p 
p'~ ---- ~ 2 ft ~ etc.,  
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2 p [I--eos (k V ~ . r )  ] 
P ~  

k~qr 

r =  1/(x--~) * + (y--~i) '  + (z--~) ' .  

u',, v'~, w',, p', etc. satisfont aux syst6mes diffdrentiels: 

. . . . . . . .  o . . . .  . �9 

u~ 0 v~ Ow~ 
o,~ + ~ + - ~ = o  

etc. Dans le voisinage du point x, y, z ils se comportent comme les fonctions 

~9~r e3~r 0~r 8~r ~ ( I ) e t c .  Le proc6d6 du paragraphe i est 

done applicable sans aueune modification et nous obtenons: 

F F  ~ du du'~ . . . .  ] d 8  + 
8 ~r,,u(x, y, z ) = - - t t  ~ [ u i ~  n + . . . .  u dn J 

+ f[(,,'~r ,~ + . . . ) p - ( u  oo~ ,~ + ...)p'~]as + f i x  (~, ,,, :)u'~+ ...]d,o 
S (o i 

et deux formules analogues. Pour compl6ter notre syst~me de formule8 nous 

employons les fonetions: 

Nous trouvons : 

< o0= n= + . . . ) U  + . .  



iJ~ P v'. = . . . . .  O~P + ~7. ~ 
~r ~ it-~ ~ , 

On a dans ces 6quations: 
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5. Analogues aux formules pr~c~dentes, mais un peu plus compliqu~es sont 
celles que l'on obtient dans le cas off les composantes de la force extdrieure sont 
des fonctions p6riodiques de t. Soient par exemple: 

X =  partie r~elle de A (x, y z)e ~u, 

Y---- ,> ,> * B@, y, z)e i~'t, 

Z ~--- >> )~ >> C(x, y, z)e i~'t, 

oh A = A~ + i A : ,  B = B 1  + iB2, C = C I  + iC2 sont des fonctions complexes de 

x, y, z. Posons dans ce cas: 

u(x, y, z, t ) =  pattie %e]le de u(x, y, z )d  u 

etc., off u(x,  y, z), v(x, y, z), w(x ,  y, z), p(x ,  y, z) d6signent des fonctions com- 

plexes de x, y, z, qui doivent satisfaire au syst~me suivant: 

8p 
i e2u  = A - - b %  + g J u ,  

~gu By 8w 

Les fonctions de GREEN g6r6ra]is6es de ce syst~me diff6rentiel sont: 

~/~#~' " 0 ~ '  p ~ = - - 2 ! ,  )~ - e t c .  

v ' =  0 (~) . to'=;'(-~)  p ' =  io.Z 

, ,  
P =  

Q),r 

Si s > o, on a donc, en s6parant les parties r6elles et imaginaires de P: 

P Q~-r sm , - -  e-  2~1 + 

+ �9 



Sur les formules de Green gSn~ralis~es qui se pr~sentent dans l'hydrodynamique. 271 

Lea formules de GREE~ g~n~ralis~es, que l'on obtient h l'aide de ces fonc- 
tions, sont tout  h fait analogues g celles du paragraphe precedent. On a donc: 

81~!tu(x, y, z) = 8~!~[u,(x, y, z) + iu~.(x, y, z)] = 

fs - - u  du'--3~ . . . .  ] d S  + - - ! '  [ u " 2  + "" dn 

etc., 

+ / [ (u ' ,~  cos 

S 

/ + [A(~, g)u'~+ .. nx + . . . ]p - -  (u cos nx + ...)p'~]dS ,;, .]doJ 

4"zp(x, y, z )=  4~[p~(x, y, z) + ip2(x, y, z ) ] =  

, , ,ol,t  ] 
S 

5v ~i 

Supposons que Z = w ---- o et que u,  v,  p ,  X ,  Y 6. Reprenons le syst~me x. 
ne d~pendent qu? de x ,  y ,  t. Nous aurons: 

Ou Op 

Q~  = Y - -  + ,ug.,uv, (26) 

Ou Ov 

Supposons que u, v, p et les d6riv6es de ces fonetions, qui figurent dana le 
syst~me 26, X, Y e t  leurs d~riv~es du premier ordre par  rapport  k x, y soient 
des fonetions continues de x, y, t dans l'int6rieur du fluide consid~r~ pour des 

valeurs de t, situ~es dana un certain intcrvalle o<_t<~tl. Soit: 

~(x, y, t ) =  o 

l'$quation d 'une eourbe ferm4e, C(t), dans l'int~rieur du fluide, admet tant  dana 

chaque point un tangent d~termin6 et une vitesse normale d6termin6e un. Soit 

oJ(t) la pattie du xy-plan, qui se trouve s l'intSrieur de C(t), Xo, Yo un point quel- 
conque, situ6 g l ' instant t o dans r et toe(t) la partie de co(t), ext$rieure au 

cercle r = r' [ r= V(x--Xo) ~ + ( y - - y ~ ] .  Posons: 
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or  2 

e ~:dto-t) = F(r,  t, to) 

oo 

1" 

D4finissons les fonetions u'~(r'), v'~(r et p'~(r') ~ l 'int~rieur de la eourbe C(t) et 

sur eette eourbe par les 6quations: 

O~ p~, , , , 0 ( O P,, ) 
u'x(r') ~ O~Pe v'~(r') ~ x - t ) y  p z ( r )  = O-x q a t -  + !t-4x, uPr, i) y~ , 

et k l'ext6rieur de la courbe C(t) par les 6quations: 

u'x(r') v' " " = ~(r)  ~- p'~(r') = o. 

Ces fonctions satisfont au syst6me diff6rentiel: 

Ou'~(r') Op'~(r') 
Ot = iJx + !td~'uu'z(r')' 

OG(r') Op'dr') 
Ot Oy 4 !td~,vv'~(r'), 

Ou',,(r') Ov'.(r') 
Ox- + Oy 

- - ~ O ~  

Formons l'6quation: 

to ta 

0 to r , ( t )  0 co r , ( t )  

+ Yu'u(r')]dco + 

to 

+ J dt.) {,- [u'z (r') d., yu 
0 eOr~ (t) 

+ ~(t )~t.,uv-- u.lz,~u'~(r') --  v.t~,vG(r')] - -  

, , O p  Op Op'~(r ~) O~y(r~)} 
- - u ~ ( r ) i f x - - V ' x ( r f ) j ~ l  + u i~)~- x + v dw.  

Elle nous donne, en int~grant par parties: 

f ' r' ' ' ][uu'~(r') + vv'~(r ')]t-od~-- 
f ,  

[uux(  ) + vv~(r)]t . t .dto = Q 
i./ 

to r, (to) ~Or* (0) 
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to 

_ 

o C( t )  

to 
j , /  7 + v v ~ ( r ) ]  ~ d S +  d X u ' ~ ( r ' ) +  ] v ~ ( r ) J d c o - -  

o o v , ( t )  

to 

- , -  u 

0 U(t)  

- - [ u ' ~ ( r ' )  cos nx + v'~(r') cos ny]p  + (u cos nx  + v cos ny)p'x(r')} d S -  

to 

?f{,, r~':<,')~'~ + ,  an ...]-[u'.~(r')cos nx-t-v'x(r')cos ny ]p+  
0 #'mr w 

+ (u cos n x  + v cos n y ) p ' ~ ( / ) ~ d S .  
J 

n d6signe la normale  int6rieure.  

Cherchons  la va leu r  l imite  de l a  derni~re int6grale  lorsque r r t end  vers  z6ro. 

Nous  avons  dans  un po in t  du cercle r----r  f, situ6 ~ l ' in t6r ieur  de co(t): 

, , _ ~ ( y - - y o )  ~ F(r' ,  t, to) v '~(r ' )= Q ( X - - X o ) ( Y - - Y o )  F(r' ,  t, to) 
Ux(r )  2!t r" t o - - t  ' 2re r ~ t o - - t  ' 

( ) ~trJ  ~ z 2(y yo) ~ F(r' ,  t, to) ( y - - y o )  ~ F(r' ,  t, to) 
d n  - - 2 t ~  ~ ~ t o - t  4 t  t~ r' ( to - - t )  ~ 

dv'~(P) ~ ( x - - % ) ( y - - y , )  F ( / ,  t, to) r ( x - - x o ) ( y - - y o )  F(r ' ,  t, to) 
dn  tt r r'~ to - -  t + 4, u~ rr (to - -  t) ~ 

p'x(r') = Q~-(x-- x o) F(r ' ,  t, to) 
4 t t (to - -  t )  ~ 

du dv  d ' ap r~s  le th6or~me de TAYLOR. Les p r inc ipaux  D6veloppons  u, v, d n '  dn 

t e rmes  de la fonct ion:  

du ) 
,u u'm(r')[ln + . . . .  [u'x(r') cos nx + v'~(r') cos ny]p  + (u cos nx + v cos ny)p'~(r') 

seront :  

~u(xo, Yo, t) ( ~r' I 2 ( x - - xo )e t  F ( / ,  t, to) 
2 2 ! , ( t o ~ t  ) + r '  r ~ ~ -! t o - - t  

- -Qv(xo,  Yo, t) ( x - x ~  F(r ' ,  t, to) 
r rs t o - -  t 

A c t a  mathemat ica .  34. Imprimd le 5 ju i l le t  1910. 3 5  
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e t  n o u s  a u r o n s :  

to 

l im 
,-'-o j j i . .  

0 ~ ' ~ t  p 

to 
[ t, to) 

~,=olim L j  2 (to - -  t) 
0 

\ 
+ ...) --(u'x(r') c o s  n z  + 

+ v'~(r') cos  n y ) p  + (u cos  nx + v cos  ny)p'=(r ')]dS = 

u(xo, Yo, t)d 2#l(  - - t )  + r' r, ~ d S - -  
7"~r r 

to 
j'qF_(r', t .  "(x - -  Xo)(y - -  Yo) 

to__t  t~ V(Xo, Yo, t ) j  -r,~ d S ] =  
0 r--r' 

t 

0- '~ l i ra  r'~F (r ', t, to)u(xo, Yo, t)(to__t)~ = 2 ~Ou(xo, Yo, to). 2 ~u r'-o 
0 

R e m a r q u o n s  d e  p l u s  q u e  l ' o n  a p o u r  t ~ to: ur~(r  r) ~ v'~tr" r,) ~ o. D o n c "  

2 zeu(xo ,  Yo, t0)== limr,_0 [Q f [uufx  (rr) -l- VVrx(rV)Jt-odeo-- 

~o r, 1o1 

t o t 

- - Q / d t i ~ [ u u ' = ( r ' ) + v v ' ~ ( r ' ) ] u n d S + ; d t f  ( X u ' . ( r  ') 
0 C(t) o ~o r,(D 

! t~(O [ I r r du 
- -  # L ( u . ( r ) ~  + . .  

Posons : 

+ Yv ' . ( r ' ) )dco--  

r ,r v r r' �9 - - [ u x ( ~ ) c o s n x +  ~( ) c o s n y ] p +  

+ (u cos nx + v eos ny)p'=(r')]dS] . 

f P ~ - -  F(r,  t, t o ) 7 - - 1 o g  r, 

T 

,Urx O~P i (  2(y~yo) ~) 
g/y~ r'- i - -  ( i - - F ( r ,  t, to)) 

+ e (y - - yo )  ~ F(r ,  t, to) 
2 !, r ~ to - -  t 

Vrx 02P 2 ( x - - x ~ 1 7 6  t, to)) Q(X--Xo)(y--yo)  F(r ,  t, t,,) 
iJxOy r ~ 2 ,ur ~ t o - - t  

xtr),  x tr)  e t  p = t  J t e n d e n t  p o u r  r > d ,  t o t ~  ( d > o ,  ~ > 0 )  u n i f o r m 6 m e n t  

v e r s  u 'x,  v'= e t  o, l o r s q u e  r '  t e n d  v e r s  z6ro .  
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Consid6rons les int6grales: 

I~ ~(x, y, O(~--F(r,  t, o)) ~ ,  
e 

12 = f ef(x, y, OF(r, t, to) dee 
to__ t ' 

co' (t) 

to~ 
I a = d t  q~(x, y ,  t ) ( i - - F ( r ,  t, to) ) - ~ ,  

t '  oJ, (t) 

I ,  
t o 

t '  ar (t) 

off d(t)  esb une certaine aire finie du plan des x, y e t  ~o(x, y, t)une fonetion finio 

et int6grable de x, y, t. Soit lr(t) la plus grande dis tance entre  deux points  do 

la fronti~ro du domaine  J ( t )  et  L' le maximum de / ' ( t )  dans l ' interva]le o < t < to. 
Nous  avons alors, si o < t < t o: 

L '  

I~ < 2 z  Max ] t f ] f ( i - -  F ( r ,  t, t~ 
o 

< 2 ~ M a x l r p l M a x  i - - e  4~ L' 
~ , o  I u Vto ~ t '  

L '  

12 < 2 z M a x  J rp I frO(r, ,, ,o) 
to - -  t 

o 

I ~ L' 
< 2~  Max I~I Ma~ lue- ~ I .  

~_,o V ~ - ~ '  
et  si o < t r ~ t o :  

Is < 4 ~ Max ] rf ] Max I - -  e 4 ~, L' V-t. --  t', 
u 

I ~ 

I ,  < 4 ~ Max 191 Max l u e - ~ l L '  Vie-- t'. 

On conelut  de ces in6galit6s que les int6grales: 

f ( uu '~+vv '~ )d~ ,  / d t ~ X u ' ~ + Y v ' , ) d c o  
~o(0) 0 co(t) 
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ont un sens d6termin6 et que l'on peut trouver un nombre positif bt, tel que: 

f bid Max Vu ~ + v  ~ luu'~: + vv 'xl t -odco< -~t ~ t-o 
O(=r(=~ 

to 

o" o~r,_o 

+ Y v ' ~ l d t o < b ~ V F  o Max V ~  + Y~, 
0s  to 

t o 

to~e  oJ(t) 

+ Y v ' ~ l d c o < b ~ L V ~  Max V ~ +  v ~, 
O.~t<-to 

L 6tant le maximum de la distance entre deux points d 'une courbe C ( t )  (o  < t < to). 

Comme on a: 

= I  ( 2 (y - -  yo) ~ ) u'x(r') 0 I r~ [F(r  ~, t, t o ) ~ F ( r ,  t, to)] + q(y yo)~F(r, t, to) 
2 ,u r ~ t o - -  t ' 

v',, (r')  ~ 2 (x  - -  x o ) ( y - -  Yo) [ F ( r ' ,  t ,  to) - -  F ( r ,  t ,  to)] q ( x  - -  x o ) ( y  - -  Yo) F ( r ,  t, to) 
r a 2 ~t r ~ t o - -  t 

et comme, pour r_> r': 

tgr'~ Ora Or  ~ 

[F(r' ,  t, t u ) - - F ( r ,  t, t o ) l ~ e  ~ . ( to -O--e  4~,(to-O < i _ e  4.(to-O 

on voit que l'on peut choisir bl tel que l'on a aussi: 

f b15 Max V ~ §  ~, �9 l u u ' x ( r ' )  + v v ' ~ ( r ' ) b - ~ 1 7 6  o t-o 
r'=(r__( ~ 

to 

+ Yv'~(r')Idco < b~(~ V~0 Max ~ +  P ,  
O (_t (_to 

t f  l Xu'~(r ')  + Yv'~ (r') I dee < b~L V~t Max 1/X -i + Y' .  
O(-t(-to 

to--s ~rs (t) 
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On a par  consequent:  

o) r ,  (0) 

to 

v , ,  + v.(r)]t-odeo + [ X u .  

0 COr,(O) 

(r') + Y v'. (r')]&o] = 

e f ( u u ' ~ + v v ' . ) t - o  dco + / d t J  (Xu'~ 
oJ (0) 0 eo (t) 

+ Yv'x)deo. 

Soit C'(t) une courbe ferrule dans l ' int4rieur du domaine co(t). On peu~ 

alors t rouver  un nombre positif b2 assez grand pour  que, x, y &an t  un point  do 

la courbe C(t) et x o, Yo un point  int4rieur g Cr(t): 

lu ' . ( r ' ) l ,  Iv'=(r')l < b2. 

Comme d 'a i l l eurs  u'.(r') et v',~(r') pour t o o t l e ,  e positif, aussi pe t i t  que 

l 'on veut,  t enden t  uniform4ment  vers u ' .  et  v'. ,  on a dans tout  point  Xo, Yo, 

intSrieur g C(to): 

lim - -  [uu'z(r') + vdx(r')]undS ~t u 'w(d)~  + . . . .  
ricO 

o C(t) 

t 

o o .  

0 C(t) 

to t 

t (u"  cos + v'= --t~ dt u~ v = ~ - - u  ~ - -V-d~ i  dS  nx cos ny)pd8.  
0 C 

Enfin,  nous avona: 

Dono: 

p'.(r') = e ' ( x - -  Xo)r'" F(r ' ,  t, to). 
4 ~ r~ ( t o - - t )  j 

e-olim - - f d t ~ ( u  cos n x + v  cos ny)p'.(rr)dS = 
0 O(t) 

q~ )r '~F(r ', t, to)dr f .  
l i m - - ~ - ~ j  (~--o--~t~ -3 t u c ~  rt--O 

0 G(t) 

nx + v cos ny) X- -  X~ d8  = = "  
r ~ 
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%-# f l i ra  - -  q~- u eos nx  + v eos ny)  d S  r'Se 
r  4 !  r d 

to--* 

orS2 

4 ~ (to--t) 
dt  

( t o  - -  t )  s 

O n  a d o n e :  

Q? " X - - X  o 
- -  u cos  n x  + v cos n y ) ~ -  d S .  

C(tn) 

2 = vv '~)doJ- -q  dt (uu'= + ~reu(%, y,,, to) v v ' . ) u . d S  

o) {o) 

t, t o 

+ ( X u ' ~ +  Yv 'x)dto  t~ux-d~+v'x[~--u-d~n--V~-~]-- 
0 ~ ( t )  o C ( t )  

Q f  " X ~ X  o - -  (u~  cos  nx  + v'~ cos  ny)  p d S - -  (u cos nx  + v cos  ny)  -~r~ d S  

c(t~) 

e t  u n e  f o r m u l e  a n a l o g u e  p o u r  2 zqv (xo ,  Yo, to). 

A f i n  d e  t r o u v e r  l a  f o r m u l e  e o r r e s p o n d a n t e  p o u r  p ( x  o, Yo, to) nous  cons id6 -  

r o n s  les f o n c t i o n s :  

qr '~F(r  ', t, to) x ~ x o  v'(r)= qr 'SF(r"  t, to) Y ~ Y o  
u~(r') = 4 t ~ ( t o ~ t ) ~  r I , 4 ~ ( t o _ t ) ~  r s , 

# q~r'ZF(r f, t, to) 
p ' ( r g =  ~ 4 t e ( t o__ t ) s  . l o g r ,  

e s q u e l l e s  s a t i s f o n t  a u  s y s t b m e :  

Ou'(r') Op'(r') 
--r O ~  + t, du'(r ' ) ,  

Ov'(r') Op'(r') 
+ t tdd(r ' ) ,  q r fly 

u'(r') Ov'(r') 
T o. 8 x  coy 

~ O U 8  aVOlq8 d o n e :  

i . .  f .  
( J t ( u u f ( r ' )  .~- vv' ( r l ) ) t_ t .dw = r (uu ' (r ' )  + vd(r ' ) ) t=odw - -  

J t]  
(to) ~r '  (01 
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to to 

0 C (t) 0 o~ r, (t) 

to 

-- jd![,,(u'(r')dU~+vkr,~--u'" ,.dv du'(r')dn ' ~]---:vdv'(r')] 
o C( t )  

--(u'(r') cos nx + v'(r') cos ny)p + (u cos nx + v cos ny)p'(r!)]dS--  

to 

-- f df[tl (u'(r)~n + . , . ) - - ( u ' ( r ' ) c o s n x + . . . ) p + ( u  cos nx + ...)p'(r')]dS. 
0 r - - r  I 

Or on a: 

f "V ! f (uu'(r')) + v (r))t-todw=o, 
ou (to) 

to 

) ] limr,_o dt , u ( u ( r ) ~  + . . . .  (u '(r ' )cosnx + . . . ) p +  (ucos nx  + ...)p'(r') d S =  
0 r - - r  w 

to 

~0 lira r'~'F(r ', t, to)p(xo, Yo, t) (to__t), 
2 [~ r ' - O  

o 

lim f(uu'(r') + vv'(r'))tffiodeo = o, 
r t ~ O  J 

Co r, (0) 

- - - -  - -  2 z p ( x o ,  Yo, to) ,  

d i  ('1 ~) log r lim - - e  (uu'(r') + vv ' (r ' ) )u ,~dS=--e  1 1 u ~  
rr ~ O  ,~ 

0 C(t) C(to) 

0 l o g  r t + v ~ - /  u .dS,  

�9 "-olim ( iu~(d) + Yv  r (rr))deo X + ~ !  

0 cor,(t) cO(to) 

( 2 " v" l!m # u'(r') + v'(r') , - - u  dn - -  ~ ! - -  

- - ( u ' ( r ' ) c ~ 1 7 6  O]~ dndU 
C(to) 

~ | o g r d v  d 0 ] o g r  d O]ogrt p d l o g r ] d S ,  
+ Oy dn Udn Ox Vdn Oy 

+ 
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to to 

f ,f( o ,, ,o, r ,z d u cos nx + lim - -  u cos n x + v  cos n y ) p ' ( r ' ) d S ~ l i m -  
e-o ,~-o 41~] Ot ( to-- t )  ~ 

o C(t) o C(t) 

[pSr'S F (r ', o, t0)] '(u 
+ v cos ny) log r d S  = lira L 4,~o cos nx + v cos ny) log r d S  + 

r'-o c~0) 

.to 

Qs {'r~SFt/ 
+ U , J  , 

o 

(to__t) ~ (u cos nx + v cos ny) log r d S  = 

C(t) 

Q (u cos nx + v cos n y ) d S .  

C(ta) 

Donc: 

= f (  O log r  _ Ologr ,  ( (  Ologr  Ologr ,  
z z p ( x  o, Yo, to) X ~  + I - ~ d y - ]  dco--q  u ~ j ~ -  + v ~ ]  u . d S  - -  

~o (to) C ('to) 

f [  [ O ' o g r d u  O l o g r d v  d O ,ogr  d i)logr_) d l o g r ] d S +  
- -  ! ~  Ox dn + Yy dn Udn Ox Vdu Oy - - P d n - J  

C (to) 

+ Q u cos nx + v cos ny) log rdS .  

Clto) 

Les formules d~finitives sont par  consequent :  

O~ p O~ p 
ur~ i~rt ~ , v',~ ij~O~l, 

O~ p ~* P 
u' .  O~OV' v' .  ~ ,  , 

P = F(r ,  v, t ) r - - l o g r ,  

r 

z z e u ( x ,  y, t) = Q?u(~,  ~], v)u'2 + v(~, ~, v}v't)~-todco -- 

~o (to) 

t t 

- - r  ut~, .~,l)u'~+ v(~,~;,r)v'~)dS + 

to C(O t o ea(v) 
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t 

- -  d r  [u  [ , du ?ftu,  
to C(~) 

, dv du'~ vdd~l p] + v ~ - - u ~ - -  dn]- - (u '~cosnx  + vrr d S - -  

--~ ; (u  cos nx + v eos ny )~ - - x  dS,  
c~t) 

2 ~p(X, V, t) = f ( x ( ( ,  
co(t} 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .  o o ~ . . . . . . . . . . . . . . . .  

�9 0 log r 0 log r t 
7, t) 0 -~ - -  + Y(~' 7, t) ~ - !  d~o-- 

f (  Ologr 0 logr] - e  u(g, ~, t) ~-~ + v(~, ~, t) ~ ( l  ~ ' .dS- -  
c(t) 

-/I#(' 
C(t) 

On a ici: 

Ologrdv d 01ogr d 01ogr) d l o g r ]  
+ 0~2 dn Udn O~ v ~  0~2 - -P  dn j d S +  

of + ~ (u cos nx + v cos ny) log rdS.  
c(t) 

d 0 0 
= cos nx ~ + cos ny ~:.  dn 

Note.  

La formule de Green dans la th~orie d'un fluide ideal. 

Posons dans les ~quations du mouvement d 'un fluide ideal: 

P + ~(  us + v ~ + w e) = q  

et n6gligeons les termes O(wv--vw) etc. Nous aurons: 

Ou Oq Ov Oq Ow Oq 

0u Ov 8w 
0 % + ~ y + ~  =o.  

(27) 

Si l'on suppose que les d~riv4es secondes de u, v, w, q et les d6riv~es pro- 
mitres de X, Y, Z existent et soient continues on peut d6duiro de ces formules: 

OX OY OZ 
~ q = ~  + ~-~y + o-;" 

Acta mathematica. 34.  I m p r i m ~  l e  5 j u i l l e t  1910,  36 
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En appliquant g cctte 4quation la formule de GREEN, on obtient la valeur 

de q dans un point quelconque, intSrieur s une surface S, exprim~e par les 

OX 0 Y OZ dq 
valeurs de -~x + ~yy + Oz dans l'int~rieur de S e t  par les valeurs de q et dn sur 

]a surface S, ou, ce qui revient au m6me, par les valeurs de X,  Y, Z dans Fin- 

3u 8v • 
t$rieur de S e t  par q, 0t ' S t '  Ot sur S. Nous allons voir que l'on peut par- 

venir s un r~Sultat ~quivalent sans aucune hypoth~se sur les d~riv~es secondes 

de u, v, w, q ou sur les dSriv~es premieres de X, Y, Z. Seulement, nous sup- 

poserons que X, Y, Z, u, v, w, q et les d~riv~es de ces fonctions qui figurent 

dans les 4quations 2 7 soient continues. 

Posons: 

r r e to--t 
G 

( t o - -  t)  2 '  

u'(r~)----G iT-x 7 ' --  Oy , w'( r ' )=  i)z r Ot '  

r = V ( x -  Xo)' + ( y -  yo) ~ + ( z -  zo)'. 

Ces fonetions satisfont au syst~me: 

Ou'(r') Oq'(r') Ov'(r') Oq'(r') 
Q Ot • ' e O t  -- Oy ' 

Ov'(r') Ow'(r') 
Q Ow'(r')i/t, aq'(r)i/z ' Ou'(r')ox + Oy-  + Oz O. 

Nous avons donc, co(t), ~Or,(t), S(t) ayant  les m~mes significations que dans 

le premier chapitre: 

/[uu'(r') 
r r, (to) 

P 
r 1 [0 I [ U  ~ r r + v v ' ( r ' ) + w w ( r ) J t _ , o d  = r  u (  ) + . . . ] t , 0 d w - -  

J 
r r ,  (0) 

t o to 

0 S ( t )  0 ~r '  ( 0  
to +y ,; lulr, 

o ~(,) 

cos nx + - . . ) q - - ( u  cos nx +. . . )q ' (r ' )]dS + 

to 

0 r - - r '  

cos nx + - . . ) q - - ( u  cos nx +. . . )q ' (r ' )]dS.  
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Or on a:  

[uu' (r') + vd  (r') + ww' (r')]t-tod~o = o, 
o r, (to) 

lim q?uu ' ( r  r) + vv'(r') + ww'(r')]t_odw= o, 
rt--O 

co r,  (0) 

t~ 

. . . ] , , .as=  
,~(t) 

~tO 

~,=o , ]  _J L Ox + Oy + w ~ u . d S =  
o a ( t )  

to 

- - q  u ~  + Oy r + w u,,dS lim dr= 
v rw~Ot] 

S(to) to--e 

S(f)[ 0 V ~  0 I 

to 

~!m Xu'(r') + Yr + Z w ' ( / ) ] d w =  X ~ x  + Oy + Z ~  dw,  
0 co r,  (t) co (to) 

to 

lim ~d , ? [u ' ( r ' ) cos  n x + . . . ] q d S ~ f ( t : d  (I  ) e = o ,  ~ dS,  
o S ( t )  

to 

lim - -  f d t ; ( u  cos nx + ... ) q~ (r r) d S = 
r t ~ O  

o s ( t )  
to 

l i m - -  FOG ~(ucosnx  + v c o s n y  + w c o s n z ) d S d t =  
r'--O QO~ ~ ( ~ t  ) r 

0 ..) 
q l ! m | ~  / ( u c o s n x + . - . )  + G o-t ( u cos nx + . 

r -oL  t~ S(do) o ~ 8(0 

u cos nx + v cos ny + w c o s  nz , 
r 
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to 
r'-olimfdtf [u'(rt) 

O r--r t 
cos n x  + v ' ( r ' )  cos n y  + w'(r ' )  cos n z ] q d S  = - - 4  zq(Xo,  Yo, zo, to), 

to 

,~-olim - - f d t ~ ( u  cos  nx+. . . )q ' (r ' )dS = o .  

0 r=r '  

N o u s  a v o n s  done ,  en e h a n g e a n t  un  peu  les n o t a t i o n s :  

4 z q ( x ,  y, z, t) = f [ x ( ~ ,  

On a ici: 

~o(t) 

t? l i \  
+ Y(~, ~:, ~, t ) ~ , ~ !  + z(~,  ,~, ~, t) d , o - -  

S(t) S'(t) 

+ q u cos  n x  + v cos  n y  + w c o s n  �9 

S(t) 

r = V(x- -~)~  + (y - - , ; ) '  + (z--~)~,  

d 0 0 ~) 
d-n = cos  n x  ~ + cos  n y  ~ + cos nz i7~ ' 

deo = d~ dr~ d~ .  

n d6signe la n o r m a l e  in t6r ieure .  D a n s  les in tdgra les  de  sur face ,  ~, r~, r son t  |es 

c o o r d o n n 6 e s  d ' u n  p o i n t  do la su r f ace  S( t ) .  

A 

T 


