
SUR LES I QUATIONS INTI GRO-DIFFI RENTIELLES ET 
LEURS APPLICATIONS. 

Par 

u VOLTERRA 

~t ROME. 

I n t r o d u c t i o n .  

Darts beaueoup de questions de Physique. math~matique., de M6eanique. et 
d 'analyse il e.st n~cessaire, de consid~rer des relations analytiques qui ont en m~me 

temps le caraet~re, des ~quations int6grales et celui des 6quations diff~rentie.lle.s. 
Je. les ai appel~es gquations intdgro-diHJrentielles. Leur rSso|ution constitue. 
en g~n~ral un probl~me, nouveau de l'analyse, car on ne. pe.ut l'aborde.r qu'e.n 
e.mployant des m6thodes nouvelles. Nous montrerons en effe.t qu'il faut applique.r 
une. analyse, qui n'est pas ce.]le, des 6quations diff~re.ntielle.s ni cclle des ~quations 
int6grale.s, mais qui re.ssort de l 'union des conceptions fondamentales qui domine.nt 
ee.s classes de questions. C'e.st ainsi que. dans ee m6moire nous ferons usage, en 
m~me. temps de l'idSe, de GREE~ des 8olutions ]ondamentales e.t de eelle, que. j'ai 
introduite depuis mon premier travail sur l'inversion des int~grales dJfinies, c'e.st 

dire. de re.garder les Squations int6grales comme, un ensemble infini d'6quations 

a]g~briques. 
Dans ce. m6moire, j'e.nvisagerai quelques classes d'6quations int6gro-diff6re.n- 

tielles en ]es inerrant e.n rapport  avee. des probl~mes de physique-math6matique. 
d'ot~ elles ressorte.nt. Ces questions physiques se. rapporte.nt aux probl~me.s de 
l'h6r6dit6 qui avaient ~t~ abord~s depuis longtemps sous plusieurs d~nominations, 
mais qui, faute, de m6,thodes analytiques g6n~rale.s, n'avaie.nt pas pu ame.ner 
une. ~tude. syst~matique au point de cue. math6matique. 

Comme. M. PICARD a montr6 darts son int6ressant article, sur la M~canique. 
classique, e.t se.s approximations sueee.ssives, 1 il faut distingue.r la m$canique, en 
de.ux branches, e.e.lle de l'h~r6dit~ e.t celle, de la non h~r~dit6. Celle.-ci se rapporte 

i Rivista di Scienza, col. lo. Bologna 1907. 
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aux cas ot~ l'avenir d'un systAme ne ddpend ~ un instant donnd que de son dtat 
actuel, ou, d'une mani~re plus gdndrale (si l'on regarde les forces comme pouvant 
ddpendre aussi des vitesses) de l'dtat actuel et de l'dtat infiniment voisin qui prd- 
cAde. La mdcanique de rhdrddit6 correspond au cas ot~ chaque action laisse un 
hdritage dans le systbme, et l'dtat actuel ddpend de toute l'histoire prdcddente. 
C'est ainsi que le prob]Ame fondamental de l'astronomie appartient ~ la mdca- 
nique de la non-hdrdditd, tandis quo les questions d'hyst~resis, de l'elastische nach- 
wirkung, du tra~nage rentrent dans ]a mdcanique de l'hdrdditd, ou, plus gdnd- 
ral, dans la physique d'hdrdditd. 

M. PAINLEV~ darts le chapitre de l'ouvrage de la mgthode dans les sciences 1 
consacrd ~ la mdcanique affirme qu'i] n 'y a pas de vrais probl~mes de nature 
hdrdditaire. Ceux qui se pr~sentent sous cet aspect ne seraient, ~ son avis, que 
des probl~mes destinds ~ disparaitre d~s que nos connaisances sur la constitution 
des corps deviendront plus completes. Je ne discute pas cette opinion, mais je 
me limite ~ remarquer qu's l'dtat actuel de nos connaissances scientifiques ces pro- 

blames se prdsentent effectivement et il est ndcessaire de les rdsoudre. 
Dans quelques cas, comme ceux de l'61asticit6, les dquations dont ils ddpen- 

dent avaient dtd posdes depuis longtemps, mais comme je viens de dire, l'analyse 

n'dtait pas assez avancde pour permettre de les traiter d'une mani~re gdndrale. 
On peut se rendre compte facilement de cela. Remarquons en effet que, par leur 
nature, les probl~mes de la physique mathdmatique et de la mdcanique non hdrd- 
ditaire ddpendent des dquations diffdrentielles ordinaires ou des dquations aux 

ddrivdes partielles. Les donndes initiales constituent les constantes arbitraires ou 
les fonctions arbitraires qui paraissent dans l'intdgration. Pour les probl~mes de 
la physique math6matique de l'hdrddit6, au contraire, ranalyse des dquations 
diffdrentielles n'est plus suffisante. En effct l'dtat actuel du syst~me ddpend 
de son histoire, et celle-ci est individualistic par toutes les valeurs prises par 
des param~tres pendant une certaine pdriode de temps, c'est pourquoi il est 
ndcessaire d'envisager des quantitds qui ddpendent de toutes les valeurs de ces 
param~tres regardds comme des fonctions du temps. On est amend ainsi aux 
dldments de l'analyse que j'ai dtudids dans plusieurs travaux et que j'ai appelds 
des quantitds qui ddpendent de toutes les valeurs d'une ou de plusieurs fonctions 
(fonotions des lignes et des hyperespaces). Les mdthodes qu'il faudra suivre se- 
ront par suite celles qu'on applique s ces dldments. 

Toutes ces mdthodes ont pour point de ddpart une conception analogue b~ 

la conception fondamentale du calcul intdgral c'est ~ dire au passage ~ la limite 
qui ambne d'une somme ~ une intdgrale. C'est ainsi que dans mon travaiI de 

i Paris, Alcan, 1909. 
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1887 t j'ai obtenu un d6veloppement en s6rie analogue ~ eelui de Taylor pour 
une quant i t6  qui d6pend de routes les valeurs d'une fonction donn6e. En effet 
si l'on part de la s6rie des puissances relative ~ une fonction de plusieurs vari- 
ables et ]'on fair croitre ind6finiment leur nombre, on trouve, sous eertaines 
conditions, que les termes de premier degr6 am6nent ~ une int6grale simple, eeux 
de second degr6 h une int6grale double eeux de troisi~me degr6 g u n e  int6grale 
triple, et ainsi de suite. On arrive par lg au d6veloppement que j'ai rappel6 
tout-g-l'heure. ~ 

Ce d6veloppement conduit ~ une classification analogue h celle des fonetions 
des diff6rents degr6s et ~ beaueoup de questions dent  la r6solution des 6quations 
intdgrales lin6aires est en premi6re ligne. Cette question se pr6sente de cette ma- 
ni6re comme une extension tout-h-fair naturelle de la r6solution des syst~mes des 
6quations alg6briques d e  premier degr6 lorsque le nombre des 6quations et des 
inconnues croit ind6finiment. C'est pourquoi je me suis servi de cette id6e d6s 
le premier abord pour la r6solution des 6quations int6grales que j'ai envisag6es. 
Les auteurs qui ont approfondi apr6s des 6quations int6grales de plus en plus 
compliqu6es Font aussi appliqu6e2 Je l'emploierai aussi pour 6tudier les probl6mes 
de physique math6matique b6r6ditaire off ]es 6quations int6grales ne suffisent 
plus et il faut passer aux 6quations int6gro-diff6rentielles dent  j'ai parl6 ei-dessus. 

Le pr6sent M6moire est divis6 en trois chapitres. Duns le premier ehapitre 
j'envisage l'6quation int6gro-differentielle 

t 
~)~u(x,y,z,t) /' [O~u(x,y,z, ,)~u(x,y,z,t)~x, + ~)~u(x,y,z,t) ,~z~ + J  ] ~ ~)t(t ,~)+ 

~u(x,  y, z, ~) O~u(x, y, z, ~) | 
Oy ~ el(t, v) + Oz ~ ~P(t, v)/dv ~ o + 

qu'on peut 6crire pour simplifier 

t 

(A) 
to 

Je la regarde eomme l'dquation typique du genre elliptique de la m~me mani~re 
que l'dquation de LAPLACE est le type des dquations diffdrentielles elliptiques 
aux ddrivdes partielles. 

Rend.  Acc. dei Lincei ,  Vol. I I I ,  1887. Voir  aussi  Acta  Mathem~t ica ,  Vol. X I I ,  1889. 
Voi r  Chap. I I ,  Art .  lot. 

s Comptes  r endus  des  s~ances de l'Ac, des Sciences. Vol. 142, page 691. ler S~mestre  1906. 
Arta mathematlea. 35. Imprimd ]e 10 janvier 1912. 38 
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Dans le second chapitre j'6tudie les problbmes de l'61asticit6 au point de rue 
h6r6ditaire et je montre qu'on peut en donner une th6orie analytique g6n6rale. 
Le troisi~me chapitre est consaer6 h donner un premier aper~u de l'h6r6dit6 dans 
l'61ectromagn6tisme. 

Je n'ai abord6 dans ce m6moire que l'6tude analytique des 6quations int6gro- 
diff6rentielles de type elliptique. Je consacrerai d'autres travaux K l'6tude des 
6quations des autres types. Je me suis limit6 aussi dans ce premier travail/~ con- 
sid6rer des cas g6n6raux en laissant de c5t6 toutes les questions de d6tail et les 
applications partieulibres. J'ajouterai enfin que je n'ai envisag6 que les 6quations 
qui ont des rapports avec l'h6r6dit6 et par suite des 6quations int6gro-diff6renti- 

elles ayant les deux ]imites variables ou une limite variable. Cependant on peut 
6tendre les r6sultats ~ des 6quations ayant les limites eonstantes. 

Je crois que le caractbre essentiel et l'utilit6 des m6thodes quise rattachent 
k la conception des fonctions qui d6pendent d'autres fonctions r6sultent d'une 
mani~re claire et frappante des d6veloppements que je vais donner. Ils prouvent 
en effet que, par la th6orie des 6quations int~gro-diff6rentielles qui d6coule de 
cette conception, on peut faire l'6tude analytique des ph6nom/mes d'h6r6dit6 sans 
particulariser les fonctions qui la caract6risent, c'est k dire les coefficients 
d'h6r6dit6. 

Comme dans les questions ordinaires de physique math6matique il est utile 
de laisser ind6termin6es les constantes, autant qu'il est possible, et de ne les fixer 
num6riquement que lorsqu'on applique les formules k des questions concretes, de 
m~me il est utile de laisser ind6termin6es les susdites fonctions (coefficients d'h6r6- 
dit6) lorsqu'on traite des questions d'h6r6dit6 en g6n6ral et de r6soudre les pro- 
blames qui se pr6sentent avec la plus grande g6n~ralit6 possible. On pourra aussi 
d6terminer ces fonctions, lorsqu'elles sont inconnues, en comparant les solutions 

g6n6rales qu'on obtient avee les r6sultats de l'observation directe. 
L'algbbre et l'analyse ordinaire se sont montr6es de jour en jour plus utiles 

dans les applications aux phSnom~nes naturels off il n'y a que des param~tres 
variables. L'analyse, off les 616ments qui jouent le rSle de variables ind6pendentes 

sont des fonctions, va montrer une de ses applications dans les ph6nom~nes de 
la physique h6r6ditaire. 
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C t t A P I T R E  1 er . 

L'~quation int~gro-diff~rentielle 
t 

+ ' O'u(~) t, ~t'u(t) . J { ~ / ( ~ )  

0 

O'u(~) + --O-y q~(t, ~) + --~.i- q,(t, ~-) d~ ~ 0 .  
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Art.  1 "~. l~l~ments ca r ac t~ r i s t i ques .  

I. Si la fonct ion u(x,  y,  z, t) est  finie e t  cont inue  ~ l ' in t4r ieur  d 'un  domaine 

S pour  les valeurs de t comprises  en t re  o e t  T ,  e t  [es p remieres  e t  les secondes 

d4riv~es de u pa r  r appor t  ~ x, y,  z sont  aussi finies e t  cont inues,  nous  disons 

que u est rdgulikre. 
u 4rant  une solut ion r~guli~re de l '$quat ion (A), mult ipl ions les deux  mem- 

bres de ce t te  ~quation pa r  u(t) et  int6grons au  domaine  S. On aura  faci lement  

la formule su ivante  

t 

(~) u(t) + -yUI(~, ~) cos nz  + ~ ~t 

0 

t 

+ ~  

Ou(t) OuO:) Ou(t) Ou(~) .,~. } 
+ Oy o ~  q~(t' ~) + ~ ?7 - " '  ~) aS 

Ou(t) au(~) ~ 

n ~tant  la normale  ex te rne  au  cou tou r  a e t  

" t u ( t ) = l S u ( ~ Y ' Z ' t ) )  Ox + ~lOu(x'Y'Z't!) + ~iOu(x'Y'z't)) " 

2. Nous  allons d6mout re r  le th6or~me su ivan t :  

Toute solution rdguli~re u de l'dquation (A) sera ddterminde ~ l'intdrieur de S 
pour lea valeurs de t comprises entre les limites o et T ,  si l'on connait au contour 
a l e s  valeurs de u pour t compris entre o et T .  

Supposons  que u soit  nulle sur a pour  les valeurs  de t comprises en t re  o e t  

T ,  & cause de l '$quat ion ( i)  on au ra  
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t f + (a~ i'Jou(t)ou(~) ,~u(t~o~*)~(t,~)+ 
Ou(t) Ou(~) } 

+ Oz Oz ~P(t,~) dS ~ - - - O ,  

Soit M une quanti td plus grande que la limite supdrieure de 

,tuCt)dS 

pour  toutes  les valeurs de t comprises entre o et T. De la relation 

on t irera 

- ~ -  _ o  

Ou(t) Ou(~)]d# < 
S 

ot d 'uno mani6re analogue 

s l'lOu(t),~(~) I . , l  i Oy i)y I < M '  J I Oz ilz dS < M. 
S 

C'est pourquoi,  si 

N N N 
I I( t ,  ~-)l < ~ , l~ ( t ,  ~;)l < ~-,I q,(t, ~)l <-5-, 

on vertu de l 'dquation (z), on aura 

(3) 

et par  suite 

(3') 

Mais 

. f  Ju(t)  dS < M N t ,  

s 

( Ju ( r )dS  < M N I. 

. ; (  ,~.-]Ou(t)] ~[Ou(~)] t ~ 

S 

off r ddsigne l 'une des variables x, y, z. Done des dquations (3)e t  (3 I) l 'on tirera 
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/[Su(t)Su(v) I ~ ~ : -~ d S < M N t~ ~ -~. 

En employant l'd, quation (z) on d6duit 

(4) f du( t )dS < z M Nit  '. 
3 

S 

D6montrons maintenant  que si l'on a 

on doit aussi avoir 

(5) 

En effet 

et par suite 

f  u(t)ds 
M(zNt)  .,-1 < 

m! 

f du(t)  M(2Nt)"  

s 

. / t  ' [ 
,S' 

j'lOu(t)Ou(~)[O~y -~ d S <M(2N)"~-~tmf~m ! v-v"~-~ 

S 

d'ofl l'on tire, h cause de l '6quation (z), la relation (5). 
On peut  done conclure, en ayant  6gard aux relations (3) et (4), que l'in6- 

galit6 (5) est verifi6e quel quo soit le nombre entier m. Par cons6quent u doit 
atre nulle. Puisque l'6quation (A) est lin6aire le th6orgme 6none6 est d6montr6. 

3. Envisageons l'expression 

t 

,6, I On + /(t, ~)cosnx  + t - ~ y  q~(t, ~-)cosny + - -~z :~ , t ,  i ) c o s n z  dr. 
0 

Si elle est nulle on a l'~galit6 (2) et par suite l'in6galit6 (5)quel  que soit m, d'ofi 
l 'on d~duit que u doit 6ire constante dans le domaine S e t  pour les valeurs de 
t comprises entre o e t  T. 

On pourra done 6noneer le th6or6me: 
Si l'expression (6) est eonnue au contour a, pour les valeurs de t comprises 

entre o et T, la /onction u sera dgterminde, ~ l'int~rieur du domaine S, dt une con- 
stante W~s. 
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Art. 2 ~mo. L'$quat ion adjointe  et  le th~or~me de r~ciprocit~. 

I. L'~quation 

0 
O'v(~) O"-t,(~) ~(~., t) + ~ ( r  t) dv-----o (A') ~'v(t) +. -EEl- 1(~, t) + - ~ v -  ~ ) ~ -  , 

t 
sera d~sign6e par la d~nominat, ion d'dq,u~tion adjointe g l '~quation (A). 

supposerons 0 comprise entre t et T.  

Posons 

Nous 

e e o 

"..i .J ( ou,,, + i 
0 . 0 t c~ 

- - u ( t ) - - ~ x l l ( v , t ) c o s n x  + v(v) - -u ( t ) - -~- le f (v , t ) cosny  + 

t , ,Ou(t) ,.,Ov(~)\ I 
+ ~v(~)-~-~---u(~)-#z~ qJ(~" t)cos nz i da. 

II est 6vident que H, ddpendra des /onctions u et v e t  en m6me temps sera une 

fonction, dans la signification ordinaire, de la variable O. C'ost pourquoi nous 

d6sign6rons cette quantit6 par 

H.([u, v], o). 

2. En supposant  que u, v soient des fonctions r6guli6res on a facilement 

0 t 

, i"dS f (v(t)[,dtu(t) + J I  --~-flOSu(T) "l (t, v) + 02u(~)-~yi-- ep (t, T) q- --O-~T-O~u(~) tp (t, T)/d~ ] -- 
s o o 

o 

= He flu,  v], o). 

u et v 6rant respectivement des solutions r6guli6res des 6quations (A) et (A ' )on  

aura done 

(I) H .  ([u, v], O) = o. 

Cette Squation exprime le thgor~me de r~viprocitL 
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3. Soit H~0 ([u, v], O) le premier terme de H~, e'est s dire posons 

o 

H'o([u,v], r dtf(v(t) ~ u(t)~-~vo-(~)da' 
0 (~ 

et soit Ho'.([u,  v], O) la partio r~siduelle de H~, on aura ~videmment 

H~ ([u, v], O) = H'~ flu, v], o) + tt% flu, v], o) 

et si u et v sont des solutions r~gu]i~res des ~quations (A) et (A% il sera 

H'~ ([u, v], O) + H% flu, v], O) = o. 

303 

Art. 3 ~me. Les ~quations int~gro-diff~irentielles eonsid~r~es eomme un en- 
semble inflni et confinu d'~quations diff~rentielles. 

x. Envisageons le syst~me suivant de m ~quations diff~rentielles aux dSrivSes 
partielles 

O~u, + O~u~ 02u~ 

(B)  O~u~ O~u~ O"u~ O~u~ . O~u~ O~u~ 

L'~quation (A) n'est que le eas limite du syst~me pr6o~dent, lorsque le nombre 

des inconnus et des Squations erolt  ind~finiment. 
De cette mani~re pour  les ~quations int~gro-diff~rentielles nous posons le 

m0me prineipe que nous avons ~tabli pour les ~quations int~grales. 
Le syst~me adjoint du syst~me (B) sera 

(B') 

-2 0~v2 - O~v~ 0~v2 0ev3 - 0~vs 0~v, ' 

.1 v, + a~,-~-~x~ + O,,-~y. " + c~1 -~ffz~ + a3, -8-~x2 + bs,-~y-~+ c,, ~-~z ~ ~ . . . . . .  o 

.. d2v~ . O~v8 O~v8 
J~v2 + a32-j-~x~ + b92-~y~ + c,, -O-~zg+ . . . . . .  o 

J ~  V s + . . . . . .  0 

i Att i  della R. Accademia del le  Scienze di Torino, I896. Sulla inversione degli integrali 
definiti. 5Tota I, w 3. 
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2. Soient u~, u2, ".' u ,  des int6grales r6guli~res du syst6me (B) et v~, % , . . .  

vm des intdgrales rdgulibres du syst6me (B~). On a 6videmment  

f ~ [ "  O~Uh + r O2uh i'~j~ + cih Tfzz~ ' \ d~ ] (7) Vi L__h aih-~X ~ Ui - 
,Y 

~ '  02Vh ' 02Vh i)2?-)-hl ( v  i . ~ t  i - -  u i J 2 v i )  d S  -~ - -  ul ahl i~x~-• bhi~Z~,i + chl + J~v l  d S  : i 
N 1 

-..I --~i ~ ,  ,a"i lv'e T,--x' - -  "i ~ - ]  + . i)~, - "i - i C 1 *  c'.i iv'e ~, ~, - "i - ~ ,  J I a " ~  
A' 

= + ~-~iZ= a,,i vh c o s n x  + i vi itn - -  ~li da " -' 
1 i + l  

/ t Oui Ovh I Chi(vhOUi Ovhl -F bhi [vh -Uy - -  ui -/Ty! cos n y  + ~-z - -  ui -~z ] cos nz da .  

Or, route 6quation du syst~me (B) est do la forme 

i-~ I O'uh + - O~uh cg~uhi 
Y.~ V i~ -i)x= - o,,, ~ + ~i~ i-~-~ 1 + ~",,,  = o, (i = ~, ~ , . . . , 0  
1 

et, toute ~quation du systbme (B') est de ]a lorme 

" ( O=vh+,. O%h, O%h] 
~h  ~ahi i-~x~ o h l ) ~  T C h i ~ ]  + J % i = o , ( i =  I , 2 , . . . m )  
i + 1  

e'est pourquoi,  en vertu de la relation (7), nous aurons 

l"~., i Oui [ , ,  m j Ovht j ' , l ' ~ - n - -  '~';'~ I v ~ - ; - ' ' ~ l  n= 
~ "~ I i + 1  

i 0m ~gv~ 1 t 0ui 0vh I } 

En faisant eroltre ind6finiment le nombre des quantit6s u~, u~,...u,,,; v~, %,...v,,,, 
eette relation am6ne ~ la limite, par le proe6d6 fondamental du calcul int6gral 

l'6qua~ion (I) e'est h dire au th6or6me de r6eiproeit6. 
3. Posons 

r = V(x--a) ~ + (y--b)' + (z--c) ~, 
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e'est k dire repr~sentons par  r la distance entre le p6le a,  b, c fixe et le point 

variable x, y, z. Une solution du syst6me (B) sera donn~e par 

I 

r 

z ( O'r O'r O~r\ 

I O~ rS 04 r 8 x O'r O'r O'r] I ~as, a , t ~  + b , , b 2  _~y ~ 

, O ~ r s 
+ ( a .  b,~ + b .  a . , o ~  ux-uy-  

+ c . c n  ~ + 

O' r s , O' r s / 
+ (a, 2 c,, + ca~ a,, ) ~xx~--~zz~ + (b,,c,, + ca, bn } ~---..~-~zzS], Y" / 

De mfime une solution du systbme (B') sera 

I 

z I a*r a*r 08r i 

z I a~ r O* r ~9 r\ 

I___ ( O" r n O" r 8 04 r a 
+ 24 am,m-aa~-a,m-~ ~ + b,",,"-i bm-a,~-~-~y4 + c~,,"-a 6.-1,,"-~-~-~ + 

O~ r s 
+ (a,",,._1 bin-,,,.-2 + b,",.~-i a~_1, ,"-2) 0 - - ~  + 

O' r s 
+ (am, ,"-1 c,"-i,,"-~ + cm,,"-i a,"-a,,"-2) 8---~-~ + 

~ ' r 8  / 
+ (b,",m-1 c,"-a,m-2 + c,",,"-1 b ~ - 1 , , " - 2 ) @ 1 ,  

Les solutions que nous venons de t rouver  sont par tout  r6guli~res except6 
dans le pSle, otk toutes les int6grales deviennent infinies de premier ordre, en 

prenant  r comme infiniment petit  fondamental. C'est pourquoi ces solutions 

consti tuent  les in~69rales ]ondamentales des syst~mes (B) et (B'). 

Si l 'on fait eroitre ind6finiment le nombre des 6quations diff6rentielles qui 

consti tuent ces syst6mes, en passant ~ la limite par  les proc6d6s du calcul int6- 

gral que n, ous venons de rappeller, on peut  obtenir les solutions fondamentales 

Atget mvdhtmaglea. ~5. Imprim6 le 10 janvier 1912. 39 
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de l '~quation int6gro-diff~rentielle (A) et de son adjointe, e 'est ~ dire des solutions 
r6guli~res partout ,  except6 dans le p61e, oh elles deviennent  infinies de premier 
ordre. 

Dans I'Art. suivant  nous ~tudi~rons la solution fondamentale  de l '$quation 
adjointe (A'). 

Art. 4 ~me. La solut ion fondamenta le  do l '~quat ion adjointe .  

x. Posons 

(8) ] (t, v) = Fl,o,o (t , v), ef (t, v) = Fo,l,o (t, v), ~ (t, v) = Fo,o,l (t, v), 

t 

Fh,k,z(t, ~) 2 f ~ Fh-i ,k-i .z-g (t, ~) F,,j,a (~, v) d~,  
(9) J ,  ' " i + J + g  0 

oh ~ est une somme 4tendue ~ toutes les valeurs enti~res de i, 7", g dont  la 
i+j+g-e 

somme es~ 6gale ~ Q. On suppose que route expression F avec des suffixes n~- 

gatifs soit nulle et qu'il soit 

z < Q < h + b + l .  

Commen~ons par  d~montrer que la ]onction Eh,t,,z est ind~pendante de #. 
En effet supposons d 'avoir  d6montr6 que 

t 

~ F~,-~,,k,-j,,z,--~, (t, ~) Fi,,j,,g, (~, ~) d~ = Fl,,, k',~, (t, ~) 
i' +j' +g'--O' 

soit ind~pendante de #r ~tant 

et  

I__< r  h '  "~- b '  § l '  

Nous prouverons que l 'expression (9) est indSpendante de Q. 
Puisque r  il sera 

h' + b~ + l' < h + k +  l. 
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$'~'~'" (~' *) ~j'i"+~"+."-0',~ F~-i,,,~-~,,.a-a,, (~, V) V~,,.~,,,~,, (~, ~)d~, 

et par suite 

I < e "  < ~, 

Fh, k,~ ($, v) ~' ~ ~'h--Lk--j, l--g (t, ~) d~ ~ ~ ,  -~i_i,,,j-j,,,g-g, (~,~) .F~,,,j,,,g,,('~],v)d~]~ 
V ~+~+a-o r +~ '+~"-o" 

f 

g i,,+.~,,+~,',-r ~' i+j+~=o 

t 

= f ~ Fa-i,,,k-j,,,l-a,,(t,~)Fi,,,j,,,g,(~,*)d~. 
i "  + j "  +g"--  0" 

Or on peut  v6rifier faei lement que pour  h + k + 1 = 2, h +/c. + l = 3, la propri6t6 

que nous avons 6nonc6e est v6rifi6e; elle sofa done d6montr6e pour routes les 

valeurs enti~res do h,  k, l .  

2. Cela pos6 6erivons 

(zo) o(x'Y';lv't)~r r = 

t t2~ ' (2h)t (2k)~ l r /  h k l / 2 / a + R + ' v ~ ] l ,  (2/)~ ( _ z ) m ~  (~, t , ' ~  ' ~  ~ (--T)~+~+:"'"--" ' -"" ~rl ~rl 
Z~, , ,~~h ,k ,~  J Z . , ~  ((~+fl+7)! (2a)!(2#)!(27)!  (h-c,)!(k-~)!(l-7)!, 
1 h + k + l - - m  0 0 0 

off 

r -- Vx ~ + y2 + z~. 

La ,drie prdcgdente est uni/ormdment converffente. En effet on voit  ais6ment que 

(2(a+fl+7))l~!fl!7! (2(h+k+l))!h!k!l!  
(a+fl+7)l(2a)!(2fl)! (27)! ~ (h+k+l)i (2h)! (2k)l (2/)! 

parce-que le premier  membre  de l'in6galit6 pr6e6dente augmente  si l 'on a joute  

une unit6 ~ a,  ou ~ fl, ou k 7. 
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En outre 

c'est pourquoi il suffira de d6montrer la convergence de la s6rie 

(2m)! h k Z h!k! l !  

1 h + k + l - m  0 0 0 

Mais 

h h! k k! ~ l! 
2 h 2 k 2 l = 2 m , 

done la s6rie pr6e6dento se r6duit h 

~...mm!m!2 m ~ IFh,k,z(v,t)l.  
1 h + k + / - m  

Or si 

IF,,o,ol < M,IFo, , ol < M, IFo, o,xl < M, 

Oil  a 

IFh,k,,(t,*)[< 
3 h+k+l-t M h+k+t (t-- v) h+k+t-1 

(h + k + l - - x ) !  

En remplaqant [Fh,k,Z[ par le second membre de l'in6galit6 pr6c6dente dans la 

s6rie (II) on trouve 

r  z.~J~m (2m) ! m ~ 3 m-1 M m (t-- ,)  'n-1" 
zmmlm!(m--i)! 

1 

Cette s6rie est convergente et par suite la s6rie (xo) est uniform6ment con- 

vergente. On d~montre d 'une msni~re tout-h-fair analogue que la s6rie (IO) est 

d6rivable par rapport ~ x, y, z. 

3. Soit 

o 

�9 J ~ r  r 

t 

Nous d~montrerons que g(x,y ,z[t ,  O) est la solution fondamentale de l'4quation 

adjointe, le p61e ~tant k l'origine. 
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Remarquons  d ' abord  que 

02m r2m--1 

x ~a ~ y ~  O z 2~ -- 

4: 
= ( m - -  X ) ! Z 2m-1 r a 

0 0 0 

x 2a y 2Z z 2r 

Par  suite nous pouvons dcrire 

(IO') �9 = r .~ "(2 m) ' #xehay2kaz2z Fh,~,z (~, t). 
1 " h + b 4 - 1 ~ m  

Done, si nous ~crivons pour  simplifier V(t) k la place de  V(z , y , z~ t ,O) ,  on aura  

0 

(z3) A ~ V(t) jz~a ~ (2m)!h+~+:. Ox2~Oy~Oz2~ F~,~,~(v,t)d~= 

0 

J ~ , ~  (~ (m--z ) ) !  a+k+t-m~ #x~hOY2~az~Ft"~'~(v't) d~:" 
r 

D ' a u t r e  par t  

0 

t 

, t ) +  Oy ~ Fo,l,o(~,t) + - -  O*Oz *Vfv) Fo,o,1 (*', t )[dv --  

0 

F I  Os I 0' :  (~, t) + r F =j  o, ,  

t 

.,i 1 O- 
r 

,o (v, t) + ~ Fo,o, 1 (% t) dv + 

0 0 
P P=.% (--i~m ~ [ ~2m+2rUm-1 

(~2 m-t-2 r2m--1 
+ ~x2hOy~k+2~tz~ ~ Fa,k,z(~, ~) Fo, ~, 0(~, t) + 

02m+2 ~.2m--1 / 
+ Ox~Oy2~z2z+ ~ Fh,~, ~(~,~)Fo, o, ~(~,t) d~. 

Or la derni~re int~grale double se t ransforme faei lement  on 
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(__z),._i 
, , , ( ~ ~  

2 

0 0 
02m r2 m--8 /1 /1 

h' + k' + l' --m t 

+ Fh,,~-i,v (~, v) Fo, l, o (~, t) + Fh,,i,,v-1 (~, v) Fo. o. 1 (~, t)}d~. 

Mais 

O 0 

/ d v  f {Fh,_l,k,,v(~, v) Fl. o,o(z, t) + s (~,  T) Fo ,  l, O(T,  t)  + 

o, + + ~h',ga, l'--I (~, ~) Fo, o, 1 (I ,  t)}df ~ k',v 
t t 

0 

+ Fh',k'--l,V(~, *)Fo. i .o (z ,  t) + Fh, .~, ,v- l(g,*)Fo,  o , l ( v , t ) } d z = f F h , , k , , l , ( g , t ) d g .  

t 

Par suite 

0 

{'jo" v(r)  (~ t) + ( , ,  t) + (~- t) d,: J / - - ~ -  F , ,  o ,o  , i)~/ ~ 0 , , , o  ~ ,,o.o., , = 

t 
0 

f ~  (__i)m--, ~)2m~,2m--3 
= m - ~ ~  2 8x2hOy~i]z2~ fh,~,'(~'t) dv" 

h+k+l -m  t 

En ajoutant  l'6quation que nous venons de trouver ~ l'6quation (13) et en 
rappellant les 6galit6s (8) nous aurons 

f j o ,  v ( , )  ..  , r  o , v ( , )  _ o , v ( ~ )  
a ,  v (t) + j l - ~ x  , -  t ~ j + - ~ y ~ - , p  (~, t) + oz,  

$ 

- - - -  ~v (~, t)t d r =  o. 

La fonetion (12) satisfait ainsi s l '6quation adjointe, en outre elle est par tout  
r6gulibre, except6 ~ l'origine, oh elle devient infinie de premier ordre. Nous 
avons done v6rifi6 direetement que la ]onction V (x,y, z, It,O) eet la solution 
[ondamentale de l'gquation ad]ointe. 
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(:~5) 

Art. 5 ~o. Propr i6 t6  de la solut ion fondamentale  de l 'fiquation adjointe.  

L En vertu des formules (z2) et (io') nous pouvons 6crire 

o 

v ,  o )  = z (*, t) d r  

et si nous posons 

r = V(x  - -  a)  2 + (y  - -  b) ~ + (z - -  c)* 

nous porterons le p61e dans le point  a, b, e. 
La formule pr6cddente est 6quivalente ~ l 'autre 

0 

V ( x ' y ' z l t ' O ) = r  + m (2m)! 
t h+k+l--m 

(~2m r2m ~ 1 

Oa2h Ob2k Oc~zFh,k,t(~, t)d~. 

2. D6signons par a une surface ferm6e ayan t  g l 'int6rieur le p61e a,  b, c, 

et par n la normalo externe ~ a. Soit S l 'espace renferm6 par  la surface a. 
Nous aurons 

f O~nda=~ 4~ , 
0 

( 0 , )2"r  ~ ' - 1  0 ' '  f 
,] i-) -n Da sh i~b 2k Oc 2l da = Oa2h O ~  i)C2l / 2  m (2 m--i) r 2m-a dS, 
a 8 

OxOa2hOb21,i)c2(cosnxda=r r~"- ldS,  

f 0 02~r 2m-1 02,~+2 [ 'r2~_ ~ 
~yO~O--~c~zCosnyda= Oa2hOb~l,+~Oc21 ) dS,  

/ 0  ~)2m~ "2m-1 02m+2 / 
)~Oa2ai)b21,• c ~  Oa~aOb21, Sc2~+9 # m - l d S .  

0 

3. Ce|a pos6 on aura 

e / o V(t) d~ ( _  ~)m 

a t 

~ 2 m  p 
_ _  z ~ - 3  ( r ,  t) dr. 2 i]a2aOb~Oc2lJ r dS. Fh,~,l 

h+k+ l - -m 
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Calculons maintenant  

OVO:) r / ( - T ~ / ( ,  t) cos 
q 

OV(*) 
nx + ~ ~ (v, t) c o s  n y  

/ 

q~ (~, t) cos nz) da. + --~T-z ! 

On trouvera 

~ -  dS .  F~ 

+ 

.o,o(r,t) + ~-~j; .Fo,t,o(r,t)+ ~-dS.Fo,o,~(r,t)r 4- 

@ 

I r 2 " - l d  F~,,,z (~, *)F~,o,o(*, t)d~ + 

o 

~a~db.~+.,c** re~-~d F~.. .~(~.v)Fo.~.o(v.t)d~ + 

o 

+ i]a~a~]b~aSc~-v4-- i r2m- ldS  F~.~,~(~,v)F,,o,~ (~:,t)d~ 

et par suite 

o 

f f/OV(r),,r ' 
J a 

8V(t) OV(r) } 
c o s  nx + - ~ y  ep (v, t) c o s  n y  + ~ tp ( t ,  t) c o s  nz  da.~ 

o 

# S 

o 

t 

+ ~ ;dS.Fo,a,o(~,t) + ~jdjrdS.Fo,o,~(v,  t) dv+ 

o 
~,em F' I f '  

h+k§ a~h ~ k  r r'm-- 3 d S l /  Fh-- " Lt (~ ' v)-FL ~ (v' t) § 
S 

Fh, , -~ ,z (~ ,  *) Yo,~,o (*, t) + F~,k,z-~ ( l ,  *)Fo,o,~ (*, t ) )d~.  

Mais 

o o 

/ d v / ( ~ h - l ' ~ ' l ( ~ ' ~ ) F l ' ~ 1 7 6 1 7 6 1 7 6  + 

$ v 

+ Fh,l,,~-I (~, v) Fo,o,1 (v, t)}d~ 
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o # 

o §  - F h , k - - l , l ( ~ ,  V ) / ~ O , l . O ( V ,  t) + 
t t 

+ Fh,l,,z-1 (~, v)Fo,o,x (v, t)}dv ~- 
0 

-=f~vh,k,z (~, t) d~. 
$ 

Donc 

e 
r ffr~V(,)r OV(v) _ OV(:v) } 

t a 

O 
( _  . 

~ (2 (m-~ ) ) !  ]~ - -  " ~ " - "  (,:,t)d~, t h+k+t=m Oa~hOb,~Oc~l J - dS.Fh,k,z 

d'oh l'on tire, en ayant  dgard ~ l'6quation (zS), 

0 

(--~ZI(~, t) cos nx +-~-~-y cf (~, t) (ii) f l ~ +  f d  ,~V(v) or(r) 
a t 

cos ny+~qJ(v, t)cosnz)}do~ 

La propri6td de V(x,y,z[t, 6)) renfermde dans eette formule est celle que 
nous voulions obtenir et dent  nous ferons usage. 

Art. 6 ~me. L'dquatlon fondamentale.  

I. Si le pSle est externe au domaine S on pourra, dans la formule (I) 
remplacer v par V ear V est r6gulibre dans S, mais, si le p61e est interne, pour 
appliquer la formule (I) il faudra retraneher du domaine S u n  domaine environ- 
nant  le p61e. Soi~ ~o le contour de ee dernier domaiue. L'dquation de r6ciproeit6 
(I) deviendra alors 

(I') /to flu, V], o) +/to, flu, V], e) = o. 

Prenons pour to une sphere ayant  le centre dans le pSle, et tAchons de 
calcu]er (Voir w 3 Art. 2) ]im H'~ ([u, V], O) et ]im Hrr~ ([u, V], 6)) en supposant 
que le rayon de eette sphere devient infiniment petit. 

Ac~a m~thema~ica. ~b. Imprim6 le 10 janvier i912. 40  
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2. Supposons, pour simplifier, que le p61e soit l'origine. On aura 

oth 

~ (--I)~ 
*l~-,v-,~-I~, ~ =Y~ ~ - ~  X ~h,~,z(~,,)~,~,, 

~ r  r r [  t m h + k + t - r a  

o o o (a+fl+)~)Z (2a)!(2fl)t(27)!(h--a)!(k--ft)!(l--~,)! 

Or, ~ 6tant la sphere do rayon i ayant  le centre ~ l'origine, on a 

et  par  suite 

J' (;)'" (i)" (2a)l  (2fl)! (27)! (a + fl + 7 )14g  ' 

gh,~3d~-4~(2h)!(2k).(21)! . o r[2-~g+~)+ ~]a!(h--a)!fl!(k--fl)!7!(t~y)!----- 

~'r'm ! (2h) ! (2k) ! {21) l 
~ 4 g h ! k l l ! x . 3 . 5 " . ( 2 r a  + I) 

On d6duit de lg 

f '  I ) {~ ( - - I )~m!  ~ (2h)!(2k)!(2l)v a)(-~,--t',- ~ , .  ,.," ~,t a~--4~L,- (-~-ii ~+~ , h~.V.l~ "~,,,,,,,(~,t)= 

= 4 ~ 8 ( ~ ,  t). 

En tenant  r de l 'ordre de l'iufini de V dans le pgle on a facilement 

0 

f f or,,, l i m H l ~ , ( [ u , V ] , O ) ~ - - l i m  dt u(t) 
o 

0 
" (" O V (t).~,.,  

d ~ = - - l i m J u o ( t ) d t )  i--~--n~,,, 
0 co 

ayant  pos6 pour simplifier 

u0 (0  = u (o, o,  o,  *). 

0 V (t) 
Dans la formule pr6c6dente il faut reinplaeer /--)7~n - par 

o 

t 
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et do  par r~d~, donc 

I �84 limH'~o([u, V ] , O ) = - - j  uo(t)dt z+ q) X-r,Y,Z } r ~ ,  t 
o ~ t 

d v} d~2 = 

e e 

f + f 
o , 

De m6me on t rouve 

8 e 

lim H"a, ([u, vj,o, 
o t 

et par des proeddds analogues g eeux que nous avons appliquds prdcddemment 
on peut calculer T(v,  t). On a ainsi 

T ( , ,  t) ---- - -  ~ ( - - z ) ' m !  ~ (2h)!(2/r Fn,k,z(~: , t) = - -  S (v, t). 
1,,~ (2m)! -"  h t k ! l !  

h + - k + l ~ m  

C'est pourquoi 

e 

lira H ,  ([u, V], e )  =~ tim H'o, ([u, V], O) + lira H"o, ([u, V], 8) = = - -  4 = / u o  (t) dr. 
0 

En vertu de la formule (I') nous aurons donc 

e 

4 Z / U o  (t) dt  
o 

- - / / .  ([u, v], o) 

c'est ~ dire 

I 0 
(Ill)  u0 (O) ---- ~-~ h-~ Ho ([~,, V], O). 

La formule que nous venons de trouver sera appelde la lormule [ondamentale. 
Nous avons supprimd les ealeuls pour ddterminer directement T(v ,  t) qui sont 
assez longs, parce-que dans l'art, suivant nous donneront une autre mdthode pour 
trouver la formule fondamentale. 
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Art. 7 m~ Deuxii~me m6thode  pour  ob ten i r  la f o r m u l e  fondamenta le .  

I. E n  a y a n t  6gard ~ l 'ordre d ' infini  de V dans  le p6le on a 6videmment,  

si le rayon  de la sphere to devient  inf iniment  petit ,  

O 
(~u (t) + / d v  / V (~) r(~u (t) ] (v, 

( i 5 )  limifV(t)--O-n- n - L-~-~" t ) c o 8  
oJ ~ oJ 

n x +  

O u (t) e u (t) 
+ ~ rp (v, t) cos n y  + ~ qJ (~, t) COS nr 1 d o )  / ~ 0  

o 

(~7) lim{/"(t) OvIO  +f~,f=/,,[~,(~,,, 
co t oJ 

cos n x  + 

O VO:) q)(~, ] } i)V(v) cp(~, t) cos n y  + t) cos nz dw -~ 

= Uo ( t )  

o 

1- ~ -  oJ t 

0 V (*) _ 
cos n x  + ~ ~u (~, t) cos n y  + 

O V (v) q~O;, t)eos n z ] } d o ~  4r~ uo (O. + ~)Z 

En  effet, ~ oause de Ia formule (II), 

0 

I--fig- + L ~--iT~-x " 
0 V (*) ._ 

cos n x  + ~ ~ (~, t) cos n y -4- 

+ Oz ~p(~, t )cosnz  dw 

est ind6pendent  de la grandeur  de la sphere to e t e s t  6gal k 4rv parce-que la nor- 

male n e s t  dirig6e vers l ' int6rieur de la sph6re. 

2. Pa r  l 'application des formules (xS) et  (i7) on t rouve  

o 
lira H~ ([u, V], O) = - -  4, fu. (t) 

o 

dt  

et en ver tu  de la relat ion 
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(r) H, ([u, V], O) + H~ ([u, V], O) -- o 

On a 
(9 
f ~  

4 z J  Uo(t)dt~H,([u, V] 
o 

, ~ ) ,  

d'ofi d$coule la /ormule/ondamentale 

(III) uo(O) 4 z ~ H , ( [ u ,  V],@). 
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Art. 8 ~mo. Remarques  sur  la formule  fondamentale .  

z. La formule (III) exprime la va]eur de la solution u r6guli~re de l'~qua- 

tion (A) dans un point interne au domaine S par les valeurs de u et de ses d6ri- 

v6es du premier ordre au contour ~ de S.  
Eile correspond au tb6or~me de GREEN, car  elle joue par  rapport  ~ l'6qua- 

tion (A) le m6me r61e jou6 par la formule de GREE~ par rapport  ~ l '~quation de 

LAPLACE. 
2. Si l 'on veut  61iminer ]es d6riv6es de u au contour a, remarquons que, 

w 6tant une solution r~gu|i~re de l '6quation (A), on aura, en appliquant le th~- 

or~me de r6ciprocit6, 

//o ( [u ,  w ] ,  e )  --- o .  

C'est pourquoi k cause de la formule fondamentale 

i 0 
(IV) u0 (o) = ~-j ~-~ H~ ([u, v + w], o). 

Si V + w sera nu]le sur a, dans le second membre de l '6quation pr6c6dente 

ne paral t ront  que les valeurs de u sur a. Par  cons6quent l '6quation (IV) r6soudra 

le problbme de ddtermlner la solution regulihre u ~ l'intdrieur de S pour t ~ 0 lea 
valeurs de u grant eonnues au contour a pour t comprise entre oe t  O. Par  exemple 
si a est un plan on pent  calculer w par la m6thode des images. 

3. En multipliant par  dS et int6grant, l '6quation (A r) ambne ~ l'6galit6 

e 

~v (t) f l(~v (~)t, ~ (,D (~, t )cosny | ~---]nn + J ( ~-~-x--x I (v' t) e~ nx + + 
e t 

Ov(~) ) } +---~-~-~(v,t)cosnz dv da=o ,  



318 Vito Volterra. 

v dtant une solution rdgulibre de l'dquation adjointe. .h. cause de l'dquation (ll) 

il n'est donc pas possible de trouver une solution v rdguli~re de l'dquation adjointe 

telle que 

0 

~* v (t) , f [ov  (~), 

t 

cos nx  + ~ (~', t) ~)v(~) I cos ny  + ~ (p (~, t) cos nz d v ~- 

0 

f jiJ v (~) o v (,~) o v (~) } 0 i)nV(t) + ~] |--~-~- / (~, t) cos nx  + 7y-y (f (z, t) cos ny  + ~ ~p (z, t) cos n z 

t 

d~.  

Mais si V,4 et V~ sont  deux  solut ions fondamen ta l e s  de l ' dqua t ion  ad jo in te  

co r r e spondan te s  a u x  pSles A e t  B in ternes  au  doma ine  8 et  

VAB--VA--VB 

l'dquation 

0 
/Iv(t) f~oV(y)/(,,t) 

On- + j | ox 
t 

~/v(~) I i ) v (V)qJ ( z , t ) cosny+ -~/J(r,t) cosnz  d r =  cos n x  + - ~ y  --~/~ 

0 

t 

~) V ~  (t) Ip (t, t) cos nz} d~ ~ 
+ 8z 

rJ V A n ( r )  _ 
~ ~f ( 'r, t) cos  n y  + 

n'est pas impossible, v dtant une solution rdguli/bre de l'dquation adjointe. 

Or 

Ho flu,  v], O) - -  o 

~ H~ flu,  VA], O) --  u• (O) 
4 ~ 0 0  

- ~ - ~  Ho flu,  Vn], O) = ~,,B (O) 
4~r dO 

u~(O)  e t  u~(O)  d t a n t  les va leurs  de u ( x , y , z , t )  dans  les po in ts  A e t  B p o u r  

t ~ O. C 'es t  p o u r q u o i  

(v) 4~-- ~O Ho flu,  V~B - -  v], O) = ua  (O) - -  uz  (O) 



Sur les ~quations int6gro-diff6rentielles et leurs applications. 319 

Mais 

Ha f lu ,  V a t - -  v] ,  O) = 
o t 

Ou(,)  OuO; ) - -  

= f 'u + f /(t, ':)oosnx + --XfU r) 
o et o 

+ ~ ~0 (t, ~) cos  nz dr (Va~--  v) da, 

cos n y  + 

il suffira done de connaitre au contour l 'expression 

t 
Ou(t) f lSu(r) , ,; ,  

o,,  ' ' ~  r) 
o 

Ou(~) _ 
e o s n x  + -D-~---y ~ ( t ,  r) 

Ou(~) ) 
cos ny  + ~ 02 (t, r) cos nz dr,  

pour ]es valeurs de t comprises entre o et O, pour obtenir, par la formule (V), 
les diffdrences des valeurs de u dans les diffdrents points de S pour t = | 
(Voir Art. 1% w 3). 

Art.  9 tree. Remarques g~n~rales. 

i. Si au lieu de l 'dquation (A) on avait l 'dquation intdgro-diffdrentielle 

�9 s u (T)., ogu(~) ,. . O~u(T) } 
(A") m ,, (t) + J ] - b - x - c -  ~ (t, ,:) + ~ ~,o ~ ,  r) -,- ~ o/(t ,  ~) d~ ---- X (,r, y ,  , ,  t) 

o 

posons 

o 

/ d t ~ v ( t ) X ( x , y , z , t ) d ~ g ( [ x , v ] , ~ ) ) , o  

alors l 'dquation (I]I) ~evrait Otre remp|aede par l 'autre 

I 8 
u~ (O) ~ ~-O {He flu, V], O) - -K  fiX, V], O)}. 

O n  on  t i r e  q u e  ]a f o n c t i o n  

I 8 
4rr ~O K ([X, V], O) 
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v6rifie l '~quation (A") dans le domaine S. On pourrai t  d6duire de l& un th6or~me 
analogue ~ celui de PoIs sos .  

~. Soit 

(~8) 

�9 t 

z, t) + (u  (x, y,  z,  ~) / (t, ~) d v  = U (x, y ,  z,  t), 
t /  
0 

t 

u (x, y, z, t) + ; u  (x, y, z, ~) ef (t, v) d~ 
t~ 
0 

[',, u ( x , y , z , t )  + (x ,y ,z ,~)tp( t  
t2 
0 

---- V ( z , y , z , t ) ,  

,T) d v ~  W(x,y,  z,t). 

En r6solvant ces 6quations int~grales on aura 

t 

u(x,  y , z ,  t) = U(x,  y, z,t) + j ' U ( x ,  y, z, ~)/'(t, v)dr = 

0 

t 

(x 9) ~ V ( x , y , z , t )  + / V ( x , y , z , ~ ) C f ( t , ~ ) d v  = 

0 

t 

= w ( x , y , z , t ) +  
t ~  
0 

et l '6quation (A) pourra  s'~erire 

(2o) ~IU 8 tV  81W 
Oz" + -O-~y' + 'b~z ' = ~  

Donc l '6quation (A) peut  ~tre ramen6e s un syst~me constitu~ de deuz ~quations 
intdgrales Mmultandes (19) et de l'dquation diHdrentielle (2o) avec lea trois ]onctions 
inconnue, U, V, W.  

On peut  remarquer qu'en g6n~ral ces ~quations ne peuvent  p a s s e  s6parer 
et par  suite le probl~me de la rgsolution des gquations intggro-di]]Jrentielles e~t en 
gJn$ral un probl~me essentiellement distinct des probl~mes des ~quations di]]drentieUes 
et des probl~mes des Jquations intdgrales. 

Mais dans quelques eas partieuliers la s~paration est possible. C'est ainsi 
que si / ~  ~ ~ ~p, on aura 

U = V ~ W  
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et l'dquation (2o) deviendra 

(2o') ~r U = o. 

La question sera done ramende ~ l 'dquation diff6rentiel|e (20') et ~ la premiere 

des dquations intdgrales (x9) ou des dquations intdgrales (18). 

C H A P I T R E  2 ~me. 

Thdorie mathdmatique de l'~lasticitd en ayant ~gard it l'h6r~dit~. 

Art. 1% Considerations pr61iminaires. 

I. Envisageons le eas dldmentaire de la torsion d 'un fil. Soit ~ l'angle 

de torsion et M le moment de torsion. Dans la thdorie ordinaire de l'dlasticitd 

on regarde, dans l'dquilibre, ~ proportionnel ~ M e t  l'on dcrit 

(z) t o =  K M ,  

K dtant un coefficient constant. 
Cctte dquation n'est  qu'une dquation approximative, car on ndg]ige toute 

action hdrSditaire. Si l 'on veut  tenir compte de l'hdrdditd, c'est ~ dire si l 'on 

veut  tenir compte que w d6pend de route l'histoire du moment de torsion, il 

faudra corriger l 'dquation (i) en dcrivant 

~ K M  + 0, 

o~ @ est une quantit~ qui ddpend de routes les valeurs prises par  M d~puis le 

temps --oo jusqu'~ l ' instant actuel. 

Soit t l ' instant actucl, en faisant usage d 'une notation que nous avons adop- 

tde en plusicurs occasions, nous dcrirons 

Lo symbole 

to(t) = K M ( t )  + 

t 

ddsigne une quantitd qui d~pend de toutes les valeurs prises par la fonction 

M(v),  ~ variant ddpuis - r jusqu'~ t. 
Acla m ~ h e m ~ i c a ,  85. Imprim6 le 11 Janvior 1912. 41 
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2. En supposant v~rifi6es certaines conditions ~ sera d~veloppable dans 

une s6rie analogue k cello de TAYLOR 1 et l'on aura 

t t t 

~ { t )  = K . M ' ( t ) - t - - j ' d } ~ ' ( l ' ) F ( t ,  l~)d~" + iI2fM('~l)d~l/M{'~,}J~(t,'t:l,'~,)d'l~,+. 
t $ # 

+ T--~.-3j j j 

Supposons maintenant quo tous los termes de la s6rie d'ordre sup~rieur au pre- 
mier soient n~gligeables. On aura alors 

t 

= j ' M ( T ) F ( t ,  ~)d~ (2) ~(t) KM( t )  + . 

Nous dirons dans co c a s q u e  l'Mr~dite est lingaire. 
Si l'histoire du fil ant4rieure ~ u n  instant to est n~gl[geable, l'$quation pr& 

c6dente pourra s'6crire 

$ 

- I 'M FCt, ~)d~. (z') ~o(t) ~- K M (t) + (~) 
/ 

to 

En r&olvant  cette ~quation int~grale par rapport tl M(v) on trouvera 

t r  

(3) M(t)  = + 
t /  
to 

3. Los ~quations (2), (2'), (3) seront los ~quations fondamentales de l'~qui- 
libre ~lastique de torsion dans l e c a s  de l'hdr~dit4 lin~aire. I1 faut ajouter  qu'elles 
seront valables lorsque l'acc~l~ration angulaire de la torsion sera n~gligeable. 

F( t ,~)  sera le coe/licient d'hdrdditd. Voici son interpretation physique: 
F( t ,T )d~  mesure la torsion induite c~ l'instant t par un moment de torsion uni- 
taire agissant dan8 l'intervalle de temps (v, 1; + dr) .  R~ciproquement: ]( t ,  v)dv 

mesure le moment de torsion ~ l'instant t qui /air dquilibre d use torsion unitaire 
la~uelle le ]il a d d  assujetti pendant l'intervalle de temps (~, �9 + dv). 

4. Dans l 'hypotb~se que la valour absolue du moment  de torsion soit tou- 

Sopra la funzioni the dipendono da altre funzioni Nots I. Rend. Ace. dei Lincei, Vol. 
ixz, O a 
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jours inf6rieure ~ une limite finie il faudra admettre  que le coefficient d'h4r4dit6 

soit infiniment petit  pour �9 = -  o~. Nous supposerons 

(4) IF ( t ,  v) l < 
C 

off t > o e t  C est une constante finie positive. 

Art. 2 ~m'. Principe du cycle ferm6. 

I. Soit A un point  du plan ayant  pour coordonnSes rectangulaires w e t  M. 

I1 d4crit une ligne pendant  que M e t  to varient. Si M et to sont des fonctions 

p~riodiques du temps ayant  la m6me p4riode, cette ligne consti tue un cycle 

ferm& Supposons maintenant que chaque /ois que M est une /onction pdriodique 
de v avec une certaine pdriode, to soit aussi une /onction pdriodique de t avec la 
m~me pdriode. Nous d6sign~roas cette condition par condition du cycle /ermg. 

Il est 4vident qu'il faudra admettre la p4riodicit6 depuis le temps - -  no, 

c'est g dire qu'il faudra partir de l '6quation (z) oh la limite inf4rieure de l'int4- 

grale est - -  oo. 

z. Soit T > o la p~riode. Nous aurons 

t+T 

w(t + T ) = K M ( t  + T) + f M ( v ) F ( t  
- - O o  

+ T,~)dv,  

et, en vertu de la condition du cycle fermi, 

Par  suite 

t+T 

w(t) ~ KM(t) + f M(~)F(t + T, ~)d~. 

t t+T 

Puisque M(~) est une fonction p6riodique arbitraire ayant  la p~riode T,  on d4- 

duit de l'~galit6 pr~c6dente 
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oo (1o 

F( t ,  .) + ~ ' ( t ,  ~ - - n T ) = F ( t  + T, �9 + f )  + ~ , F ( t  + T, . - - n T )  
1 0 

oh , est eompris entre $ et t - - T .  

Les deux s6ries 6tant convergentes & cause de la condition (4), il sera 

< :h 
I 1 

0 

d'oh 

(5) F(t, .) = F(t + T,. + T) + ~-[~ "nifty' 

6rant un hombre compris entre + Ict --,. 

Soit 

O<T--(t--r). 

T-- O sera positif et v + O sera eompris entre t + O et t + O-- (T-- O): c'est pour- 

quoi d~ns l'4quation (5) on pourra remplacer respectivemcnt t, ~, T par t + 9̀, 

+O, T--O. On aura ainsi 

2 C 7' ~ I 
(5') F(t + .9, ~ + O) =F(t + T, ~ +T) + (T-- 19) l+~ --nn *+----~ 

~' 6tant un nombre eompris entre + I et - - i .  

En retranchant les 4quations (5) et (5') il viendra 

F (t, ~ ) -  F (t + `9, ~ + ,9) - ~ (T --`9/1+~l ~ n ~ "  
1 

Or l'~quation pr6e6dente doit ~tre v6rifi6e quelque soit la grandeur de T,  
on aura donc 

$'(t ,  ~) ~ $'(t + ,9, �9 + `9) 

quelque soit .9. 

On tire de l~t que F(t ,  ~) doit $tre ]onction de la di]]~rence t - - ~ .  
3. R6ciproquement on peut d6montrer: 

~i F e,t une ]onction de la diH~rence t - - ~ ,  la condition du cycle ]errn~ sera 
v~ri/i~e. 
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o n  a u r a  

E n  effet  si 

t 

,o(t) = KM(t )  + j M ( v )  F (t - -  v,)dv 

T + t  

co(t + T ) ~  K M ( t +  T) + ; M ( v ) F ( t  
--oo 

3 2 5  

+ T - - ~ ) d v  = 

t 

= K M ( t  + T) + / M ( ,  + T ) F ( t - - , ) d ~ .  

Donc si M(v)  est  une fonct ion  p6r iodique avec  la p6riode T ,  co(t)sera aussi 

une fonct ion p6riodique avec  la m6me p6riode. 

4. Si nous nous r appo r tons  & ce quc nous avons  d i t  dans le w 3 du  x er Art . ,  

nous pour rons  in terpr6 tcr  la condi t ion  que F soit une  fonct ion  de t - - ~  de la 

mani~re suivante:  la torsion induite apr~s un intervalle de temps donn~ par un 
moment de torsion eat invariable quelque soit l'instant oh le moment de torsion a agi. 

Nous appel lerons cet te  condi t ion l'invariabilitd de l'hdrddit& 
Les proposi t ions  des w167 2 et  3 nous am~nent  au th~or~me suivant :  

La condition du cycle /ermd porte pour consdquence celle de l'invariabilitd de 
l'hdrdditd, et r&iproquement la condition de l'invariabilitd de l'hdrddit~ porte pour 
consequence celle du cycle /ermd. 

Co th6or~me sera nomm6 principe du cycle /erred. 

Art. 3 ~ ' .  D ~ t e r m i n a t i o n  du  coeff ic ient  d 'h~r~di t~.  

I. La  condi t ion du cycle  form6 6 tan t  v6rifi6e, et  l 'h is toire  du  fil an t6r ieure  

& l ' ins tan t  o 6 tant  n6gligeable, on au ra  

t 

o(t) -~ KM(t )  + I~M(, )F( t  

0 

- - v ) d , .  

Posons t -  ~ = o, il v iendra  

t 

t oJ( t )=KM(t)  + (a )M( t - -a )da .  
t2 
0 
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d M ( t )  daM(t) dn - lM( t )  soient  nulles pour  2. Si nous  supposons que M($), --d-/-- '  ---d-/~-' dt n-1 

t = o, tandis  que d'~M(t) d---t- ~ - -  ne soit  pas nulle pour  t = o, on aura  

t 

(6) ,o~")(t) := KM(")(t)  + )  F(a)MC'O(t - -a)da ,  

0 

d 'oh  l 'on t i re  

K =  ~')(o) 
MOO(o) 

D~rivant  l '~quat ion int~grale (6), il v iendra  

oj(,~+l) (t) - -  K M cn+l~(t) - -  Mira (o) F (t) + J 'F (o) MI"+l~(t - -  a)d o. 

O 

Done en connaissant  co(t) et  M(t)  on pourra  caleuler F(t)  par  la r6solution de 

l '6quat ion int6grale pr6e6dente.  

Art. 4 ~me. Equations g~n~rales de l'~lasticit~ dans le cas do l'h6r~dit~ lin~atre. 

I. Apr~s avoi r  envisag6, comme exemple ,  le cas par t icul ier  de la tors ion 

nous a]lons passer  au cas g6n~ral. 

Nous p rendrons  comme ~quations ind~finies fondamenta]es  de l%quilibre 

61astique les ~quat ions 

0tit Otl~ /tits -~ + ~y + - ~ = e x ,  

0 t21 O t~2 it t2~ 
(I) ~ + -~-y- + 7J-z -=qY'  

Or.q, Ot,2 8t.~, 

et  eomme 4quat ions  au cou tour  a du corps ~lastique 

' t  n c o s  n x  + t12 c o s n y  + tls c o s n z  ~ X ~ ,  

(II) t21 cos n x  + t2~ cos n y  + t2s cos nz  = Yo, 

[ tsl cos n x  + t~: cos n y  + t~ cos nz = Z~, 
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oh les quantit~s ti, ~ t~ sent  les caractgristiques de la tension (c'est h dire le stress), 
~X, ~Y,  ~Z; Xo, Yo, Zo sent  respeotivement lea eomposantes des forces de 

masse et des tensions superficielles, n e s t  la normale interne au contour. 

z. Les relations qui d6finiront h chaque instant les conditions d'h~r6dit6 

seront 
t 

(III) t~s(t)=~a~slhkyh:~(t) + (f~slh~(t, r) y~k(T~)d~, 
h k  , I  h k  

to 

off les quantitSs Yak ~ Ykh d4signent les caractgrietiques de la dd/ormation (c'est 

dire le strain). Les sommes qui paraissent dans ]es ~galit6s pr~c6dentes sent  

~tendues h toutes les combinaisons avec repetition de h et k (h, k ~ z, 2, 3, 4, 5, 6). 
On a suppos6 que, ant~rieurement h l ' instant to, l'h~r~dit~ soit nSgligeable. Les 

coefficients ai81 h ~ = aalh~ = al, I kh seront en g~n~ral des fonctions des eoordonn~es x, 

y,  z des points du corps ~lastique. De m~me efislhk ~ ef~lhk ~ cf~,lkh seront en g~n6- 
ral des fonctions de x, y, z, t, v. On n'a mis en 6videnee que ees derni~res 

variables pour simplifier l'~criture des formules. Co n'est que dans le cas de 

l'homogSn6it6 quc nous supposerons que a~,lh~, efi,lhk soient ind~pendantes des 
coordonn6es x, y, z. 

3. Lorsqu'on n~glige les termes int6grales dans les ~quations (III) elles ex- 
priment la loi de Hooks. Les termes int~grales donnent, dans une premiere 

approximation, la correction due ~ l'h6r~dit6. En effet nous supposerons que la 

correction totals  due k l'her~dit6 s 'obtienne en a joutant  des quantitSs qui d~pen- 

dent de toutes les valeurs prises par les quanti t ies  7ak(~) pour les valeurs 

de �9 comprises entre to e t t .  En outre nous supposerons que ces quantit6es 

soient dSveloppables en sSries analogues k celle de TAYT.OR et que dans ces d~- 

veloppements on puisse n~gliger t o u s l e s  termes qui ne sent  pas lin~aires par 

rapport  aux fonctions 7hk. C'est pourquoi les ~quations (III) expriment les rela- 
tions plus g~n6rales de l'hdrdditd lindaire dlastique. 

Nous addmettrons que le d~terminant du 6 ~ ordre form~ aveo les coeffi- 

cients aala~ ne soit pas nul. Les ~quations int~grales (III) seront alors r~so- 

lubles par rapport  aux quantit~s ~a~. En lea r6solvant on exprimera le strain 
par le stress. 

Il n'y a auoune difficult6 k ~tendre aux coefficients r  v) l 'interpr~ta- 
tion que nous avons donn4e dans le x ~r Art. au coefficient F ( t ,  v). De m~me 

on peut  ~tendre au cas gSn6ral, que nous consid~rons maintenant,  le principe du 

cycle ferm~ quo nous avons envisag~ avee d~tail dana le cas particulier de la 

torsion. Nous appollerons les quantit~s efala~ les coe//icients d'hgrdditd. 
~. Soient u, v, w lea oomposantes du dSplaoemont des partizules du corps 
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61astique. 

(IV) 

N o u s  aurons 

~'1~ = ~ z '  ~'22 = ~ ,  ~'. = - ~ z  

Ow + Ov i) u ~w ~v O u. 

Remplagons dans les 6quations (I) les quantitds t~s par les expressions don- 
n6es par les formules (III) et dans ces expressions posons les seconds membres 
des 6quations (IV) s la place des quantit6s 7~. On obtiendra trois 6quations 
int~gro-di//~rentidles. Elles sent les ~uation~ int~gro-di//~rentieIles ggn~rale~ de 
l'~lasticit~ dans le cas de l'hgrgdit~ lingaire. 

Leur 6tude sera le sujet des articles suivants. 

Art. 5 ~=e. l~quations adjointes, th~or~me de r6ciprocit~, caraet6ristiques. 

I. L'6tude des 6quations int6gro-diff~rentielles que nous venons de trouver 
se fera en les aeeouplant avec d'autres 6quations int6gro-diff6rentielles qu'on 
appellera les 6quations adjointes. 

On les obtient en 6orivant 

(r) 

t?t'11 t)t't2 e?t't, 
~-~ + ~7~v + - ~  = e x '  

'~t'~t 0t'22 ~t'2, y, -g~- + ~-y + -G- =r 

~?t'~1_d~_x + ~_~ +~t'32 O t~f~8 ~ QZ r 

(II') 

(1It') 

tttt COS n X  

t'21 COS n x  + 

t~sl COS ~ X  + 

t't2 c o s  n y  + t',s cos  n z  -= X 'o  

try2 cos  n y  + $t22 cos  n z  -~- y i  

frs~ COS n y  + ttss COS nZ ~--- Zto 

T 

Stsi ($) ~ tlis ($) == ~ ahk l l s  Ythk ($) + J'~hkq~hk|is (~ ~ $) ~thk (V) d ~ 
hk t 

(IV') 

t Ou' ~v' i)w r ~"1, "= -g-~x' 7'22 = )y~y, 7'53 = 0--~ 

O W~ 8 V~ - -  ,d OU t ~ W' 
|/,2 = / . :  ~-~ + ~ , / , ,  - . , ,  = ~ / +  ~ , / , ,  ~f~t avr 8u' =~+~. 
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Les trois equations int~gro-diff~rentielles auxquelles satisfont u t, v r, w r qu'on 
obtient en ~liminant 7'h~ et t~i, des syst~mes (It), (IIIr), (IV t) sent les ~uations 
ad]ointes. 

~. On d~duit facilement des ~quations (III) 

a,  

t~ to 

T 

i# 

T t 

to to 

ah~ I~, 7rhk (t) 7~,, ( t) d t +  

T T 

t ,  t 

~h~,ll, (~, t) ~"h~ (~:) 71, (t) d~.  

Mais ~ cause des ~quat ions  (III I) on a 

T 

f ~ ah~f,,/hk (0 7~, (0 dt + 
i e  

$e 

done 

T T 

to t 

T 

=;~t ' , .  (t) r,~ (0 dr. 
t~ i$ 
tD 

T T 

i s  to to 

et  par suite  

T 2" 

to ~s i* ~ 8 i .  

~tant l'espace occup~ p a r  le corps ~lastique. Rempla~ons maintenant  7r~e et 
7~, par les seconds membres des ~quations (IV r) et  (IV). Par des integrations 
par parties l'~quation pr~e~dente devient 

Acta mathematica. 85. Imprim~ le 11 janvier 1912. 4~ 
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T 

~t t u' ~ Td + - -  + + k Tdz + -F~ + -~z l + 

+ wt [0 t~, 0 ta~ O t.I } 
~-~ + -oF + --o~.1 as  + 

+ f { ~ ' ( , , ,  oo==~ + , , ,oos=y + ~,, oos = z ) +  v' (,,, oos~= + ,= eos~y  + ,,, o o s = ~ ) +  

-1-Wl (tst COS ~X q - ' a ,  cOS n y - I -  t.s co s  n z )  } ~ e ]  == 

T 

lot'. at'. Ot'.l } 
+ w/-~-x + -~-y + -WW ! a s +  

+/{u(t'ttcosnx+,'t~cosny+t'tscosnz)+v(f2tcosnx+t',,cosny+t',scosnz)+ 
(I 

-]- W ("$1 COS n;~-~-,'32 c o s  9 '~ ~-,185 cos  n~)} de], 
et en vertu des dquations (I), (II), (I'), (IIf), l'dgalitd prdcddente s'dcrira 

2" 

(A) / d t { / ( e X u '  + eYv' +eZw')dS+ f(Xou' + Yo4 + Zow')da}= 
to S a 

T 

~ / d ,  I / ( , X ' ~  -q- , Y'v q- ,Z'w, dS "Jr/(X'oq~ q- Yts~ q- Z'ow)de}. 
to S a 

Le thdorbme renfermd dans eette formule est ]e th~orbme de r~ciprocit& I1 
est analogue au thdorbme de rdeiproeitd que nous avons eonsiddrd dans PArt. 
2 ~me du premier Chapitre et il sera la base des mdthodes que nous allons drive- 

lopper. On peut eomparer ee thdor~me avee le thdorbme de B~TTI pour les cas 

ordinaires de l'dlasticld, x 

Pour  simplifier nous derirons aussi l 'dquation (A) sous la forme 

T T 

?' II= +D=.-'I-?' f=='.-.l. 
to a to 8 o 

' E. BZTTI: Teoria dell' elasticith. Nuovo Cimento. 1872--73. 
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3. Par  des integrations par parties on tire des 6quations (I), (II), (III), 

(IV), la formule 

(B) fs (QXu + eye + r + /  
0 

(Xou + Yav + ZoW)da = 

=--/~i, ~ a~'lh~ Th~(t) Ti'(t) 

T 

-- f d V / ~  Cp,,lT, k(t, ~)7,(t)yhk(v)dS. 
to S 

Supposons que pendant  l 'intervalle de temps (to, T) les forces de masse 
r r Y, QZ et Je trinSme X~u + Y~v + Zow soient nuls, alors le premier membre 
de l '6quation pr~c6dente sera nul aussi. 

Or pgr une substitution ortogonale 

r l  

on pourra ramener la forme quadratique 

(7) as.lh  (0 r .  (t) 
~a h k  

la forme 

r l  

L'~quation (B) deviendra done 

~/ r l to 8 

oh les coefficients qJi,lhk So ealeuleront tr~s-facilement moyennant  les fonetions 
cp~,lh~ et les coefficients c~zli,. I1 est 6vident que les fonctions ~i, lhk seront 
finies et continues lorsque cf~,lh~ seront finies et continues. Dans eette hypoth6se, 
et, en supposant aussi que la forme (7) soit une forme d6finie, c'est ~ dire que 
les coefficients e~z soient du m~me signe et ne soient pas nuls, on pourra d~duire 
de l'~quation (8), par le m~me proc~d6 que nous aeons suivi dans le premier Art. 
du Chapitre pr6c6dent, que les quantit~s g~z (t), et par suite, les quantit6s 7 ~  (t) 

seront nulles pour t compris entre to et T.  
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O n  tire de lk que, sous les conditions que nons venons d'dnoncer, dtant eonnu 
les forces de masse et les ddplacements super/iciels (ou les tension8 8uper/icielles), 
pendant un intervalle de temps, la dg/ormation du corps sera ddtermin& dans le 
m~me intervalle de temps. 

Art. 6 tree. Corps 61astiques isotropes et homogbnes. 

I. Si le corps dlastique qu'on envisage est isotrope les 6quations (III) ne 

doivcnt pas changer si l'on invertit la direction de chacun des axes coordonnds. 

Par cos changements de direction des axes on a des changements de signs dans 

les quantitds tr, et ?r,. On trouve ainsi trAs-aisdment les termes qu'il faut tilt- 

miner dans les seconds membres des dquations (III) lorsque le corps est isotrope. 

Mats les m6mes dquations doivent garder toujours la mSme forms en dchangeant 

les axes entre eux, c 'est pourquoi elles seront 

t 

(9) t . =  LO(t) + 2K + f + 2W(t, 
to 

$ 

t,,--~hTr, (t) + I x ( t ,  ~)Tr, (~)dv, r ~ s  
to 

Si nous donnons aux axes une orientation arbitraire, les ~quations prdcddentes 

ne doivcnt pas changer, par  suite on doit avoir 

K = h ,  ~ = Z  

et en consdquence 

(9 a) 

t 

t .  -----K},., (t) + t ~ / ( t ,  ~}7- (v)dv,  r ~ s .  
/ . D  

t /  
to 

Le corps 61astique ~tant homog~ne L et K seront constants et ~ et ~p seront 

inddpendants de x, y,  z. Nous supposerons L et  K du m~me signe (Voir 
Art. 4 tree, w 2). 

2. Donc dans le cas des corps dlastiques isotropes et homog~nes, en ayant  

~gard ~ l'hdrdditd lindaire, on aura les dquations 1 

i Voir:  BOLTZMXN~, Zur Theorie der elastischen ~Vachwirkung. Wien: Bet. 70. S. 275--306, 
1874; Pogg. Ann. Erg. - -  Bd. 7. S. 624, 1876; Wiss. Abl., Bd. 1. S. 616. Voir  aussi: O. E. ME~ER, 
Pogg. Ann. 154. S. 360; WIECHER% Gesetze der elastisehen Nachwirkung. 
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(zo) 

80(t) 
K,~'u  + (L + K) ~ + 

t 

t+ 

oo(~) K d'v + (L + K) ~ + 

t 

+/{r V)~'V(T) + (~(t, V) + ~(t, T)) ~)}dT=r 
to 

,)o (t) 
Kd~w + (L + K) ~ = 

t 

Jt , v,l +. + q)(t,~),a=w(~)+(q~(t,~)++(~,+) o= I 
to 

On d4duit facilement de ces ~quations 

(xz) 

(L + 2K),/'0(t) + 

t 

+/(~ (t, ~) + 2~(t' ~))'~' 0(~)d~ = ~ (eX)-DV- + #(eY)~y 

to 

~(ez), 
-- + -~z-z 

( I 2 )  

t 

K,tJm,(t)  +/~( t ,v )Jsw, (v)dv-- - - -  #(r #(oY) 
~y Oz ' 

to 
$ 

K,~,w,(t) + / 0 ( t , ~ ) ~ ' ~  (~)d~-- ~ 1 7 6  o{r 
2 --" Oz Ox ' 

to 

t 
<t) o<ox) 

8x Oy ' 
to 

oth 

#w ~v Ou #w 8v #u 
w t =  #y 8 z 'm2= Sz 8x'e%-----8x By" 

C'est pourquoi par la r~solution de ces 4quations int4grales on pourra calculer 

~ '  o (t), d s ~ ,  (0, ,~' ~,  (0, ~ '  ~,  (t). 
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3. Pour indiquer la rdsolution de ces dquations intdgrales et d'autres dqua- 
tions analogues que nous alIons trouver, repr~sentons par 

(I3) ~ =.A[I / 

l'opdration 

(I4) 

t 

K/(O + f ~(t, ,)/(~)d~ =r 
t ,  

qui nous amlbne de la fonction /(t) ~ la fonetion r (t), et dcrivons inversement 

(I3') / ~--- *4t -I ~0. 

Cette opdration ddsigne la rdsolution de l'dquation intdgrale prdcddente. 
De m6me reprdsentons par 

l'opdration 

r 

r 

(L + ~K)I(,) + f { ~  ( , , , )  + ~ ( , , , ) ) l ( r ) a ~  = ~(,) 
to 

ot par 

(I5') / = A2--I 

l 'opdration inverse. 

4. Cela posd les dquations ( I I )  et (I2) pourront s'derire 

(III.) ,4.~,~'0 = 0(@X) + O(@Y-------!) O(~Z) 
' ~ x  Oy ~ ~z  ' 

(~2') 

o(ez) o(qr) 

A~d,o,~_ ~ (eX) O(qZ) 
i)z ~x ' 

A., J' ~, = 0 (e Y) 0 (qX) 
~)x Oy ' 

et par suite on aura 

(n") iO(qX) O(qY) ~ )  d~O=A~-~ Ox +-~-y--+ 
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(,2") 

Oy 

IO(eX) O (eZ)i 

[a (e Y) a ~ X ) )  d ~ o ~ = A ,  -~ [  ax ~'- " 

En appliquant l 'op6ration d s ~ la premi6re des dquations (zo) on trouve 

t 

K d ' u ( t )  + j'~P(t, ~) 
to 

~t" u (v) d~ = ~ (eX)  - -  

--(L + K) ad~O(t) 
Ox 

t 

f (~ (t, ~) + ~ (t, 
to 

~)) 0 d '  0 (~) dr ,  
8x 

c'est ~ dire, on vertu de l '6quation (xI'), 

(x6) 

A, d ~ u = ,~2 (eX) _ ~ ~-TF~- + + + A,  - -  

On a aussi deux ~quations analogues ~ la pr6c~dente. 

On en tire, en ayant  6gard ~ I'~quation (zx"), 

" O loI~X) o(~y) 
z~4'U~'~-AI-I'~'(eX)'~- ( A ~ - ' - - A ' - ' ) T x  l am + --Oy- 

, a /a(ex) ~ ,  v = A , - '  ~ '  (e Y) + (A ,  -1 - -  A , -  ) ~ y  ~ - ~ 7 -  + - - - -  

0 [O(qX) 
~l'w = A~-'  , t  ~ (qZ) + (A~-'  - -  A , - ' )  7 z  1 - - o T  + - - - -  

O ztsO 
8x 

a ( ez ) / ,  + - -V; -  ! 

Oy § ! 
a(Q y)  o(~z) 1 Yy + ' -~- -z  ]" 

II est donc possible de transformer les 6quations int6gro-diff6rentielles (io) dans 

les 6quations diff6rentielles pr6c6dentes dont  les seconds membres sont des fonc- 

fions connues. 

Si les forces de masse sont nulles, les 6quations (II"), (I2"), ( i6)deviennent  

j ~  @ = d~ ~ ~ dS ~2 ~ d ~ oJs ~ d~ u --  d ~ v --  d '  w --  o. 

Donc ]a forme int6gro-diff6rentielle des ~quations de l'dlasticit~, dans le cas 

h6rSditaire, n'est qu'une forme apparente lorsque le corps 6lastique est isotrope et 
homog~ne. Mais il faut remarquer que les relations qui passent entre les compo- 

santes des d6placements u, v, w gardent la forme int6gro-diff~rentielle, ainsi que 

les conditions au contour, lorsqu'on suppose que les tensions soient donn6es. 
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(9') 

5. Pour  les 4quat ions adjointes,  il faut  remplacer  les dgalitds (9), 

T 

t '~ = LO' (t) + 2 K 7',~(t) + / ( q ~  (~ , t) O' (~) + ~ ~p (~ , t) 7'~, (v) )dv , 

t 

(9 a) par  

(9' a) 

T 

, , .  = K~, .  (,) + f ~  (~, ,) 7, .  (~) d~. r ~ , .  
t 

Les 6quations adjointes  seront 

(~o') 

~0' (t) K,#' u' (t) + (L + K) ---~Z + 

T 

+ O ( ~ ' O ~ J u ' ( ~ ) + ( ~ ( ~ ' t ) + O ( ~ ' O )  Ox I d ~ - - e X ' '  
t 

Oe' g) 
K,~'v' (O + (L + K) ~ + 

T /( oo,, ,1 + ~o(~, t)~"v'(~) + ( ~ ( ~ , t ) + ~ o ( ~ , t ) ) ~ / d ~ = q I  ~,, 
t 

oo' (0 
K J S w '  (t) + (L + K)--~--~-- z + 

T 

/( + ~P (~, t) , t '  w' (~) + (qJ (~, t) + v/(~, t), ~ I  d~ = eZ', 
# 

o~ 

En  supposant  

0'----~,',, + ?',~ + ~/,,. 

X' ----- Y' ---- Z' ----- o, 

et en posan t  

8w f coy' ~u f ~w' o~ ~v r tOu' 
tar* #y #z" ~~ Oz # z '  s ~ x  # y '  

on aura  

J~  0 ~ = J~  o/~ = j I  o,2 = H~ co, 3 ~ j ~ ,  u l  ~ j t  vv = j 4 ,  W r = o. 
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Art. 7 ~me. Solutions f o n d a m e n t a l e s  des ~quations adjointes. 

i .  Supposons  

X r ~ yt  ~ Z r _ o. 

On aura  ais~ment les solutions suivantes  des ~quations adjointes  (iof). 

z) F ~tant  une fonct ion harmonique  il y aura  la solution 

~F r ~F (I7) u' 0 F ,  v , = ~ y , W  = ~  = ~ .  

2) F , ,  F2, F3 4 tant  des fonctions harmoniques  il y aura  ]a so]ution 

(I8) U' OF2 8F'L v' r . 8 F , ,  w' 0F~ ~)F2 
Oz 8y ~ Ox Oz ~ ~y 8x" 

3) q)~, O:, Oa ~tant  des fonct ions b iharmoniques  ~ e t  les d4riv~es part iel les de 

par  rappor t  h x, y,  z ~tant  ind~pendantes  de t, il y aura  la solut ion 

o loo, oo I, 
u' = .  (T, t) a '  % + ~ (T, t) ~ ~ ~-~-x + ~ -  + -~-zl 

(~9) v'=~(T, 0,~'% + ~ ( T , ~ ) ~  + ~y + ~-z!' 

w ' = a ( T ,  t)#'O.~ + fl (T,t) -~ ~Tfx 4- ~-~- + v:! 

off a et  fl sont  des fonct ions telles que  l 'on air 

T 

fE~f (v, t) + (~o) (L + 2g) f l (T , t )  + r  + 
t 

T 

2. 

+(L+K)~(T,t)+/[cp(~,t) + ~ (~,t)].(T,~) d~= o. 
$ 

Prenons  F - ,  r ~tant  la dis tance du  poin t  (x, y, z) au poin t  (a, b, c) 
r 

1 U n e  fonc t ion  b i h a r m o n i q u e  es t  u n e  f onc t i on  qui  v~r i f ie  l '~qua t ion  J ~ J ~ =  o. 

Acta rnathcma~ica. 35. lmprim6 le 13 janvier 1912. 43 
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que nous appellerons le pole. La solution ( '7) nous donnera 

o! oZ. o! 
~" Vt ~ W t  ~ r 

u ' =  o-z' Oy' oi' 
O r ~ o ,  

O~ I _ O~ ~_ 0 ,~_ 
r r t ~" 

t',~ = 2 M ( T  , t) Ox-~- "~' t ~  = 2 M ( T  , t) ~ -~ ,  t ~,~ ~ z M ( T  , t) ~--~z ~ , 

0 ~  0 ~I- 0:~ 
r , r , 2 M ( T ,  r t'~ 3 ~ 2 M ( T , t ) ~ y ~ z  , t , , = z i ( T , t ) ~ ~ x  , t , 2 = t ) ~-x- :O-y , 

_ 0 I-  0 I- O~ 
d r d n d r  Z ' ~ = 2 M ( T ,  d r X 'o  = 2 M ( T , t ' ) d - n O x ,  Y ' a ~ 2 M ( T , t )  O y '  t)-d--nOz' 

off l'on a pos4 

(20  

T 

M ( T , t )  = K  

t 

Pour distinguer cette solution nous placerons un indice i aux lettres u',v', w';  

' Y' Z' X'~ ,  Y'., Z'~, en les 4crivant u/ ,  vt', wt'; X . , , ,  ~,l, . , t .  

3. Prenons 

F,= L F 

La solution (i8) am4nera aux formules suivantes 

o I_ ,~ Y 
"/6 t - - -O~  V f--~ T Wt ~ /" 

O t t O ,  

0 -- 0 ~I- 

t ' ~ =  M ( T , t ) ~  5 

(~ I 1 ~ I ~ I O- O- 
r 

Oz~/ , t'3, = M ( T ,  t) ~--y--~, t ' , ,  = - -  M ( T ,  t) OzO~-:-~.~ x ,  
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f O -  0 .... 
r r 

X'o = M ( T ,  t) ~ cos nY + O y ~  cos nz  , 

o -  ?, 
Y'o = M ( T ,  t) - -  

2 i  

Z'o= M ( T , t )  o r  

cos n x - - 2  O - ~  cos n y  + \~-~ Oz~/ c~ nz  , 

cos n x  + -Off/cos n y  + 2 0 - ~  cos nz  . 

Pour  dis t inguer  eette solution nous placerons un indice 2 aux  lettres u r, d,  wr; 

Xro, y r ,  Zro en les ~crivant  ur2, vr2,wf2; Xf~,2, y r ,~ ,  Z%~. 

On aura  6videmment  des solutions analogues en p renan t  sueeessivement 

et 

F I = O, F 2 = { ,  F 8 = 0 

I 
F; = o, F2 = o, Fa =-" 

r 

4. Posons 1 dans les formules (I9) 

01----~ 0 2 =  o, O s = o ,  

on aura, en tenan~ compte  de la relat ion (20), 

x flO~r v' # O~r 
U r ~ C t _ +  

r 2 0 - ~ '  - - - 2 0 x O y '  

o I_ 
o'---(~+ ~)-~, 

O~r 
w' = ~ O-x-~' 

0 ~ _ 
t'~t = ( 2 P  + Q + R) ~x + 2r OSr 

r 
t ' ,2= ( Q + R ) o -  ~ 

~r = (q + R ) ~  

N _Osr , 
+ OxOy~ 

_ O~r 
+ 2 r  

I Comparer: SOMIGLIA]gA, Sulle equazioni della elasticith, Annali di matematica, ser. II, t. XVI. 
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�9 t~s  -~  N i ~ r  
~zdydz' 

o~ r ~78r 
t~st ~ -  P -~z + N ~ ,  

r OSr 
t',, = P ou + ~r ~ o-~' 

oh 

X ' o ~ P - r  ( 8  0 ' r  r N\#-n~-x-~ ZOxCOSnX, 

r , 0 OZr 
I Y ' .= P\~-fyyeOS n X ~  ~ e o s n y  + N i)-n OxOy 

r r [ O O~r 
(Z'o = P ~ eosnz  - -~xeOSnZ + N~-~noz3fy 

T 

N~-K{t(T, t)  + ((p(v, t)D'(T,~)d~, 
t 

T 

P~=Ka(T,t) + f q~ (v,t)a(T,v)dz', 
t 

r 
. . . .  2 ~)~ cos ny , 

o, ) 
r 

2 ~ e o s n z  , 

(23) 

Q=Lfl(T, t )  + (~,t)fl(T,~)dv, 

BR-~La(T , t )+  ~f(v,t)a(T,~)d~. 

I1 est ~vident que N,  P, Q, R sont des fonctions de T, t. Nous choisirons, pour 
simplifier, la fonction arbitraire a ( T ,  t) telle que P - ~ I .  Les fonetions fl et N,  
en vertu des relations (zo) et (22), seront d6termin~es. 

Pour distinguer la solution que nous venons de trouver nous plaeerons un 
indice 3 aux lettres u ~, d, w~; Xro, y r ,  Zr ,  c'est ~ dire nous ~erirons ut3, vr3, w~8; 
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On aura deux solutions analogues h celle-ci en prenant  successivement 

q)l ~ 0 ,  ~ 2 ~ r ,  cD 8 ~ 0 '  

r 
fl~t=O, q)2~O, (D a ~ - "  

2 
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Art. 8 ~ .  D6terminat ion de la di latat ion et de la ro ta t ion.  

i. ]I est connu que la dilatation de chaque particule du corps ~lastique 
et les composantes de la rotation sont donn~es par  

O ;w_l , t~ t~ 
2. 2 2 

Nous commencerons par d6terminer O, to1, %,~3  moyennant  les forces de masse 

et les composantes des d6placements et des tensions au contour, cn appliquant 
le th6orbme de r6ciprocit6 donn6 par la formule (A). 

2. Employons d 'abord pour solution des 6quations adjointes celle que nous 

avons trouv6 dans le 2 ~me w de l'Art, pr6c6dent. Le pble (a, b, c) 6rant situ6 

l'int6rieur de l'espace occup6 par le corps 61astiquc on pourra le retrancher moy- 

ennant une sphere ayant  le centre dans le p61e. Si l'on fair diminuer ind6fini- 

ment le rayon de cette sphere ]a formulc (A) deviendra ~ la limite 

T 

(24) ,f{,;~'Xo(t)utldff + ;~,QX(t)urlP.dS -- ;~XIo,lu(t)da}dt = 

T 

({I--53zM(T,t)O(a,b,c,t)+ 4-~(tl,(a,b,c,t)+t2~(a,b c , t ) +  ta3(a,b,c,t))Idt. 
to 

Le second membre de cette 6quation, en vertu des formules (9) et (2i), s'6crira 

T 

to 

T t 

4 0 ( t )  tp(v,t) d~-+ ~ ( t , ~ ) +  3 o (t) + . 

t to 

Mais 
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T T T t 

to l to ~o 

0 (~) d*', 

o'est pourquoi l'expression pr6e6dente deviendra 

T t I' 

4z  f l ( L + 2 K ) O ( t )  + ,,;(9(t' * : ) +  2~(t,v))O(v)dv}dt=4z f A, O(t)dt. 
to to to 

Done, si nous d6rivons l'6quation (24) par rapport ~ T et si nous rempla~ons T 
, " X' Y'~,,, Z'o, par t, on aura, on ayant 6gard aux expressions de u', v',,w'~, o,t, t, 

(Art. 7 ~mo, w 2) 

X~xda+ qX ~xdS--2 A,u.~l n 47cA20, 

ou m~me 

(25) 
o S 

e l 2  d0I- 
r -- A~-~Alu.~-xOa=4.+~.O(a,b,c,t ). 

6 

3. Pour solution des 6quations adjointes prenons maintenant celle que nous 
avons donn6e dans le 3 ~m w de PArt pr6e6dent, et appliquons toujours le th6o- 
r~me de r4eiprocit6. Par un proe6d6 tout-h-fair ana]ogue s celui que nous avons 
employ6 dans le w pr6e6dent ou trouvera 

S 6 

nZ- -  

SI \ 2I 2I 

r eosny) Atu +k--8-~-~cosnx--z~cosny + Oz~?x 
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+ \ ~  ~ / o o s  n,  A,v + \ ~  cos,~x + \ ~  ~/cos ny + 

~ I / + 2 ~ y L C O s n z  At w d a = 4 ~  A~eo,(a,b,e, t) .  

Cette ~quat ion se t r ans fo rme  imm~dia tement  dans  l ' au t re  

(26) f ( A ' l  

6 

- J  I 
C~ 

+ Oy ~ -~z~l cos nz 

S 

(ez) ~ --A,-'(e Y) 

r eos n y  u + cos n z -  OzO--~ 
r r 

- -  z:-~::eos n x - - 2  ~:. ~= cos ny + 

v + (~yy~x, cos nz  + \~-y~ ~ z  ~ / cos ny + 

+ 2 ~ c o s n z  w d a = 4 ~  , (a ,b ,e , t ) .  

On a 6v idemment  deux  formules analogues h celle que  nous venons  de t r o u v e r  

qui exp r imen t  eo 2 et  w3. 

4. E n  e o m p a r a n t  les formules que nous  avons  ob tenues  dans les w167 2 et  3 

avee  celles de BETTI p o u r  l '~quilibre ~lastiqne dans  ]e eas ordinaire  1 on t rouve  

qu'elles ont  une forme semblable.  P o u r  passer des unes aux  au t res  il suffi t  

d ' app l iquer  aux  d~plaeements,  aux  rota t ions ,  aux  forces et  h la d i la ta t ion  les 

opera t ions  fonctionelles A1,-42 ou leurs inverses.  

Appellons A~u, A~v, ALw; �89 ~A~o2, � 8 9  A 0 r e spee t ivemen t  les 

pseudo-ddplacements, les pseudo-rotations et  ]a pseudo-dilatation, alors on p o u r r a  in- 

t e rp r6 te r  les formules (25) et  (26) e t  les formules  analogues pa r  le thdor~me 

su ivan t :  

Lorsqu'on envisage des corps dlastiques isotropes et homog~nes, pour passer du 
cas de la non-hdrdditd ~ celui de l'hdrddit~, il su//ira de remplacer les dgplacements, 
les rotations et la dilatation par les pseudo-ddplacements, les pseudo-rotations et la 
pseudo-dilatation dans les /ormules de Betti relatives ~ l'~quilibre dlastique. 

t Voir la citation faite dans la note de ]'Art. 5~me. 
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5. Dane lee ~quations (25) et (~5) paraissent leE valeurs des tensions et 

celles des d~placemengs au contour. Mais pour d~terminer la dilatation et lee 

rotations lee unes ou lee autres de ces valeurs sont superflues. On pourra ob- 

tenir l'~limination des valeurs superflues par l'emploi des ~l~ments qui jouent 

un rSle analogue aux fonctions de GREEN (Voir Chap. x or, Art. 9 ~me, w 2). 

Art. 9 ~me. l)~iterminations des d~placements. 

x. On a leE [ormules 

0 0  OoJ~ OoJs 

,~ v = - ~  + Ox Oz ' 

J ~ w  ~ ~-~ + Oy Ox ' 

donc, lee rotations et la dilatation 6tant dStermin~es, on pourra calculer ~ u ,  

d~v, d~w. 

On dSduit facilement des ~quations (xo) 

= A~-I(QX) + (x --  A , - I A 2 )  O~x, d~u 

d~v = A~-1(r Y) + (I - -  A , - I  A2) ~.y, 

~t~w -~ A~-I(eZ) + ( I - -  A~-I A2) ~z'  

C'est pourquoi en eonnaissant leE forces de masse et ayant  d~termin$ la dilatation, 

on a aussi une autre  maniiire pour caleuler J~u,  J~v, J~w. 

Mais supposons que lee tensions au contour soient donn~es, lee d~plaeements 

Stant inconnus. On d~montre ais~ment, en par tant  des relations (II), (9), (ga), 
lee formules suivantes 

On = ,(A1-1 X,  + to 2 cos nz - -  co s cos ny  + (2 - -  A1-1A~) O cos nx) ,  

0v 
~(A1-1 Y ,  + co~cosnx--co~eosnz + (2 A , - l  A : ) O c o s n y ) ,  

Ow I 
On = 2 (A[1-1 Za +col cos ny  - -  (02 cos n x + (2 - -  A1-1 A~) O cos nz) .  
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Done, si l'on connait Xo, Y, ,  Zo et l 'on a d6termin6 O, to~, to2, toa, on pourra 

~u 8v 8w 
ealculer 8n '  /)n' On et par suite on aura u,  v, w e n  connaissant J~u, JSv, d~w. 

3. Mais pour calculer directement les ddplacements, sans employer les formules 

qui donnent  la dilatation et les rotations, on pourra  employer la m6thode suivante3 

Appliquons la formule de r6ciprocit6 (A) en prenant pour solution des 6qua- 

tions adjointes eelle que nous avons donn6e dans le 4~m~w de l'art. 7 ~me. Retran-  

chons le pSle (a, b, c) interne g ]'espace occup6 par le corps 61astique moyennant  

une sph6re qu'on faira diminuer ind6finiment. On trouvera g ]a limite, P 6rant 
6gal g I, 

T T )'dtJ/ZX.u'~da+/Z,X'.',d'--/JZX'.,3uda}=--4.j'u(a,b,c,t)dt, 
to a a to 

d'ofl l'on tire, en d6rivant par rapport  g T, 

(27) 

T 

4. I1 faut maintenant  ealculer la d6riv~e par  rapport  g T qui parat t  dans 

le second membre. C'est pourquoi nous allons 6tablir quelques formules pr61imi- 
naires. 

Rappelons l '6quation (14). Multiplions par a(T, t)dt et int6grons entre les 
limites t o e t  T.  Par  des transformations tr~s simples, et en ayant  dgard aux for- 
mules (22) oi~ P =  x, on aura 

T 

j 'c ,(T,  t ) ~ ( t ) d t  

to 

T T t 

to to to 

T T T 

d t  =j'/(0dt. 
to 

D6rivons par rapport  g T et faisons usage de l'6galit6 (i3~), il viendra 

T 

(28) ( , ) .  
to 

Voir la Noto au w 4 de l'art. 7~me. 
Aeta matheraat~ea. 35. Imprim6 le 19 janvier  1912. 44 
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Mais, & cause des ~quations (20) et (22) oh P = I ,  on a 

T 

) '(~p(~, t) 2~o(~, t ) ) ( a ( T ,  ~) + f l(T,  ~))dr  i ,  (L + 2K)(a(T ,  l) + aCT, t)) + + = 
t 

donc, en suivant  un proc~d~ analogue s eelui que nous venons d'employer,  on 
t rouvera  

T 

d T j ' ( a ( r ,  t)+ ~(T,  t ) )~( t )d t= A~-'cp(T), 
to 

d'oih 

(28') 
T 

 fa(r, (a-l_ A,-,)<p{r). 
to 

Les 6quations (22) et  (14) nous donnent  

T T 

to to 

t T 

+ t qJ(t, v)](v)dv d t =  t)qJ(t)dt. 
t ]  t l  

r to 

O'est pourquoi,  s cause des ~quations (z8') et (23), 

T 

(28") d j ' N ( T ,  t)/(t)dt = (A2- I - -A  -1),4,/(t)=A2-~A~ / ( t ) - - / ( t )=(A ~-~ A , - -  i)](t). 

io 

En  r6sumant  les formules (28), (28r), (28") on aura donc 

T 

ta 

T 

(29) ~-Tj ' t~ (T ,  t )F(t)dt  = (A2-1 - -  A , -~)F(T) ,  
to 

T 

dd----T~'N ( T , t) F (t)dt = ( A2- '  A,  - -  i) F (t) , 
t~ 

off F (t) est une fonction arbitraire. 
5. Pour  caleuler le second membre de l '~quation (27) employons les for- 

mules (29). On trouvera alors: 
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(~7') - -4zu(a ,  b, c, t)= 

( { ~  _ , .-[O~r" ~-~-yO~r ~ - z  ~ ) }  

0 

; I  ~ I 1 [ O~r O~r, y~ O~r } 
+ e d S - -  

+ 

--_] (OnU + \~eosnX--~xCOS ny v + \~-zcosnX--~xCOSnZ w + 

( 0 O~r 
+ (A2-1AI-- I) ~-nOx~ 

r 
2 ~ COS n 

0 O~r 
+ \g-n o-fgz 

I~ O"~r 0 ~- ) r 

u + ',,O-nOx?y z ~Yxx c ~  

Z~xxCOSnZ w da. 

v +  

I1 est 6vident que nous pourrons obtenir deux formules analogues K la for- 

mule pr6e6dente pour exprimer v et w. 

Art, ~o ~m~. Rcmarques g6n6rales. 

I. Par les formules que nous venons de d6velopper nous avons donn~ une 
th6orie g6n6rale de l'h6r6dit6 lin6aire 61astique dans le cas statique. 

Nous avons vu ainsi une application des 6quations int6gro-diff&entielles. 
Darts le cas g6n6ral on ne peut pas s6parer la patt ie int6grale de la patt ie diffd- 
rentielle, mais cela est possible dans le cas des corps isotropes et homog~nes. 
On peut remarquer  que dans ce eas t ous l e s  r6sultats peuvent  s 'obtenir par les 
formules ordinaires accoupl6es aux op6rations fonetionelles AI et A~ et b, leurs 
inverses. 

2. Nous nous sommes born& aux formules gdn6rales en laissant de c6t6 
toute question particuli6re, mais on pourrait  approfondir beaucoup de probl~mes 
sp6ciaux en arrivant aux formules rdsolutives finales. 

C'est ainsi que dans le eas de la sphere 61astique isotrope et homog6ne le 
probl6me peut ~tre r6solu compl6tement par des s6ries trbs-rapidement con- 
vergentes, en laissant tout-/~-fait arbitraires les coefficients d'h6r6dit6. 
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Ce cas a un int4r6t special pour les applications. Dans les probl~mes relatifs 
la ~erre, lorsqu'oa veut tenir eompte de son ~lasticit~, les ph4nom~nes h~r~di- 

taires ne sont pas ndgligeables. L'analysc que nous indiquons, sans entrer dans 
aucun d~tail, donne le moyen de calculer les effets de l'h~r~dit4, pourvu qu'elle 

soit lin~aire. 

CHAPITRE 3 ~'e. 

l~lectro-magn~tisme en ayant  6gard it l 'h~r~dit~. 

Art. Ier. ~]quations g~n~rales. 

I. HERTZ a 4tabli les 4quations suivantes pour l'41ectro-magn4tisme dans le 
cas des syst%mes en repos'  

(I) 

O~ OZ OY 
f A Y i  = oy  oz 

O ~  OX OZ 
A ~ ~ i)z Ox 

091 O Y OX 
A - ~  ~ Ox Oy 

(r) 

A O~=OM ON 4zAu 
Ot Oz Oy 

ON OL 4 ~ A v  
A = Ox Oz 

O~ OL OM 4n.A w 
A - ~  = Oy Ox 

off 

(II) = ~2, X + r Y + e2~ Z 

= ~ a ~ X  + es2 Y + es, Z 91 = ~*sz L + tt32 M + g33 N 

/i 
= 0,, ( X - - X ' )  + #,2 ( Y - -  Y') + #,3 ( Z - -  Z') 

(HI) = 021 ( X - -  X') + O22 ( Y - -  y') + ,%~ ( z - -  z')  
--- o,1 ( x - -  x ')  + os, (Y--  Y') + o,~ ( z -  z'). 

Dans ces ~quations ~, ~ ,  ~ ;  X ,  Y,  Z; u, v, w d~signent respectivement les 
composantes de la polarisation ~lectrique, de la force $lectrique et du courant ~lec- 
trique. ~, !IR, 9l; L,  M, N d~signent respectivement les composantes de ]a pola- 

' WIEDSMA~'S Annalen, 40, page 577. Gesammelte Werke. Bd II, page 208. 



Sur les dquations intdgro-diffdrentielles et leurs applications. 349 

risation magndtique et de la force magndtique. X', Y', Z' sour les composantes 
de la force dlectromotrice. 

2. Les dquations (II), (II') et (III) se ddduisent de l'hypoth~se que l'dtat 
actuel de la polarisation 61ectrique et du e0urant 6lectrique ddpendent de l'dtat 
actuel de la force dlectrique, ainsi que l'6tat actuel de la polarisation magndtique 
ddpend de rdtat actuel de la force magndtique. 

De cette mani~re on ndglige les phdnombnes de l'hdrddit6. Si l'on veut en 
tenir compte, il faudra admettre que l'6tat actuel de ]a polarisation dlectrique 
d6pende, outre que de la force 61ectrique actuelle, de route rhistoire antdcddente 
de la force dlectrique, et l'6tat actuel de la polarisation magndtique ddpende, 
outre que de la force magndtique actuelle, de route rhistoire antdcddente de la 
force magndtique. 

C'est pourquoi on devra ajouter dans les seconds membres des 6quations 
(II) et (II r) des termes de correction et 6crire 

(II a) 

I t 
is (0 =e t t  X (t) + e,3 Y (t) + e,s Z (t) + F, I [X (v), Y (~), Z (v)]l, 

t 

(0 = ~21 x (0 + ~,, Y (0 + ~.  z (0 + i% I[X (~), r_(~}, z (~)]1, 

t 

8 (t) = es~ X (t) + ~,~ Y (~) + ~,, Z (t) + F,  I [X (~), Y (~), Z (~)] ], 

oh Ft,  F~, Fs d6signent des quantitds qui ddpendent de routes les valeurs de 
X(v), Y(~), Z(~) correspondantes aux valeurs de rargument v ddpuis --oo 

jusqu'~ t. I 

De m6me on dcrira 

(II' a) 

(0 = t,,, L (t) + ,,,,~ M (t) + ~, .  N (t) + a), I [L  (~), M (~), N (~)]1 
- -00  

t 

!lR (t) = U,, L ( t )  + ,tt,2 M (t) + ~ 3  N ( t) + O: i [ L (~), M_(~), N (v)]] 

t 

gt (0 -~ m~ L (0 + ~,~ M (t) + m~ N (0 + ~ ,  I [L (~). M_(~). N (~)] I- 

Supposons maintenant que les conditions pour que l'on puisse ddvclopper 
chaque fonetion Fi dans une sdrie infinie de termes ayant la forme 

Voir Chap. II, Art. ler, w I. 
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t t 

f"  . . . . . . .  f ~i(Tll~ "~lhl~ttl~" "Tttkl"l/lrl," TIrI ]~)X(Ttl)'' 
--oo - -  a a  

X(w'h) Y W ' , ) "  " Y(~%)Z(~"',) .  . .Z(*-"'~) d~', .  ..d~'"l 

soient satisfaites, et supposons aussi que  ]es conditions pour que l'on air des 
d6veloppements analogues pour les fonctions q)i soient v6rifides. 

Si nous admettons comme postulat que les effets de la superposition des 
forces 61ectriques et magn6tiques se somment, c'est k dire 

Fil  [X (v) + X' (v), Y (,) + r' (~), Z (~) + Z' (*-)] I = 

- - F ~ I [ X ( ~ ) ,  Y(,-), z ( ~ ) ] l  + ) ' , l [X'(*-) ,  Y' ( , ) ,  z'  ( , )]1 

Oil [b (z) + L' (~), M (,) + M' (w), N (,) + N' (z)]l ----- 

= oil[L(*-),  M(,'),  N ( , ) ] ]  + Oil[L' ( , ) ,  M' ( , ) ,  N'(z)]J, 

on aura 

t 

~" = i ( x ( , ) ~ i , ,  (t, , )  + r ( , ) ~ , , 2 ( t ,  w) + z ( , ) , , , ~ C t ,  , ) } d , ,  
t l  

- - c o  

t 

q)i = f ( L  (w) qJi, l( t ,  *-) + M (w) q~i,~(t, ~) + N (*-)~Pi, s(t, , ) ) d r ,  
tJ 

- - o o  

c'est pourquoi les dquations (II a) et (IF a) deviendront 

( n  b) 

.~ (t) - , , ,  X (t) + ~,, Y (t) + , , ,  g (t) + 
t 

+ f + + z 
G 

~) (0 = ~,, X (t) + ,.,, Y (t) + e,, g (t) + 
t 

+ f ( X  ( .)  9 .  (t, . )  + Y (~) 9 ~  (t, . )  + Z ( .)  9 , ,  (t, . ) )  d~:, 
a 

~(t)  = ~ , ,X(t)  + ta: Y(t) + t3, Z( t  ) + 
t 

+ fCX (~:) ~ ,  (t, ~) + Y (,) ~ ,  if, ,)  + z (~) ~,, (,, , ) )  d~. 
# 
G 
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~(0 = ~ .  L(O + ~,~M(O + ~,,.~r (t) + 
t 

+ / ( L  (3) ~,, (~, ~) + M (3) ~,, (t, 3) + ~ (3) ~,. (t, 3)) d~:, 
Is 

t 

+ / ( L  (3) 0,, (t, 3) + M (3) 0,, (t, ~) + iV (~) ~,~ (t, ~)) d~:, 
a 

$ 

+ ; (L  (3) ~,, (~, 3) + M (~) ~,, (t, 3) + N (3) ~ .  (t, 3)) d~, 

oh la limite inf6rieure a des int~grales sera ~ ~ .  Si nous supposons que l 'on 

puisse nSgliger l'h~r~dit6 ant~rieure s un instant donn~ to, alors on pourra prendre 

la limite inf6rieure des int~grales ~gale ~ to. 

Si nous rempla~ons, dans les 6quations (I) et  (I'), u,  v, w; 5, ~ ,  ~;  ~, ?0~, ~ ,  

par leurs valeurs donn~es par  les relations ( I Ib) ,  (IIr b) et (III) on trouvera des 

~quations int~gro-di]/~rentieUes. 
L'h~r~dit6, telle que nous venons de l'envisager, est une hdr~dit~ lin~aire. II 

faut remarquer k ce propos que l'hyst~rdsis dite ~lectrotechnique ne rentre pas 

dans l'h~r~dit6 lin~aire. Il suffit de rappeller le phSnom~ne de la magnStisation 

permanente pour s 'apereevoir qu'elle est en d~hors du cadre des ph~nom~nes 

embrass~s par  l'h~r~dit4 lin~aire. 

Art. 2 ~me. Coefficients  d'h~r~dit~. 

I. Dans les ~quations (II b) et (II' b) on n'a ~erit explicitement que les 

variables t, 3, mais il faudra se rappeller que 5, ~ ,  ~;  ~, ~Er~, 9~; X ,  Y, Z; 
L, M,  N sont aussi des fonctions de x, y, z. En g~n~ral les coefficients ~r,, 

~1~8 seront des fonetions de x, y, z ainsi que les coefficients ~rs et  ~rs. Ce 
n'est que dans le cas off le milieu est homog~ne que l'on pourra regarder ces 

coefficients comme ind6pendants de x, y, z. 

Lorsqu'on passe d 'un milieu ~ un autre, sur les surfaces limites il y aura 

des relations qu'on pourra obtenir par un proc~d~ analogue s celui suivi par  HERTZ 

dans le w 8 ~me du m~moire que nous avons cit$. 
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z. La limite infdrieure des intdgrales qui paraissent dans les dquations (II b) 
et (II' b) dtant finie, et les ddterminants 

! 

n'dtant  par nuls, on pourra invertir les dquations int~grales (II b) et (II' b) et ex- 
primer les composantes de la force dlectrique par cel]es de la polarisation dlectrique 
et les composantes de la force magndtique par celles de la polarisation magndtique. 

3. Nous appellerons cf~, et (p~, les coe//icients d'Mr$ditL I1 est facile de 
t rouver  leur interprdtation. C'est ainsi que 

sent les co~mposantes de la polarisation dlectrique, induite ~ l'instant t, par l'unitd 
de ]orce ~lectrique agissant dana la direction x pendant l'intervalle de temps (v, 

+ de); et 

~,, (t, ~)d~, ~P~, (t, ~)d~, ~ (t, ~)dv 

sent les composantes de la polarisation magndtique, induite ~ l'instant t, par l'unitd 
de/orce magndtique agissant dana la direction x pendant r intervalle de temps (v, v + de). 

Nous admettrons que les coefficients d'hdrdditd cf~, ~0~= soient infiniment 
pvtits pour t ~ - - o o  de telle sorte que 

C C' 
I~.(t,~)l<(t_~l~+~, Iq'~, (t,~)l<(t_vl,+e 

off 8 > o, g >  o et C et C' sent des quantitds constantes p o s i t i v e s ,  a 

4. I1 est facile d'dtendre au cas que nous envisageons le principe du cycle 
]erm~ (Chap. 2 ~me, Art. 2 ~me) c'est ~ dire: Si, routes les /ois que X ,  Y,  Z; L,  
M,  N,  sent des ]onctions p~riodiques du temps, avec une pdriode quelconque T, ~, 
~,  ~; ~, ~ ,  9~, sent aussi des/onctions pdriodiques ayant la m$me pdriode, alors 
errs, ~Prs sent des /onctions de la di//~renee t - - v ;  et r~ciproquement: Si les 
eoe//icients cf,~, ~r8 sent des /onetions de la di/]drence t - - v ,  et X ,  Y,  Z; L, M, N 
sent des ]onctions p~riodiques du temps, ~, ~,  ~; ~, ff)~, 9~ seront aussi des ]onc- 
tions p~riodiques avecla mdme pdriode. Cette proposition peut aussi s'dnoncer par 
les roots: La condition du cycle ]erred et celle de l'invariabilitd de l'hdrdditd sent 
dquivalentes. 

i Voir  Chap. I I ,  Art. ler, w 4. 
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Art. 3 ~me. Le cas s tat ique.  

x. Envisageons le cas le plus simple oh le milieu ne soit pas condueteur 
et les quantit4s ~, ~ ,  ~ ;  ~ ,  ~ ,  ~ changent si lentement qu'on puisse n6gliger 

Or' Ot'  Or' ~)t' Oy' Oz 

On peut appeller ee eas le cas statique. 
Nous aurons alors 

e 'est /t dire 

~Z OY #X OZ OY ~X 
#y #z = :~  ~z #x - - ~  ax B y = C ,  

ON OM 8L 8X ~M ~L 
~y dz = ~  Oz # y = O ,  8x 8 y ~ O ,  

8v #v 8v Z--o- 
#w Ow N ~w 

L=-~-~,M=--dy, =-~z" 

2. Supposons que les coefficients r~,, q0r soient ind6pendants de x, y, z. 
Prenons les axes eoordonn6s coincidents avee les axes de la surface de 2d degr6 

S'ils eo~neideht avee les axes de la surface 

(2) q~.x2 + qo.y~ + qo.z~ + (q~2s + cf . )yz  + (qOsa + q~.s)zz + (qg. + qo~)xy = r 

quels que soient les valeurs de t, ~, les ~quations (II b) deviendront 

t 

t 

~ Or(t) ~atOV(~)~ tt, 

e Or(t) fOv(~),~ (t, 

a 

Ae ta  mathemat iea .  SS. lmprlm6 le 24 mat 1912. 45 
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C'est pourquoi ~tant 

o~ o~  o3  
Ox + ~ y  + Ozz----4~rq' 

off q est une fonction de x, y, z ind6pendante de t, on aura 

O~ v (t) + ~ ,  _ _  
est OX~, 

O~ v (t) + ~ O 2 v (t) 
#y~ --~z--~- + 

t, 

s  ~ v (I:) "t, 

i1 

O, v (~) 
+ -~-y~- q~ (t, ~) O'v(~)  

+ - - 0 ~ -  q~ (t ,v))dv=4~Q. 
Par  un changement des variables x, y, z cette 6quation peut  se r6duire h 

t 
f l 0 ' v (~ ) t  0'v(~) .#' v (t) + j / - ~ - .  (t, ~) + - ~ -  ~ (t, ~) 02v(v) 

(t, ~)] dv ~-- 4rfq 
! 

qui est l '6quation que nous avons ~tudi6e dans le premier ehapitre. (Voir 1 er 
Chap. Art. 10~e). 

3. Si les axes de la surface (I) ne coincident pas avee ceux de la surface 
(2) les difficult6s ne sont pas augment6es. 

L'6quation int6gro-diff6rentielle qu'on trouverait  serait 

t 

�9 s I O" v (T) 
�9 # ' v ( O  + t , ,  ( t ,  

a 

+ - - - - / , ,  (t, ~) + h, (t, ~) + i)y2 

+ 2-~y-~/~,  (t, ~) + 2 ~ - ~ / .  (t, ~) + 2 ~ - ~ / , 2  (t, ~) d~ ---- 4~ r 

On pourrait  ~tendre facilement la th~orie que nous avons expos~e dans le 

premier chapitre k cette ~quation int~gro-diff~rentielle. 
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Art. 4 ~me. Remarques  g6n6rales. 

z. Le but  principal que nous avons poursuivi dans ce chapitre a 6t6 de 

mon~rer l'origino des ~quations int6gro-diff6rentielles (A), (A") du premier eha- 

pitro. 
Nous no sommes pas entr6s dans aueun probl~me particulier. Si ]'on en- 

visagerait un milieu ~lectrique non isotrope entour6 par un condueteur, on 

aurait  faeilement une application des r~sultats principaux que nous avons expos6s 

dans le premier chapitre. 

z. Nous nous sommes born6s au cas statique sans d6velopper le eas g6n~- 

ral, car il aurait  fallu sortir du type  elliptique des dquations int6gro-diff6ren- 

tielles pour aborder le cas hyperbolique, que nous avons laiss6 de c6t6 dans ce 

m6moire. En effet les 6quations int6gro-diff6rentielles qui correspondent aux 

6quations (I), (I'), (IIb), (lib') sent  des 6quations hyperboliques. 

3. Dans le 2 ~m~ et le 3 ~me Chapitre nous avons vu que, si nous consid6rons 

toutc l'histoire d'un syst~me ant6rieure b, l ' instant aetuel t ,  les int~grales qu 

paraissent dans les formules sent  6tendues d6puis la limite - -oo  jusqu'h la limite 

t. C'est pourquoi nous avons n6glig6, en g6n6ral, l'h6r6dit6 antdrieure ~ un cer- 

tain instant d6termin6 pour n'avoir ~ considdrer que des 6quations int6grales et  

int6gro-diff6rentielles avec des ]imites finies. 
Tout  r6eemment M. G. C. EVANS a envisag6 les 6quations int6grales l'ors- 

qu 'une des limites est infinie. 1 En appliquant ses r6sultats il est possible de con- 

sid6rer l'h6r6dit6 sans n6gliger aucune p6riode de l'histoire du syst~me. 

i L'equazione integrale di Volterra di seconda specie con un limite dell' integrale infinite. - -  
Rendiconti delle R. Aceademia dei Lincei Vol XX. Serie 5a. 1911 (Trois Notes). 
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