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UBER DEN ZUSAMMENHANG ZWISCHEN DEN SUMMABILI- 
TATSEIGENSCHAFTEN DIRICHLETSCHER REIHEN UND 

IHREM FUNKTIONENTHEORETISCHEN CHARAKTER. 
VON 

WALTER 8CttNEE 

in BRESLAU. 

Einleitung. 

In einer ganzen Anzahl neuerer Arbeiten, die sich mit den Eigenschaften 

der Dirichletschen Reihen 

a n  1 (8) = ~ 
. - - 1  

und den damit aufs engste zusammenh~ingenden Problemen der ana]ytischen 

Zahlentheorie beschiiftigen, hat sich immer mehr die grundlegende Bedeutung 

der Beziehungen herausgestellt, die zwisehen dem asymptotischen Verhalten der 

Funktion ](8) auf vertikalen Geraden (d. h. bei konstanter  Abscisse 9{(s )=  a und 

ins Unendliche wachsender Ordinate t) einerseits und den Summabilitiitseigen- 

schaften der Zahlenfolge an andererseits bestehen. Der am niichsten ]iegende 

Satz dieser Art ist zwar seit langem bekannt  und durch das bekannte Hilfsmittel 

der partiellen Summation leieht beweisbar: 
Ist  die Reihe /(8) in der Halbebene 9{(s)> it 0 konvergent und in der Halb- 

ebene 9r ( s )>  l, wo l > ~o ist, absolut konvergent,  dann liisst sieh nach Annahme 

einer beliebig kleinen Zahl r > o eine Konstante  A so angeben, dass fiir jedes o 

des Intervalls )~o + e ~ a < 1 + e nebst  beliebigem I t ] ~ z 1 die Beziehung 

An Stelle yon 1 kOnnte natilrlich auch jede andere positive Konstante stehen. 
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l §  8 - -  a 

I I (8) I = II( +ti) I < A I tl 
g i l t .  s 

Auf der  Geraden  a ~  it o + ~ ha t  also die F u n k t i o n  1 ( 8 ) i n  Bezug auf  die 

Ordina te  hiiehstens dis  GrSssenordnung z, da  ja d an n  l + ~ - - a  l - - ; t 0  = z  ist, und  auf  

der  Geraden  ~ ~ 1 + e ha t  sie die Gr6ssenordnung 0, w~ihrend fiir die zwischen 

diesen beiden W e r t e n  gelegenen Abscissen der  rechts  au f t r e t ende  E x p o n e n t  

l inear yon  I b i s  o abn immt ,  t t i e r aus  folgt, dass bei beliebig kleinem e > o fiir 

alle a > ~t o + e gleichm~ssig 

lim / ( a + t i )  - - - - ~ - O  
t - • 1 7 4  t 

ist;  fiir a > l + e  ist niimlieh sogar  (bei beliebigem t) 

11(8)1<  ,la,,I <  la.l_ A Jmd ~a  ~ x - ~ l + ~  - -  " 
n--I n--1 

Die umgekehr t e  Frago gehSr t  nun aber  zu den t iefs ten und  schwierigsten 

Prob lemen  aus der  Theor ie  der  Dir iehle tschen Reihen;  gerade hierauf  aber  k o m m t  

es bei den Anwendungen  in der  ana ly t i sohen  Zahlen theor ie  an,  da  es sich do r t  

moistens d a r u m  handel t ,  aus bekann ten  funk t ionen theore t i s chen  Eigensehaf ten  

y o n  [ (8) Folgerungen  fiber die Konvergenze igenschaf ten  der  Reihe [ (8), d. h. die 

Grenze igensehaf ten  der  Gr6ssenfolge a,, zu ziehen. Naehdem H e r r  LANDAU s zu- 

ers t  einon Satz  dieser Ar t  en tdeek t  ha t t e ,  habo ieh, h ie rduroh  angeregt ,  den 

folgenden Satz  4 bewieson:  

I .  E8 sei [iir lodes ~) > o yon einer gewissen Stelle an 

l a n l  < n a,  

Ein ausffihrlicher Beweis dieses Satzes findet sich z. B. in der Habilitationsschrift von 
Herrn BOH•: ~Bidrag til de Dirichletske Rmkkers Theori* (Kopenhagen 1910), S. 20. 

8 ~Beitr~tge zur analytischen Zahlentheorieh Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, 
Bd. 26, 2. Semester 1908 (S, 169--302), S. 252--255. 

t ~Zum Konvergenzproblem der Dirichletschen Reihen~, Mathematische Annalen, Bd. 66, 
1909, S. 337--34:9, Ich behandle dort gleich den allgemeiner~n Reihentypus 

f(s) ~ Z an e 

wo die ,In eine beliebige Folge positiver, monoton ins Unendliche wachsender Zahlen sind, die 
gewissen Einschrankungen geniigen. Um die Beweise nicht durch formale Schwierigkeiten zu 
verdunkeln, gehe ich in dieser Arbeit nicht auf die allgemeineren Reihen ein. 
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ao dass die Reihe ](a) ]iir 9t (8) > z absolut konvergiert. E8 sei /erner die durch die 
Reihe ](s) in der Halbebene ~R (e) > i dargestellte Funkt ion noch /iir 9~ (s) >= ~ reguldr, 
wo ~ < x ist, und es existiere eine Zahl o < k < x, so dass /iir a > V, ] t ] >= x die Beziehung 

I / ( s ) l < A l t [  ~" 

gilt, in der A irgend eine Konstante bedezttet. Dann ist die Reihe ] (s) mindestens 

f i i r  9~ts~ > ~ + k , , ~----~-~ konvergent. 

Diese Zahl f-+-~ gehSrt bei jedem o =< k < I dem Intervall von V bis V +e x an 

und n/ihert sich fiir k = o  dora Werte ~, fiir k----i dem Werte ~ + I ,  der den 2 

Mittelpunkt des Intervalls yon ~ bis i darste]lt. Den an der zitierten Stelle 

gegebenen Beweis hat  dann weiter Herr LANDAU 5 dureh die Anwendung eines 

unterdessen yon den Herren PHR,tOM~.~ und LI~D]~L6F 6 entdeckten Satzes allge- 

mein funktionentheoretischer Natur,  den ich in der Folge vollst~ndig angeben 

werde, wesentlieh vereinfacht und gezeigt, dass der Satz, I unver~ndert auch ffir 

den Fall k > i  gilt, den ich nicht  untersueht  hat te ;  doch blieb auch bei dieser 

Beweisfiihrung genau die Sehranke f u  bestehen. Herr BOHR 7 hat  ferner durch 

ein passend konstruiertes Beispie] die M6glichkeit widerlegt, dass eine bestimmte Zahl 

o < ko < ~, etwa /r ----- ~, existiert mit der Eigensehaft, dass aus der obigen Voraus- 

setzung fiber a ,  und der Annahme, dass [ (s) f/ir ~R ( s ) ~  regul/ir und h6chstens 

yon der Gr6ssenordnung ko ist, die Konvergenz der Reihe ffir 9~(s)> ~ folgt. Nur 

dann, wenn die Funkt ion [(s) fiir alle a > ~  absolut genommen unterhalb einer 

festen Schranke liegt oder wenn wenigstens naeh Annahme einer beliebig kleinen 

Zahl 8 > o sich stets eine Konstante  A finden l~sst, so dass ffir a > ~, [ t [ > i 

die Beziehung 

It(s)l<AItP 

�9 Ober das Konvergenzproblem der Dirichletschen Reihen,, Rendiconti del Oircolo Mate- 
matico di Palermo, Bd. 28, 1909, S. 113--151. Vergl. auch die ausftihrliche Darstellung in Herrn 
LAI~DAU'S ~Handbuch der Lehre yon der Verteilung der Primzahlen~, Bd. II, S. 838--861. 

e Vergl. besonders die Arbeit yon I-Ierrn LI~DP, LOF: ~Quelques remarques sur la croissance 
de la fonetion ~(s)* (Bulletin des Sciences math~matiques, Ser. 2, Bd. 32, Teil 1, 1908; S. 341--356) 
sowie die ausftihrliche Darstellung in dem soeben zitierten *Handbuch~, Bd. II, S. 849--853. 

~Ober die Summabilit~t Dirichletscher Reihen~, Iqachrichten der K6niglichen Gesellschaft 
der Wissenschaften zu G0ttingen, mathematisch-physikalische Klasse, Jahrgang 1909, 8. 247--262. 
Vergl. auch die zitierte Habilitationsschrift, 8. ~9036. 
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gilt, ergibt sich unter der obigen Voraussetzung fiber an die Konvergenz unserer 

Reihe ffir 9~(s)>~; diese unmittelbare Folgerung aus Satz I hat te  ich fibrigens 

schon in der zitierten Arbeit besonders betont.  

Nun l~sst sieh vermuten, dass ebenso wie z. B. das formal gebildete Produkt  

zweier ffir 9~ (s) > ~0 konvergenten Dirichletschen Reihen dort  zwar nicht notwendig 

konvergiert, aber doch stets summabel yon der ersten Ordnung ist, aueh unter  

den Voraussetzungen yon Satz I und unter der Annahme b < i  die Reihe stets 

in der ganzen Halbebene 9~ (s )>  ~ wenigstens summabel yon der ersten Ordnung \ 
ist; einen solchen Satz hat  Herr  M. RI~.sz s ohne Beweis in einer kurzen Note 

in den Comptes rendus ausgesproehen, auf die ich noch zuriickkommen werde. 

Im Folgenden soll dieser Satz in einer im Vergleich zu 8atz I etwas al]gemeineren 
Fassung bewiesen werden: 

I I .  Es  8el die dutch die Reihe ](8) in ihrem Konvergenzgebiet dargesteUte 

Funk t ion  ]iir a > ~ reguldr, und es existiere eine Konstante ,4, so dass [i~r a > ~, I t [ > x 

die Beziehung 

< a Itl 

gilt. Dann  ist die Reihe ](s)  /i~r a > ~ wenigstens summabel  yon der ersten Ordnu~g. 

Der aufgestellte 8atz l~sst sich nun aber noch wesentlich verallgemeinern. 

Ebenso wie man eine Reihe ~,  an summabel yon gensu der ersten Ordnung mit 

der 8umme S nennt, wenn bei ganzem z zwar nicht die Definition der Konvergenz 

8 

lira ~ a ~ = l i m s ~ S  

erffillt ist, aber doch der Grenzwert 

z I 
lira ~ 2 s n  ~ lira xS~' 

n - - I  

existiert, so kann man die 8ummenbildung fortsetzen: 

s n = S ~  )~=at + a2 + . . - +  an, S ' , = s l  + s2 + - " +  sn, S"n---- S~1 + Sr~ + ' " +  Sfn, " ,  

,Q{r--I ) S~ r~ = S~r-l~ + S~-]~ + . . .  + ~n , 

und eine Reihe summabel yon genau der r. Ordnung nennen, wenn zwar nicht 

die Grenzwerte 

8 ~Sur les s~ries de Dirichlet~,  Comptes  r endus  de l 'Acad~mie des Sciences, Par is ,  21. J u n i  
1909, Bd. 148, 8. 1658--1660. 
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~ r  �9 ,~x'q(r--l} 

lira 8,,, lira - -  . . ,  lira ( r - -  I)~ 
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wohl aber  der  Grenzwert  

! ,~ ( r )  
lira r .  ~___~ 
a ~  co X r 

~ S  

ex is t i e r t ;  da raus  folgt  dann,  wie leieht  zu beweisen ist, dass die Reihe  auch yon  

dvr Ordnung  r + I ,  r + 2 . . . .  mi~ derselben Summe S summabel  ist. Summabilit~tt 

0. Ordnung  ist g le ichbedeutend  mi t  Konvergenz .  Dass dieser zuers t  von  CES.~RO 

eingefi ihr te  Begriff ,  9 der  sieh in der  modernen  Analysis  als sehr  f ruch tb r ingend  

erwivsen hat ,  auch  f f r  die Theor ie  der  Dir ichletsvhen Reihen  yon  grosser Bedeu-  

tung  ist, ha t  nament l ivh  H e r r  BOHR gezeigt, indem er vine umfassendv Summabi-  

lit~itstheoriv der  Dir iehletschen Reihen  aufgestel l t  und  in der  schon z i t ier ten  

Habil i ta t ionsschrifb im Zusammenhang  dargelegt  hat .  Ebenso  wie das Konvergenz-  

gebiet  einvr Dir iehletschen Reihe  s te ts  vine Ha lbebene  ist, in dem Sinne, dass 

fiir a > )~o Konvergenz ,  fiir a < ~0 Divergenz  s ta t t f indvt ,  ~o so gibt  es auch  allgemein 

a n  fiir jedes r vine K o n s t a n t e  2~, so dass, wenn ~ = ~  gesetz t  wird, die Reihe  fiir 

a > ~ wenigstens summabel  yon  der r. Ordnung,  dagegen in jeden  P u n k t  der  Halb-  

ebene a < Zr nu r  yon  hSherer  Ordnung  summabel  oder  i ibe rhaup t  n icht  summabel  

ist. He r r  BOHR ha t  ferner  bewiesen, dass die Brei te  des Streifens dvr Summabilit~it 

yon  genau der  r. Ordnung  hSchstens i ist, ~ d. h. dass fiir ]edes r =  i ,  2 , . . .  

s te ts  I > Z r - l - - 2 ~  ist, und  h a t  wel ter  gezeigt, dass fiir jedes r =  i ,  2 , . . .  die 

Differenz ~ r - 1 ~ 2 ~ > 2 r - - 2 ~ + 1  ist, d. h. dass die Bre i te  der  Summabi l i t~ tss t re i fen ,  

wenn  m a n  yon  revhts  navh links geht,  niemals zunimmt .  Die L~ sind also vine 

Herr HOLWR hat einen ~thnlichen Begriff dutch fortgesetzte Mittelwertbildung: 

, 81 + 8~ + "" �9 + 8n  ,, 8rl + 8t2 + "" �9 + 8 ' n  {r) 8~r- - l )  + 8(f-- l}  + - . .  + 8(n r - l )  
~ 8~ ~ 8 n  n n ~ ' " " ~ 8 n  n 

eingeftihrt; in einer Arbeit in den Mathematischen Annalen (,,Die Identitat des Ces~roschen 
und H01derschen Grenzwertes,, Bd. 67, 1909, S. 110--125) habe ich gezeigt, dass diese Begriffe 
identisch sind, d. h. dass ftir jede beliebige Gr0ssenfolge an und for jedes r die Grenzwerte 

lira s{z r} und lira rI S(ff ) entweder zugleich existieren und denselben Wert haben oder beide 
a~uoo x~oo 05 r 

nicht existieren. 
lo 2~attlrlich kann die Dirichletsche Reihe auch tiberall konvergieren oder nirgends kon- 

vergieren; dann ist eben 2o------~ bezw. 2~ ~ + ~ .  
n Die erste Publikation geschieht in der Arbeit: ~,Sur la s6rie de Dirichlet~,, Cemptes rendus 

de l'Aead6mie des Sciences, Paris, 11. 3anuar 1909, Bd. 148, S. 75--80. 
A c t a  m a t h e m a t i c a .  35. Imprim6 le 12 mars  1912. 46 
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Folge yon  Zahlen, die bei wachsendem r niemals zunehmen,  und  fiir die die Un- 

gleichungen bestehen:  

z > t0  - -  1 ,  > ) , ,  - -  ),~ > t~  - -  )~. > . . .  > o .  

Is t  also einmal nicht  i t-1 > 1~, sondern )~-1 ~ 2,, so haben aueh alle folgenden 

Zahlen i t+l ,  ~+9 . , . . .  denselben Wef t .  Natiir l ieh kSnnen sogar s~mtliehe Zahlen 

~r yon  r ~ o an  zusammenfal len;  dies ist z. B. stets dann  der  Fall,  wenn die 

Reihe in der ganzen Ebene konvergiert ,  so dass 2o ---- 21 . . . . . .  ~ ist, oder wenn 

auf  der  im Endl iehen gelegenen Konvergenzgeradcn a ~- )~0 oder in beliebiger N~he 

derselben ein singulhrer P u n k t  der  du tch  die Reihe dargestel l ten analyt iseben 

Funk t ion  ]iegt. Wird der stets  vorhandene  lim ~ ~ t /  gesetzt, wo die Zahl .4, 

wenn die Reihe i iberhaupt  ein Konvergenzgebiet  besitzt, entweder  endlich oder 

- -co  ist, so wird im Falle eines endliehen .4 < it o die in der Konvergenzhalbe-  

bene a > it 0 dureh  die Reihe dargestell te analyt ische Funk t ion  du tch  die Summa- 

bil i t~tswerte bis zur Geraden a ~  l /  fortgesetzt,  d. h. die Fu n k t i o n  ist in der  

ganzen Halbebene a > .4 regular. Im Falle `4 ~ -  r162 ergibt sich, dass die dureh 

die R eihe in der Konvergenzhalbebene dargestell te Funk t ion  eine ganze transzen- 

den te  Funk t i on  ist; dies ist z. B. fiir die Funk t ion  

( - - z ) - + ~  

(z  - -  ~ - ' )  ~ (8 )  - -  n" 

der Fall,  obwohl  die Reihe reehts  nur  fiir a > o konvergiert .  

Was nun  das den Gegenstand dieser Arbeit bildende Problem anbetr i f f t ,  so 

ha t  Her r  BOHR ohne grSssere Sehwierigkeiten in der zitierten Habi l i ta t ionsschrif t  

den folgenden Satz beweisen kSnnen:  

Es sei die Reihe /(s) fiir a > t~ summabel  yon  der r. Ordnung und  fiir a > l 

absolut  konvergent ,  wo 1 > L~ ist. Dann  l~isst sich nach Annahme einer beliebig 

kleinen Zahl e > o eine Kons t an t e  A so angeben, dass fiir jedes a des Interval ls  

tr  + ~ <__ a < 1 + e nebst  jedem ] t I ----> z die Beziehung 

(1) 

gilt. 

�9 l - - a + e  

I 1(~) I < A I t l ~r+'~ ~-~---; 

Der Exponen t  auf  der reehten Seite n immt  also im In te rva l /~ r  + �9 ~ a__< l + 

yon  r + i bis o ab. Was nun  die Umkehrung  des Problems anbetr i f f t ,  so werde 

ieh f i i r r  > z die folgenden beiden S~itze beweisen, yon  denen der  erste eine Verall- 

gemeinerung yon Satz II ,  der  zweite eine Verallgemeinerung yon  Satz I dars te l l t :  
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111. Es  sei die durch die Reihe [ (s) in ihrem Konvergenz.qebiete dargestellte 

Funktion [iir r ~ ~ reguldir, we ~ < 2r-1 ist, und e~ exi~tiere eine Kon~tante A,  so 

dass ]i~r a > ~? , Itl___> z 

(2) I I (s) l  < A  I l" 

ist. Dann ist die Reihe /(s) ]iir alle a > 7, welche zugleich > ~,-1 - -  I sind, summabel 
yon der r. Ordnunq. 

I V .  Wenn die Funkt ion ](s) ]iir a>~ 7 reguldir ist, we ~ < 2 r - x  ist, und wenn 
]i~r alle a >~, ] t l > z  

II(s) l < A I 1,+ k 

ist, we k irgend eine Konstante => o bedeutet, so ist die Reihe [(s) /iir alle a > ~ +z q_ k:k2"-l, 

welche zugleich > Z , - 1 -  z sind, summabel yon der r. Ordnung. 
Der  Satz  I I I  ist  als Spezialfall  k = o in IV en tha l t en ;  fiir k ~ - i  n i m m t  die 

in IV auf t re$ende  K o n s t a n t e  ~ + k2,_1 den Wer$ ~ + 2,-1 an, welcher  den Mittel-  
I + k  2 

punk~ des In terval l s  yon ~ bis 2,_1 darstel i t ,  und  ffir k = ~ n i h e r t  sie sich zu- 

nehmend der  Grenze ~,_~. Die Einschr / inkung a > 2,-x - -  x in beiden S~tzen 

ist an sich ganz selbstverst / indlich,  da ja die Bre i te  eines jeden Summabil i t~ts-  

streifens h6chstens  i betr/igt,  also die Reihe /(s) gewiss fiir kein s, dessert reeller 

Tell < ~ _ 1 - - I  is~, summabel  yon  der r. Ordnung  sein kann.  U n te r  den Voraus-  

se tzungen yon  Satz I I I  z. B. ist also en tweder  die Reihe  / ( s ) i n  der  ganzen 

Ha lbebene  a > ~ summabel  yon  der r. Ordnung,  d. h. ~ < ~, was im FaUe ~2 > ~ - ~ -  r 

e int r i t t ,  oder  es ist  ~, = 2 ~ _ ~ -  z, was in dem d u t c h  meine Beweisf i ihrung nieht  

ausgeschlossenen :Fall ~ ~ < ~_~ - -  r e intr i t t .  Im le tz te ren  Fal le  miissten alle Sum- 

1~ In der  schon zi t ier ten Abhandlung hat  Her r  M. RIEsz ohne Beweis  e inen Satz ausge- 
sprochen, der  meinem Satze I I I  ungefithr entspr icht  und den fo lgenden Wort lau t  hat :  

Lorsque la fonction ddfinio dans une port ion du plan par la sdrie convergente  

f(s) = ~.~ an n - =  

est rdguli~re aux points  du demi-plan 9~(s)>e et y satisfait ~ la condit ion 

lira f(s) 
(3) I , I -  = i ~  = o, 

uni formdmoat  avec Is i, la sdrie Zan n--s est sommablo par  los moyennes  ar i thmdt iques  d 'ordro 
k' (k' d6signant un nombre  quelconque > k) en tout point  de la droite ~(s) = c et du demi-plan 
~(s) > c. La sommabili t6 est uni forme en toute bande du domailae ~ ( s ) > c  qui est parallble 
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mabi]it~itsstreifen yon ~o'" .~t~ ab bis zu ~-1"-.;t~ ihre Maximalbreite i haben. Nur 
im Satze II, d. h. fiir den speziellen Wert r = i ,  ist die entsprechende Einschr~n- 
kung nicht notwendig, da dann im Beweise gewisse Glieder gar nieht erst auf- 
treten, zu deren Behandlung ich im allgemeinen Falle (Satz III und IV) die 
Annahme nieht entbehren kann, dass der reelle Punkt 7; in welehem die Sum- 
mabilit~t r. Ordnung nachgewiesen werden soll, yon der Summabilit~itsabseisse 
( r -  1). Ordnung einen geringeren Abstand als 1 hat. is Ieh ffige noch hinzu, dass 
beide S~itze natiirlich auch dann richtig bleiben, wenn ~.r-1 nicht die genaue 
Grenzabseisse der Summabilit~it ( r - - I ) .  Ordnung, sondern nur irgend eine Zahl 
bedeutet, welehe die Eigensehaft hat, dass die Reihe fiir jede grSssere Abscisse 
summabel yon mindestens der ( r - - i ) .  Ordnung ist. 

Was nun den Satz IV anbetrifft, so hat sich zuerst Herr BOHR ~ damit be- 
sch~ftigt, meinen Satz I auf die Summabilit~tstheorie der Dirichletsehen Reihen 
zu iibertragen. Da er sich aber nur das Ziel steekt, nach gewissen Reihenum- 
formungen den Satz I anzuwenden, so erh~lt er den Satz IV nur mit einer sehr 
wesentliehen Einschr~inkung, die z. B. nicht gestattet, den Satz III daraus abzu- 
leiten; in der Tat kann, da Herr BOHR auf neue funktionentheoretische Ent- 

l ' axe  r4el. 
Da die Annahme  (3) ftir k > o v o n d e r  Bedingung 

lira f ( s )  _ ~, (gleichmttssig ffir alle a ~_~ c) (4) i tt- |  i -~-  v 

nur  formal verschieden  ist, so ist in diesem Satze genau mein Sa~z I I I  enthal ten.  Aus (2)folgt 
nttmlich nach dem oben zi t ier ten PnRAGM~-LINDEZ,0F'schen Satze, dass, w e n n ,  eine beliebig 
kleine Zahl > o ist, die Bedingung (4) gleichm~ssig ffir alle a ~  + ~ = e gilt, wenn nur  der  
Exponen t  k < r der  Zahl r h inre ichend nahe liegt. Die Reihe  f ( s )  ist daher,  wenn (2) voraus- 
gesetzt  wird, nach dem RIEsz'schen Satze in der  Halbebene  a_>_ T +4 und also auch in der Halb- 
ebene o > ~ summabel  yon d e r r .  Ordnung, und der  RlzSZ'sche Satz besagt sogar etwas m e h r  
als mein Satz I I I ,  da eben durch seinen Wort lau t  die M0glichkeit,  dass ~ < ~lr-1 - -  I sein kann, 
yon vonhere in  ausgeschlossen wird. Her r  Rzzsz hat  mir  mitgetei l t ,  wie ich mi t  seiner  Zustim- 
mung hier  erw~hne,  dass er demn~tchst in zwei auf e inander  folgenden Noten zuerst  e inen 
a l lgemeinen  Grenzwer tsa tz  und sodann, darauf gest~'itzt, se inen oben mi tge te i l ten  Satz beweisen 
werde. Aus diesem Brief ersehe ich, dass die Beweisf~ihrung yon Her rn  RIESZ, fiber die er an 
der  z i t ie r ten  Stelle na r  e ine  kurzo und sehr  a l lgemeino Andeutung macht,  yon den in der  vor- 
l iegenden Abhandlung gegebenen Entwicklungen verschieden ist, da ein anderer  Integrat ions- 
faktor benutz t  wird;  f iberhaupt  scheint  das im Satze I behande l te  Problem, das dann in 
dem a l lgemeinen  Satze IV, der I I  und I I I  als Spezialf~tlle enth~lt, wei te r  verfolgt  wird  und den 
Ausgangspunkt  der  vor l iegenden Abhandlung bildet, n icht  in der  Richtung der RIEsz'schen 
Gedankenanordnung zu liegen. Ubrigens soll in den versprochenen  Abhandlungen das Ent- 
sprechende auch ffir den auf n icht  ganzzahliges r ve ra l lgemeiner ten  Summabilit~ttsbegriff be- 
wiesen werden,  yon dem ja schon in dem oben zi t ier ten RzEsz'schen Satze die Rede ist. 

is Vergl. indessen den Schlussparagraphen 5. 
~' Vergl. die in Anmerkung  7 zi t ier te  Arbei t  sowie die in Anmerkung  2 zi t ier te  Habil i ta :  

t ionsschrift .  
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wieklungen verziehtet, sein Resul ta t  in funktionentheoretisehem Sinne nieht tiefer 
liegen als der Satz I. Indessen hat auch das yon Herrn  BOHR erzielte Resul ta t  

ihm gestattet ,  eine sehr wiehtige spezielle Folgerung daraus abzuleiten, die den 

innigen Zusammenhang zwischen den SummabilitKtseigensehaften der Reihe ](s) 
und dem analytisehen Verhalten der Funkt ion /(s) ins hellste Lieht stellt. Indem 

ich diese Folgerung nunmehr ans ta t t  an IV lieber an den einfaeheren Satz I I I  

ankniipfe, definiere ich mit tIerrn BOHR neben der Konstanten _ / /=  ]im 2r, der 
$ ' ~ c o  

Abseisse der Summabilitiitsgrenzgeraden, in ~ihnlicher Weise mittelst  eines Dv.D~- 

XIND'sehen Sehnittes eine Konstante  M folgendermassen: Is t  e eine beliebig kleine 

Zahl > o, so sell die Funkt ion ](s) in der Halbebene a > M + e  regul~tr sein, und 

es sollen sich stets zwei Konstanten  K und A angeben lassen, so dass ffir 

M Itl>_  

(5) 11(8) 1 < A It l  

jeder Halbebene ~ _ M - - e  die Funkt ion entweder nieht mehr ist, wiihrend in 

regular bleibt oder doch nieht mehr dieser Bedingung geniigt. Nun fiihrt die 

Annahme _4 < M zu einem Widerspruch. Denn wenn z / <  N < M bei endlichem 

N ist, so wgre naeh dem Satz mit der Formel (I) fiir al]e a > N ,  ] t ] > I  bei hin- 

reiehend grossem K die Ungleiehung (5) erfiillt, weil wegen N > / / d i e  Reihe / ( s )  

sogar noeh in einem gewissen Intervall  links yon N summabel ist; dies steht aber 

im Gegensatz zum zweiten Teil der Definition yon M,  da ja N < M ist. Anderer- 

seits fiihrt aueh die Annahme _//>iT/ zu einem Widersprueh; denn wenn 

/ [ /<  N < -// bei endliehem N ist, so wiire wegen N > M nach dem ersten Teil 

der Definition yon M die Beziehung (5) fiir alle a > N ,  I t l > i  erfiillbar; nimmt 

man in dieser K-----r ganzzah]ig an und w~hlt r so gross, dass ;~r_l--_//< i 

ist, was wegen lim Zr~_// mSglieh ist, so wfirde naeh dem Satze I I I  folgen, dass 

die Reihe /(8) entweder fiir a > N oder fiir a > L r - 1 -  i summabel v o n d e r  r. 

Ordnung ist. Da abet  diese beiden Zahlen < ~/ sind, so wiire die Reihe ](s) im 

Widersprueh zu der Definition von 1/ noeh in einem gewissen lntervall  links yon 

J /  summierbar. Es bleibt daher nut  _/1 = M i~brig, d. h. in nicht ganz pr~tziser 

Ausdrueksweise: die Reihe )~(s) ist stets so welt und nur so welt summierbar, als 

die dureh sie dargestellte Funkt ion regular bleibt und in Bezug auf die Ordinate 

hSchstens von endlicher GrSssenordnung unendlieh wird. Damit  ist derjenige 

Satz fiir die Summabilitiitsgrenzgerade festgestellt, dessen Analogon sich fiir die 

Konvergenzgerade als unriehtig erwies. Ieh erw~hne noch, dass Herr  BOHR an 

BeisPielen gezeigt hat, dass alle denkbaren F~lle vorkommen k~innen: Besitzt die 

Reihe /(s) i iberhaupt ein Konvergenzgebiet,  so ist sie entweder in der ganzen 
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Ebene summabel, und es ist die dargestellte ganze transzendente Funkt ion in der 

ganzen Ebene nur yon endlieher GrSssenordnung in Bezug auf die Ordinate, oder 

es existiert eine im Endlichen gelegene vertikale Gerade, welehe einerseits die 

Summabilit~tsgrenzgerade ist und andererseits funktionentheoretiseh die folgenden 

Eigenschaften besitzt: Entweder  enthMt sie selbst einen singul~iren Punkt  der Funk- 

tion oder singul~ire Punkte  in beliebiger N~he, oder ~lie Funkt ion ist noch in einer 

Halbebene fiber diese Grenzgerade hinaus regular, h6rt aber auf der Grenzgeraden 

auf, in dem bei der Definition yon /V/ angegebenen Sinne in Bezug auf die Ordi- 

nate  yon endlicher GrSssenordnung zu sein. 

Ffir diesen letzten Fall hat ferner Herr  BonB, ~ an bekannte funktionentheo- 

retische Untersuchungen anknfipfend, nachgewiesen, dass die Funktion / (s) in 
dem beliebig schmalen vertikalen Streifen /V/-- e < a < _71//+ e (e > o) jeden reellen 

oder komplexen Wert  annimmt, mit Ausnahme yon hSehstens einem einzigen 

Werte. 
Zu den S~tzen I I I  und IV zurfickkehrend, definiere ieh nunmehr neben 

dcr Folge der Summabilit~tsabscissen )~ eine weitere Folge yon GrSssen ~ 

(r ~ o, I, 2 . . . .  ) folgendermassen: Es soll die Funktion ](s) in der Halbebene a > t~ 

regular sein, und es soil sich, wenn ~ und e irgend zwei beliebig kleine Zahlen 

> o  sind, stets eine Konstante A----A(~;~) so bestimmen lassen, dass fiir alle 

(6) I / (s) l < A It I 

ist; dagegen soll in jeder Halbebene a > ~  - -  ~ die Funktion entweder nicht mehr 

fiberall regular sein, oder es soll doeh im Gebiet a > ,~r - -  e, I t I ~ I nieht mehr 

ffir beliebig kleines $ > 0 die obige Ungleichung erffillbar sein. ~r ist also als die 

kleinste Zahl der angegebenen Eigenschaften definiert. Der Beweis, dass eine solche 

Konstante  in~mer existiert, sobald die Reihe iiberhaupt ein Konvergenzgebiet 

besitzt, l~sst sieh leicht mit Hilfe der bekannten Gedankenanordnung des DED~.- 

KI~D'sehen Sehnittes ffihren, indem man zur zweiten Klasse alle reellen Zahlen a~ 

mit der Eigenschaft rechnet, dass die Funktion /(s) ffir a~g~  regular ist und 

dass nach Annahme einer beliebig kleinen Zahl $ > o sich immer eine Konstante  

A ~ A (a I ; ~) bestimmen l~sst, fiir welcbe im Gebiet a ~ a~, I t I ~ z 

I1( )1 <A I t l  

~6 ~(~ber die Summabilitatsgrenzgerade der Dirichle~schen Reihem~, Sitzungsberichte der 
kaiserl. Akademie der Wissenschaften in Wien, mathem, naturw.-Klasse, Bd. 119, Abteil. II a, 
1910, S. 1391--1397. 
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wird, w~hrend die erste Klasse alle reellen Zahlen a~ umfassen soll, die nieht 

diese Eigensehaft besitzen 1~. Aus der angegebenen Definition folgt, dass im Falle 

r ---- z, 2 . . . .  bei beliebig kleinem e > o im Gebiet a > ~t~ + ~, [ t ] > z sogar 

( 7 )  II(s)l<A I t l "  

wird; setzt man ngmlich die Ungleichung (6) z. B. fiir das Gebiet a >~t,  + ~ ,  I tl > 

an, so liefert der schon mehrfaeh zitierte PHR~G~-LI~D~L6r ' s ehe  Satz fiir das 

Gebiet a > ~ t , . + e ,  [ t [ > ~  die Beziehung (7), wenn nur die in (6) vorkommende 

GrSsse ~ hinreichend klein angenommen wird. Ich bemerke jedoch ausdriicklich, 

dass dies nieht mehr fiir r = o gilt. Aus der Definition fo]gt ferner unmittelbar,  

class die  ~r ebenso wie die ),, mi t  wachsendem r n iemals  zunehmen ,  und es folgt aus 

dem PHRAG~c-L~cD~56~'sehen Satze, wie ich in ~ x leicht werde naehweisen 

Minnen, dass /iir r ~ z ,  2 . . . .  auch die D i / # r e n z e n  Hr-1 ~ ~ ,  n iemals  zunehmen ,  so 
dass also 

- -  > - -  _-> - -  > . . .  > o 

ist. Die u ,  geniigen also genau denselben Ungleiehheitsbedingungen wie die 

Gr6ssenfolge ~r, nur dass fiir die ~r noch die eine Ungleiehung z__>~o--~ hinzu- 

tritt.  ~7 Ferner folgt unmittelbar aus der Definition der ~t~, dass lira/~,--~ M ist, 
i r 

wo M die oben definierte Konstan~e bedeutet ,  also auch ~ /  ist: die beiden 

Gr6ssen/olgen ~r und  ~t, haben /iir r ~ ~ stets denselben Grenzwert.  Wel ter  ist  /iir 

r ~ o ,  z . . . .  die Grdsse ~r~/~r+l; w~ire n~mlieh einmal ~ ,<  tit+l, so wiirde wegen 

~r +/~r+l > ~r naeh der Formel (z) fiir alle a__> Le + ~+1, [ t [ __> ~ die Beziehung 
2 2 

II( )l < A ItJ T M  

16 Es b le ib t  nat f i r l ich  m~glich,  dass Z a h l e n  d e r  e r s t en  Klasse n i c h t  ex i s t i e ren ,  d. h. dass 
schon  ffir ein end l iches  r die K o n s t a n t e  /~r -------~ wird. Dies i s t  aber ,  wie  man  l e i ch t  s i e h t  
n u r  d a n n  de r  Fall, w e n n  die R e i h e  in de r  ganzen  E b e n e  k o n v e r g i e r t  und  also auch  in  de r  
ganzen  E b e n e  absolut  konve rg i e r t ;  d a n n  h a b e n  al le  Z a h l e n  ,it wie  /~r yon r----o an  den  W e f t  

~ ,  so dass die ganze  Summabi l i t i i t s theor i e  gegens tands los  wird.  Es e rg ib t  s ich n a m l i c h  aus 
d e r  Tatsache,  dass die  # r m i t  w a c h s e n d e m  r n i ema l s  z u n e h m e n  und  aus  den  in  de r  Folge 
zu e n t w i c k e l n d e n  U n g l e i c h u n g e n  go --/~1 > #1 - -  g~ > ll2 - -  #3 > . . .  > p r - -1 - - /~ r ,  dass  im Fal le  
p r = - - o r  auch  p r - 1  ~ - r  u n d  schl iess l ich  /~ ~ - - o r  wird;  h i e r aus  abe r  folgt  wegen  ,tl <~_~/~1 
wei ter ,  dass auch  ).l ---- - -  ~ wird,  und  wegen  o < ~o--  21 ~ I,  dass schon  "~o ---- - -  zr ist, womi t  
die K o n v e r g e n z  der  Re ihe  f(s) in  de r  g a n z e n  E b e n e  n a c h g e w i e s e n  ist. 

I ch  b e m e r k e  fe rner ,  dass die Bed ingung  ( 6 ) a u f  der Geraden a ~ gr selbst n i c h t  e inma l  
fiir al le  h i n r e i c h e n d  grossen  I l l  erf t i l l t  zu se in  b rauch t ,  da ja z. B. auf  d ieser  u n e n d l i c h  vie le  
singul~tre P u n k t e  der  F u n k t i o n  f ( s )  l iegen kt innen,  die s ich im U n e n d l i c h e n  hi~ufen. 

17 Es ist  f e ine r ,  w e n n  I die Grenzabsc i s se  de r  abso lu ten  K o n v e r g e n z  beze ichne t ,  auch  
I ~>-/--~o, wie m an  m i t  wen igen  Zei ien  bewe i sen  kann,  abe r  n i c h t  e twa s te t s  1--~o~__> , lo- -~l .  
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bestehen, die wegen ~-i-/~r+l<?lr+l dem zweiten Teil der Definition von fir+ 1 
2 

widerspricht. Umgekehrt ergibt aich, dabs /i~r r = 1, 2 . . . .  die Gr58,e ~r h6chaens 

gleich der grSsseren der beiden Zahlen ~ und ~ - 1 -  i ist; setzt man n~mlich 
~ / ~ r +  *, so folgt aus der Beziehung (7) naeh dem Satz III ,  dass die Reihe / (8)  

fiir alle a > f t r +  E, welche zugleich > itr_l - -  i sind, summabel yon der r. Ordnung 
ist. Da nun , > o beliebig klein angenommen werden darf, so ergibt sich 

~ M a x .  (pr; i t~_l--I) .  Fiir r = 1 und r =  0 liefern die S~itze I I  bezw. I sogar 

~ , < f ~ ,  )~0<~t0. Setzt man endlich, um Satz IV anzuwenden, fiir irgend eine 

positive ganze Zahl /c die dort  auftretende Konstante  ~ = t ~ + k  + e, so gilt nach 

der Definition von ftr+k fiir a > ~, ] t I > I die Beziehung (7),, in d e r n u r  r + k 
s ta t t  r zu sehreiben ist, und der Satz IV ergibt, dass die Reihe /(s) fiir alle 

a > (.u~+k + ~) + k ~ - i  welehe zugleich > ~-1 - -  i sind, yon der r. Ordnung sum- 
I + k  

mabel ist. Also ist /iir r ~ i ,  2 , . . .  die Abscisse ~r =< Max. ~/t~+k!+ + k)~_lk - ;  ~ - 1 - - I ) ,  

we k irgend eine positive game Zahl bedeutet; hierin ist natiirlich fiir k =  o die 

aus dem Sa~ze II I  sieh ergebende Formel enthalten. TM 

Damit  ist eine Menge paralleler Eigensehaften und gegenseitiger Beziehungen 

zwisehen den Zahlen g~ und V~ bewiesen, we die )~ die charakteristisehen Ab- 

seissen fiir die Summabilitiitseigensehaften der Reihe, die ~t~ die charakteristischen 

Abscissen fiir die GrSssenordnung der Funkt ion in Bezug auf die Ordinate sind. 
Alle diese Resultate  beruhen nur auf der einen selbstverst~ndlichen Voraussetzung, 

dass die betraehtete Reihe iiberhaupt ein Konvergenzgebiet besitzt. Zum Vergleich 
ziehe ieh sehliesslich noeh diejenigen speziellen Diriehletsehen Reihen heran, die 

in der analytisehen Zahlentheorie im Mittelpunkt des Interesses stehen, ngmlieh 

die Reihe 

(~ - -  2 ~- ' )  ; (8)  = 
(-- . r )n+ l  

n s 
n- - I  

und allgomein die Reihen 

L(8) = ~ X (n) 
n ~ , 

n--1 

we g(n) irgend einen vom Haupteharakter  versehiedenen Charakter modulo k 

bedeutet;  diese letzteren Reihen bilden bekanntlich z. B. die Grundlage des klas- 

sischen DImCHL]:T'schen Beweises fiir den Satz, dass in jeder arithmetisehen 

18 Vergl. indessen  auch zu d iesen  Resul ta ten  den w 5. 
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Progression ky + l (y = I,  2 . . . .  ), we k und l teilerfremd sind, unendlich viele 

Primzahlen vorkommen. Ffir diese Reihen ist 

l ~ I ,  g o = O ,  g t ~ - - I  . . . .  , g r = - - r  . . . .  ; 

Ffir die Reihe 

i 3 i < u 0  <I , / - t  1 =  / t 2 ~ - - - , ' " ,  / ~ r = - - r +  I 
2 ~ -  ~ ~ 2  ~ 2 2 ' ' " "  

i I (8)  - -  

selbst fallen natfirlieh alle diese Zahlen in den einen Wer t  z zusammen. 

w 1. Methodische B emerkungen  und Hilfss~ttze. 

Den zweiten Teil dieser Arbeit, in welehem ieh im wesentliehen nur die 

S~tze II  bis IV zu beweisen haben werde, beginne ieh mit einer ~3bersieht fiber 

die hierbei anzuwendende Methode. Herr  LAI~DAU hatte  in der in Anmerkung 3 

zitierten Arbeit, in der zum ersten Mal ein Satz yon der Art des oben angegebenen 

Satzes I bewiesen wird, das Hilfsmittel der Verwendung gewisser Integrale, 

die in einem ganzen Intervall  des Parameters versehwinden, in der folgenden 

Weise benutzt.  Sind die beiden Zahlen c nnd O positiv und ist v eine ganze 

Zahl > 2, so ist bei Integration fiber die ganze vertikale Gerade a-----v 

(8) 
c+Fi0" /o ffir o < O =< i ,  

J ds=~ 2zi - v-1 
o_o, ((v---Ti: log o 0=>I. 

Hieraus folgt, wenn rein formal die unendliehe Integration mit der unendliehen 

Summation vertauseht  und unter x eine positive ganze Zahl verstanden wird: 

x'~/s(~s~-)ds H~a~ d s = i a "  a;lx) *ds ( v - -  1)! 
c--r c - - ~ i  n ~ l  n--1 e - - c z i '  n--1 

so dass also der Wert  des Integrals bei positivem c yon c unabh~ngig ist; bei 
negativem c unterscheidet er sich yon dem ausgereehneten Werte  nur um eine 

yon r und x unabh~ngige Konstante,  wie man unter geeigneten Voraussetzungen 
fiber die RegularitKt yon /(a) und fiber das Unendliehwerden yon [(s) auf verti- 

Acta mathemailca. 35. Imprim~ le 18 avril 1912. 47 
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kalen Geraden mittelst des (3AUCHY'schen Integralsatzes leicht beweisen kann. 

Kann man nun unter  Benutzung der eben erwghnten funktionentheoretischen 
Voraussetzungen fiber /(6) bei passender Wahl yon c naehweisen, dass das Integral 

links ffir x ~ co konvergiert, so folgt, dass aueh die endliche Summe rechts fiir 

x----~ konvergiert, woraus sieh dann elementar die Konvergenz der Reihe ~-/ 

ftir gewisse Werte yon 8 ableiten l~sst. Der Kern des Beweises besteht also 
erstens in dem Naehweis, dass das Integral links ftir x =  ~ konvergiert, und 
zweitens in dora Naehweis, dass jene Vertausehung von Summation und Integra- 
tion erlaubt ist; dies letztere ist um so wiehtiger, als man gerade in der Theorie 
der Diriehletschen Reihen dureh Vernaehlgssigung dieses Naehweises zu naehge- 
wiesenermassen falsehen Resultaten gelangt war. Die zu beiden Zweeken n~Stigen 
Absehi~tzungen aber beruhen ihrem Wesen naeh auf der ffir v > 2  gesieherten 
ab,oluten Konvergenz des Integrales (8), d. h. auf der Tatsache, dass der Aus- 

i 
druek ~ ffir v > 2  yon mindestens der zweiten Ordnung versehwindet, wenn , 

unendlieh gross wird. Dies ist der Grund, weshalb bei vielen Entwieklungen der 
analytisehen Zahlentheorie und aueh an der zitierten Stelle die Integrale (8)ver-  
wendet werden und nieht vielmehr das sehon bei RI~MA~ vorkommende Integral 

(9) 
*Tiim_~r~ ~ d s [o ffir o < 0  < i ,  
�9 "0_" ~ ~ i fiir 0 : i ,  

[2 ~ i  ffir 0 > I, 

welches formal die viol einfaehere Gleichung 

r  T i  e +  T i  

I lim x'/(')da= I ~ a n . l i m  / I  "ds=~a, ,+i  
2 ~ i r - ~ d  ~ 2 ~ i  8 2 a* 

liefert, aber eben nicht absolut konvergiert. Hier steht rechts abgesehen yon 

dora nicht stSrenden Summanden I am gerade der Ausdruck, dessen Verhalten fiir 
2 

x----- o0 untersucht  werden soll. Meine in Anmerkung 4 zitierte Arbeit, in welcher 
der Satz I bewiesen wird, beruht  nan auf dem Gedanken, die geschilderten 

Schwierigkeiten, welehe alle darin begriindet sind, dass in (9)der  Ausdruek i fiir 
8 

a ~ oo nur  yon der ersten Ordnung verschwindet, dadurch zu vermeiden, dass 
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ich das in dieser formalen Gleichung vorkommende T von vornherein als eine 

wohlbestimmte Funkt ion yon x definiere, die zugleich mit x unendlich wird, und 
also die beiden sueeessiven Grenziibergs T = oD, x = o~ dureh einen simultanen 

Grenziibergang x =  Qo, also aueh T----oo ersetzo; dadureh gelingt es, mit dem In- 

tegrale 
c +  T i  

x" /(s) ds 
8 

c - - T i  

aueh dann zum Ziel zu kommen, wenn zugelassen werden muss, dass die Integra- 

tionsgerade ~ = c auf der linken Seite der Konvergenzgeraden ~ =  ~,0 ]iegt. 

Die neuen Resultate der vorliegenden Arbeit beruhen nun darauf, dass ieh 

Integrale heranziehe, welehe die Vorziige der Integrale (8) und (9) in sieh verei- 
nigen; ich benutze ns anstat t  dieser Integrale 

c +  Ti 
/ !  /0" R(s) da, ( I O )  
r  

c-- T i  

I I 
we R 0 ) ,  das an die Stelle von~ ;  b e z w . -  tritt,  eine rationale Funkt ion yon 8 ist, 

8 
die im Punkte  s = o einen Pol yon genau der ersten Ordnung besitzt, aber den- 

noeh im Unendliehen von mindestens der zweiten Ordnung verschwindet; R(a) 

muss dann ausserdem noch andero Pole besitzen, die ieh ebenfalls v o n d e r  ersten 
Ordnung ansetze und der Eigenar~ des zu beweisenden Satzes entsprechend 

verteile. Dureh eine geeignete Festlegung der Po]e ls sich z. B. erreiehen, dass 

bei dem Beweise des sehr komplizierten Satzes IV keinerlei formale Sehwierig- 
keiten auftreten. 

Die eigentliohen Beweisentwieklungen beginne ieh mit einer Diskussion der 

Integrale (zo), indem ieh zuns zeige, dass sieh die zum Beweise yon (9) die- 

nenden und f i i r c  > o, T > o geltenden Absch~tzungen 

c+Ti 

~- ri T d s - -  2~vi ~ ~ i log O ~  fiir 0 > z, 

c+ T i  

oI-J - I = T l iog 0 1 1  o < 0 < i ,  

c +  T4 

I I 1_$2i s - -  i =  ~-  (fiir 0 ---- z) 
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in ~hnlicher Weise 19 zun~chst fiir die Funkt ion 

R(8)  = 
8 (8 + I ) . . .  (8 + r)' 

we r eine ganze Zahl > I ist, aufstellen lassen. Dureh dieselbe klassische Methode 

der Anwendung des CAvc~Y'sehen Integralsatzes erhalte ieh ns unter den 

Voraussetzungen c > o, T > o die folgenden Hilfsformeln: 

e +  T i  

(12) O'R(s)da--~.  I O! I = T  TM Ilog01 f i i r 0 > z ,  
C - -  

c+ Ti 

O" R(a) d8 II~ ~'1'~1 fiir o < 0 < I ,  (z3) 

( I 4 )  

c+ T i  

c 

Hieraus folgt natiirlieh unmittelbar durch den Grenziibergang T = 

e + T i  

~i2~ f o" R(8) 
e-- T i  

ds~ 7V., ( ~ - ~ j  ,ur ~_> ~, 

o fiir o < 0 / I .  

Beweis: Um zuns die Formel (12) zu beweisen, wende ich den 0AvcI~Y'- 

schen Integralsatz auf den Integranden O'R(s) und auf das Reehteck mit den 

Eeken e 4- Ti, -- A 4- Ti an, we A eino beliebig grosse positive Zahl > r sein sell. 

Dann ergibt sich 

(15) 

c +  T i  - - A - -  T i  - - A +  T i  c +  T i  

f O, R(s)ds= f O, R(s)d, + ;O'R(s)ds +/O'R(a)da + 2ziS, 
c - - T i  c - -  T i  - - A  "~-- T i  - - A +  T i  

we S die Summe der Residuen der Funktion 0 * R(8) in dem betrachteten Reehteck 

sein sell. Nun konvergiert das zweite Integral rechts fiir A = ~ gegen o, da der 

19 Ein ausf t ihr l icher  Beweis  dieser Formeln  f inder  sich z. B. in He r rn  LAI~DAU'S *Handbuch~ 
(vergl. Anmerkung  5), Bd. I, S. 342--346. 
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Integrand wegen 0 > I gleiehm~ssig auf dem vertikalen endliehen Integrationswege 

- - A  ~ T i . . . - - A  + T i  gegen o konvergiert; es ist n~mlieh fiir alle 8 dieses In- 

tegrationsweges 

I O ' R ( s ) ] =  8 ( 8 7 } - i ) : - . . ( s + r )  < ( A - - r )  "+x" 

Die beiden anderen Integrale auf der reehten Seite yon (I5)konvergieren ffir 

A = ~  sogar absolut; es ist n~mlieh z. B. fiir das erste Integral 

--A--Ti ,e 

O'R( s )  ds  < T r + l  f l  d a =  0 (0r < T r + 1 log 
r  - - A  

I 0 r 
T r +  1 ]og O' 

w~hrend das drit te Integral genau derselben Abseh~itzung geniigt. Was nun 

sehliesslieh den in (I5) vorkommenden Ausdruek S anbetrifft,  so ist, da der In- 

tegrand innerhalb des Integrationsgebietes die r + I Pole erster Ordnung s ~ o, 

8 = - -  1 . . . . .  8 ~ - -  r besitzt: 

0--1 0--2 
S = r ~  ( - - I ) ( + I ) . . . ( r - - I )  -I ( - - 2 ) ( - - I ) ( + I ) . . . ( r - - 2 )  

=r~( i - -  (:)~-1+ (:) 0-2 . . . .  +(--i)r(;)O -r) 

r! I 

�9 . 4 - - r ( - - r + I ) . . . ( - - I )  

Tr~gt man alle erhaltenen Resultate in die Formel (I5) ein, so ergibt sieh die 

Behauptung (i2). 

Ganz analog verl~uft der Beweis ffir den Fall 0 < I .  Wendet man den 

CAUCHY'sehen Satz auf das Reehteck mit den Eeken c 4 - T i ,  A 4- T i  an, in 

welchem der Integrand durchweg regulgr ist, so ergibt sich 

e +  T i  A - -  T i  A + T I  c+  T i  

/O,R(s)ds=/O,R(8)ds + ;O,R(s)dr + (O,R(s)ds. 
v --  T i  e - -  T i  A '~ T i  A ~ - T i  

Auch hier ist fiir alle 8 auf dem Integrationswege des mittleren Integrals 

I I [o"R(8)[= 8(8+~)._.(8+r) < A r + l '  
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w a s  wegen o < O< I ffir A = oo gegen o konvergiert, und es ist fiir das erste 

Integral rechts 

A-- Ti A 

O" R(s )ds  < Oada= T ~+x-  log O(O~-O'a)< T~+~llogOl' 
C ~  C 

wiihrend fiir das drit te Integral reehts genau dieselbe AbschKtzung gilt. Damit 

ist auch die Formel (I3) bewiesen. 

Um schliesslich (I4) nachzuweisen, wende ich den CAvcHY'schen Satz auf 

den lntegranden R(s) und auf das Gebiet an, welches einerseits yon tier geraden 

Linie c -  T i . . .  e + T i ,  andererseits yon dem fiber dieser Strecke als Durchmesser 

naeh rechts beschriebenen Halbkreis K begrenzt wird, dessen Bggenli~nge ~ T  ist. 

Da der Integrand in diosem Gebiet durchweg reguli~r ist, so ergibt sich, wenn 

der Halbkreis yon c -  T i  bis c + T i  durehlaufen wird: 

r  

R(s) ds = R(s) ds = s ( s + i i . _ . ( s + r )  < z T . ~ ; ~ i - - T , ,  
r 

womit aueh (14) bewiesen ist. 

Die entsprechenden Formeln fiir die Funkt ion 

R(s )  I i = --i 
s s - - i  s ( s - - i )  

brauche ich nioht mehr besonders zu beweisen, um nicht die soeben entwickelten 

Rechnungen ffir den Spezialfall r = i mit geringen Abiinderungen zu wiederholen. 

Es ergibt sich unter den Voraussetzungen c > o, T > 2: 

( /6) 

c +  T i  

O " R ( s ) d s - - 2 ~ r i ( i - - O q  < Ilog OI 
c ~  T i  

c+ T i  

O" R (s) d s < [ log O [ fiir o < 0 < ~, 

e - -  T i  

r  T i  

~ (s) ds <= -~ -  f a r  (o = ~). 

c - -  " 

ffir ,9 > I ,  

Schliesslich brauche ioh noch eine Transformation der Formeln (II). Ffihrt  

man ans ta t t  der Variablen s die Variable s -  r e i n ,  so ergibt sich 
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e + Y i  e + r + Y l  

d s = O -  ds .  

c - - T i  c+r--  Ti ,  

Aus (11) ergibt sich daher fiir c > - - r ,  also umsomehr fiir c > o  die folgende 
Absch~tzung, in der natiirlieh T > o angenommen werden muss: 

(17) 

c+ T i  

c+Ti 

c 

2 0 r 
d a ~  2 ~ i O  -~ -----< T[ log  O ~  ffir O >  I ,  

2 0 c 
ds  --<---T]logO] fiir o < 0 < I .  

Die entsprechende Formel ffir O ~ I wird nieht angewendet werden. 

Um den Gang der Entwieklungen in den eigentlichen Beweisen der S/itze I I  

bis IV nieht unterbrechen zu miissen, fiihre ich bier noeh den in der Einleitung 
oft zitierten PHRAGM~.z~-LII~DEL61:schen Satz in der f/Jr unsere Anwendungen ge- 
eignetsten Form an: 

Es sei eine beliebige analytisehe Funktion F(s)  in dem Streifen a~ <a_<  a~ 
regul~ir, und es sei fiir a-----a~, It I_>_i 

IF(8)I <A, Itl k 

sowie fiir a = a 2 nebst  beliebigem I 

sehliesslieh sei im Gebiet al < a  < as, ] t I > i 

IF(8)l<a3 Itl K. 

Hierbei sind b, K sowie A1, A~, A~ beliebige positive Konstanten.  Dann existiert 

eine Konstante  A~, so dass im Gebiet a I <__ a ~ a~, I t ] ~ 1 

ist. 
Der Exponent auf der rechten Seite der erhaltenen Abseh~tzung nimmt 

also im Intervall a ~ a ~ a 2  linear yon k bis o ab. Ein ausfiihrlioher Beweis 

dieses Satzes in genau der angegebenen Form finder sieh an der in Anmerkung 

6 zitierten Stelle yon Herrn LANDAU'S: ~>Handbueh der Lehre yon der Verteilung 
der Primzahlem>. 
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Als ers te  Anwendung  hole ieh den in der  Ein le i tung  i ibergangenen Beweis 

naeh,  dass fiir die do r t  def in ier ten  K o n s t a n t e n  pr, die nach  Defini t ion mi t  waeh- 

sendem r niemals zunehmen,  die Beziehung # 0 - -  ~h > ~ ~ tq > P 2 - -  ~t~ > . . .  gilt, 

d. h. dass al lgemein p ~ - t - -  t i~> p r - -  ~ + 1  (r ~ I ,  2 . . . .  ) ist. Hierbei  dar f  ange- 

nommen  werden,  dass p r+ l  < p ~ < p r - 1  ist;  in den beiden F~illen ~ + 1  = ~ r < p r - I  

und  ~ + 1  ~ # ~  ~r-~ ist n~mlich die B e h a u p t u n g  tr ivial .  Ich setze nun  

/ ( , )  
F ( s )  = (s__  a) , ,_ !  +,~, a t = #,-+1 + e, a2 = ~ , / r -1  -'{- 8 ,  

we /(8) die zu den K o n s t a n t e n  p~ gehSrige Dir iehletsche Reihe bedeute t ,  $ und  

beliebig kleine posi t ive  Zahlen sind und endlich a irgend eine reelle Zahl ist, die 

en tweder  < pr + e o d e r  > t ~ - i  + e ist. D an n  folgt aus der  Defini t ionsbeziehung 

(6), angewand t  auf  die Abscissen pr+l  und  p~- t ,  dass ffir a ~ > p ~ + l + e ,  [ t l ~ I  

und  fiir a > p , _ ~ + r ,  [ t [ > i  

I1(*)1 < c I t l , + ,+ ,  

I1(~)1 < c, I t l  , -1+~ 

ist. Hie raus  aber  ergibt  sich, dass fiir unsere  F u n k t i o n  F(~) in dem angegebenen 

In terva l le  at <~ a <__ a 2 alle Vorausse tzungen des angef i ihr ten  Satzes mi t  k = 2, K = 2 

erfiillt sind. Fe rne r  ist infolge der  Annahme  ~r+l  < ~r fiir h inre iehend kleines e 

die Zahl .u~+l + r  < f t r - -  ~, SO dass p ~ - - ~  im Inne rn  unseres  In terval ls  liegt. Man 

dar f  dahe r  in (i8) den speziellen Wer t  a ~ / ~ r -  r e insetzen und erh~lt  im Gebiet  

2 ( "  - 1 + ~) -- ( , , -  ~) 
I F ( s ) l  < V~ l t l  " , , - ~ - , - , , , + ,  

l + ( # , _  l - - . r  ) - -  ( l~r- - . r . .  I. 1)+ 4e 

W~re nun  p , - 1 - - , u r <  ,ur- - t~r+l ,  so k6nnte  man  e welter  so klein annehmen,  dass 

der  Bruoh  im E x p o n e n t e n  yon ]t~ ve rsehwinde t  oder  negat iv  ist ;  m an  erhiel te  

dann  im Gebiet  ~ r - -  e < a s  + e, ] t ] > i  

IF(s) l  < o~ I t l ,  

I 1(~) I < c', I t l .  I ~ - a l  ~ - ' + '  < c,  I t l  ,+~, 

also im Gebiete  a > pr - -  e, I t I ~ i 

II(8) I < (c, + c, ) I t l  ~§ 
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und zwar ffir jede beliebig kleine Zahl ~ > o. Dies widerspricht aber der Definition 

yon ~ ,  womit bewiesen ist, dass fiir r =  z, 2 , . . .  stets ~ - 1 - - ~ > ~ - - ~ + 1  ist. 

w 2. B e w e i s  y o n  S a t z  I I .  

Wir gehen nunmehr zum Beweise des folgenden Satzes fiber: 

I I .  Es sei die durch die Reihe /(s) in ihrem Konvergenzgebiet dargestellte 
Funktion /iir a > ~ reguldr, und es existiere eine Konstante A,  80 dass /i~r a >=~, 
t ~ > z die Beziehung 

I/(s)l < A Itl 

gilt. Dann ist die Reihe /(a) ]i~r o > ~ wenigstens aummabel yon der ersten Ordnung. 
Beweis: Wir brauehen nur zu zeigen, dass die Reihe ffir jeden reellen Punkt  

~, = ~, + d, wo d > o ist, yon der ersten Ordnung summabel ist. Dazu wenden 

wir fiir irgend eine positive ganze Zahl x den CAUcHV'sehen Satz auf den Inte- 

granden 

~ ( 8 ) / ( s + 7 ) = x , ( ~  z ) 8 - - i  1(8+7) 

d 
und auf das Rechteck mit den Ecken - -  - + T i ,  l - -  ~ + T i  an, wo l > ~ die Grenz- 

2 

abscisse der absoluten Konvergenz bezeichnet ~~ und T > 2 sein soll. Dann hat  der 

Integrand im Integrationsgebiet nur die beiden sicher darin gelegenen ev. Pole erster 

0rdnuDg s =  o und s =  i und is t  sonst fibera]l im Integrationsgebiet regulKr. 

Es ergibt sich daher, wenn der Integrand al~ selbstverstiindlich weggelassen wird: 

4 . d . 
l--~+Ti --~+T~ --~--Ti l--~--Ti 

Wir wenden ferner auf die Funkt ion J(s) und die beiden Abscissen a, = 7, 

a 2 = l + d den PHRAGM]b~-LZZ~DEL6F'schen Satz an, dessen Voraussetzungen wegen 

(zg) und der absoluten Konvergenz der Reihe ](s) auf der Geraden a = l  + d 
offenbar erfiillt sind, und zwar ist k =  i ,  K =  z. Es folgt die Existenz einer 

Konstanten ,9 < z, ffir welche im Gebiet a > ~ + ~ [ t [ > z 

I1( )1 < C l t l  

so I m  F a l l e  l <  ~ i s t  n ~ m l i c h  d e r  b e h a u p t e t e  Sa tz  t r i v i a l .  

Ac4a ma~hematiea. 35. Imprim6 le 18 avril 1912. 48 
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d 
wird; dies ergibt, auf das Gebiet a > 7 - - 7  + . . . .  

2 

d 
, I t I ----) I iibertragen, 

2 

1t(8 + 7)1< C lt l  ~. 

Ferner ist bei beliebigem a fiir It I > 2  

J i I = IR(=)l= - 8(8--0 s 

Man erhiilt daher ffir das dritte Integral auf dor linken Seite yon (20) die Ab- 

sohiitzung 
d d 

- -~ . -T i  - - ~ + 2 4  T 

i-/ IIj I ;  = "x'R(=)l(s+ 7) ds + x 2.~i Ct'~dt It, l=  x'~(=)l(8 + 7)ds  < 2 . 

2 -- - -Ti  - - - - - 2 i  2 2 

< x - ~  C~ + 4 C ~ 0 2 x - 2 ,  

2 

in der C~ eine wegen 0 < I endliche, yon T und x unabhiingige Konstante be- 
zeiohnet. 3Lhnlich ergibt sich fiir das vierte Integral auf der linken Seite yon (2o) 

I - - 7 - -  Ti  l - -  7 l - -  7 

+ 7 ) d s  < ~ . C T  ~. x~da ~ x~  

-~- - g  

genau derselben Abschgtzung geniigt das Integral I~. 
In dem ersten Integral auf der linken Seite yon (20) schliesslieh daft man fiir 

]( s + 7) die Reihendarstellung einfiihren, die ja wegen 9~ ( s + 7} = ( l - - 7 )  + 7 = l + d 

auf der ganzen Geraden 9~ (s) = l u 7, also auch auf dem e n d l i c h e n  Integrations- 
wege yon l - -  7 -  T i  bis l - - 7  + T i  absolut und gleichm~issig konvergiert. Infol- 
gedessen ist es gestattet,  die Integration unter  dem Summenzeichen auszufiihren: 

l--7+ Ti l :  7 + T i  ~ ) ' X S  ~ 
I ,  / x ' R ( s ) ] ( s  + 7) ds  (s) n - V ~ d s =  ~ n R ( s ) d s .  

n~l ~ l--7-- Ti 

X 
Die Anwendung der Formeln (i6) fiir 0----~ ergibt daher 
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I " ( :i I 1 -  2~i  2 a,. nr "T - ~ ' F -  + T xr 
.--1 n--1 log 

_ 3 =  z-"  r la.I  
. -1 lag 

- - +  T x r '  

we der Strich am Summenzeiehen ausdri icken sell, dass das Glied n = x yon der  

Summat ion  ausgesehlossen ist. Die unendliche Reihe reahts  konvergier t  natfirlieh, 

da der  h inzut re tende  Fak to r  i fiir n = oo sogar gegen o konvergier t .  

Wir  gehen nunmehr  bei festem x zur Grenze T = co fiber�9 Dann  versehwindet  

die reehta Seite der soeben entwiekel ten Absah~itzung fiber 11, so dass also der  

Grenzwert  von 11 gleieh der  in dieser Abseh~itzung auf  der  l inken Seite auftre-  

tenden endliehan Summe ist, und  as versehwinden naeh der  e rha l tenen  Abseh~t- 

zungsformel die Integrale  I4 und I v  Das In tegra l  I3 konvergiert ,  wie wir gesehen 

haben,  fiir T ~ ~ sogar absolut,  und  zwar bleibt sein Grenzwert  -fs absolut  ge- 
d 

nommen unterha lb  der Sehranke C2x ' -L  Nimmt  man  also in der  dureh den 

Grenziibergang T =  ~ aus (2o) sieh ergebenden Gleiehung 

" (  ) 2 ~ i  ~ an x i ~ ~--~ +i8= 2~ci (1(~,) - -  # / ( 7  + i)) 

den neuen Grenziibergang x "=-- ~o vet,. so bleibt  nur  iibrig 

�9 an I - -  

,,~ - -  oo [ n _ l  "fb 

Nun ist identisoh, wenn 

gesetzt  wird, 

a n  _ a n  I I I a~, 

n - ~ -  nr n" s,, (n + + x" 

~--1 x- -1  

n ~ l  n ~ l  

:8~ +~ 
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also 

~-, (~ i )  
- = -  ~ (s.--l(r)) ~ (n u + t(r)  + 

n--1 

(") .-, ( 
- ~  I " - ' ~ - 8 a c ~ X  i I 

~*$1l n - -1  

s.-l(r) 

I 
(n ~: @) - -  2'1(7) - ( s ~ - -  1(7)), 

. ( . , )  .1 ( 
i - - - ~  t ( 7 + i ) = - - x ~  ( s . - - l (7 ) )  ni 

~--1  n i l  

i )  
-- - - ( n+ i )~  +xi(/(7+i)--[(7))  �9 

Da nach (2I) die linke Sei*e fiir x =  ~ gegen o konvergiort, so konvergiert auch 

die reohte Seite gegen o, auch dann, wenn sie mit x - i  multipliziert wird. Es 

ergibt sich dahor die Konvergenz der Reihe 

(22) (s,,--l(v)) ff~ ( n + ~  ~-l(r + i ) - - l (v ) .  

Setzt man ferner 

I 
8 n - - / ( y ) = a . ,  ni 

so folgt 

(23) 

i 2 (n + i ) i - -  a . ,  a,u,=A,,, I ( 7 + i ) - - / ( 7 ) = A ,  

2 2 I 2  (;. i ) ~ .  fin = On an . . . .  An + - -  
f in  Or" + 1 Otx. + 1 

n-- I $~11 n--1 

= ( A . - - A )  I z + - - + - - - -  

n ~ l  CG?+I ~ l  a x + l  

Nun ist einerseits, wie mit (22) bewiesen, lira ( A . - -  A) = o, andererseits ist ffir n > 2  
n l r  

. i I/ ( "-" ' t  "), ~ I~+~/' ~ - ~ + n t  / = ~  ~§ ~1 

I I 

~r~ 6 fn+ l  
i (n 1 + i__  (n + i )  1 + ~) + O~(n) - -  O, (n + I)  = O~ (n) ,  

wo die Funktionen O(n) bis O~(n) fiir alle n absolut genommen unterhalb einer 

festen Schranke Iiegen. Folglich ergibt sich 
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i ) ----o lim, o_ , I i 
n = ~  ~ ' - + 1  ~ - - ~  X 0 ~ + 1  

O~ 

und daher naoh (23) 

lira x ~ a , , = o ,  lim I ~ - =  ~ ~ - =  ~ 8,, --- l ( r ) .  
n ~ l  n = l  

Die letztere Gleiehung besagt aber, dass die Reihe / ( 8 ) i m  Punkte  8 =  7 
summabel yon der ersten Ordnung mit dem Wert  /(7) ist, was bewiesen werden 

sollte. 

w 3. Beweis  yon Satz I I I .  

I I I .  Es  8ei die dutch die Reihe ](a) in ihrem Konvergenzgebia dargestellte 

Funkt ion  ](s) /iir a >  ~ 1 reguldr, we ~ < ~ r - 1  ist, und  e, exiatiere eine Konstante A ,  

*o daB, /iir a > ~, Itl=>x 

(2) 1/(8) l < A I tl ~ 

ist. Dann  ist die Reihe /(#) ]i~r alle a > 7, welche zugleich > ~ r - 1 - - i  , ind,  sum- 

mabel yon der r. Ordnung. 

Zum Beweise dieses Satzes l~ge es natiirlich nahe, nachdem einmal der Satz 

II  mit der Funktion R(s) bewiesen worden ist, im allgemeineren Falle auch allge- 

meinere Integrationsfaktoren R(8) einzufiihren, die dann etwa die Gestalt  

R(8) =~-- ---~ + . .  + (--~)" 
a - -  s - - 2 i  s ~ r i  

oder die Gestalt 

R(*) ~ s ( s - - i ) . . . ( s - - r i ) '  s ( ,  + i ) . . . ( *  + ri) 

haben wtirden. Alle diese rationalen Funktionen haben nur Pole erster Ordnung 

und verschwinden im Unendlichen yon der r + i. Ordnung. Doch treten, welche 

yon diesen Funktionen man auch benutzt,  stets betfiiehtliche formale Schwierig- 

keiten auf, so dass es scheint, dass der Kunstgriff, der uns am Schlusse des 
Beweises yon Satz I I  yon dem komplizierten Grenzwert (2I) zur Konvergenz 
der Reihe (22) fiihrte, sieh nieht leicht auf den Fall des a]lgemeinen r iiber- 

tragen lgsst. Ich verwende daher jetzt  einen ganz anders gebauten Integrations- 

faktor 



3 8 2  W a l t e r  S c h n e e .  

I 
R(8)=8(8  + I)...(8 + r)' 

der dora Beweise natiirlioh eine vSllig andere Richtung gibt. Ich bemerke aus- 

driioklieh, dass ich auch mi t  der Funk t ion  

I I I 
- -  s ta r t  
, ( s  + I) s , - - i  

den Satz I I  seinem vollen Inha l t  nach h~tte beweisen kSnnen, wie sieh am 

Sohlusse des folgenden Beweises durch die Spezialisierung r ---- I leieht zeigen liisst. 

Ieh  wiihlte den vorgetragenen Beweis, weil es mir methodisch interessant  ersehien, 

auoh einmal einen derart igen Satz mi t  einem In tegra t ionsfaktor  zu beweisen, 

dessen beide Pole auf  der Aehse des Imagin~ren liegen. 

Indem ieh nunmehr  den Beweis von Satz I I I  durchf fhre ,  wende ioh wie in 

I I  fiir positives ganzes z den CAUOHY'sohen Satz auf den In tegranden  

x' / (,~ + 7) x" R ( s ) / ( 8  + y) = , ( s  + ~ ) . . .  (, + r) 

d 
und  auf  das Reohteok mit  den Eeken - - -  =t: Ti,  I - - ,  1 + T i  an. Hierbei ist T > o 

2 
und  7 = 7  + d, we die positive Zahl d so gewiihlt sei, dass ; t ~ _ l - - I  < 7 < i t r _ l  ist. 

I s t  ) , r - 1 - - I  sohon < 7 ,  so daf t  natiirlich d beliebig klein angenommen werden;  

der Satz I I I  ist  seinem vollen Umfange naeh bewiesen, wenn gezeigt werden kann,  

dass fiir jede derartige Zahl 7 die Reihe yon  d e r r .  Ordnung summabel  ist. Da 

der  In tegrand  in dem ganzen Integrat ionsgebiet  reguliir ist mi t  Ausnahme des 

sioher sl darin gelegenen ev. Poles erster  Ordnung s = o und der mSglieher Weise darin 

gelegenen ev. Polo erster Ordnung s = - -  I ,  s = ~ z . . . . .  s = - -  r (es darf  natiirl ieh 

d 
angenommen werden, dass alle diese Zahlen yon - - -  versehieden sind), so ergibt 

2 
sioh : 

d . d . 
l--y+Ti --2-+ Ti --2---Ti l--~--Ti 

f+f+f+f- (24) g--,--ri Z--n+TI d .~ .  a _ .  
- -~+x t  --~-- . l  t 

/ I ; g - - 1 / ( ~ - -  I )  X- -2 / (~ t - -  2) } 
= 2 ~ i  ~ . / ( 7 ) + ( _ _ i ) ( + i ) . . . ( r _ _ l )  + ( - 2 ) ( - I ) . . . ( r - 2 )  + "'" ' 

_ 2Fg$ 
we auf  der reohten Seite im Falle d<2 1 nur  das Glied --~-(-./(7) auf t r i t t ,  jeden- 

'~ Es ist n~mlich ~ < 2r--1 < l, also l - -  ~ > o, da ja l die Grenzabcisse der absoluten Kon- 
vergenz bezeichnet. 
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falls aber die Anzahl der Zusatzglieder hSchstens r betriigt; diese etwaigen gu- 

satzglieder versehwinden natiirlich beim Grenziibergang x ~  ~ .  Nun existiert 

naeh dem PHRAGM~-LI~rDEL6P'sehen Satze, da die R e i h e / ( s )  z. B. auf der Ge- 

radon a=l + d absolut genommen unterhalb einer endlichen Schranke liegt, 

infolge (z) eine Zahl O <  r, so dass im Goblet a > V + d it]=> r 

II(sl < c I t l , - ' +  ~', 

also im Gebiet a >,7 - -  7 + d = _ d,  I t I > x 
2 2 

I t ( ,  + r ) l  < c I l l  , - , + o  

ist. Ferner ist bei beliebigem a fiir jedes t ~ o 

! I '  I R ( s ) l  = 8(s+ ~) . . . (8+  r) t l ' +  ~" 

Da nun genau wie beim Beweise von ]I  die Differenz der in den beiden letzten Un- 

gleiehungen reehts auftretenden Exponenten (r + I) - -  ( r - -  x + O) = 2 - -  0 > I i s t ,  

so ergibt sich ebenso wie dort, wenn die auf der linken Seito yon (24) auftretenden 

Integrale fortlaufend mit I ,  bis I4 bezeichnet werden, 

l - -~  l - - n  

I I~ l<f f~x-L II, 1< T2__ x da, II,  l<~=-~  x d~, 
d 

we C und C1 yon x und T unabh~ingige Konstanten bedeuten. 

In dora Integrale I1 diirfen wir wie in I I  fiir ](s + 7) die l%eihenentwioklung 

einsetzen, da ja dort  ~ ( s + 7 ) = ( l - - 7 ) + 7 = l + d  ist, und es darf w e g e n d e r  
gleichms Konvergenz der Reihe auf dem Integrationswege die Summation 

mit der Integration vertauseht  werden. Dies ergibt 

l - - ~ + T i  ~ ,~ l--~+Ti 

I~=jxsR(s) 2 an ds=2an [[xls nr~n! R(s)ds. 
l--~-- T i  n ~ l  n - - 1  l - - ~ 1  - -  Ti 

Also ist infolge der Formeln (xz), (r3), (I4), wenn dort  O =  x gesetzt wird: 
~Z 

I 2z~i~lan( n)r I 2x ~-. ~, ,an, I z,ax, 
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we der  Str ieh am Summenzeichen bedeu ten  sell, dass das Glied n = x yon  der  

Summat ion  ausgeschlossen ist, und we die unend]iehe Reihe  wegen 7 + l - -  ~ = l + d 

konvergier t .  Da  die rech te  Seite fiir T = oo gegen o konverg ier t ,  ebenso wie die 

In tegra le  I ,  und  I~, so ergibt  sieh aus (24) du rch  diesen Grenzf ibergang un te r  

Ber i ieks icht igung auch  der  fiber Ia gewonnenen Absch~itzung: 

2 ~ i ~ ' a n  ( i _ ~ ) r  + . ,  , 2 ~ i  
~.  ~ n ~ x J = ~ T  " 1(7), 

we h(x) eine gewisse Funk t ion  yon  x bezeiehneL die ffir x-----o0 gegen o konver -  

giert .  Dieser  Grenzf ibergang l iefert  also 

(25) lira I-3- ~ l a" ( x - - n )  ~ = / (7)  
X~co X r ~ml n~' 

Auf die l inke Seite yon  (25) wenden wir nun  for tgese tz te  part iel le  Summat ion  

a n  an, indem wir fiir an = ~ die in der  Ein le i tung  def in ier ten  Summen *n, Srn, 8~ . . . .  

bilden. Diese part iel le  Summat ion  stf i tzt  sich auf  die folgende Ident i tRt ,  in der  

n 

b ,=  Bn 

gesetzt ist:  
�9 "--1 x - - 1  

(26) ~ bn cn = ~ B .  (c. - -  e.+,) + B . _ ,  c . .  
n - - I  n - -1  

Es ergibt  sich zun~iehst, wenn on-----(x ~ n) r gesetzt  wird, so dass also em ~= o ist:  

x - - 1  r.---1 

(27) ~ , . ( ~ - n ) ,  = 2~ ~ . ( ( ~ - ~ ) ~ - ( ~ - n -  ~)~}. 
n - - 1  n ~ l  

N u n  werde bei fes tem x ffir n = i ,  2 , . . , ,  Z - -  I 

~,  ( x  - n)~  = ( x - -  n)~  - -  ( x  - -  n - -  I)~ 

gesetzt ,  wiihrend ffir n = x der  Ausdruck ~/~ ( x - - n )  ~ = o sein soll. F e r n e r  sei ffir 

n = I , 2 , . . . , a ~ - - I  

, ~  (x - -  n)" = ~ ,  ( x - -  n ) ' - -  ~ ,  (x - -  n - -  i)~; 

fiir n = z sei wiederum d2 ( x - - n )  r = , / t  ( x -  n) ~- -  o. Allgemein werde ffir n = I ,  

2 t �9 �9 , j ,  X - -  I 
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'dO (X - -  n ) "  == d 0 --1 ( X - -  78)" - -  ~ 0  --1 (X - -  7t - -  I )  r 

gesetzt mit  der f i i r n  = x geltenden Erg~nzung do (x--n)'-----o. Dann ergibt sich 

unmittelbar die folgende explicite Darstellung, die man z. B. mittelst  vollst~indiger 
Induktion leicht beweisen kann: es ist fiir n = i ,  2 . . . . .  x - -Q  

w~hrend ffir n = x - - ~ + x ,  d. h. fiir x ~ n = Q ~ x  

fiir n = x - - Q + 2 ,  d. h. fiir x - - n - - - - C - - 2  

ffir n = x - - i ,  d. h. ffir x ~ n = x  

und schliesslieh fiir n = x 

do (x-- n)" = x~-- (~) o" =- z 

~ o  ( ~ - -  n)" = o 

wird. 

Unter  Benutzung dieser Definition ergibt sich aus  (27) mittelst fortgesetzter 
Anwendung der Formel (25), da ja bei jedem Schritt e~=  o ist: 

~r ~--I z--I 

n--1 r$1l n**l 

~V--1 
-- ~ s ~ - l ' z ~ ( ~ -  ~) ~. 

Nun ist fiir beliebiges Y und jede positive ganze Zahl r 

_ yr {i_ (:)+ (:) . . . .  +~_ i,~(:~}_ (:)~_1 {_ ( : ) i+ (:)~ . . . .  +~_i,r (:)~}+ 
Acta rnatemativa. 35. Imprim6 le 19 &vril 1912, 49 
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+ . . . .  

wie man  leieht e twa dureh Induk t ion  nachweisen kann;  der  be t rachte te  Ausdruek  

ist  also in Wirkliehkeit  yon y unabh~ingig. Folglich ist  insbesondere fiir n = I ,  

z . . . . .  x - -  r der  Fak to r  z/~ (x ~ n) r = r l, so dass also 

(28) 
Z C t n ( X - - n ) r  ~-~r '  Z ,Q{r--1) o{~'--1) . o(r--1) , ~ n  "4- d r - 1  t0x--r+l "1- " " " "~ d I ~Oa-- 1 

r [ ,q(r) K~(r-1) .q(r--l) , ~ x - r  + d,--.1 ~ - ~ + I  + "'" + dl  ' - '~-1 

wird, wo die d gewisse ganzzahlige Koeff iz ienten sind, auf  deren Wer t  es nieht  

ankommt .  Im F a l l e r  ~ - I  t re ten diese Glieder n ieht  erst auf. 

Wir wenden nunmehr  den folgenden grundlegenden Satz aus der Summabi-  

l i t~tstheorie der Diriehletsehen Reihen an:  Besitzt  die Reihe 

i a n  . I i t~n g(s)= ~ n-;-- ~; 

eine nieht  negat ive Summabilit~itsabseisse r - - I .  Ordnung,  so ist diese gleieh dem 

Grenzwert  I~ 

log [ ~ [ 
lira sup 

,,-| log n 

Da in unserem Falle die Summabilitii tsabscisse r - - I .  Ordnung  fiir 1r (s) den Wer t  

~ - 1 ,  also fiir 9 (s) den Wef t  2~_ i - -  7 hat ,  so ist der obige Grenzwert  = ~ - 1 - - 7 ;  

also ist bei beliebig kleinem d fiir a l l e n  von einer gewissen Stelle an  

I(r-- I)! S(~--I) I log ~--~ -I 
log n < 2,.-1 ~ 7  + d, 

(~9) I s .  I< , 

I~ Ein ausfiihrlicher Beweis finder sich in der in Anmerkung 2 zitierten Habilitationsschrift 
yon Herrn BoHR, S. 85. 
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und da wegen 7 > )~r--I -- I bei hinreiehend kleinem d der Exponent  auf der rechten 

Seite der letzten Ungleichung < r i s t ,  so folgt 

, q ( r -  1 ) 

lim -~ o. 
n~oa n r 

Aus der Identit~t  (28) ergibt sieh daher 

lira ~I ~ a ~ ( x _ n ) ~  = lim r I. - - - -  
n ~ l  

was in Kombination mit (25) die Beziehungen 

~(r) 
lim r! ~-~ ~ ] ( 7 ) ,  

lim r ! -~- = [ (7) 

•q{r) 
Xr 

liefert. Damit aber ist der Satz I I I  bewiesen. 

w 4. Beweis yon Satz IV. 

I V .  Wenn die Funkt ion ](s) ]i~r a > ~  reguldr ist, wo ~ < ~ - 1  ist, und wenn 

/i~r alle a > ~, I t l~ i  
(30) 1I(8)I<A Itl "+~ 

ist, wo k irgend eine Konaante  > o  bezeichnet, 8o i , t  die Reihe 1(8) liar alle 

a > ~ § b ~ - i  welche zugleich > itr_l ~ i sind, ,ummabel vonder  r. Ordnung. i + k  ' 

Es ist also zu beweisen, dass fiir iede Zahl y, welche einerseits > ~2 + k~r--! 
i + k  ' 

andererseits > i lk_l--x ist, die Reihe yon d e r r .  Ordnung summabel ist. Wegen 

L~- I>~  ist dieses 7 eo ipso -~--+--k-=7; ferner darf wie in w 3 andererseits 

7<X~_1 angenommen werden. Wir wenden nun bei positivem ganzem x den 

CxucHY'schen Satz auf den Integranden 

x ' / ( s + 7 )  
R (s) t (s + 7) 8(,+ z) . . . (s+r) 

und auf das Rechteck mit den Ecken - -  (7 - -  ~]) 4- T i ,  a - -  7 4 - T i  an, wo a eine 

Zahl > g~-I bedeutet  und T duroh die Gleiehung 

T = x l + k  
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als eine F u n k t i o n  yon  x def inier t  sein sell, die mi t  x zugleich unendl ich  wird  

(vergl. die methodischen  Bemerkungen  in w i) .  Dann  ist der  In t eg rand  wie beim 

Beweise yon  I I I  im ganzen In tegra t ionsgebie t  regular  mi t  Ausnahme des sicher 

dar in  gelegenen ev. Pols  ers ter  Ordnung  8 = o u n d  der  mSglieherweise dar in  ge]e- 

genen ev. Pole  e rs te r  Ordnung s = - -  i ,  s ----- - -  ~ , . . . ,  a = - -  r ,  deren  Anzahl  aber  

h6chstens r i s t .  Es  erg ib t  sich daher,  wenn h(x ) ,  h~ (x) . . . .  F u n k t i o n e n  y o n  x be- 

zoiohnen, die fiir �9 ~ o~ vorschwinden,  

--r-- Ti a--z-- Ti 

+ : + + = - - l ( 7 ) + h ( x )  o 

a - - ~ - - T i  a - -~ ;+Ti  ~ - - ~ + T i  ~ - - ~ - - T i  

Fiir  das I n t e g r a l I ,  e rha l ten  wir im Falle  ~a b > o wegen (3o) und  wegen der  fiir 

t ~ o ge l tenden  Beziehung 

IR(8) I < itl~+, 

dureh  A b t r e n n u n g  des In terval l s  ~ - - 7 - - i  bis , ] - - y  + i die folgendo Abseh~itzung 

die sioh auf ins Unendl iche  wachsendes x bezw. T beziehen sell: 

~l--7 + T i  T 

I1.1--  - -  R (8 ) / (8+7)d8  < C x , - ~ + 2 A x , - y J t -  ~ dt 
~--7-- Ti 1 

< x n -  ~ C + -~- T ~ < C~ x~ - ~ 

�9 k (a - -~)  ~ + k a  
= CI 1 X ~ - ? ' b  1 " ~  = C 1 X l + k  - - } '  

Da unser  7 eine feste Zahl > ~ + k ) ~ - i  bedeutet ,  so ist, wenn n u t  die Zahl  a > ~t~-, 

h inre iehend naho an )~-1 angenommen  wird, sogar  y > ~ + k a .  i + b ' es ist also bei 

geeignetor  Wahl  yon  a das In tegra l  I ,  = h, (x). 

Zur  Abseh~itzung yon  I ,  benutzen  wir, dass naeh  Vorausse tzung die F u n k -  

t ion  / (s)  in der  Halbebene  a > ~  hSehstens  die GrSssenordnung ~ + b ha t  und  

dass sie auf  der  Geraden  a = a nach  der  Formel  (I) der  Ein le i tung h6chstens  die 

Gri issenordnung r ha t ;  der  PHRAOM~N-LI~DEL6F'sehe Satz besagt  also, dass der  

Maximalwer t  der  GrSssenordnung im In te rva l l  ~ < a < a  l inear yon  r+]c bis r 

abn immt ,  d. h. dass fiir ~ < a s a ,  ] t ] > i 

b (a -- a) 

ll(~)l<C:lt[ ~ o-, , 

'* E s  d a r f  k > o a n g e n o m m e n  w e r d e n ,  d a  j a  d e r  Fa l l  k ---- o b e r e i t s  m i t  I I I  e r l e d i g t  ist.  A b e t  
n a t t i r l i c h  w t l rde  m a n  ft lr  k •, o d u t c h  e i n e  g a n z  a n a l o g e  A b s c h a t z u n g  e b e n f a l l s / 8  = hi  (x) e r h a l t e n .  
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also fiir ~ ] - - 7 < a < a - - 7 ,  It]_> i 

�9 k ( a - - 7 - - o )  

I t ( s + v ) l < O ,  ltF § ~-~ 

ist. Man erh~lt daher 

389 

a - - 7 - - T i  a ~ 7  

II,1= x ~  <Ca x. ' l '  ~ - ,  a~. 
~7--7--  T i  ~ - - r  

Denkt man sich im Integranden des rechts stehenden Integrals den Wert  yon 

T eingesetzt, so wird der  Integrand eine Potenz yon x, deren Exponent  als line- 

are Funkt ion  von a seinen grSsston Wert  am Anfang oder Ende des Intervalls 
annimmt, wenn er nicht iiberhaupt konstant  bleibt. Der Anfangswert ist nun 

x a  - -  7 
der Ausdruek x0- r  T ~-1,  der Endwert  der Ausdruek - - T - '  der naeh der Defini- 

tion yon T dem Ausdruek ~ - r  T k gleieh ist; dieser letztere aber kam sehon bei 

der Abseh~tzung yon Is vor und versehwindet, wie dort  bewiesen, fiir x ~ o0, 

T = oo. Man erhiilt daher 

] I ,  I < 02 (a - -  ~) x , -  r Tk, I~ = h. (x).  

Oenau dasselbe ergib~ sioh aueh fiir I~. Es wird daher schliesslich 

(31) 
2~i  

I I=-7T- . / (7)+ha(z) .  

In dem Integrale 11 diirfen wir fiir [ (s + 7) eine absolut und auf dem In- 

tegrationswege gfeiehm~issig konvergente Reihenentwieklung einsetzen. Da niim- 

lieh die Reihe 

2 2 a n  I 
g(8)~l(s+7)= n-;'~= ~"n" 

als Summabilit~itsgrenzgerade r - - i .  Ordnung die Gerade ~r--l--7 besitzt und 

die Integrationsgerade a ~ a - -  7 rechts yon dieser gelegen ist, so ist die Reihe 

/ (8  + 7) = s $ - ' ~ , ~  
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auf der Geraden a = a - -  7 absolut und auf jedem endliehen Stiiek dieser Geraden 
gleichm~ssig konvergent; 24 hierbei ist 

' (;) ' ( : ) .  ( ; ) '  
a. 0 = , ~ - -  (n---% ~)---~ + (n + z)" + ( -  ~)~ (n + r)'" 

Man kann also Summation und Integration vertauschen und erhs 

Nun ist 

a--z+ Ti a--z+ T i  

x 'R(s )  S~-*)dr ~, ds-= 8(n r - i )  xSR(S) dr ~ ds .  

a--r-- Ti a - - r - -  T i  

n4-1 

.d, ~ n~ ( n +  I)' ~Jv , ,§  

n + l  

,~ I ~ I I =8{ l.o, 
J Vls+l 
n 

n + l  v, 4-1 

J J v~ 
fb ~1 

n + 2  n + l  

J v / + q  1 
n + l  n 

und allgemein m5 

(32) 
n4-1  v a + l  v 2 + l  v r - - 2 §  V r - - l + l  

. )  
- - - - - - ( v , +  i) '+1 d v ,  

(.) ; f  ; l I) d% dv2 dv8 f dv.-, dvk ~ -~ = s ( s + I ) . . . ( s + r - -  . . .  
�9 ., J j v ~ , + ~ "  

n v* v2 Vr -- 2 Vr--  1 

Setzt man diesen Ausdruck fiir n <  x - - r - - I  sowie fiir n > x  + I in die Entwiek- 
lung yon I1 ein, so ergibt sieh 

[ '2 [ ~ n + l  ~ , + l  f dv~ f I { 8 d 8  + z a - -7+Ti  /d/r I (33) I~ ~'  S~-')]~v, ]~v~. "~-'+' "-~+r' 
n v* Vr--1 a _ z _ T i  n = x - - r  a _ ~ _ T i  

wo der Strich an der Summe bedeuten soll, dass die Glieder n = x - - r  . . . . .  x von 
der Summation ausgeschlossen sind. Diese letzteren Glieder, deren Anzahl ja 
nur endlieh ist, sollen n~mlich besonders behandelt werden, und zwar auf die 
folgende Weise. Aus (32) ergibt sieh ffir a = a - - y ,  ]t]=> i 

~ Vergl.  z. B. H e r r n  BOHR'S Habi l i t a t ionsschr i f t ,  S. 71. 
~5 Diese Art der Darstellung der r. Differenz, die man  leicht auf allgemeinere F u n k t i o n e n  

I 
f ( n )  anstatt ~-~ ausdehnen kann, kommt schon bei H e r r n  JE~S~N vor  und wird auch in der soeben 

zitierten Schrift yon H e r r n  BOlls b e n u t z t ;  vergl.  S. 70. 
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I ( ')1 i , i i 

w ~ h r e n d  fiir  a -~ a - -  7, I t I < I w e n i g s t e n s  

I I I I - - <  <l=+rl n r + a - r = r  + a - - 7  n ~ + ~ - r  

wird .  Also is t  fi ir  h in lhng l ioh  grosses  T 

a--z+Ti + 1  T 

..-, f%) n~+~_  ~ a - - 7  4- 2 < 3xa-rl~ r 

a - - r - - T i  - - 1  1 

A u f  a l e  a n d e r e n  Gl i ede r  in  (33) a b e r  w e n d e  ich die  F o r m e l n  (17) an ,  u n d  z w a r  

fi ir  O ~ x D a n n  e r g i b t  s ich  zun~ichs~ fiir  n < x - - r - - i ,  d a  j a  f i i r  j edes  n die  
vr 

V a r i a b l e  vr  < n + r is t ,  a l so  h ie r  s t e t s  vr  < x - -  I b l e ib t :  

a - - z  + T i  

~Vr! 
_ _ 2 ~ i  v r  < 2 X a - v  1 

T v~ a - r  log x__' 
t ) r  

n + l  e , + l  v r - -  1+1 a--~, + ir~ 

dv~  d v 2  . . . ~,~ - -  - -  a s - - -  
. ,  ~ J v, J s+r (vd  
. vl V r _  1 a--~,--Ti 

n + l  v t + l  Vr--1  + 1  

x" t s  - v,., '+a-~, x log - -  
n v t  v r  - -  1 V r 

< 2 z a - y  i 

T n r +  a - ~ '  

I 

log n + r 

G a n z  e b e n s o  e r g i b t  s ich fiir  n > ~ x +  I ,  d a  f i i r  j edes  n d ie  V a r i a b l e  v , . > n  is t ,  a l so  

h ie r  s t e t s  v~ > z + i w i rd :  

n + l  v t + l  

. v ,  V r _  1 a - - z - - T i  

2 x a - ~  i I 
T n r + a - z  n " 

log x 

Se t z t  m a n  a l e s  in (33) ein,  so  e rh i i l t  m a n  
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2 ~rg * r 2 x a - -  ~' : 2 ~'.'-',1< ~--~  2 
X" n--1 [ ~ r n r + a - 7  X n r + a - 7  

log - - - -  .-~+1 lo 
n + r  

+ ~ : - ,  log T ~, I ~'~'-",.I 

Zur  Absch~tzung  yon  S(~ -a> ve rwende  ich die F o r m e l  (29), in der  ieh z. B. 

r a - - ~ - i  annehme ,  so dass  Xr-a + ~ = a ~ ~ wird. Wir  diirfen also schliessen, 
2 

dass  eino K o n s t a n t o  Ca exis t ier t ,  so dass  fiir a l l e n  

ist.  

(34) 

[ 8 ~ - 1 )  I < C a n " - l + a - r - o  

Setz t  m a n  dies ein, so erh~lt  m a n  

II < 
I I 

n 1+~ X 
log n+~ 

2 I + 3Csx  ~-~' log T nl+,  5. 

ist ;  fiir ein dem 

neben  7 > ) ~ - i  - -  i 

r eeh t s  p o s i t i v i s t ,  

e rg ib t  sieh d a h e r  

+ nl+,~ - 
n-x+l log 

N u n  l~isst sich le icht  zeigen, dass  der  Wer t  der  geschweif ten  K l a m m e r  rechts  ffir 

unendl ich  gross werdendes  x un te rha ]b  einer endl ichen Schranke  bleibt ;  s6 da  fe rner  

wie bewiesen der  Quot ien t  ~ ffir x = ~ gegen o konverg ie r t ,  so konve rg i e r t  

der  ers te  Gl i ede rkomplex  der  r ech ten  Seite yon  (34) ebenfal ls  gegen o. De r  iibrig 

b le ibende  A u s d r u c k  abe r  liisst sich noch  ]eichter  abseh~tzen ,  da  z. B. fiir alle x 

y o n  einer gewissen Stelle an  

3 C3 x = -  ~ log T n~ ~ < C, z = - 7 log x �9 ~ < x l_  = + r 

P u n k t e  ~r-1 h inre iehend nahe  l iegendes a > ~r-1 ist  nun  abe r  

aueh  7 > a - -  I ,  so dass der  E x p o n e n t  i m  ~iussersten Gliede 

dieses selbst  also ffir x =  ~ gegen o konverg ie r t .  Aus (34) 

.~(r) 
�9 ~ x - - r - - 1  

I1 = 2 ~  - - - x ~ -  ..... + h4 ( x ) ,  

~ Vergle iche z. B. meine Habil i tat ionsschrif t :  ~>(~ber Mi t te lwer t s forme |n  in der Theor ie  
der  Dir ichle tschen Re ihen , ,  Si tzungsberichte  der  kaiserl.  Akademie der  Wissenschaf ten in 
Wien,  mathem.-naturw. Klasse, Bd. 118, Abt. I I  a, 1909 (S. 1439--1522), S. 1462. 
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was mit (3x) kombiniert  die Beziehung 

~(r )  
lim |Jox_.-_r-1 l(r)l 

. . |  x ~ ~ i l = ~  

also aueh die Gleiehung 

lira r ! ---- / (7) 
,~ ~ ~ X r 

liefert, die bewiesen werden sollte. 
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w 5. Eine E rwe i t e rung  z u  S a t z  I I I .  

W~hrend der Drucklegung des Vorangegangenen ist die erste der in Anm. 12 

angekfindigten Noten von Herrn M. RIESZ ~ ersehienen. Der Verfasser beweist 

dort  einen allgemeinen Grenzwertsatz, der in meine Bezeiehnungsweise iibertragen 

folgendermassen lautet :  

Es sei fiir eine beliebige GrSssenfolge a .  bei ganzzahligem *s r >  o 

- ~..  (~-- n ) ' ,  if) 

und es sei S(~ ) die in der Einleitung definierte Css)mo'sehe Summe; hierbei ist 

eine beliebige Zahl > i ,  x eine ganze Zahl ~ I. Dann existieren die beiden 

Grenzwerte 

- -  l ira - -xT- - ,  ; :  

we ~ stetig, x fiber ganze Zahlen ins Unendliche w~chst, entweder  gleiehzeitig 

und sind einander gleieh, oder sie existieren beide nieht. 

Nun war beim Beweise yon Satz I I I  mit (25) die Beziehung 

a(r) 

(35) lim ~ -  ---- / (7) 

an ffir ganzzahlig ins Unendliehe waehsendes x bewiesen, we a~ ~ - ~  ist, ohne dass 

bis dahin yon der Annahme 7 > ; t ~ - I -  z Gebraueh gemaeht wurde. Diese Beziehung 

97 ,,Une m6thode do sommation 6quivalente  ~ la m & h o d e  des moyennes  ar i thm~tiques~,  
Comptes rendus de l 'Acad~mie des Sciences, Paris,  12. J u n i  1911, Bd. 152, S. 1651--1654. 

~s Nach geeigneter  Defini t ion der ,q{r) ftir n icht  ganzzahl iges r > o gil t  dieser  Satz, wie 

Herr  M. RIEsz zeigt, bei bel iebigem r___> o. 

A c t a  m a t h e m a t i c a .  35. Imprim6 le 17 mai 1912, 50 
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gilt  aber  auch  fiir s tet ig ins Unendl iche  wachsendes  x = ~. Denn  bei n ich t  

ganzzahl igem x t r i t t  an die Stelle der  dor t  gegebenen Absch~tzungsformel  des 

In tegra les  I~ die folgende ganz analoge Absch~tzung:  

wo die rech te  Seite ffir T ~ ~ ebenfalls  gegen o konverg ie r t ;  da  sich sonst  im 

Beweise des Satzes I I I  bis zur Formel  (~5) nichts  ~nder t ,  wenn x n ich t  ganz-  

zahlig angenommen  wird, so gilt also (25) und dami t  (35) sogar bei s tet ig ins 

Unendl iche  wachsendem x. Hie raus  folgt  nun aber  nach dem R~Esz'schen Satze,  

dass bei ganzzahlig ins Unendl iche  wachsendem x auch  die Beziehung 

(36) lira - -  ~ [ (y) 

gilt, womi t  der  Satz  III ohne  die e inschr~nkende Annahme  ~>~_~--I bewiesen 

ist. Der  Satz  I I I  n immt  j e t z t  also den folgenden vere infach ten  und  zugleich 

versch~rf ten  ~9 Wor t l au t  an :  

I1F.  Es  sei die dutch die Reihe /(~) in ihrem Konvergenzgebiet dargestellte 

~Vunktion /(s) ]i~r a >~ ~ reguldr, und es existiere eine Konstante .4, so dass /i~r a > ~, 

�9 I t [ > x bei ganzzahligem positivem r 

I/( )l<`41tl 

i*t. Dann ist die Reihe / (s)  in der Halbebene a > ~ ,ummabel yon der r. Ordnung. 

Durch  die Anwendung des Satzes I I I  f anstel le  yon  I I I  werden  auch die in 

der  Ein le i tung  aufgeste l l ten  Beziehungen zwischen den GrSssenfolgen ~ und  t~ 

zum Teil  in demselben Sinne versch~rft .  Ich stelle sie im Folgenden mi t  den 

gewonnenen Versch~rfungen noch einmal  zusammen:  

~,0>Xl > ~ . 2 > . . . ,  ~ 0 > ~ 1 > ~ t 2 > . . . ,  

_-->~,o --~,, >~ . , - -X~ __> . . . ,  ~o - - ~ ,  _-->~, - -  ~, > ~ - -  ~, ~ . . . ,  

~o > ~,o > ~ ,  > ~ ,  > . . .  > ~ > ,~_>  ~,+~ > . . . .  

lira Z~ = lira ~ .  

~9 Die Verscharfung gegen den Satz III besteht, wie in der Einleitung bemerkt, eben 
darin, dass durch diesen Wortlaut zugleich die M~glichkeit, dass unter den gegebenen Voraus- 
setzungen 7/< ~ r - 1 -  I sein k6nnte, ausgeschlossen wird; der Satz III f ist also dem in Anm. 12 
zitierten, yon Herrn M. RI~sz ohne Beweis mitgeteilten Satz v611ig ~quivalent, wenn man bei 
ganzzahligem r verbleibt. 
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Aus der fiir ganzes k ~ o geltenden Beziehung tL~ + k__> ;~, + k in Verbindung mit 

den Ungleichungen ;~r-1 - -  A, > ;~r - -  ;~r + 1 ~ . . .  > ;tr + k-- i - -  ),~ + k, d. h. mit der Tat-  
sache, dass die Breite der Summabilitiitsstreifen niemals zunimmt, folgt, dass ffir 

ganze Zahlen r > i ,  k > o  die Beziehung 

(37) 

gilt, was umso interessanter ist, als andererseits 

ist. Die Beziehung (37) kann man auch in der Form schreiben 

= I + k  ' 

womit auch die auf ganzzahliges b beziigliche spezielle Folgerung aus Satz IV in 
demselben Sinne versch~rft ist. 

Zum Schluss will ich noch den yon Herrn M. RIESZ gegebenen Beweis seines 

oben mitgeteilten Grenzwertsatzes reproduzieren, soweit es fiir den vorliegenden 

Zweck erforderlieh ist. Mit den auf Gleichung (25) folgenden Entwicklungen in 

w 3 habe ich gezeigt, dass aus der Existenz des Grenzwertes (25), d. h. des Grenz- 

wertes (35), auch wenn diese nur fiir ganzzahlig ins Unendliche wachsendes x 
benutzt  wird, die zu beweisende Existenz des Grenzwertes (36) folgt, wenn nur 

das Bestehen der fiir ganze x geltenden Formel 

.u(r--1) 
(38) lira -= = o 

gesichert ist. Um diese zu erhalten, habe ich die Voraussetzung 7 > ;~r -1- - i  

eingefiihrt; das Neue, was ieh aus der RIEsZ'schen Note gelernt habe, besteht  in 

der Erkenntnis, dass (38) ohne jede weitere Voraussetzung sehon aus (35) folgt, 
wenn nur die Giltigkeit dieser Grenzbeziehung auch fiir stetig ins Unendliche 

wachsendes x vorausgesetzt wird, was ja hier erfiillt ist. Meine in w 3 gegebenen 
Ausfiihrungen liefern also einen vollst~ndigen Beweis auch des Satzes I I I  r, wenn 

noch der Beweis des folgenden Hilfssatzes hinzugefiigt wird, den auch Herr  

M. RIESZ als Lemma II  besonders formuliert: 

Es existiere fiir stetig ins Unendliche wachsendes x der Grenzwert 

(35) Iim gI~-). 
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D a n n  ist fiir ganzzahl ig  ins Unendl iche  wachsendes  x 

,~(r-- I) 

(38) lira ~'~-~-- ~ o. 

I n d e m  ich im folgenden die zum Beweisc diescs Hilfssatzes d icnenden 

Andeu tungen  yon  H e r r n  M. RIESZ ausfiihre, erspare ich also dem Leser,  der  einen 

vol ls tgndigen Bcweis von  I I I '  kennen  lernen will, die Notwendigkei t ,  die RIEsz 'sche 

No te  einzusehen.  

Es wird successive die Exis tenz  der  Grenzwer te  

(39) l im S~}- = o 
, V ~ o o  X r 

bei ganzzahl igem x fiir k = o, i ,  2 . . . . .  r - - i  nachgewiesen.  Zum Beweisc fiir 

k = o bi ldct  man  die r. Differenz dcr  Ausdriicke o~ -(~), . z+  ~(~) a.,.., o~)+r. Diese n immt  
*" r 

un te r  B e n u t z u n g  dcr  Iden t i tg ten ,  die berei ts  in der der  Fo rmc l  (28) vo rangehenden  

En tw ick lung  niedergelegt  sind, die folgende Gesta l t  an, wenn x - - n . =  y ,  gesetzt  

wird und  x eine posi t ive  ganze Zahl  ist:  

- -  ~ ' + ~  ~ 2 ] ~  " " + ( - - I )  ~ o . + x  

-- ~o~ F:-(:)(~-+ ;)~+ (;)(~- + :)~ .... + ' - *  (;)(~-+ ;)~} 
n--I 

~o,,/~[,-(:)+...+,-,,~(:)] + ~ ~_1[_ ( : ) . ,  + (:).~ . . . .  +(_i) ~(:). r] 
n g l  

+ (:)2. . . . .  + [ (:)it+ 

(-x) 'r! G 
n - - 1  

we c o ebenso wie alle folgonden c und  d K o n s t a n t e n  bedeu tcn .  Da infolge, der  

Ex i s t enz  des G r e n z w e r t e s  (35) die durch x ~ dividier te  l inke Seite dicser En twick-  

lung fiir x = co gegen o konvergior t ,  so konverg icr t  auch  der  Quot ien t  der  rech ten  

Seite d u t c h  x ~ ffir x ~  co gegen o, womi t  die Formel  (39) ftir k = o  nachgewiesen ist. 

Es  ist  n u n m e h r  (39) fiir k ~ I zu beweisen. Man erhgl t  bei ganzem x, wenn 

wieder  x - - ~  = yn gese tz t  und  sohliesslich part ie l le  Summat ion  nach  F o rm e l  (26) 

angewende t  wird:  
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Ox - -  O~ 2r- O X + r ~ l  " - } - ( - - I ) r - - 1  r - - I  "o :+1  

--  . . ~  (~oy,, + ~,) = ~ o ~ ( ~ -  ~) + c, 
n = l  n=l 

) o 0  

' ' ' . q ( O )  
---- do S~ + dl ~ �9 
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r - - i  + r - - i / ~  ~ 
+(--I)r--l(r__i)(Yn ~ - i i  I 

Da nach Voraussetzung der  Quot ient  der  l inken Seite durch x r und wie bewiesen 

der  Quot ient  yon S~ ~ durch  x r fiir x = oo gegen o konvergieren,  so konvergier t  

auch der Quot ient  yon  S'x durch  x ~ ffir x---oo gegen o, womit  (39) ffir b = i  

bewiesen ist. 

Dieses Verfahren wird fortgesetzt .  Man erh~lt  z. B. fiir b = 2 bei teilweiser 

Benutzung  der  vorangegangenen Reehnungen:  

0.~) r 2 0" ~ - ' ' ' + (  I )  r - - 2  t n ~ + l  a , , I c o y , ~ + c l y , ,  +c~) 
r6--1 

an(x__n)2 + . . . . . . .  "" to~ 

Es ist  n u n  aber  

n--1 n-=l n - - I  

( 8 "  ' )  , .~co~ ,, , .q(o) 

so dass die gebildete ( r - - z ) .  Differenz den Wer t  

st s~ ~# ~s 
do S~ + dl S'x + d2 S~ ~ 

annimmt .  Daraus folgt aber  nach dem Vorhergehenden die Beziehung (39) fiir k =  2. 

Die Rechnung  b raueh t  n ieht  welter durehgefi ihr t  zu werden.  Man erh~lt  

dureh  Bildung der Differenzen yon  den Ordnungszahlen r - - 3 ,  r - - 4  . . . .  , I suc- 

cessive die Gilt igkeit  der  Formel  (39) fiir k----3, 4 . . . .  , r - - I ,  womi t  der  aufge- 

stellte RIEsZ'sehe Hilfssatz bewiesen ist. 
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Nachdem einmal  diese Rechnungen  aufgeste l l t  sind, b r auch t  m an  die in w 3 

yon  Gleichung (25) ab gegebenen En twick lungen  nicht  mehr  zu benutzen,  sondern 

k o m m t  auf  dem einmal eingeschlagenen Wege  schneller zu m  Ziel. Es sind fiir 

die E x p o n e n t e n  i und  2 die Formeln  

x 

Z 

n - - 1  

bewiesen worden;  es werde a n g e n o m m e n ,  dass fiir die E x p o n e n t e n  3, 4 . . . .  , r - - i  

die en t sp rechenden  E n t w i c k h m g e n  schon bewiesen seien, y o n  denen die le tz te  

�9 ~ x  + C r - 2  ~ z  + "'" + V o ~ x  
n--1 

l au ten  mSge. D a n n  wird, wenn wieder x - - n = y , ~  gesetzt  wird:  

n - - 1  n - - 1  

= r ~ a , y , , ' - x - -  2 , y ~ - 2 + . . . + ( _ _ i ) ~ s  ~ 

} } . . . .  ( r - - 2 ) !  ~ ,  + . . .  + . - .  L).~Ox + t;r--2JOx "1- "~-CoSx 2 

_ .1 ~ ( r - -  1) ~l(O) 
- - r ! ~ ) +  t*r - l~x  + ' " + d O  x , 

womi t  diese Fo rme l  du rch  volls tgndige In d u k t i o n  bewiesen ist;  sie ist der  im w 3 

bewiesenen Forme l  (28) gquivalent .  8~ Hieraus  folgt, wenn die Gleichung (35) fiir 

ganzzah]ig ins Unendl iche  waehsendes  x und die Gleiohung (39) fiir k = o,  i ,  2 , . . . ,  

r - -  i bonu t z t  wird  : 

.lim| x--7-- = l im ~ ~..  a,~ ( x - - n ) "  = / ( y ) ,  
a~QO 

n - - 1  

was zu beweisen war.  

Breslau, den 12. J u n i  bezw. (w 5) 7. Oktober  1911. 

so Natfirlich haben die in beiden Formeln auftretenden konstanten Koeffizienten d nichts 
mit einander zu tun. 


