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LE PROBLi ME DES TROIS CORPS 

PAR 

KARL F. SUNDMAN 

HELSINGFORS. 

L 'ob j e t  du  pr6sent  M~moire, r6dig~ sur l ' invi ta t ion  de M. ~J[ITTAG-LEFFLER, 

est de pr6senter  une  exposi t ion d 'ensemble  et  un r~sum~ des recherches  sur le 

probl~me des trois corps que j 'ai  publi~es dans les Acta  Societat is  S c i e n t i a r u m  

F ennicae. 1 

Les coordonn~es et  les composantes  des vitesses des corps, que nous choi- 

sissons en premiere  ligne comme inconnues du problSme, sat isfont  ~ lm syst~me 

bien connu d '~quat ions  diff~rentielles qui les d6finissent comme fonct ions du temps 

t. Nous nous bornons  s 6 tudier  un m o u v e m e n t  r6el, c 'es t  ~ dire un  m o u v e m e n t  

off les coordonn6es des corps sont  r6elles pour  les valeurs  r6elles de t. 

A y a n t  d6fini un tel m o u v e m e n t  en f ixant  les valeurs  des inconnues  ~ Fin- 

s t an t  initial, soit  t = o, si l 'on fait  var ier  t e n  passant  par  des valeurs  r~elles, on 

t rouve  que les inconnues res ten t  fonct ions holomorphes  de t ran t  que les trois 

distances ent re  les corps sont  plus grandes  que z6ro. Quand une  des inconnues 

cesse d '6 t re  r6guli~re, on di t  aussi que le m o u v e m e n t  cesse d ' e t r e  r~gulier. Si 

cela se p rodu i t  quand  t converge vers une valeur  finie t~, alors, comme l 'a  montr4  

d ' abo rd  M. PAI~LEV~, * OU les trois distances convergen t  vers z6ro, ou bien l 'une  des 

distances converge vers z6ro tandis  que  les deux  au t res  convergent  vers une 

Recherches sur le probl~me des trois corps, 1. c. tome 34, et Nom,clles recherches s~r le ~'o- 
blame des trois corTs, 1. c. tome 35. 

P. PAIr;LEV$, Zegons etc., profess~es h Stockhohn, Paris I897. 
Acta mathematica. 36. Imprim6 le 8 juillet 1912. 14 
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va leur  finie. Done,  dans le premier  cas, tous les trois corps se choquent ,  e t  dans 

le second deux  des corps. La  quest ion soulcvde par  M. PAI~LEV~, de savoir  

quelles re la t ions do iven t  exis ter  ent re  les valeurs  des inconnues ~ l ' ins tant  initial 

pour  que  les corps se choquen t  pour  une valeur  finie donnde t~, a dt~ dtudide 

pa r  M. LEW-CIWTA ~ pour  le cas spdcial bien connu appeld ))probl~me restreint~), 

et,  sous une  forme gdndrale, par  M. BIsco~cr~ I  ~ pour  le cas oil deux  seulement  

des corps se choquen t  au temps  t~. Les dquat ions de condi t ion  posdes pa r  M. 

Bmco~cI~I ,  et  qui s ' expr iment  s l 'aide de sdries infinies, sont  tr~s eompliqudes, 

e t  ne sont  d i r ec temen t  applicables que quand  l ' in terval le  de temps  qui  s 'dcoule 

en t re  l ' ins tan t  initial  et  t~ est  suff isamment  cour t ,  condi t ion pour  la vdrif icat ion 

de laquelle on ne poss~de pas  de cri ter ium. On dol t  encore no te r  que M. Bm- 

CONCIZ~I, pour  ob ten i r  ces rdsultats,  ava i t  fai t  l ' hypoth~se  que ]a vitesse angulai re  

du r ayon  vec teur  en t re  les deux  corps qui se choquen t  res te  finie quand  t t end  

vers t~. La  l imi ta t ion qui  en rdsul tera i t  dans les r~sultats  de M. BIscoz~cINI 

n 'es t  p o u r t a n t  qu ' apparen te ,  car nous avons  ddmont rd  que  l 'hypoth~se  en quest ion 

est tou jours  vraie.  

Dans  le prdsent  M~moire, nous ~tudions d ' ab o rd  le carac t~re  ana ly t ique  des in- 

connues au voisinage d 'un  ins tan t  t t oh deux  des corps se choquent .  D 'apr~s  

le principe du pro longement  ana ly t ique ,  nous ddfinissons ensuite  d 'une  mani~re 

un ivoque  les coordonndes des corps pour  les valeurs  rdelles de t situdes au delk 

de la va leur  t~, et  nous ob tenons  ainsi un pro longement  rdel du m o u v e m e n t  

apr+s le choe. En  pro longean t  de la m~me mani~re le m o u v e m e n t  au del~ de 

chaque  nouveau  choc ent re  deux  des corps, nous ddfinissons les coordonndes 

des corps  pour  des vaIeurs de t de plus en plus grandes.  Apr~s avoi r  constat~ 

que  les valeurs  du  t emps  pour  lesquelles on peu t  ainsi d~finir les coordonn4es 

ne saura ient  a d m e t t r e  une l imite supdrieure ] i n i e t  que si les trois distances 

ent re  les corps t enden t  toutes  vers z~ro quand  t t end  vers t ,  nous faisons 

voir  que ce t te  derni~re ~ventual i td ne p eu t  se prdsenter  que dans le eas oil les 

constantes  des aires sont  nulles toutes  les trois ~, d 'oil  r~suIte enfin que les coor- 

donndes des corps p e u v e n t  ~tre d6finies d ' une  mani~re un ivoque  p o u r  tou tes  

les valeurs  de t comprises en t re  - -o r  et  + ~ ,  si l 'on excepte  ce cas spdeia]. 

T. LEvI-CxvIa'x, Traiettorie si~golari ed ~erti nel ln'oblema ristretto dei tre corpi, A n n a l i  di 
M a t e m a t i e a ,  Ser. iII, T. 9, I9o3. 

G. BIscoscI~'i, ~ur le l~'obl~me des trois corps, Ae ta  M a t h e m a t i c a ,  T. 3 o. 
z Au cours de la rddaction ddfinitive de ce travail, M. ~I1T'rAG-LEFFLER m'a fait part d'une 

lettre ~t lui adressde par WEmRSTm~Sa et en date du 2 fdvr. I889, oh WZlZRSTRXSS dit avoir dd- 
montrd quo les constantes des aires doivent toutes ~.tre nulles pour que les trois corps puissent 
se choquer tous en un m~me point de l'espace. Cette lettre est publide pages S$--58 du tome 
35 de ce journal. 
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En continuant nos recherches, nous d6montrons ensuite ce th6or6me int6- 

r e s s a n t :  

S i  les constantes des aires ne sent pas nulles routes les trois, on peut, les cir- 

constances initiales dtant donndes, indiquer une limite positive au dessous de laquelle 

les deux plus gra~wles des distances entre les corps ne descendent jamais. 

En nous appuyant  sur ce r6sultat, nous arrivons enfin au th6or~me suivant, 

qui constitue le r6sultat principal de nos recherehes: 

Si  les constantes des aires clans le mouvement des trois corps par rapport ~t 

leur centre commun de gravitd ne sent pas routes nuIles, on peut trouver une variable 

T telle que le8 coordonndes des corps, leurs distances mutuelles et le temps soient 

ddveloppables en sdries converffentes suivant les puissances de v qui reprdsentent le 

mouvement pour routes les valeurs rdelles du temps, et cela quels que soient ies chocs 

qui se produisent entre les corps. 

Je saisis cette occasion d'exprimer ma vive gratitude /~ M. ERNST LI~D~.LSF 

pour les conseils pr6cieux qu'il m'a donn6s concernant la rddaction du prdsent 
M6moire. 

I. 

Les 6quations diff6rentielles du mouvement  et leurs int6grales connues. 

I. Consid~rons trois corps (points mat6riels) Po, P~, Pz,  qui se meuvent 

suivant la loi de N~.WTO~ et dent  nous supposerons les masses me, mz, mz routes 

/ inies et plus grandes que z$ro. Soient xi, yi, zi les coordonn6es du corps Pi par 

rapport ~ trois axes rectangulaires passant par le centre commun de gravit6 des 

trois corps et ayant  des directions fixes dans l'espace. 

En d6signant encore par t le temps et par r 0, r~, r: les distances P~ P2, P~ P0 

et Po P , ,  lea 6quations diff6rentielles du mouvement seront 

d x o  t d x t o  ~1 - -  Xo ~ - -  xo 
~ - -  x0, dt == m, . . . . .  r" 3 + m2 ~ r ,  ~ -  , 

dye dy'o - -Y o  m Y ~ Y o  
-dr - -  y'o, d ~  ~ mj Yt + r2 3 2 r t3  

~ o  - -  Z~ - -  Z o d zfo z~ -i- m2 ' zr~ -dt~-mtZ~r2 s rl 3 
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(~) 

d x  t 

~ ~ -  yt  1 , 

dz~ 

- -  - -  X !  d x~ x2 ~ xt  + m o  xo 
d t  - -  m2 r 3  r23 , 

d y ' t _ m  Y 2 ~ Y ~  + o r23 ' - - - -  m Y o - - Y t  
d t  ~ ro 3 

_ _  2o - -  Z l d z'~ z2 - -  z~ + mo , 
d t - -  ?rt2 ro a r2 3 

dx2  , dx '2  Xo ~ x2 

, dy'~ Yo - -  Y2 
~ Y ~' d t  ~ m~ a r j  

d z2 , d zre Zo ~ z2 

r l  

Z l - -  X 2 

- -  + m t  ro~ ~ -  , 

Y [  - -  Y2 
- -  + m l - - . ,  , 

ro  3 

- - +  m r - - -  
g t - -  Z~ 

% 3  

On a suppos6 les unit6s d6termin6es de mani~re ~, rendre  la cons tan te  de GAuss 

6gale ~ I. 

Les 6quat ions (I) a d m e t t e n t  les int6grMes connues suivantes  

i - -2 i ~ 2  i = 2  

(2) 
i~O i~O i--O 

i--2 i --2 i --2 

m,x',=o, 2 2 m,,',=o, 
i = 9  i--O i--O 

(4) 

i = 2  

mi (xi Y'i - -  Yi x'i) = Co, 
i - -0  

i = 2  

2 mi  (yi z'i ~ zi y'i) ~ c , ,  
i -O 

i = 2  

2 m i  (z i  x ' i  - -  z i  z ' i )  = c : ,  

i - o  

i ~ 2  
m~ m2 U = m o m,  m2 K ,  

(5) ~ m i ( x ' ?  + y'i ~ + z'i ~) - -  2 m~ M M 
i--O 

oh co, ct, c2 et  K sont  des cons tantes  d ' in t6gra t ion  et  oh l 'on a 

(6) U ~  M + M + M 
mo r0 mt rt m2 r2 
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(7) Jtl = m o  + m t +  m2. 

Les distances ro, r~ et  r~ sont  donn~es comme fonct ions  des inconnues xi, 
yi, zi pa r  les formules 

(8) { ro ~ - - ( &  - - x ~ )  ~ + ( y : - - y , ) ~  + ( z z - - z , )  ~, 

r, ~ - -  (x0 - -  x:) ~ + ( y o -  ~/.)~ + ( z o -  z.~)-", 

r2 ~ - -  ( x , -  Xo) ~ + ( y ~ -  yo) ~ + ( z ~ -  zo) ~ , 

off l 'on doi t  p rendre  la d6 termina t ion  posi t ive des ri pour  les valeurs r6elles de t. 

2. Dans ce t ravai l  nous aurons  a v a n t  tou t  ~ 6tudier  le m o u v e m e n t  des 

trois corps quand  l 'une des dis tances ro, r l ,  rz ou tend  vcrs zdro ou reste pe t i te  

par  r appor t  aux deux  autres .  Supposons pour  fixer les id6es que r2 soit  cet te  

distance.  I1 sera alors avan t ageux  de p rendre  pour  variables les coordonn6es 

rectangulai res  x, y, z de Pt  par  r ap p o r t  ~ P o e t  les coordonn6es rcetangulai res  

~, ~:, r de P :  par  r appo r t  au cent re  de gravi t6  des corps P o e t  P~. 

Pour  abr6ger  Ies formules,  nous poserons 

(9) E mt , ,a m~ , 
m o + m~ mo + m~ 

M mo + m~ 
(so) f f~-m2(moTmD' h . . . .  m0m, 

Alors on au ra  en t re  ces nouvelles coordonn6es ct  les coordonn6es du n:o i les 

relat ions 

x o = - - Z x - - M ~ ,  x , = , . x - - ~ ,  x2-- M ~' 

m 2 In.,  m o + m t 
(zz) y o - - - - Z y - - ~ l ~ i ,  y ~ = t t y - - ~ r , ,  Y2-- M r~, 

Z o . . . . .  )~ Z - -  ~ ~" 
m 2  7 / t  2 + 7 n  I 

ou rdc iproquement  

{ x - - x~ - -xo ,  Y~Y~- -Yo ,  Z~Zx--Zo, 

~ffm2:v.~,  r ~ g m ~ y ~ ,  ~ g m 3 z  ~, 

e~, d 'apr6s  (8), on t rouve  
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(~3) ro ~ = ( ~ - - t t x )  ~ + (,;--t ,y)~ + ( ~ - - g y ) ' ,  

(~4) r, -~ = (~ + ix)  -~ + (,~ + i y ) '  + (~ + )~z)-', 

(rs) r~ ~_r~ ~ ~ x~ + y~ + 2.0, 

off nous avons 6erit pour abr6ger r au lieu de r~. En t enan t  eompte de ces 6galit6s 

(7)--(i5) on tire ais6ment de (I), (2), (4) et (5) les 6quations suivantes:  

(i6) 

d~x (m, + m,) x 
3-5 + r~ 

(mo + m~) y d~y 
d ~  + r ~ 

d~z (mo + m , ) z  

- -  X ~ - - m 2 x  + + m ~  - -  , 

Y . . . .  m : y  u +r~ ~ +m2~; - -  , 

(" ") 

(~7) d ~ H = _ _ M ~ ;  g + + ) . g M y  --  , 

2 ~ = : I I = - - M ~  -+  + ) . , . M z  - -  , 

(~8) 

1 dy  dx) 
g t x d t  --Y-d-t + h ( g ' 2 ' - - r ~ ' ) - - g h c o ,  

dz  
g ( y 2 t - - z d Y )  + h ( r , ~ ' - - ~ , i ' ) = g h c , .  

dx  dz~ t,{~'z, z~-,~ ghc: 

{~9) 

off nous avons pos6 

(20) c, d~ .,__d,] ,, d~ 

Des 6quations (i6)--(2o) on peut  t i rer  r6eiproquement les 6quations (i), (2), 

(4) et (5). 
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3. D6signons par R la quantit6 positive (ou nulle) ddfinie par l'dgalit6 

= "02 + + 
mo mt ms 

A l'aide des 6quations (I3), (I4) et (I5) on aura aussi 

(2I bis) 

off l 'on a pos6 

(22) 

de fa~on 

Po et P , .  

Cela pos6, LAGRA~GE ~ 

notations, peut  s%crire: 

R z ~ g r" + h e~, 

ez = ~ + ~" + ~ ,  

III 

que Q d6signe la distance du corps P~ au centre de gravitb des corps 

a 6tabli une formule fondamentale qui, avec nos 

d~ R z 
(23) dt ~- = 2 ( U - - K ) ,  

ou bien 

(24) R d~R IdRl~= U - - K ,  
d t  :~ + ~ d t J 

et dont on constate aisdment l 'exactitude en s 'appuyant  sur les 6quations (15), 

(i6), (I7), (I9), (2I his) et (22). 
Nous tirerons parti de cette formule de LAGRANOE en la combinant avec 

une autre, que nous allons ddduire de l'int6grale des forces vires. 

En diff6rentiant les 6quations (i5), (21 bis) et (22) par rapport  s t, on trouve 

(25) dr  d x  d y  dz  
r d ~ - ~ X d t  + Y ~ t  + Z d t '  

d R dr  
R ~t- = g r -d~ + h o, q ' , 

o' d• 
~ d t '  

(26) 

(27) 

off 

(28)  

t LXCRX~QE, Essai sur le ~'oblkme des trois CO~TS, Oeuvres t. VI, p. 240. 
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et h l'aide de ces expressions on tire des identit6s 

[i~xt ~ ldW Idzt~]_txdX ~ d~'- ( dy d~ i' 
{xe+Y' +Z')[_~dt! + ~dt-] + ~dt! J--~ dt + Y d i - i - z ~ )  + x-dt--Y dt! + 

dz _.dyi ~" t dx dz\ ~ 

(~  + ~ + ~-~)(,~,, + ~'~ + ~ ' , )= (,~, + ,p /+ , ~,,, - - q ~  ~ + 0:~' - -~ ,")*  + ( ~ '  ~ ' ~  

" f  Idrte b e e ' ) ' +  gh(r e' drl' (,r' + ta,  + ] + = ~ ,  

Ies ~galit6s suivantes: 

( ddY ~t) ~, dz dy,~ ~( dx dz) ~ tdx\ ~ [dy\' ldzt'=tdrt'- x '+ (y~--z~] +r~ Zd~t--x~t , 

(3o) ~'~ + ~/~ + ~'~ = {}'-~ + L ~,J--,i~'}~ + L ~ ~ : '  e~ , ~ ,  e~ ( , i ; " - , r , / ) :  + ~ , ~  - -  ~; ') ' ,  

[dr t' ldRl* gh t , drl' 
(3~) 9 ~dt! + he'd= ~3t) + R ~rq --qdt] " 

En se servant de ces trois formules, on d~duit de l'~quation (~9) cette nouvelle 

forme de l'int~grale des forces vives: 

(dR? 
dt] + P = 2 U - - K ,  (32) 

off la quantit6 

(33) 

I gh(rQ, drt ~ (xdY dx~ ~ dz dyl* 

+ rg (zdX dz\' h h ~ h 
) T - - x  d~J + ~ ('~'/-- 'i'~')-" + ( ' i~'-- ~'/) '  + e ~ ( ~ ' - -  ~')'~' 

~tant une somme de sept termes positifs ou nuls, est elle-m~me constamment 

positive ou nulle (rant que les variables restent r~elles). 

En ~liminant encore U et K entre les 6quations (24) et (32), on trouve 

(34) 
~d*-R 

2~ dr'-' +(~ t )  ~ P - K  



et  

(35) 
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R d ~ R  ~F--P-U. 

Les 6quations (32) et  (34), que nous n 'avons  pas rencontr~es ail]eurs, jouent  

un rSle tr~s impor tan t  dans nos recherches. 

II .  

D b t e r m i n a t i o n  d ' une  l im i t e  in f~r ieure  des r ayons  de convergence  des d~ve- 
loppements des coordonn~es au voisinage d'un instant oh les d i s tances  

e n t r e  les corps sont  t ou t e s  p lus  g randes  que z~ro. 

4. Dans la suite nous aurons souvent  ~ nous servir du  th6or~me connu 

de CAUCRY sur l 'existence des int~grales des 6quations diff6rentielles. En  a y a n t  

~gard au compl6ment qu 'y  a apport6 M. PICARD, nous pouvons 6noncer ce th6o- 
r6me comme il suit :  1 

Soient Q1 (q~, q2 . . . . .  q,~) des ]onctions qui ne contiennent p a s t  explicitement et 

qui sont dgveloppables suivant les puissances croissantes des di/]~rences qi ~ qi en 
sgries qui convergent rant que 

(36} Iq , - -q , I  < q'i, ( i =  ~, 2 . . . . .  ~), 

q'i d~signant des quantit~s positives. Supposons encore qu'il existe des quantit~s 
positives et ]inies Q~ telles qu'on air 

IQy(ql, q~ , . . . ,  qn)l < Q~, ( i =  i ,  2 , . . . ,  n),  

rant que les variables qi vgri[ient les inggalitds (36}. 

Dans ces conditions le systJme des n dquations di/[drentielles 

dqj__ 
- Qi  { q , ,  q~ . . . . .  q~ ) ,  ( j  = ~ ,  2 . . . . .  n ) ,  

admet une et une seule solution qui est teUe que les inconnues qi tendent vers les 

valeurs [inies donndes ql quand t tend vers une valeur donnde t. Dans cette solution, 

les inconnues qi sont dgveloppables suivant les puissances croissantes de t - - t  en 
sgries qui convergent, du moins rant que 

1 Voir p. ex. PXCARD, Trait6 d'Analyse, t. II, Chap. XI. 
~c ta  mathematiea.  36. Imprim6 le 8 Juillet 1912. 15 
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I t - - i l < T ' ,  

T' ddsignant le plus petit des quotients 

q' , q'~ q's q',, 
Q'~' ~ '  Q'~ . . . .  ' Q'n" 

De plus les ql vgri/ieront les indgalit~s (3 6) rant que t vdri/ie cette derni~re inggalitd 

5. Ayant  l ' intention d'&udier avant  tout  un mouvement qui est rgel pour 

des valeurs rgelles du temps, nous ne considdrons dans ce travail que les solutions 

des ~quations (I) qui ont les propri&6s suivantes: 

I) Les coordonn&s xi, yi, zi prennent ~ l ' instant initial t ~ o des valeurs r&lles 

et /inies, telles que les valeurs correspondantes des distances ro, r,, r2 soient toutes 

[inies et plus grandes que zgro. 

2) Les ddrivdes s  Yti, z'i prennent ~t l 'instant initial t ~ o des valeurs rdelles 

et /inies. 

En vertu des ~quations (i), (4) et (5) on voit alors imm~diatement que 

xi, yi, zl, x~i, y'i et z'i sont des fonctions holomorphes de t h l ' instant initial et 

que les eonstantes co, cx, c2 et K ont des valeurs rgelles et [inies. 

En faisant d6erire h la variable t dans son plan un ehemin queleonque 

par tant  du point t ~ o, on sait que les fonctions xi, Yl . . . . .  tant  qu'elles restent 

holomorphes, v6rifient constamment les dquations (I) ainsi que les 6galit~s (2), 

(3), (4) et (5). 
Cela pos~, ayant  fix6 une solution telle qu'il est dit plus haut,  raisons va- 

rier t par des valeurs r6elles s partir de la valeur t = o. I1 r6sulte imm6diate- 

ment de la forme des 6quations (i) que les inconnues xl, yi . . . . .  resteront des 

fonetions holomorphes de t tant  que les distances r0, r~, r2 resteront sup6rieures 

z6ro. 

D6signons par xi, yi, zi, x'i, y'~, z'i les valeurs (n6eessairement r6elles) vers 

lesquellos tendent  xi, yi, zi, x'i, y'i, z'i lorsque t tend vers une certaine valeur 

r6elle et finie t, et admettons que les valeurs correspondantes 

;o - V ( ~ 2 -  ~,)' + ( y ~ -  y,)' + (~ - ~, )3, 

~, -- V ( x o - ~ ) '  + (~o-  ~)  ~ + (~0- ~) ' ,  

~2 = V ( ~ , -  Xo)~ + ( ~ , -  yo)' + (z,-~o) ~, 
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des distances ro, rl, r~ sont plus grandes que z6ro, de sorte qu'on pourra 6erire 1 

(37) ro ,  rl  et r ~  14z,  

z d6signant une quantit6 positive dont  nous disposerons ult6rieurement. 

Dans ces conditions xi, yi . . . . .  seront d6veloppables en s6ries suivant les 

puissances de t - - t .  Nous nous proposons de ealculer une limite infbrieure des 

rayons de convergence de ces ddveloppements, et, ~ eet effet, nous appliquerons 
le th6or~me du n:o 4- 

Nous chercherons done d 'abord des limites sup6rieures des valeurs que 

prennent les modules des seconds membres des 6quations ( I ) p o u r  les valeurs 

xi, Yi . . . . .  v6rifiant les in~galit6s 

(38) l Ix , - ; , I .  Iv , -y ,I  et Iz,--; ,J<~..  ( i=o.~,2) .  
/ Ix',-~',l, ly',-9',l et Iz',--~',l<.'o. 

zo et z' 0 d4signant deux quantit6s positives qu'on doit d6terminer de telle sorte 

que les d6veloppements des dits membres suivant les puissances des diff6rences 

X i -  Xi ,  Y l -  y i , . . ,  soient convergents tant  que les conditions (38) sont v6rifi6es. 

On voit imm6diatement que les seconds membres des 6quations ( I ) son t  d6- 

veloppables suivant les puissances des diff6renees en question rant que les quotients 

i ,  ~ et i_ lc sont. Or on a, d 'apr6s (8), par exemple 
ro r I r2 

~o' = ~ , '  + 2 ( ~ -  ~,)  [ ( ~ , -  ~ , )  - (~ ,  - ~ , ) ]  + [ ( ~ ,  - x , )  - (~ ,  - ~ , ) ] '  

+ ~ ( ~ , - ~ , ) [ ( y , - ~ , ) -  ( y , - ~ , ) ]  + [~y~- ~ ) - ( y ,  - ~,)]' 

+ z (~, - ~, ) [ (z ,  - ~ )  - (z, - ?~, ) ]  + [ (~ ,  - ~.,) - (~, - ~, ) ] ' ,  

et  comme 

il en r6sulte que r, ~ peut  se mettre sous In forme 

ro ~ + P o  ( x i  - -  x i ,  y i  - -  y i ,  zi - -  zi), 

P0 (x i - -x i ,  y l - -Yi ,  z i~z i )  6rant un polynome par rapport  aux diff6rences X,i--Xi,  

Y i -  yl, z i -  zl dont  le module, m~me lorsqu'on y remplaee ehaque terme par sa 

1 Le coefficient ~4 est  in t rodui t  pour simplifier  certains coefficients dans  la suite. 



116 Karl F. Sandman. 

valour absolue, reste inf6rieur ~ l'expression 12 ro Zo + 12 z o' rant que I x i - -  x~l, 

ly,- ,l sent plus petits que Zo. Done i est certainement d6ve- 
ro 

loppable suivant les puissances croissantes des dites diff6renees rant que leurs 

valeurs absolues sont plus petites que z o, si l'on d6termine z o de telle mani&re que 

ou bien 

12 ro Zo + 12 Xo z < ro ~ 

ro 

• 6 + 4V3 

Nous donnerons h x0 la valour partieuli~re 

ro 
(39) x o = - - ,  

14 

qui v6rifie l'in6galit6 pr6e6dente et qui est d'ailleurs choisie de mani~re k rendre 

rationnels los coefficients dans les formules qui suivent. On aura alors 

(40) 

et par suite 

- 2 -  [ro[>VroZ--I2ro• 

{x 2 - x t l  49 I 
(4x) [ ~  I < =- ----- ' 

r o  z 4 Xo ~ 

rant que xl, yi et zl vdrifient les in6galitds (38). 

Mais il r6sulte de (37) ot (39) que 

(42) 

et on aura done, d'apr~s (4I), 

x o > z  

[x,--x, I ~ 
< 4  z2, 

tant que xi, Yi et zi v6rifient los in~galit6s (38), ou, selon (42), ~ plus forte raison 
s'ils v6rifient los in6galit6s 
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(43) Iv,-v,I et 

que nous subst i tuerons d6sormais aux trois premi6res des in6galit6s (38). 

On t rouve de m6me que, dans ces conditions, les autres  quotients  analogues 

X 2  - -  X t 
r~ ~ qui ent rant  dans les seconds membres des 6quations (i) sent  tous en 

valeur absoluo plus peti ts  que i at il en r6sulte imm6dia tement  qua les ex- 
4x~' 

dx'o dx't dx'z 
pressions des d6riv6es - ~ - , - d r - '  dt . . . .  , ont  toutes  leurs modules inf6rieurs 

M 

4 x~ 

En  ver tu  de (37), on peut  eonelure de (6) qua, t t endan t  vers i ,  U tendra  

vers une valeur U qui satisfait  k l'in6galit6 

m o m t m 2 ~ < m t m : + m 2 m o + m o m t  
M = 14 z 

ou, puisque d 'apr6s  (7) 

M ~ > 3 ( m t  m2 + mzm o + momt), 

k l'in6galit6 plus simple 

m o m~ m~ ~, < M ~ 
M = 4 2 z  

En  observant  que 

morn1- morn2- I m tmz_ M 

on conclut  alors do l'6galit6 (5) que les valeurs x'i, y'i et z'i sat isfont  aux 
in6galit6s 

Ix',l, Ih',l et Iz'i l< V--3I'~+ MIK[, (i=o,I,2), 
21rex 4 

off m ddsigne la plus petite des masses me, ml et m2. D6s lors, si l 'on fair 

V M'~ + MIKI' 
(44) z'. = 2~-mz 4 
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et si xi,~ yri et z'i v6rifient les in6galit6s (38), on aura 

Ix',l , ly',l e t  Iz',l < 2  +0, <i = o ,  I ,  2 ) .  

En faisant usage des limites sup~rieures obtenues ci-dessus pour les valeurs 

absolues des seconds membres des 6quations (i), on voit done quo les quantit~s 

qui, dans les 6quations (i), correspondent aux quotients q~ q~" du th6or~me Q,-~ . . . .  ,Q,-~ 

du n:o 4, sent plus grandes que l'une ou l 'autre des deux valeurs 

et 4 x~ ~'o. 
2 / o  M 

Or la premiere de ces valeurs est la plus petite, car on a 

4x~z'o z _ z z t 8 M  ) 
M 2 /0  2 M x o  ( S z z ' ~  = - 2  x'0 ~2I m + 2 z l K l - - ~  , 

M 
ce qui est une quantit6 positive puisque m est n6eessairement <_---  

- - 3  
En vertu du th6or~me du n:o 4 on en conclut la proposition suivante: 

Si,  quand t tend par des valeurs r~elles vers une valeur rdelle et [inie t,  les 

coordonndes xi, Yi et zi tendent vers les valeurs r&lles el [inies xi, yl et zi, telles que 

re, r, et r~ saris/assent aux inggalitds (37), les coordonndes et leurs ddrivdes par 

rapport au temps sent ddveloppables suivant les puissances croissantes de t -  t en 

sdries qui convergent du moins rant que 

X 
(45) I t - t l  < T =  - -  

et les indgalitds (43) auront lieu, tant que t vdri]ie cette indgalitd (45). 
Les distances r0, rl, r~ 6tant d6veloppables suivant les puissances des diff6- 

rences x i - -x i ,  y i - - y i ,  zi--z~, quand les in6galit6s (43) ont lieu, on voit encore 

que, sous les conditions admises dans le thdor~me prdcddent, lea distances r 0, r, et r2 

sent ddveloppables en sgries suivant les puissances croissantes de t - - t  qui convergent 

rant que t vdri/ie l'indgalitd (45). 
Nous dirons, pour abr6ger, que le mouvement est rdgulier dans un intervalle 

donnd, si les coordonn6es des corps sent des fonctions holomorphes du temps 

dans cet intervalle. 
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III .  

D 6 t e r m i n a t i o n  des d i f fdrents  cas qui  p e u r e n t  se p r 6 s e n t e r ,  lo r sque  le m o u r e -  

m e n t  cesse d ' e t r e  r6gu l i e r ,  p o u r  une  r a l e u r  rdel le  e t  finie de t. 

6. P o u r  embrasser  dans nos reeherehes  le m o u v e m e n t  des t rois  corps de- 

puis t = - -  ~ jusqu'~t t ~ + ~ ,  nous devons  dtudier  le m o u v e m e n t  t a n t  p o u r  les 

valeurs  posit ives de t, en fa isant  c ro i t r e  t de t = o h t ~- + ~ ,  que pour  les valeurs 

ndgatives,  en faisant  ddcro l t re  t de t = o b, t = - - ~ .  Cependant  nous pouvons  

nous borner  s consid4rer les valeurs  pos i t i ves  de t. En  effet, les dquat ions diff6- 

rentielles du  mouvemen t  e t  leurs intdgrales (2), (3), (4) et (5) res tan t  invariables  

lo rsqu 'on  y change t, x'~, y'~, z'i, c0, c~ et  c~ en - -  t ,  - -  x'~, - -  yti, - -  zri, - -  co, - -  ct 

et  - - c2 ,  on voi t  que les rdsultats  qu 'on  ob t ien t  p o u r  les valeurs  posi t ives de t 

s ' appl iquent  dgalement  aux valeurs  ndgatives de t (puisqu'ils res tent  en v igueur  

lorsqu 'on  change les signes de x'i, y'~ e t  z'i h l ' ins tan t  initial). 

Lorsque  t c ro l t  pa r  des valeurs r6elles depuis  t -~  o, ou bien le m o u v e m e n t  

res tera  cons t ammen t  %gulier,  quelque grand que soit  t, ou bien l 'une au moins 

des inconnues xi, yi . . . . .  cessera d ' e t r e  r6guli6re quand  t t end  vers une cer ta ine  

va leur  finie tt. Nous  ~llons 6tudier  de plus pr6s ce t te  seconde hypoth6se .  

O n  a d ' abo rd  ce thdor~me connu:  t 

S i  le m o u v e m e n t  est rggulier clans l ' in terval le  de t = o h t ~ t~, m a i s  cesse de 

l'~tre h l ' i n s t a n t  t~, la p lu s  pet i te  des d i s tances  r0, r~, r2 tend vers zdro q u a n d  t tend 

v e t 8  t 1 . 

En  effet, si la plus pe t i te  des dis tances to, r~, r~ ne t enda i t  pas  vers z~ro 

quand  t t end  vers  l ' ins tan t  t~, on pour ra i t  t r ouve r  une  cons tan te  posi t ive z, te | le 

qu 'on  efit pa r  exemple  

r0, r~ et  r2 > I4 z 

pour  cer ta ines  valeurs  de t comprises dans l ' interval le  de t ~ P $ ,  h t~, et  cela 

quelque  pe t i te  que soit  la cons tan te  posi t ive $~. En  ident i f iant  ce t te  quant i td  z 

s la quant i td  z du  numdro prdcddent  e t  en ddsignant  pa r  t ~ l 'une des valeurs  de 

l ' in terval le  de t 1 - $ ~  h t~ pour  lesquelles les indgalitds ci-dessus sont  vSrifi~es, on 

eonclut  du thdor~me ddmontrd  plus h a u t  que le m o u v e m e n t  serai t  r~gulier dans 

l ' in terval le  de t' s t~+ T ,  ce qui  implique une  cont rad ic t ion  si l 'on a choisi $~ 

de telle mani~re que T > $~, d 'oh t ' +  T > t~. 

1 Voir p. ex. P. PAINLEV~, 1. C. page S85. 
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En  ve r tu  

U que  

du  
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th6or~me ei-dessus, on peu t  conclure  de l 'expression (6) de 

lira U--- + ~ ,  
t - - t t  

et il existe pa r  consequent  une quant i t6  posi t ive  ~ ,  telle que 

U - - K > o  

pour  chaque  valeur  de t comprise en t re  t t - -~0  et  t,. L '~quat ion  (23)nous  m o n t r e  

d R  ~ 
d~s lors que la d6riv6e - ~ -  va cons t ammen t  en croissant  lorsque t c ro i t  de 

d R  ~ 
t l - - $ o  a tl, et  il existe pa r  sui te  une quant i t6  posi t ive ~(~<~o) telle que d t  

conserve  le m~me signe et  ne s 'annule  pas dans l ' interval le  de t~- -~  s t~. Donc  

la quant i t6  R ~ va  cons t ammen t  ou en croissant  ou en d6croissant  dans  l ' in ter-  

vaUe de t t - - $  s t~, et t end  par  cons6quent  vers une limite d6terminde,  nulle ou 

posit ive,  quand  t t end  vers t~. 

7- Si l 'on a 

(4 6) lim R ~ = o,  
t--t1 

il r6sulte de (2i) que les trois distances r~, r~, r 2 t enden t  chacuno vers z6ro quand  

t t end  vers tl, e t  que par  sui te  les trois corps se choquent  s t ' ins tan t  t~ en un  

d R  
me, me point  de l 'espace. Dans ce cas, il est clair que la d6riv6e -dr  sera n6ga- 

t ive dans l ' interval le  de t t -  5 ~ t~. 

Consid6rons d ' a u t r e  pa r t  le cas oh 

lim R ~ > o. 
t - -  tt 

n existe alors deux  constantes  positives, k et  ~2, telles que l 'in6galit6 

(47) R ~ > k 

ai t  lieu dans l ' in terval le  de t~--~2 ~ t~. D6signons pour  un ins tan t  pa r  rm la 

plus pe t i te  des dis tances  re, r~, r2. D 'apr~s  le th6or~me du num6ro pr6e6dent ,  
o n  a 

lim rm ~ 0 ,  
t = t t  

et  il existe par  suite une quant i t6  posi t ive J~, telle que 

(4 8) r,~ < 
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dans t ou t  l ' interval]e  de tl--c$.~ h t~, la cons tan te  e dtant  prise aussi pe t i te  qu 'on  

voudra .  Soit encore  ~ la plus pe t i te  des cons tantes  c~2 et  ~s- Les in~galit~s (47) 

e t  (48) a u r o n t  lieu s imul tan~ment  dans  l ' interval le  de t~ ~ s t~. 

On d~mont re  ais~ment que, dans l ' interval le  de t ~ - - ~  h t~, rm d~signe une 

seule e t  m6me distance,  si l 'on a pris  ~ suff i samment  pet i t .  

En  effet,  s'il n ' en  ~tait  pas ainsi, il se t r ouve ra i t  dans cet interval le  un 

ins tan t  t r tel que rm dSsignerait  une cer ta ine  des dis tances r0, r~, r,  a v a n t  et une  

au t re  apr~s cet instant .  Pou r  t ~ t ~ ces deux  dis tances seraient  ~gales en t re  elles 

e t  par  suite chacune < e. La  troisi~me distance,  ~tant  au plus ~gale s la somme 

des deux  autres ,  serait  pa r  suite < 2 ~. 

Les trois  distances r0, r~, r~ 6rant  ainsi routes  < z ~  pour  t ~ t  ~, on aurai t ,  

d 'apr~s (z~), 

R ~ < 4 ~  ~ +m-~ 

ee qui es t  v is iblement  en cont rad ic t ion  avee l'in~galit~ (47) si e est  pris suffi- 

s ammen t  pet i t .  

C'est par suite une seule et mdme distance qui  tend vers zdro lorsque t tend 

vers tl. En  observan t  que eet te  d is tance est sup~rieure ou ~gale s la difference 

des deux  autrcs ,  on d~duit  imm~dia tement  de (2i) et  (47) que ces deux  autres  

dis tances t enden t  vers la m~me limite posit ive.  

En  somme nous voyons  donc que, lorsque le mouvement cesse d'etre rggulier 

un instant / in i  tl, ou bien les trois corps se choquent tous en un m~me point de 

l'espace, ou bien deux des corps se choquent tandis que leurs distances au troisi~me 

tendent vers une limite plus grande que zdro. 

Cette proposi t ion ava i t  4t~ ~tab]ie d 'une  au t r e  mani~re par  M. PAI~LEV~ 

(lot. eit. page 585). 

Nous  n '4 tudierons  pas dans ee t ravai l  le eas off les trois corps se ehoquen t  

tous en un m6me point  de i 'espace s un ins tan t  fini. Au reste nous verrons  

que cela ne peu t  avoir  lieu que dans le cas par t icul ier  oh les constantes  des aires 

co, c~, c 2 sont routes nulles. Les trois corps se m e u v e n t  alors cons tamment  dans 

un  m~me plan passant  pa r  leur cent re  commun de gravitY. Quant  s leur confi- 

gurat ion au voisinage du choc, nous avons ~tabli prdc~demment  ce th~or~me. 

Si  les trois corps se choquent en un m~me point de l'espace, ils tendront, h 

mesure qu'ils s'approchent, de plus en plus ou ~ [ormer un  triangle dquilatdral, ou 

bien 5 se ranger en ligne droite de telle mani~re que les rapports de Ieurs distances 

tendent vers des limites ddtermindes. 

i R e c h e r c h e s  s u r  le p r o b l ~ m e  des  t rois  corps ,  page  25. 

Acta mathematica. 36. Imprim~ le 8 juillet 1912. 16 
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IV, 

Cas off deux des corps se choquent  ~ l ' ins tan t  flni t,, tandis  qne leurs 

distances au t ro is ibme tendent  vers une l imite plus grande que z6ro. 

8. Supposons que ce soient les corps Po et Pt  qui se ehoquent ~ l ' instant 
fini t~. Cette supposition ne restreint pas la gdn6ralit6, car les cas oh P0 et P~ 

ou bien P~ et P2 se choquent ~ l ' instant t~ rdsultent dvidemment du premier par 

un simple changement d'indices. 

En employant les coordonndes et les notations du n:o 2, on aura alors 

(49) lira r ~ o, 
t--t~ 

tandis qu'il existe une eonstante positive b, telle que 

(5o) r o > b  et r l > b  

rant  que t reste dans un certain intervalle 

t l ~ 6  < t < tl. 

En vertu des 6galit6s (I3) et (I4), on  tire ais6ment des 6quations (I7) 

I, la' l 
Idt' i 

et on aura par suite, d'apr6s (5o), 

151< 

I dt~], ]dt~ et ~ i  < b ~ 

quand t v6rifie l'indgalit6 (5r). En observant que, selon (r9), les ddrivdes ~', 7' 

et  ~' ont des valeurs finies tant  que r0, r, et r - - r~  sont plus grandes que z6ro, 

il en r6sulte suceessivement que les quantitds ~', *i', ~', ~, ~, ~, ~ et r tendent vers 

des limites / inies et ddermindes lorsque t tend (par des valeurs r6elles) v e r s t , .  

Comme d'ailleurs 

I d~r ' 
(52) z dt  ~ 

d~x d2y d ' z  Idxt~+ [dyi s tdzt ~, 
- - - =  x ~ i  + Y d ~  + Z d t i  + ~ Idt~ + ~dtl 

les dquations (I6) et (z9) nous donnent 
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d ~ r ~ 2 (me + m,) 2 L ,  
dt ~ r 
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off l 'expression 

(54) ~ + ~ + m~(x~ + y~, + ~ )  ~ - ~  - 

2 m~ 2 m2 K 
~, r o 2 rt + g 

d 'aprds  ce que nous venons de t rouver ,  t endra  vers une | i m i t e / i n i e  et ddterminde 

lorque t t end  vers tt. Le  second membre  de l '6quat ion (53) sera donc, en v e r t u  

de (49), plus grand que z6ro quand  t passe de t~--  ~' h t~, si l 'on a choisi d ' (<~ )  

suff i samment  pet i t .  

dr  2 
On en eonclut  que /a ddrivde -dr croit avec t dana l'intervalle de t t -  3r h t~. 

Mais ce t te  d6riv6e ne peu t  pas ~tre _> o pour  une valeur  t = t r de cet interval le ,  

puisqu'el le  serai t  alors posi t ive dans l ' interval le  de t ~ ~ tt, de sorte  que la quant i td  

posi t ive r 2 devra i t  c ro i t re  quand  t c ro i t  de t = t ~ h t - -  t,, co qui est incompat ib le  

dr  ~ 
avee l ' hypothbse  (49). Il en r6sulte que la ddrivde d t  eat ndffative dana l'intervalle de 

t j - - (Y ~ t~ et  que, pa r  suite,  r diminue conatamment quand t pasae de t t -  ~' d t~. 

9- Multiplions m a i n t e n a n t  l '6quat ion (19) par  r e t  raisons t endre  t vers ti. 

En  a y a n t  6gard /~ (6), (49), (5 o) et  en obse rvan t  que ~', ~i', ~' t enden t  vers des 

]imites finies, nous ob tenons  

(55) rtdx~' ldv~' Id~t ~] ~im ~[~],_,, + i ~ ]  + ~dtl j=2(m~ ml), 

et  pa r  suite, en ve r tu  de (29), 

( ( V) ( ,r d y  _ dx \  dz dX x ~ r d t = ~  (56) lira x ~ - - y ~ ] = { i m  y d t - - - z  = l i m  z 
t ~ t t  ~ t - - t t  t - - t t  

Or les 6quat ions (I6) donnen t  

(I 
(57) x ~ t ~ - - Y d ~  =m2(x~]- -Y~)  ~ - - ~ - s  m2(rl__ _ _ r e  ~ + re r,I rolr,! " 

On a 

x~; - -y~  = x ('1 - -  ely) - -  y (~ - -  ~Lx), 
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et  comme, d 'apr~s (13) et  (I5), 

on en conclut  
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Ixl et  l y l<  r, 

l~ - - t ,  xl et  l ,~- - , .y l<ro,  

Ixr~--y~_ l <__2rro, 

d 'oh  suit. en ver tu  de (50), 

ro 
i i ) l < 6 r  + _ _ _ +  

ror,~ ~ =-~ 

En  observant  encore que 

van te  

d (  dy 
(58) dt - -  X d ~ - -  

[ r , - -%1  < r ,  on peut  done tirer de (57) l'6galit6 sui- 

d x) 6 ms 9,, (t, - -  6' = y ~ -- bS r ~, < t < tj), 

ot~ la quant i t6  9o satisfai t  & l'in6galit6 

(59) 

En int6grant,  on en conclut  

I%1<I. 

t 

X - d ~ - - y - ~ : [ x ~ t - - - y ~ l t _ t , +  r 'dt ,  (t, --O' s t < t' < t,), 

ou encore, puisque r diminue cons tamment  lorsque t passe de t l - - S f  ~ ti, 

dy  dx  i dy  dxi 
x - ~ - - y  ~t = [x ~ - - y - d ~ ] , . t +  9 'or ' ( t - - t ' ) ,  

off 

6 ms. (60) 19',I <_- a. 

Faisons tendre t' vers tl; nous aurons, en ver tu  de (56), 

dy  dx  
(6x) x d~ - -  y ~ ---- 9'0 r '  (t, - -  t), 

et, on consid6rant les expressions 

( t i - - 5 '  < t < t:), 
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d~z dJY et  
Y ~ - Z d i ~  

nous t rouverons  par  un ealeul analogue 

d~x dSz 

I dz dy 
Y d i  - -  z ~ i  = ~ ' '  r '  (t, - -  t ) ,  

(62) (t, - -  J ' <  t < tl), 
dx dz 

z - d i  - -  x d i  --- q A  r '  ( t ,  - -  t ) ,  

oh les quantitds qJ'l et  ~0' 2 v6rifient les indgalitds 

6m2 
(63) I~',l_<-b~- et I~O',l< 6 m~~ 

b s 
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Io. Nous ddduirons dans ce numdro les valeurs limites, pour  t ~ t t ,  de 

eertaines expressions que nous aurons g consid6rer dans la suite. 

En  diff6rentiant  le quot ient  x - ,  on t rouve aisdment 
T 

I dx dz dy 
= -  z z x ~ i  -d-i dt r s -d-t-- - - y  x ~ - - y  , 

d 'od  r6sulte, d 'apr6s (61) et  (62) 

d(X}=~/(tx--t), ( tx- -d'  < t < tt), (64) at = 

oh 

(65) I r _-< ~b~  ~ 

De l'dgalit6 (64) on eonelut  que ~ tend  vers une valeur  d6terminde lorsque 
r 

t tend vers ti,  e t  d ' une  mani6re analogue on t rouve qu'il  en est de m6me des 

quotients  Y- et z. Nous pouvons par  suite 6erire 
r I, 

x y z 
(66) l i m - ~ - ~ o ,  l i m - = x ,  l i m - ~ ,  

| --~t r t - i t  11" $ ~  T 
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~,  ~ ot ~p d6signant des constantes r6elles qui v6rifiont 4videmment l'6galit4 

(67) rp ~ + ff  + Ogs = 1. 

Les 4galit4s (66) oxpriment analy~iquement le postulat  de M. BIsco~cINI 
dont nous avons parl6 dans l 'introduction, et qui se trouve ainsi d6montr& 

Introduisons maintenant les expressions (61) et (62)dans  l '6quation (29). 

En faisant ensuito tendre t vers tl, on trouvo 

r az , tayt, ta l l ' l=  li,n rld--rt ' limt_a rLtd-[l + ~ l  + I~1 J t-a ldt! 

et, d'apr~s (55), 

(68) l i m r  ~ ~e(mo + ml), 
t - t t  

d ' o ~  suit  encore,  on o b s e r v a n t  que  r d iminue  q u a n d  t t end  en croissant  vers  t,,  

(69) lira Vrr dr Vz (,no + m,) 
~-a dt 

Multiplions par - - y  l'6quation (61) et par z la derni~re des 4quations (62); 

en ajoutant  los 4galit4s ainsi obtenues, on trouve 

2 d X ~ x r ~ t  + NrS(t~--t) r-d~ 

off N d4signo une quantit4 qui reste finie quand t tend vers t~. Au moyen des 

4galit4s (66) et (69) on en tire la premiere des 6galit& 

lim Vr d x t-t, dt q~ V2 (m o + m,), 

(7 o) lim Vr dy t-t~ d t  Z V2 (mo + m~), 

lim Vrr dz t-a dt (p 1/z (too + m,), 

dont  les deux dernibros s 'obtiennent d'uno mani~re semblable. 
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V. 

I n t r o d u c t i o n  d ' une  nouvel le  var iab le  iud6pendante  u.  

I I .  Nous introduirons ma in tenan t  au lieu de t u n e  nouvelle variable u d6- 
finie par  l '6quation 

(7~) dt  = r d u ,  (t = to pour  u = o), 

d'ofl suit  

(7I bis) 

O U  

t 

u ~  r 
to 

(7I ter) 

t$ 

t - -  to ~ J ' r  d u ,  
0 

to d6signant une eonstante  r6elle que nous fixerons d 'une  mani6re convenable 

chaque lois que cette variable u sera employ6e. 

En  posant  

(72 ) x'----dx y, d y  zf d z  r' d r  
d u ' = d-u ' = d-~ ' = d u  ' 

ou bien 

(72 bis) s d x  y, d y  z' d z  d r  
= r-d~,  = r -d~,  - r ~ ,  r' = r d~,  

les ~quations (16) e t  (19) donnent  

(73) 

t d x  r r' ( m o + m l ) x  . . . .  x' - -  + r ~ X ,  
d u  r r 

dy~' = r' y, (too + rot) y + r '  Y ,  
d u  r r 

dz' = r" z r _  (too ~- m , ) z  + r'  Z 
d u  r r 

(74) g (x"  + y "  + z '~) + h r  ~ (~'J + ~,t + ~,t) .= r ~ (2 U - -  K) .  
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Multiplions ces quatre 4quations par x y z x - , - , - , - -  et  faisons la somme; nous 
r r r gr 

obtiendrons, apr~s quelques r6ductions, 

(75) dr' d u =  m o +  m I + r L ,  

off 

(76) L = x X + y Y + z Z + 2 m 2 ( m ~  z m ~ ( m ~  h(~,~ t_r/~+r,~) K 
mo r0 m, r~ g ~/ 

Posons encore 

(77) 

r' (m~ + m,) x 
T r 

r' (too + m , ) y  
~ = r  y' r 

r' (too + m,) z 

En diff4rentiant ces expressions et en faisant usage des dgalit~s (73) et (75), on 

trouve 

(78) 
/d"= z d u  rrr + L s  

dfl L '  -d-u--- Y rr'  + y ,  

~uu ~ Z r r '  + L z  ~. 

Cela pos4, les 4quations (I5), (i6), (I7), (I9), (7I), ou, ce qui revient au 

m~me, les 6quations (I), (2), (5), (8) et (7 ~) peuvent ~tre remplae~es par les 

dquations simultan6es suivantes 

(79) 

dr  rl, d r  f dt 
d u  ~ u ~ - m o + m l + r L ,  ~ = r ,  

d x  ~ x t  d x t 

d u  ' d-u = a + r ~ X '  d~  ~ X r r, + L x ~ , 
d u  

d y  , d y  ~ r~ ~ - u = Y ,  ~ u u = f l +  Y, d-~= Y rr' + L y  ~, 
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dz  z' dz'  d 7 
~ ' d--u = 7  + r~Z'  d u  - - Z r r '  + L z "  

d~ d~] _ ~ = r ~ ' ,  s  d~ 
d ~  = r ~', 

d~' d~]' r H ,  d~' 
~ r . ~ ,  d u  = d u  - -  r lI" 

129 

Ces dix-hui t  6quations entre les dix-hui t  ineonnues 

( i )  r, r', t, x, x', a, y,  y', fl, z, z', 7, ~, '], ~, ~', ~]', ~', 

d4terminent  ees ineonnues, si l 'on donne leurs valeurs pour une certaine valeur  
de u.  

Soit t o une valeur  quelconque de l ' intervalle o < t < tt et d~signons par  (Io) 

les valeurs des quanti t~s (I) pour t ~ to. Les distances r0, %, r2 ~tant  sup~rieures 

s z~,ro pour  t ~  to, les variables du n:o i et  par  consdquent  aussi les inconnues 

(I) sont  d~veloppables su ivant  Ies puissances de t - - t , ,  si I t - - t o [  est suff isamment  

petit .  En ver tu  du th~or~me de CAVCHY, cit6 all n:o 4, on eonclut  alors de 

l '~quation (7 I) que la variable t est elle-m6me d6veloppable en s~rie suivant  les 

puissances de u quand lu l  est plus pet i t  qu 'une  certaine valeur. En  subs t i tuan t  

pour t eette s6rie dans  les expressions des inconnues (I), on obt iendra  ~videm- 

ment  des fonctions (I) de la variable u qui v~rifient les ~quations (79). On a 

ainsi une solution de ees ~quations off les inconnues ( I ) s o n t  holomorphes et 

a d m e t t e n t  pour  u ~ o les m6mes valeurs qu'elles avaient  pour  t ~ t 0. 

Mais, d 'apr~s le th6or~me de CAUCHY, le syst~me (79) n 'a  qu 'une seule so- 

lution telle que les inconnues soient holomorphes pour u = o e t  adme t t en t  pour  

u ~ o des valeurs donn~es. Si l 'on eherche d i rec tement  la solution des ~quations 

(79) eorrespondant  aux valeurs initiales (I0) pour  u = o, on re tombera  done sur 

celle que nous venons de d6duire de la solution donn~e des ~quations (i). D'ail- 

leurs, r ~tant  > o pour t -~ t o , il r6sulte de l'~galit~ (7 I) que u est aussi d6ve- 

loppable en s6rie su ivant  les puissances de t - - t o  quand I t - - t01 est assez petit ,  

et, en subs t i tuan t  cet te expression de u dans la solution du syst6me, on retrou- 

vera la solution des ~quations (I) d 'oh  nous sommes partis.  

Pour  la recherche des quanti t6s (I) on pourra  done ehaque fois employer  

celui des syst~mes (i) ou (79) ou (i6) et  (I7) qui pr~sente les plus grands avan-  

tages. La  distance r n ' en t r an t  pas en d6nominateur  dans les seconds membres 

des ~quations (79), ce syst6me sera en g~nSral pl:~f~rable quand  r devient  pet i t  

par  rappor t  aux deux autres  distances. 
Acta mathematica, 36. Imprim~i le 9 juillet 1912. 17 
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Iz. Le syst~me (79) est ~videmment plus g~n~ral que le syst~me des ~qua- 
tions (~6) et (~7) d'oh nous sommes partis, et qui est ~quivalent au syst~me des 
~quations (~), (2) et (3). Il n'est donc pas sans int~r~t de faire voir par une 
m4thode directe que, en choisissant les valeurs initiales (I0) que doivent prendre 
les inconnues (I) pour u ~ o de telle fa~on qu'e|les v~rifient h la fois les ~galit~s 

(77) et les ~galit~s 

(So) 

v 2 = x~ + y2 + z ~, r r  r =  x s  + yy~ + z z  t, 

g ,  ,~ yr~ = 2 M / m 0 r o  + m , r ~  m2r #~x + +z'-')+ h(~'~+ ~/~ +~'~) ~ ~ + ) K, 

[c]. l'~galit6 (i9) ], off K est la m~me constante qui figure explicitement dans le 
syst~me (79), ~ savoir dans l'expression L, et en introduisant, dans la solution 
du syst~me (79) qui correspond ~ ces valeurs initiales, t comme variable ind~- 
pendante au lieu de u, on aura effeetivement une solution de notre probl~me 

o5 la constante des forces rives est ~gale s K .  

On constate d'abord ais~ment que le syst~me (79) admet les int~grales 

r r (too + ml) x) 
r ~ - - - - X  f + ~ ( ~ ,  

r 

Comme les valeurs initiales (I0) v6rifient les 6galit~s (77), les constantes a, [iet 
sont toutes nulles, et, puisque r ne s'annule pas identiquement, il s'ensuit que 

los 6galit6s (77) sont v6rifi6es quel que soit u. 
En 61iminant a, fl et 7 entre (77) et (79), on retrouve les 6quations (73), 

lesquelles, lorsqu'on introduit t au lieu de u comme variable ind~pendante, se 
ram~nent aux 6quations (i6). De m~me, si, dans les 6quations qui figurent dans 
les deux derni~res lignes de (79), on r~tablit t comme variable ind6pendante, on 

retrouve les 6galit6s (I7). 
I1 nous reste seulement s faire voir que la quantit6 r, qui figure parmi les 

inconnues du syst4me (79), ainsi que la constante K, qui entre dans le m6me 
syst~me, ont bien la m6me signification que dans les 6galit~s (i6), (I7) et (i9). 

A cet effet, nous posons 
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(s~) 
W - ~  r r  r - x x  r - y y r - z z  r, 

a - -  r~ g (x'~ + y'~ + z'9 + h (~'~ + ,/~ + ~'~)-- 2 ~ ~.Vo + 
1 + z t + K .  

! m I r I m~ t 

A l'aide des ~galit~s (13), (14) et (76) qui d~finissent re, r~ et L,  on eonclut 

facilement de (79) que les quantit6s W e t  G v6rifient les ~quations lin~aires 

(s2) 

rl  d W  _ r~ G + - W ,  
d u  g r 

d G  2 M  W .  
d u m 2 r 3 

Pu i sque  les valeurs initiales (I0) v6rifient par  hypoth~se les ~galit~s (80), W e t  G 

s'annulent pour u ~  o. Or les 6quations (82) n 'admettent  qu'une seule solution 

jouissant de ee t te  propri~t6, qui est ~videmment la solution 

W = o ,  G ~ o .  

Done W et G s'annulent identiquement ou, ce qui revient au m~me, l '6quation 

(74) et l '6quation 

(s3) rr f  x x  F + yyr  + zz '  

subsistent pour toutes les valeurs de u ou de t. 

De l'6galit6 (83) on conclut en int6grant que la diff6rence 

r ~ _ ( x  ~ + y~ + z ~) 

garde une valeur constante, et, puisqu'elle s'annule par hypoth6se pour u - ~ o ,  

elle est identiquement nulle, de sorte que l'inconnue r satisfait bicn ~ l'~ga- 
lit6 (15). 

En introduisant enfin dans l '6quation (74) t comme variable ind~pendante 

au lieu de u, on retrouve l'~galit~ (i9) , d'ofl l'on eonclut que K d~signe bien la 

constante des forces vires de la solution des ~quations (z6) et (I7) qui coincide 

avec la solution eonsid~rde du syst~me (79)- 
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VI. 

l~tude du cas off l ' une  des dis tances  est  pe t i t e  pa r  r a p p o r t  a u x  deux  au t re s .  

13. Supposons ma in t enan t  que le mouvement  soit r6gulier dans l ' intervalle 

o < t <  tt, t~ d6signant  un  ins tan t  f in i ,  et adoptons  les variables du n:o i i .  

Soient 1 

(r),, (re),, (ri)l, (r 'h, x,, y,, z,, ~',, y',, z',, 
(K,) 

r ~,, ~l, ~,, ~',, ~'1, ~',, -1, ~1, 7,, 

les valeurs vers lesquelles t enden t  les quanti t6s  

r = r 2 ,  ro, ri,  r t, x ,  y ,  z ,  x' ,  y ' ,  z ~, 
(K) 

quand f t end  par  des valeurs  r6elles vers t, .  I1 est 6vident  que les quanti t6s  

(Kt) sent  / in ies  si le mouvement  est r6gulier pour t =  tl, et nous verrons dans 

le num6ro 14 qu'il  e n e s t  de m6me dans le cas oh un c h o o s e  produi t  s l 'in- 

s t an t  t, .  

Admet tons  de plus que 

(84) (r), < x_~ 
2 

et  

(85) e, > I4 xl, 

xl d6signant une constante  positive d e n t  nous d6terminerons plus ta rd  la valeur.  

Nous nous pla tens  done dans  le cas oh la distance r -  r2 est pet i te  par  rappor t  

aux  deux autres  r 0 et  r l .  
Nous allons d 'abord  d6montrer  que Ia variable u tend vers une l imite / in ie  

u 1 lorsque t tend vers t I .  

Cela est 6vident,  d 'aprbs (7I bis), dans le cas oh (r)t > o, puisque la limite 

inf6rieure de r dans l ' intervalle t o < t  < t ,  est alors positive (on pourra  prendre 

pour  to une valeur  quelconque comprise dans l ' intervalle o < t  < t~). 

Si ( r ) l =  o, nous re tombons sur le cas 6tudi6 aux n:os 8, 9 et io, oh la 

distance r - - r2  tend  vers z6ro quand t tend  vers tl, les deux autres distances re 

Les quant i t~s  x l ,  y , ,  zl,  xft,  y~,  ztt employees  ici ne  do iven t  pas ~tre confondues  
avec les quant i t~s  du  n:o I. 



M6moire sur le probl~me des trois corps. 133 

et r~ tendant vers une valeur plus grande que z6ro. L'6quation (69)ayant  alors 

lieu, il existe une constante ~ ' ( <  $r) telle qu'on ait par exemple 

(86) Vr d~ < - -  1/~m. + m, 

pendant  que t passe de t, __~rr s ft. Ecrivons maintenant l'int6grale (71 bia)sous 
la forme 

t~--d" t 

u r d r "  
to t t--5" 

dr 
La d6riv6e ~ 6rant eonstamment n6gative quand t passe de t t - - ~ "  s tt, 

on pourra, dans la seconde int6grale, introduire r comme variable au lieu de t, 

et, en tenant  eompte de (86), on trouve ainsi 

f r "  

g l - - 3  rt  ~- 

oh r" d6signe la valeur de r pour t - - - - t , -  ~,r. Cette in6galit6 montre que l'int6- 

gralo qui figure au premier membre tend vers une valeur/ inie  quand t tend vers 

tt ou b i e n r  vers z6ro. L'int6grale 

ta--~" 

gtant finie, u tendra done bien vers une limite finie, eomme nous l'avions 
affirm6. 

14. Nous voulons maintenant faire voir que les ineonnues (I) des 6quations 

(79) et par suite aussi les quantit6s (K) sont d6veloppables suivant les puis- 

sances de u - - u ~ ,  et d6terminer une limite inf6rieure des rayons de convergence 

de ees d6veloppements. A eet effet nous devons d 'abord trouver des limites 

sup6rieures des valeurs que prennent, pour t = t~, les ineonnues (I) ainsi que les 

modules des seconds membres des 6quations (79). 

Supposons en premier lieu que (r)t > o. Par  des considerations g6om6triques 

simples, on voit que 

(r0) t et ( r t ) , )  el - -  (r)t, 
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d ' o h  r6sulte,  en ve r tu  des hypo thbse s  (84) et  (85), 

e t  pa r  su i te  

E n  posan t  

(r0), et (r,), > ~ . ,  

M M 2 M (too + m,) 
mo (ro)---~ + m, (r,)~ < 27 mo m, z t 

(87) _/1, = m 2 ( m o  + m,)  ~ + I K [ ,  
27 mo mt • 4 g 

on conc lu t  d~s lors de (6) et  (74) l ' in6galit6 

d ' o h  sui t  

x'l ~ + y',~ + z', ~ < 2 (r), [too + m, + 2 l / t  (r) ,] ,  

I x', I, I y', I, I~', I et I(r'), I < Vz (r), [too + m, + 2 A ,  (r),] 

et,  d ' ap r6s  (77), 

[a, [, I : , ]  e t  ] 7, ] < 3 (m0 + m,) + 4 A ,  (r)l. 

E n  ve r tu  de l ' hypo th~se  (84), on a u r a  pa r  su i te  les in6galit6s 

(88) 

(89) 

ainsi  que  

(90) 

Ix',l, ly ' , l ,  Iz',l et I(r'),l < Vx,(mo+ m, + _/1,z,), 

I",1, I#,1 et It, l<  3(too + m, )+  z A, ~.,, 

Ix, I, ly, I et Iz, l< ~'j. 
2 

Consid6rons m a i n t e n a n t  le cas oh (r)t = o pou r  t = t , .  

(9I) x, = Yl = z, = (r), = o 

et, d ' ap r6s  (69), (7 o) e t  (72 bis), 

(92) x'l = y',  = z't = r', = o, 

e t  enfin,  d'apri~s (66), (69), (7o), (72 bis) et  (77), 

On a alors 
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(93) ~, = (too + m,)  ~, ~, - (too + m,) x ,  ~', = (too + m,) ~v, 

d'oh il suit que les in6galit~s (88), (89) et (9 o) sont v6rifi6es aussi dans l 'hypoth~se 
actuelle. 

Cherchons maintenant des 

membres des 6quations (79), en 
conditions 

(94) 

limites sup6rieures des modules des seconds 

admet tan t  que les inconnues (I) v6rifient les 

2 

[ r ' - - ( r ' ) , [ ,  [x'--x',[, [y'--y',[ et [z'--z',[<k', 

I ~ ' - ~ ' , l ,  I , / - , / , [  +t I ~ ' - ; ' , 1 < ~ ' ,  

[ t - - t~[  < ~'. 

Les constantes k r, x t, z et ~ sont des quantit6s finies et positives, dont nous 
fixerons plus tard les valeurs. 

On trouve, d'apr~s (13), 

to '  = e,  ~ + 2 ~ ,  [C~ - -  ~ , )  - -  t~ ( x - -  x , )  - -  t ,  x , ]  + [ ( ~  - -  ~ , )  - -  ~, ( x  - -  x , )  - -  ; ,  x , ] '  

+ 2~, [ ( Q - - ~ , ) - - V ( y . - - y , ) - - V y , ]  + [(']-- 'h)--t '(Y--Y,)--t 'Y,]'  

+ 2 ~, [ ( ~ - -  ~ , )  - -  ~, (z  - -  z , )  - -  t ,  z , ]  + [ ( ~ - -  ~ , )  - -  ~, (z - -  z , )  - -  ~, z , ] ' ,  

ce qu'on peut  6crire 

(95) ro ~ = q~ + P , ,  

Pt  &ant  un polynome par rapport  aux variables 

x - - x i ,  y - - y , ,  z--z~,  ~ - - ~ l ,  ~i--r~t, ~ - - ~ , ,  x~, y, et z t. 

En observant  quo 

(96 ) [~,[, ]r,.,I et [~,[<=e,, 

on constate, en vertu des in6galit6s (9 o) et (94), que 

] P ,  ] < I2 el x, + 12 z ,  ~ , 

d'ofi il suit, d'apr~s {85), 

45 2 IP, I< ~ e ,  �9 
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D'aprbs le ealcul qui pr6ebde, cette in6galit6 aura lieu encore si, dans le 
polynome P~, on remplace chaque terme par sa valeur absolue, et on voit done 

que, sous les conditions (84), (85) et (94), le quotient i est d6veloppable suivant 
r0 

les puissances des diff6rences x - -  x~, y - -  Yl, z - -  z~, ~ - -  ~ ,  ~ - -  ~h et ~ - -  ~ .  De 
l'6galit6 (95) et de la derni~re in6galit6 ci-dessus il r6sulte d'ailleurs ais6ment 

qu'on a, dans les mfimes conditions, 

2 (97) Ir01>~r 

ou encore, d'apr~s (85), 

(98 ) / r o l > 4 z , .  

En partant  de l'~quation 
v6rifie l'in6galit6 

(I4), on conclut d 'une mani~re analogue que rl 

(99) Ir, I > ~  
7 r 

ou encore 

(IOO) I r, I > 4 z,, 

et que I est d6veloppable suivant ]es puissances des differences x - -x1 ,  y - - y 1 ,  
r l  

z--z~, ~--~,, ~:--~h, ~--~2 du moins tant  que les in~galit6s (84), (85) et (94) 
ont lieu. 

Les seconds membres des ~quations (79) ~tant des polynomes de I ,  i et 
r0 r~ 

des inconnues (I), nous pouvons done affirmer qu'ils sont certainement ddvelop- 
pables suivant les puissances des diff6rences r - - ( r )~ ,  x - - x , , . . . ,  si les conditions 

(84), (85) et (94) sont v6rifi6es. 
Les conditions (84), (85) et (94) entralnent  encore les in~galit~s suivantes: 

(io~) 

dont nous avons besoin pour calculer une limite sup6rieure des modules des 

seconds membres des 6quations (79). 
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D6montrons par exemple la premiere des in6galit6s (ioi). II r~sulte de (94) 
et  (85), 

< k  

d'o5 suit, en vertu de (96), J~J < ~ ~, ou encore, d'apr~s (97), 

< I-g~O," 

et par  suite, en vertu de l 'hypothgse (85), 

Les autres in6gMit6s qui figurent darts la premiere ligne de (IoI) se dgmontrent  
d 'une mani~re analogue. 

Les in6galit6s de |a ~econde ligne de (lOi) r6sultent imm6diatement  des 
in6galit6s (98) et (ioo), en observant  qu 'on a, d'apr~s (90) et (94), 

(I02) JZ], JVJ et JzJ<xl. 

Cela pos6, en remontan t  aux d6finitions (i6), (17), (76) des quantit6s X,  Y, 
Z,  ..~, H , / / ,  L,  on d6duit  des r6sultats (98), (ioo), (lOl L (I02) et des conditions 
(94), par un calcul tr6s simple, les in6galit6s suivantos 

IXl, I r l  et IZ l<  m, 
2X t -  ~ '  

(~o3) I~I, In l  et ln l<  M 
~t-~--~' 

IL l  < Z,, 
05 

morn, I+ Mmom, VL'+6Vlx'+3x")+m~(m~f +ra')[K~' 

la vitesse Vt 6rant donn6o par  la formule 

(Io5) V, = V~',, + ~',, + ~'1'. 

Cette quanti t6 Vt est cer tainement  finie, ee qui r6sulte de l'6galit6 (74) dans le 
cas oi~ (r)t > o ,  et dos r6sultats du n:o 8 dans le cab o5 (r)t ~ o. 

Aaa  mathemoffica. 36. Imprim6 le 9 j~illet 1912. 18 
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Comme d'ailleurs, d'apr~s (84), (88), (89), (94) et (to5), 

I r l < x t ,  

Ix'l, lY'[, Iz'l et I r ' l < k ' + V x , ( m o + m , + A ,  zt), 

Ir I,/I et I~ ' t<  V, + ~.', 

I"1, Ifll et 1~ ' l<~+3(mo+m, )+2-4 ,~ , ,  

les in6galit6s (lO3) entralnent  les suivantes 

Imo + mt  + r L l <  mo + mt + Xtzt ,  

la+r~XI,  ]fl+r~YI et 17+r~Zl<7~+m~2-+ 3 (mo+mt)+2Atx t ,  
2 

IXrr '  + Lx'l ,  I rrr '  + Ly'l et IZrr' + Lz' l< ~., + ~,z, [k' + Vz,(mo + m, + ~ , ~ ] ,  

Irr Ir,/I et I~ ' l<~- t (V ,+ / ) ,  

M 
Ir-=l, Irnl et I r n l < - - .  

2 X 1 

En remontant  au systbme (79), on en eonclut que les quantit6s qui, dans le eas 

que nous consid6rons ici, correspondent aux quotients q'l q'2 q'~ du thfo- Q,~, ~ . . . . .  Q,~ 

r~me du n:o 4, sont plus grandes que la plus petite des quantit6s 

X t k r 

2[k' +Vz t(m o+m t+ A tz,)~' m o + m , + ) . z , '  

kl 

z : 4 - m "  + 3 ( m , , + m t ) + 2 ~ / t z t  
2 

x i 2 x~ x t T ~ 

2 xt/ 

~r 
Pour simplifier, nous donnerons s v' une valeur telle que -- soit plus grand 

X l 

que les autres quotients, et nous choisirons pour k', • et • les valeurs 

(106) k ' = V z l ( m o + m l + A l z , ) ,  Z' Iv~'f--- = 2 - - ' ~ t  ' z=mo + mt + Al z~. 

Les expressions ci-dessus se pr6sentent alors sous la forme 
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(Io7) 

/ Vzl-~00 + mt + -41 • 
4 ( t o o + m , + - 4  l z~) ' 

V-~,(mo + m, + -4,~,) 
2 ;r • + m2 

V~, (too + m, + -4, ~.,), 
mo + m l + ~ z t  

l/zt (m. + m, + -4, z,) 

2 

En d6signant par Q'2 la plus petite de ces quantit6s, le th6or~me de CAUCHY 
cit6 au n:o 4 nous permet d6s lors d'affirmer: 

i) que, dana la solution des dquations (79) qui se ddduit de la solution donnde 
des dquations (I), les inconnues (I) ou plus gdu~ralement lea quantit6s (K) sont 

ddvdoppables en sdries suivant lea puissances croissantes de u - -u~;  

2) que ces sdries convergent rant que 

(xoS) ] u - - u i  ] < Q'.. 

3) que les in~galitds (94) auront lieu rant que uvdri[ie l'indgalitd (Io8). 

VII. 

D6flnition d 'une  cont inua t ion  r6elle du m o u v e m e n t  apr~s un choc. 

15. Consid6rons maintenant  plus en d6tail le cas d6j~ trait6 au n:o 8, off 
l 'une des distances tend vers z6ro et oh l 'on a 

lira R = Rt ,  
t ~ t t  

R, 6tant une quanti t6 positive. En supposant  toujours que ce soil Ia distance 
r=~r2 qui tend vers z6ro, on aura, d'aprt~s (2r bis), 

RI 
r = Vh-' 

e t  en  p o s a n t  

RI 
x, = I4 Vh' 

les in6galit6s (84) et (85) auront  lieu, de sorte que nous nous trouvons dana le 
cas trait6 aux n:os I3 et I4. En vertu des r6sultats obtenus plus haul,  lea in- 
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connues (I) seront done d6veloppables en s6ries suivant les puissances de ( u -  u,).  

A I'aide des 6galit6s (9z), (9z), (93), et  en observant que 

(r0),= (r,),=r 

on calcule sans peine les premiers termes de ces s6ries; on trouve ainsi: 

(zo9) 

6 ~ ' , ( u - - u , )  s + ' ' ' ,  ~ = , ,  
M (m,  + m')  :,(u--u,~S~ l + . . . ,  

6 e s 

r~ -~ ~i, + m .  + m I M (mo + m,)  
~ . ~ ' , ( u - - u , )  s + . . . ,  r,'=r,'~ 6r 7 h ( u - u , )  3 + . . ,  

= ~ + m o +  m~ ~, ( u - -  u,)" + . . . ,  
6 

a ~ ot 1 + . . . ,  f l  ~ f l l  4 - "  

ra  o + m l  
x = ~o ( u - -  u,)' +. .  

2 

y m , + m , ~ ( u _ _ u ~ ) , + . .  
2 

m, + m, ~ ( u _ u , ) ,  + . . . ,  

2 

m o  + m l  ( u - - u , ) '  + . . . ,  
2 

~-,= ~', ___M (mo + m,)  ~ , ( u _ u , ) S  + . . . ,  
" " ' 6 r s 

y ~ y~ + . . . ,  

x' = (too + m,) qo (u - -  u,) + . . . ,  

y' = (m.  + ml) X ( u - - u , )  + . . . ,  

z ' = ( m ,  + m , ) ~ ( u - - u , )  + . . . ,  

r' = (too + m,) ( u - -  u,) + . . . ,  

( I I 0 )  t - - t  I rn'~ "It- m ,  ( U -  't/,1) s -~- " "  
6 

tous Ies coefficients ayant  des valeurs rdd/es. Ces sdries convergent rant que u 

v6rifie l'indgalitd (IO8). 

De la derniAre dquation on peut tirer u - - u l  sous forme d 'une sdrie suivant 

les puissances enti6res et positives de ( t-- t1) ~, et, en substi tuant  eette sdrie au 

lieu de u - - u 1  dans les formules (zog), on trouve que les quantit~s ~, 7, r ~ ~ 1 7 6  

sent aussi routes ddveloppables suivant les puissances entibres et positives de 

( t - - t l )  ~, du moins rant que I t - - t ,~  reste plus peti t  qu 'une eertaine quantit6 po- 
sitive ~. Les quantit~s u, ~, v , . . . ,  eonsiddrdes eomme fonctions de t, admet tent  

donc t = t ~  comme un point  singulier a]g6brique autour duquel se permutent  

circulairement trois branches de ehacune de ees fonctions. 
Par  les s6ries ainsi obtenues nous pouvons, en partieulier, calculer les valeurs 

des quantit6s r, x, y . . . .  dans le mouvement  consid6r6 pour chaque valeur r6elle 

de t comprise dans l 'intervalle de t l -  ~ k tl. 
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Mais ces m~mes s~ries nous permettront encore de d~finir une continuation 

du mouvement de nos corps apr~s le choe. La seule continuation r~ellc s 'obtient 

~videmment en choisissant la d~termination r~elle et positive de ( t -- t l )} .  La 

valeur de cette expression ~tant r~elle et n~gative pour les orbites primitives, 

on voit done que, pour passer de ceiles-ci aux nouvel4es orbiter, il faudra faire 

d~crire s la variable eomplexe t u n  chemin tournant  autour  du point tl de telle 

mani~re que l 'argument de t - - t~  augmente ou diminue de 3 z-  D'ailleurs, si 

l'on prend pour variable u au lieu de t, les nouvelles orbiter seront ~videmment 

repr~sent~es par los d6veloppements (io9) en y faisant u - - u 1  > o .  

D'apr~s le principe du prolongement analytique, les coordonn~es des corps 

v~rifieront encore pour t > tl les 6quations diff~rentielles du mouvement et leurs 

int~grales premieres, de sorte que la constante des forces vives et celles des aires 

garderont les valeurs qu'elles avaient avant  le choc. De m~me, l'~galit~ (i5) 

restera constamment v~rifi~e, et  eomme, d'apr~s (iog), la quantit~ r est positive 

apr~s le choc, on volt qu'elle rcpr~sentera toujours la distance P0 P~. 

Il r6sulte des d~veloppements (Iog) que les rapports x_, y_, _z tendent vers 

les memes limites ~, X, ~ (qu'on peut  supposer diff~rentes de z~ro, en orientant 
convenablement les axes des eoordonn6es) lorsque t tend vers t~, soit en croissant, 

soit en d~eroissant. On voit donc que les orbites des corps Po et P~ pr~senteront 

chacune un point de rebroussement au point o/1 ces corps viennent se chequer. 

Au contraire l 'orbite du corps P2 restera continue dans le voisinage de l 'instant 

t~ du choc. Les orbites que d4crivent ainsi les corps apr~s le ehoc re rat tachent 

du reste d'une fagon continue aux orbites qu 'on obtient en faisant varier d 'une 

fa~on continue les valeurs initiales des coordonn~es et  des composantes des vi- 

tesses de ees corps de fa~on s faire passer les corps tout  pros les uns des autres 

sans se henrter. 

I1 va  sans dire que, Iorsque nous parlous de la continuation du mouvement  

apr~s un choc, nous supposons qu'il s'agisse de corps id~aux qui se r~duisent 

des points materiels, sans quoi, dans le voisinage de l ' iustant tl, d 'autres forces 

que lcur attraction mutuelIe entreraient en jeu. 

zS. Puisque les coordonndes de nos points iddaux vdrifient encore pour 

t > ~l les 6quations (I)--(5), les rdsultats obtenus plus haut  resteront vrais aussi 

pour le mouvement apr~s le ehoc, qui, en partieulier, no cessera d'6tre rd- 

gulier que lorsque survient un nouveau choe. Supposons que ceei ait lieu g l'in- 

stunt t3; nous nous proposons de chercher une limite infdrieure de l'intervalle 
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D'apr6s  le thdor~me d6montr8 au n:o i4, les in6galit6s ( 9 4 ) a u r o n t  lieu 

tant  que l u - - u l [ < Q ' : ,  et, comme les in6galitbs (84), (85) et  (94) en t ra lnen t  les 

in6galit6s (98 ) et  (ioo), il s 'ensuit  que les dis tances r0 et  r~ sent  > o  quand  

] u - -  u,] < Q'2. Si un choc a lieu apr6s l ' ins tant  t, du ran t  que ~ u - -  u,I < Q'2, ee 

sera par  suite la dis tance r qui deviendra  nulle. 
Faisons cro l t re  u par  des valeurs r6elles s par t i r  de la valeur  u~ ; il suit  

des deux premi6res des 6quat ions (79) que r et  r', pa r t an t  t o u s l e s  deux de la 

valeur  o, iront cons tamment  en croissant,  du moins rant  que me + ml + r L > o. 

Mais, selon (IO3), on a I L l <  ~ tan t  que les 6galit6s (94) sent  v6rifi6es, ee qui 

i f a lieu par  exemple quand  u - - u ,  <__~Q2. Pour  les valeurs  de r sat isfaisant  k 

l'in~galit6 

r < m ~  mt )-2, 

nous aurons donc 

I 
3 (m~ + m~) > m o +mt  + r L  > ~ (me + m~), 
2 

I 
du moins t en t  que u - - u ~  ~ 2 Q'~" Des 6quations 

d r  ~ 
d u ~ m o  + ml + r L, 

dr dt 
d-u = r', du-- ~ r 

on tire alors suceessivement  les in6galit6s 

3 (too + m,) (u - -  u,) > r' > ~- (m0 + m,) (u - -  u,) ,  
2 2 

( m )  

( I I 2 )  

3 (me + m,) ( u - -  u,)'  > r > I- (m~ + m l ) ( u - - u , ) ' ,  
4 4 

I (me + ml) (u - -  ul) s, t - - t l > ~  

qui sent  valables t an t  qu 'on  a s imultan~ment  

<i_ r < ~ 3  et u - - u ~  Q'2- 
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On a u r a  /~ d i s t i ngue r  d e u x  cas, s u i v a n t  que  l ' une  ou l ' a u t r e  de  ces in6gali t~s 

cease la p r e m i e r e  d ' 6 t r e  v&if i6e  q u a n d  u c r o i t  depu i s  u~. 

I r Premier cas :  o < r < X~ q u a n d  o < u - -  u~ ~ ~- Q 5. L ' i n t e r v a l l e  t2 - -  tx ~ t an t  

I 
c e r t a i n e m e n t  p lus  g r a n d  que  l ' a c c r o i s s e m e n t  de t lo rsque  u c r o i t  de  u~ h u~ + 2 Q~'  

on  c o n c l u t  de  l ' in6gali t~ ( i i 2 )  que  

Second cas : r -~ ~ 2 

O < ~ t - - U t < f f .  

E n  m e t t a n t  r = ~2 et  u - - u l  

t , - - t ,  > 96 (m0 + m,)Q' f l .  

p o u r  u - - u , ~ a  <~-Q '~  , t and i s  que  o < r < ) , 5  p o u r  

= a d a n s  l ' indgal i t6  ( I i i ) ,  on  t r o u v e  

a s >  

ou,  en  a u b s t i t u a n t  ~ ~z sa  va leur ,  

4 k~ 
3 (too + m,) 

2 a s > . - - -  
3 - - s  

L a  v a l e u r  de  t p o u r  u = u~ + a sa t i s fe ra  p a r  cons6quen t ,  d ' a p r 6 s  ( I I2 ) ,  h l ' in6- 

gal i t6  

t - - t ~ > m ~  i 2 
18~t 3)'~'  

qui  sera  s plus  fo r te  ra i son  v~rifi6e p o u r  t = t 2. 

E n  r6aum6 n o u s  p o u v o n s  a f f i rmer  que  l'intervalle de temps entre les deux 

chocs consid~rds est supbrieur dt la plus petite des quantitds 

(ii3) mo + m, mo + m~ V 2 . 
96 Q'23 et " i 8  ~, 3 ~, 

On a u r a i t  des  r~su l ta t s  ana logues  si c ' & a i t  |a  d i s t ance  r 0 ou la d i s t ance  r~ 

qui  a ' annu le  q u a n d  t t e n d  vers  t I . 

x 7. L o r a q u ' o n  fa i t  c ro i t r e  t au  del~r de  la v a l e u r  t I , le m o u v e m e n t  que  n o u s  

v e n o n s  de  d6f in i r  au  n :o  15 ou r e s t e r a  c o n s t a m m e n t  r6gulier ,  ou  bien cessera  

d ' & r e  r6gul ier  lo r sque  t t e n d  vers  une  ce r t a ine  va l eu r  finie t 2. C o m m e  au  n :o  7 

on  d 6 m o n t r e  que,  dana  ce de rn i e r  cas, ou  les t rois  corps  se c h o q u e n t  t ous  en un  
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m6me point de l'espace k r ins tan t  t2, ou bien deux des corps se choquent tandis 

que leurs distances au troisi6me tendent vers une limite sup~rieure ~ z$ro. Si 

l'on suppose que la quantit6 R tend vers une valeur positive R2 quand t tend 

vers t~, c'est ce dernier cas qui aura lieu, et, en proe6dant comme aux n:os ~I--IS, 

on pourra alors d@finir une continuation r@elle du mouvement des trois corps 

id~aux au del l  de l ' instaut t~ qui constitue un vrai prolongement analytique de 

eelui que nous avions d@fini pour tl < t <  t2, et par suite aussi du mouvement 

primitif. 

On pourra ainsi continuer le mouvement apr6s chaque nouveau choc, 

condition que la quantit@ R ne s'annule pas. 

D6s lors, deux cas sent a priori possibles: ou bien le proc~d6 d6erit ci-dessus 

permet de d6finir de proche en proehe le mouvement pour routes les valeurs de t; 
ou bien les valeurs t pour lesquelles on peut d@finir le mouvement par notre 

proc6d@ admet tent  une limite su~rieure ]inie t. Nous aliens chereher la con- 

dition pour que eette derni~re circonstanee puisse se prSsenter. 

I1 est d 'abord clair que nous ne pouvons pas continuer le mouvement apr~s 

un instant ~ auquel les trois corps se choquent tous en un m~me point. Dans 

c e  c a s ,  o n  a 

(II4) lira R = o ,  

et il r~sulte du raisonnement des n:os 6 et 7 qu'il existe une quantit~ positive 

d R  
telle que la d~riv@e -d7 est constamment nSgative dans l'intervalle de t - - J  ~ t .  

Mais la circonstance en question pourrait se r@aliser encore d'une autre 

mani~re. Supposons, en effet, qu'il se produise une infinit@ de chocs suceessifs 

deux ~ deux entre les trois corps, et que les valeurs correspondantes 

t 1, t 2, t s , . . . ,  t v , . . .  

de la variable t tendent vers la limite finie t: 

qr~ 

I1 est 6vident que notre proe6d6 de continuation ne nous permet pas d e  

d6passer l ' instant t. Nous aliens voir que l'6galit6 (114) a lieu aussi darts ce cas; 

et qu'eUe constitue ainsi la condition cherch6e. 
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I8. Supposons  donc  q u ' o n  a i t  l '6gali t6 ( i tS) ,  t & a n t  fini. Le  m o u v e m e n t  

cesse n6cessa i rement  d ' & r e  r6gulier pou r  t = t .  I1 s ' ensu i t  d ' a b o r d  que la plus 

petite des distances r0, %, % tend vers zdro quand t tend vers t ,  ce q u ' o n  d6mont re  

p a r  un r a i sonnemen t  ident ique  h celui du n:o 6. Commo dans  ce num6ro,  on 

d~ R ~ 
en conclu t  suecess ivement  que U -  K > o, que  la d6riv6e ~ est  pos i t ive  et,  

d R  ~ 
p a r  suite,  la d6r ivfe  ~ croissante  dans  un ce r ta in  in terval le  t ~  ~0 < t < t ,  d 'ofi  

il sui t  encore  que  la quan t i t6  R t va r i e r a  c o n s t a m m e n t  dans  le m~me  sons pour  

t - -  d < t < t ,  si ~ est  su f f i s ammen t  pet i t ,  et  qu 'e l le  t end ra  p a r  consequen t  vers  

une  l imite d&ermin6e ,  pos i t ive  ou nulle, lorsque t t end  vers  t.~ 

Si nous  d6mon t rons  que ce t te  l imi te  de R ne pou t  ~tre posi t ive,  nous  au rons  

&ab l i  que l ' hypo t~se  ( I IS)  e n t r a i n e  comme cons6quence  l '6galit6 ( n 4 ) ,  et,  en 

d R  
m~me temps ,  que  ~ est ndgative dans l'intervalle de i ~ ~ h i. 

A d m e t t o n s  un  m o m e n t  qu ' on  air  

lira R > o. 

E n  r a i s o n n a n t  m o t  h m o t  c o m m e  au  n:o 7 (a cela pros  qu ' on  remplace  t, p a r t ) ,  

on d6mont re  qu'une seule et m~me distance tend vers zdro quand t tend vers t ,  

tandis que lea deux autres tendent vers la m~me limite positive. 

A d m e t t o n s  encore,  p o u r  f ixer  les no ta t ions ,  q u e c e  soi t  la d i s tance  r _= r2 

qui t end  vers  z6ro, de  sor te  q u ' o n  a u r a  

(zz6) l im r = o 

e t  

( I t  7) l ira ro = l i m  r~ = lira r > k ,  
t =~ t - 7  t - ~  

k d6s ignant  une  eons tan te  posi t ive.  I I  s ' ensu i t  qu ' i l  existe une  quan t i t6  pos i t ive  

1 II faut observer que, dans le mouvement de nos corps id6aux quo nous avons d6fini 
pour t < t, les coordonn6es de cos corps, et par suite aussi leurs distances et la quantit6 R 

'* dr dp 
sent des fonctions continues de t. De plus la d6riv~e ----2gr~- t + 2 h p d-t reste continue 

d~R~ aussi au voisinage d'un choc. Le fait que la d6riv6e seconde ~ devient infinie aux instants 

de choc n'a alors aucune influence sur le raisonnement du texte. 
Aeta math~rnatlca. 36. Imprim6 le 9 jufllet 1912. 19 
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b telle que les in6galit6s (50) ont lieu tant  que t reste dans un certain intervalle 

t ~ d <  t <3. Comme au n:o 8, on en conclut que 

I dt ~ , idt~ I et i d t ,  - < b~ 

dans cet intervalle, et que ~', ~/, ~', ~, ~, ~, q' et q tendent vers des limites/inie8 

et ddtermindes quand t tend vers t. La vitesse 

V = V~ '* + ~/~ + ~'~ 

tendant  done aussi vers une limite finie et d6termin6e quand t tend vers t, on 

pourra trouver une eonstante ~" telle qu'on ait 

V <  V pour t - - d ' < t < t ,  

~' d6signant une constante positive convenablement choisie. 

D'autre  part,  d'apr~s les relations (II5) et (II7), on peut trouver une quan- 

tit6 positive zl telle que 

tant  que t v6rifie l'indgalit6 

r <  zj et e > I 4 z ~  
2 

~ i - - d " <  t < i ,  

6" d6signant une eonstante positive. Soit 3 la plus petite des quantit~s ~' et ~" 

et d6signons pour un moment par tt l ' instant d 'un choc quelconque qui a lieu 

entre t - - 3  e t t .  En adoptant  les notations des n:os I3 et suivants, il est des 

lors 6vident que les in6galit6s (84) et (85) seront v6rifi6s et que la quantit6 V~ 

[voir la formule (io5) ] satisfera ~ l'in6galit6 

V I < V .  

En 6crivant dans les expressions (Io4) et (IO7) V au lieu de V,, on obtiendra 

une valeur ]~t de )~ et une valeur ~)'2 de Q'2 qui satisfont aux in6galit6s 

21 > Z,, ~)'~ < Q',, 
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d'oh suivent encore les in6galit6s 

147 

mo+m,  m0 + m, Q,23 ' m0 + m, m0 § m, ] / / 2  - 
96 -Q'2a > 9 ~  i8 )~--~- 3 ;t, x8 ;t~-~ 3 Z," 

Or les r~sultats du n:o I6 s 'appliquent ~galement ~ l'intervalle compris 

entre l ' instant t 1 consider6 ci-dessus et l ' instant du premier choc qui a lieu apr~s 

t~. Cet intervalle est par suite plus grand que la plus petite des quantit~s (H3). 

En d~signant par ~" la plus petite des quantit6s 

m o + m ,  m o + m , ~  
96 Q'2 ~ ct = I8 it 1 

nous pouvons done conclure des derni~res in~galit~s ci-dessus que l'intervalle de 

temps entre deux chocs successifs quelconques qui ont lieu dans l'intervallo de 

t - - 0  ~ t e s t  sup~rieur ~ ], de sorte que le nombre de ces choes sera n~cessairc- 

ment plus petit  que le quotient ~ .  ~ Or cette conclusion est en contradiction avec 
? 

la supposition (xx5). Done l 'hypoth6se 

lira R > o 
t - - [  

dolt 6tre rejet6e, d'ofl eette conclusion: 

Si  l'~alitd (HS) a lieu, la condition (ix4) est n~cessairement aussi vdrifide. 
En r~sumant nous pouvons ~noncer le th~or~me suivant: 

Le procddd d~rit  aux n:os I5 et 17 permet de continuer le mouvement ]usqu'5 

ce qu'on trouve une valeur t telle que 

lira R ~ o. 

De plus, s'il existe une telle valeur t, on peut ddterminer la quantitd positive ~ de 
d R  

mani~re que la ddrivde -d~ soit constamment ne'gative clans l'intervalle de t - - ~  ~ t .  

Nous verrons dans la suite qu'un tel instant ~ ne saurait exister que dans 

le cas particulier o/1 les constantes des aires sont nulles toutes les trois. 
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VIII. 

Non-existence d 'un ins tan t  flni t tel que lira R = o dans le eas off les con- 

s tantes  des aires ne sont pas nulles toutes  les trois.  

19. D~s maintenant  nous 6earterons constamment de nos eonsid4rations le 

cas particulier des trois corps off les conatantes des aires sont nulles toutes les 

trois. Nous supposerons done que la quantit~ 

(IIS) / = M Vco' + c,' + c2' 
m o m ,  m2 

v6rifie l'in4galit(~ 

(n9)  l > o. 

Cela pos4, nous d4montrerons d'abord le lemme suivant:  

Lemme: Soient R' (> o), H' et R" (> o), H" les valeurs que prennent le8 /onc- 

tions R et 

,, 
(I2o) I t  -~ R + K R  + R 

d R  
Si  la dgrivge ~ ne change ~ s  de 8igne darts l'in~ervalle de pour t = f '  et t = t  I'. 

f ~ $", on aura 

suivant que 

H" > H' ou H" < H' 

R " > R  r ou R " < R ' .  

D'apr~s l'expression (33), la quantit4 P e s t  sup~rieure ou 4gale ~ la somme 

des trois expressions 

d y  d x V  h 
g- x~l--y~i ) +~(~'--~')',  r ~ 

d z  ~ y ~ - -  

g- (z d x  

dy i  s h ~ +~(~,~'-~#)', 

d z i  ~ h x-~) + ~(~ ' -~ ' ) ' .  
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Mais, s l'aido de la premiere des 6quations (i8), on trouve, apr~s quelques r6- 
duetions, 

d'ofi 

g I dy  dxl  ~ h r 

g dy  h(, .  , (x~ -- dxt~ 
r 2 

hR~ t[~r/--r~' ghQ~ ' i ' '  g"h2,., 
gr* q* --  -R  - T  ~~ * R* ~o , 

t .7iC ~ 1 ~, 

et, en faisant usage des deux autres 6quations (18), on trouve de mfime 

.q (ydZ zdy~ ~ h 
r ~ ~ - -  dfl + d ( ~ ' - ~ ' ) ' - - > ( ~ o  

~(zd~ d z , ' ,  

Mc, } 2 
mx m2 R ' 

Mc~ )~ 
m I ?n:~ R 

de sorte que la somme des trois expressions en question est elle-m~me sup6rieure 
ou ~gale 

(Mt ,  m0 ml m2 R! (cos + c1~ + c2s) ~ ' 

d'ofi r6sulte enfin qu'on peut 6crire 

/, 
(I2I) P ~ ~ + F ,  

la fonetion F v6rifiant l'in~galit6 

( i22) F > o. 

En substituant cette valeur de P dans l'~quation (34), on obtient l'~galit6 

2 R 2 - # - +  + K - - ~ F ,  

d R  
qui, multipli6e par - ~ - d t  et int~gr6e entre les limites t' et F,  nous donne 

tt~ 

H"- -  H r -~ fl~Fj d R  ~ [  tit, 
t,  
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ou encore, puisque par 

l 'intervalle de t' ~ $", 

Karl F. Sandman. 

d R  
hypoth6se la d4riv4e ~ ne change pas de signe dans 

R "  I 
H"--H'= FdR, 

d'ofi r6sulte imm6diatement notre lemme. 

2o. Supposons maintenant que R tend vers z4ro quand t tend vers la 

valeur /inie i. D'apr6s le th6or6me 6nonc4 ~ la fin du n:o I8, il existe alors 

d R  
une quantit6 positive ~ telle que la d4riv6e ~ soit constamment n6gative dans 

l'intervalle de t - - ~  ~ t. 

Soit t' un instant entre { - -6  et i auquel le mouvement est r4gulier. Comme 

d R  
cet instant R et -~- sont finis et R > o, il suit de l'6galit6 (izo) que la fonction 

H admet 4galement une valeur /inie H' pour t = t'. 

Soit encore t" une valeur quelconque de t comprise entre t' e t t  et R" la 

valeur corrcspondante de R. 

t t b~ t", on aura 

d R  
La d6riv6e dr- 6tant n4gative dans l'intervalle de 

R" < R', 

et par suite, d'apr6s le lemme du n:o 19, 

Puisque, d'apr6s (i2o), 

on en conclut que l'in6galit6 

H"~ Ht  

S 

R" + K R" < H", 

[2 K R" __ H'  
R,~ + < 

ubsiste pour route valeur t" comprise entre t r e t t .  

Cela pos6, en faisant tendre t" vers t, la quantit~ R" tendra vers z4ro, 

d'apr6s notre hypoth6se, et le premier membre de l'in4galit4 ci-dessus tendra 
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done vers l 'infini, puisque p >  o. Comme H'  est  fini, ee t te  in~galit6 implique 

done une  con t rad ic t ion  d~s que  la va leur  t" est  suf f i samment  rapproeh~e de t .  

Done  l 'hypoth~se  admise au  d~but  de ce num~ro doi t  ~tre rejet~e, ce qui donne  

le th6or~me suivant :  

Si  les constantes des aires ne sent pas nulles to~tes les trois, la quantitd R ne 

saurait tendre vers z~ro lorsque t tend vers une valeur /inie t.  

E n  ve r tu  du th6or~me ob tenu  au n:o i8, il s 'ensui t  que,  si les constantes 

des aires ne sent pas nuUes toutes les trois, la rndthode dent nous nous sommes servi 

plus haut pour continuer le mouvement de nos corps iddaux apr~s un choc ne sera 

}amais en dg]aut, et nous permettra done de dd/inir leur mouvement pour des valeurs 

de t aussi grandes qu'on voudra. 

D'apr~s ce que nous aeons  di t  au commencemen t  du  n:o 6, on voi t  immd- 

d i a t emen t  que t o u s l e s  rdsultats  que nous avons  ob tenus  en faisant  c ro l t r e  t 

depuis  t = o sen t  encore valables si l 'on fait  d~crol t re  t depuis  t = o v e r s  - - ~ .  

En  par t icul ier ,  nous pouvons  con t inue r  le m o u v e m e n t  a v a n t  des chocs ~ventuels,  

de sor te  que le m o u v e m e n t  des corps  sera bien ddtermin6 aussi pour  les valeurs  

de temps comprise  en t re  o e t  - - ~ .  

IX.  

D6termination d'une l imite  inf6rieure de R dans le cas off les constantes 

des aires ne sent pas nulles toutes les trois. 

2I. Soit  m a i n t e n a n t  t r une va leur  que lconque  r~elle et  / inie de t. Comme 

nous supposons que les cons tan tes  des aires ne sen t  pas  toutes  nulles, il r~sulte 

de ce qui p recede  que R admet  n~eessairement  pour  t ~ t' une valeur  R'  qui est  

d R  
/ i n i e e t  plus grande que zdro, et  que la d~riv~e ~ -  ad m e t  de m~.me une  va leur  

/inie dR '  H pour  t = t', qu 'un  choc se produise ou non ~ l ' ins tan t  t'. La  fonet ion 

H admet  done aussi pour  t = t' une  va leur  finie H r. 

Cela pos~, cherehons  comment  se compor te  la quant i t~ R dans le voisinage 

de l ' i ns tan t  t'. 

Si R n 'a  pas  un  minimum p o u r  t = t p, on t r o u v e ra  cer ta inement ,  a v a n t  ou 

d R  
apr~s f ,  un  ins tan t  t" tel que la d6riv~e ~ conserve le m6me signe et  que R 

soit  inf~rieur ~ R'  dans l ' interva]]e de t' h t". D 'aprbs  le lemme du n:o i9, on 

aura alors 
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H " <  H' 

O U  

,dR,,,2 2 

+ K R "  + ~ < H', 

d'ofi suit 

R,--v < H ' - - K R " <  H' + IK}R' 

ou bien 

2 

(123) R" > -- --H'+IKIR' 

Faisons varier t" de mani~re que la valeur absolue de t " - - t '  augmente. 

L'indgalit6 (I23) restera valable jusqu'k ce que t" passe par une valeur, soit t ,  

off d R  dr-  change de signe. R admet alors un minimum pour t = t et augmentera 

lorsque It"--t'l continue s croltre. L'in6galit6 (i23) sera par  suite vraie aussi 

pour I t " - - t ' l>  I t - - t ' l  tant  que R croi t  avec I t"--t ' l ,  e'est a dire du moins jus- 

qu 'au moment  off R passe par un maximum. 
dR '  

Si R' est pr6cis6ment une valeur minima de R,  de sorte q u e e n - = o ,  

l'6galit6 

r H ' =  R ~ + K R' + 

nous donne 

R' > /~ 
= H ' + I K I R '  

On aura donc encore l'in~galit6 (i23) , du moins ]usqu'au moment  off R passe 

par un maximum. On est ainsi conduit h c e  

Th~oreme: Si  les constantes des aires ne sont ~t8 nulles routes les trois, on a 

] 9 

(I24) R > 
= H ' + [ K [ R '  

dans chaque intervalle de temps qui comprend t' et olt R n'admet pets de maximum,  

saul peut-~tre pour t ~ t'. 
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d j R t 
Si K <  o, l '6quation (23) montre que la d6riv6e ~ n'est jamais n~gative, 

d'oi~ l'on conclut que R n'a pas de maximum. On sait d'ailleurs que, dans ee 

cas, R tend vers l'infini quand t tend vers + oo ou vers - - ~ ,  et notre th6or~me 

donne par suite une limite inf6rieure de R qui reste valable pour t o u s l e s  

temps. Il en est de m~me lorsque K > o ,  pourvu que R ne pr6sente pas de 

maximum pour les valeurs finies de t. Pour d6terminer la limite en question, 

nous pouvons faire par exemple t ' ~ o ,  et notre r6sultat peut alors se r6sumer 

comme il suit: 

dR 
Th~or~me: En d~signant par R ~ et les valeurs de R et ~ pour t ~ o, 

o n  aura k)u~ours 

R > ]s .R o 

d'R~ l' 
R~ d t  I + 

ai K < o ,  et 

I l R ~ 
R >  

ai K > o et si  R ne prgsente pas  de m a x i m u m  Tour des valeura ]inies de t. 

Nous ferons voir dans les num6ros suivants que, dans le eas oh K > o et 

oh R admet du moins un maximum pour une valeur finie du temps, on peut 

encore trouver une limite inffrieure de R valable pour t ous l e s  temps et qui n e  

d6pend que de [ e t  K .  

22 .  Considdrons donc le e a s  0 5  
t 

(I25) K > o  

et admettons que R passe par un maximum R r pour t =-t ~, de sorte qu'on aura 

(I26) dR' 
d-t-= o 

et par suite 

f |  
H r ~ K R  r + ~ .  

mathematlea. 86. Imprim6 le 11 Julllet 1912. ~0 
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Comme R r e s t  un  maximum,  il existe cer ta inement  dans le voisinage de t r 

d R  
un  ins tan t  t" tel que la d6riv~e ~ ne change pas de signe et que R < R ~ dans 

r in terval le  de t' h. t". D'apr~s le lemme du n:o 19 on aura  alors 

R" Id R"I z K R" / '  R' / '  
~ dt / + + - ~ <  g + ~ ,  

d'ot~ il suit  successivement 

et  enfin 

On aura  done 

et, on faisant  

quo l' inEgalitg 

K ( R ' - - R " ) >  p ~ - - ~  , 

I' 
K > -R' R" '  K R"  > 1', 

J 

R- < / 

H' <IV-K + K R ' ,  

usage du premier th6or~me du num6ro pr6c6dent, on en conclut  

p 
( 27) R > 

/ VK + 2 K R' 

a lieu depuis le maximum de R qui prgc&te immddiatement le maximum R r juaqu'au 
premier maximum qui le suit. 

Cette limite inf6rieure de R deviendrai~ de plus en plus pet i te  si, t t e n d a n t  

vers - -oo  ou vers + 0% on rencontra i t  des maxima R r de plus en plus grands. 

Nous verrons cependant  qu 'on peut  t rouver  une limite positive /ixe qui reste 

valable quelque grand  que soit le maximum consid6r6 R ~. 

23. l~emarquons d 'abord  que, en ver tu  de l'6galit6 (I9), on a toujours  

ou bien 

2 U - - K > o  
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stances r i  , 

ou encore 
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en ddsignant comme plus haut  par r,~ la plus petite des di- 

r m  r n  t = 2 M 

r,, < q, 

en posant  

g = - -K- -  + - - +  . 

En gdndral, le mouvement se passe de telle sorte que tant6t  l 'une tant6t  

l 'autre des trois distances rl est la plus petite. Mais, puisque les r~ sent  des 

fonctions continues du temps, il est 6vident clue chaque lois qu'une certaine 

distance cesse d 'etre la plus petite, elle deviendra dgale h une autre distance, 

de sorte qu'elles seront toutes les deux < q. La troisi~me distance dtant alors 

< 2 q, on volt donc quc, au moment consid6rd, toutes les distances sent  < q V5 

(limite trop dlevde mais choisie de mani~re ~ simplifier les formules), et que 

par  suite 

R <  Re, 

oh R, ddsigne la racine positive de l '6quation 

(z29) R o g = 5 q  2 1 +m--] 

Nous pouvons en conclure que, dana un intervalle de temps oh R > Re, une ,eule 

et m~me distance reste ca~natamment < q. 

24. Considdrons le mouvement  pendant  un intervalle de temps ot~ l'indgalit6 

(13o) R > Re 

est constamment v6rifi6e, et admettons, ce qui ne restreint pas la gdndralitd, 

que ee soit la distance r~ qui, dans cet intervalle, reste inf~rieure h q. En em- 

ployant les coordonndes et les notations des n:os 2 et 3, nous aurons alors 

(131) r < q. 

Avant d'aller plus loin nous voulons ddduire de (13o)e t  (I3I) quelques 

autres in6galit6s dent  nous aurons besoin, et fixer une certaine valeur R0 de la 
quantitd R qui jouera un r61e important  dans la suite. 
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A cot effet, nous ddterminerons d'abord une constante positive a par la 

condition 

(I29 bi*) Ro' = (9 + a' h) q', 

ff et h 6tant ddfinis par les dgalitds (io). En rapprochant cette dgalit6 de l'6galit6 

(129), on trouve pour a~ l'expression 

4 m o t o r  mo z + m o m t  + ~ t s  
(132) aB = 4 + m2 (too + mr) + (too + m,) s ' 

d 'oh 

(I33) a > 2 .  

Nous aurons alors, d'aprAs les formules (21 his), (I3O), (129 his) et (I3I), 

(134) ~ > aq, 

d'oh il suit, selon (x3x), 

(135) r < r 
G 

et, comme r o > r  % > c - - r ,  on en conclut pour r0 et r~ les indgalitds 

(136) 

G m I  
r, > T e > ( ~ - - I ) r  

r~ > a - -  I r  (a_ l )q"  
G 

De m~me, l 'dquation (2x bi#), qui peut s'dcrire 

he'  ~ffi R s - - g r ' ,  

nous donne pour r l'indgalitd 

R 
(137) ~ s v~ 

et d 'autre part, en remarquant  qu'on a, d'apr6s (12 9 his), (I3o) et (13I), 

= gRo' ~ r  
grl<gq,  9 + a ~  + o  ~ 

l'indgalitd 
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R 
q > e ~ h ,  
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V a s h (I39) e = g+ a2h 

est plus petite que z. 

Cela posd, nous allons ddfinir la constante R, par l'dgalit6 

(z4 ~ Ro : R_o, 

d'ofi il r6sulte que _~o > Ro. 

En ddsignant par q0, qo les valeurs de q correspondant respectivement aux 

valeurs R0 et -~o de R, on aura alors, d'aprbs (137) et (I38), 

< R o  - 1r 

et par suite qo > qo. On en conolut que tout intervalle de temps darts lequel R dd- 

cro~t de R~ dt R,, ren/erme un instant t oh l'indgalitd 

dQ 
~ / < o  

est vdri/ide. 

R, q . . . .  ddsignant les valeurs que prennent  R, q , . . .  pour un tel instant 
i, on aura d~s lors, d'apr~s les indgalitds ddmontrdes ei-dessus, 

(z4x) dq ~ / < o ,  

(~42) Ro < R < R0, 

(I43) e' ~0 Ro 

25. Les dquations diffdrentielles du mouvement  restant invariables lorsqu'on 
change t e n  - - t  ainsi que le signe de routes les ddrivdes premieres, on voit ais6- 
ment  que les limites inf~rieures inddpendantes de t qu'on trouve pour R apr~s 
un maximum seront aussi valables avant ce m6me maximum. 
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Etudions donc les valeurs de R atrr~s un moment t' oh R passe par un 

maximum R r. Pour  la d6monstration il nous sera n6cessaire de diviser les maxima 

en trois classes, suivant la grandeur du maximum R' et celle du minimum R" 

qui le suit imm6diatement. 

A la premiere classe nous rapporterons les maxima qui v6rifient la con- 
dition 

R'< ~0. 

D'aprbs le r6sultat du n:o 22, on aura 

t 2 

R >  
IV~ + zKRo 

depuis l ' instant t' oh R passe par un tel maximum jusqu'au premier maximum 
qui le suit. 

La seeonde classe comprendra les maxima pour lesquels 

R ' > R 0  et R " > R 0 .  

D'aprbs la d6finition mfime, on aura dans co cas 

R ~ R o  

dopuis l ' instant t' jusqu'au premier maximum de R qui se pr6sente aprbs t'. 

Enfin, les maxima de la troisi~me classe satisfont aux in6galit6s 

R ' > R 0  et R " < R o .  

Ils seront 6tudi6s de plus prbs dans la suite. 

26. Consid6rons donc un maximum de cette troisi~me classe. R diminuera 

constamment de R ' ( >  ~'o) jusqu'/r une valeur de R inf~rieure ~ R0. Nous sup- 

poserons de plus que e'est la distance r= qui est petite quand B > Re. D'apr6s 

co que nous averts trouv6 h la fin du n:o 24, il existe alors un moment t ( >  t') 

oh ont lieu les in6galit6s (i4i),  (142) et (143). 

Pour  trouver une limite inf6rieure de R, nous allons ehercher une limite 

sup6rieure de la fonetion H pour t = i. Pour cela il nous faut eonnaitre une 

d~ telle limite pour la valour absolue de la d6riv6o -~}-, ou bien, puisque 
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(I44) a ~  - a t  - 

Vu les in6galit~s 

( dx~' Idy~' i d z 1 ' > / d r l  ' 

et  

(I45) 

on tire de (19) l ' infgali t6 

(146) g ~dt! + h < 2 U - -  K .  

Mais on a pour  R > R o ,  en ver tu  des in6galit~s (133) et  (I36), 

moro mt r t  (q q 

I 1 
m o ~'t I K 

I + I + I q - - z  
< K ,  

et  par  suite, selon la d6finition de U, 

de sorte que l ' infgali t6 (146) peut  s'6erire 

ldr \  s (dr 2 M  
g + h < 

On en tire 

( dr~ t 2 M 

et  par  suite 

159 
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et  enfin 

(~47) 

Karl F. Sandman. 

27. II nous reste ~ chercher une limite sup6rieure de Qdi " A eet effet 

diff6rentions l '~quation (22) deux fois par  rappor t  ~ t, ee qui nous donne 

et  par  suite, d 'apr6s (x45), 

qdlr  > ~:dl~ dt~ dt~ 
-dr ~-=" dr' + ';-d-~ + ~ ~ '  

ou encore, au moyen  de (i7), 

d*r > _ _ M  (ZtQ*-- 'u (x~  + y~] + z~) 
(I48) Q dt~ : 0 ro 

Mais on a, d 'apr~s (I3), 

d'ofi suit  

,,~ r + Z (xg + yv  + z~)/ .  + 
r t  a r t / 

r0 * =- O t + ,u t r 2 - -  z tt (x ~ + y ~2 + z 7), 

r to' = [e' - - , "  (x ~ + y,l  + z ~)]' + ~,' [r '  O' - -  (:r ~ + y,l + z ~)'], 

ou encore, puisque ] x g + y ~/+ z ~ I < r q, 

r  [ e~- - .u (x~  + y~ + z~)l .  

De l '6quation (I4) on tire d 'une  mani~re analogue 

r  >=lo' + z ( z ~  + y,~ + z,~)l. 

En  ver tu  des deux derni~res in6galit~s, on conclut  de (x48) 

ou encore, selon (I36), 
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(I49) d~qdt ~ + ~ > o ,  

avec 

M ~s 
(I~O) C =  (q__i)~. 

Pour  aller plus loin nous devons eonsidfrer  s6par6ment:  

de 1) le eas off ~ < o  d u r a n t  que t crol t  de t' ~ t;  

dq 
2) le eas off il existe un  ins tan t  t"' entre  t' et  t ,  tel qu 'on  ait  ~ - - - -o  pour 

de t,7 t = t'" et  d t  < o entre  e t t .  

Dans le premier eas nous aurons,  d 'apr6s (I49), pour  les valeurs t comprises 

entre  t' et  i 

dq tdS q + C ~ < 
( I 5 I }  2 

d 'oh  il suit ,  en in t4grant  entre  les limites t' e t  t,~ 

C idol2 Id(~'l ~ 2C 2q, 

o u  e n c o r e  

{d~\ s ldr l z C (i52) <= + 

Dans le second cas l'in6galit6 (I5I) a lieu de t"' h t; en int6grant  entre ces 

limites, on t rouve  ~ 6 tan t  nul  pour  t = f"  

-- ~111 ' 
q 

d'ofi l 'on voit  que l'in6galit6 ( I52)  est vraie aussi dans ee second cas. 

dr '  dp ~ 
a Dans co num6ro nous d6signerons except ionnol lemont  par r f, ~ ,  pr et -~- les valeurs do 

dr dp 
r ,  ~ - ,  p e t  ~ p o u r  t----f. 

.Acta maShcrnatica. 36. Imprim6 le 15 Jaillet 1912. 21 
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Calculons main tenan t  une limite sup~rieure do ~dt ! ' R 6rant par  hypothSse  

dt R 2 
maximum pour  t = t r, on doit  avoir  f f  < o pour  t = t t, ou bien, d 'apr~s (23), 

U ' <  K ,  

U' d6signant la valeur  de U pour  t = t'. L'in6galit6 (146) nous donne par  con- 

s6quent  

dR'  Puisque  nous avons  ~ = o, on t rouve  d ' au t re  par t ,  en diff6rentiant  l '6quat ion 

(2I his), 

, d r '  d ' 
gr ~ + h o ' ~ t  = o .  

De ees deux relations on tire 

ou encore, d 'apr~s (13I) et  (143), 

(~tt) K e r  '~ ~<=-U~' 

(dQ r~ ~ Kgq" < K g q  ~ 
dt !  < -hRo' = h 'q ~ 

En rapprochan t  eet te  in6galit6 de l'in6galit6 (152), on t rouve  

K g q  j 
~dt! q 

d'ofi il suit  

I~d~[ < V K f f ' q z h  + 2  C q ,  

et  enfin, d 'apr~s (143), 

(153) e ~ < + V ~ "  
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En vertu des in6galit~s (147) et (I53), l '~quation (144) nous donne 

- -  VKgq' R ~ - ]  < V 2 M - g q  + +2CRohV]~, 

d'ofl il suit 

dR)~< 4Mgq + 2 Kgq ~ + 4CRohVs 
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ou encore, d'apr~s (i42), 

~ldR~ ~ I (4.Mgq_+2Kgq~ + 4CRohV~) 
ms 

En remontant  maintenant K l'expression (i2o) de la fonction H, on en con- 

elut, d'apr6s (i42), que 

off 

I ( 4 M g q + i 2 + 2 K g q ~ + 4 C ~ o h l / h ) + 2 K R , ,  S2~ R-o ~ m2 

et, en faisant usage du th6or~me 6tabli au n:o 2i, nous arrivons donc ~ ce r6- 

sultat que l'in6galit6 

R>N  

a lieu depuis t' jusqu'au moment off R passe de nouveau par un maximum. 

1. On voit imm6diatement que R o >$2" En tenant compte des limites de R 

indiqu6es au n:o 25 pour les cas off le maximum consid6r6 R' appart ient  h la 

premiere ou ~ la deuxi~me classe, on trouve donc que l'in6galit6 

R >  
S., + 

subsiste depuis la valeur t' jusqu'au premier maximum apr~s t', et cela quelle 

que soit la classe du maximum consid6r6 R'. 

Pour plus de commodit6, nous substituerons h cette limite de R une autre 

off les masses m0, ml, m2 figurent d'une mani~re sym6trique. D6signons comme 
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plus  h a u t  p a r  m la plus pe t i t e  de ees masses.  En  a y a n t  dgard a u x  ddfinit ions 

des diverses quant i t6s ,  on t rouve  success ivement  les in6galit6s su ivan tes  

M 
M > m2 > m ,  m < - - ,  m ,  + m~ > 2 m ,  

~ 3  

ff _ 
I + x < . . . . .  3 h =  I + I < 2 ,  

m o +  m l  ms = 2 m '  m0 ml ~ m 

9 ~ < L + Z + ~ I  < ~ ,  
m ~ ~ 0  7rtl m 2 ~ m 

1 /  18 < 5 M  R ,  15, 
~ - = q < K m '  3 < - - <  q ~ r m  

Ro = 54 ~- ,  -Ro < K-~ - - m  

___R0 = V g  + o ~ h 
R0 a ~ h 

+~,  < , 

4 + - - +  + ml mo m~ (mo + m~) 

]//7 
-~~ < K - m  m '  C < 4 M ,  

d'ofi  on t ire a is6ment  

s~ < ~ -  + 54 ~ 5 + ~ (s v ~  + ~5 ~ )  

et  p a r  sui te  

2 l rn2/~ 
> 

,s. +/g/ r  (8M + S K m ~ ] V M + 2 ( 8 V I O + I S V 3 ) M V m + / V K m  ~ 
54 1 - - 5  

M 
ou encore,  en rempla~an t  au  d6nomina t eu r  m pa r  - -  e t  en s impl i f iant  les coeffi- 

3 
c ients  num6riques ,  

64 + ~- lO24 
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nous ar r ivons  donc ~ ce r6sul ta t  que l'indgalit~ R > S a certainement lieu depuis 

le m a x i m u m  qui prdc~de l 'instant t' jusqu 'au premier m a x i m u m  qui le suit. 

E n  consid6rant  les max ima  de la troisi6me classe, nous avions suppos6 que 

c 'es t  la dis tance r2 qui  reste  inf6rieure ~ q pour  R > Ro (c/. le commencement  du 

n:o 24). Cependant ,  comme la l imite S est sym6t r ique  par  r ap p o r t  aux  trois 

masses m0, m~, m~, il est  6vident  que le r6sul ta t  que nous venons d 'ob ten i r  reste  

vrai  aussi dans les cas off l 'on a r 0 < q  ou r ~ < q  pour  R > R 0 .  En  somme on 

aura  done R > S dans l ' in terval le  de temps  compris  ent re  deux  maxima suceessifs 

quelconques.  En  obse rvan t  encore que R ne saura i t  avoir  q u ' u n  nombre  limit6 

de max ima  dans  un  interval le  fini de temps,  et, d ' au t re  pa r t  que, si la suite des 

max ima  de R e s t  limit~e dans le sens des valeurs  croissantes ou ddcroissantes do 

t, on aura,  d 'aprbs  ce qui pr6c~de, R > S dans l 'espaee de temps  infini qui suit  

le dernier  ou pr6c~do le premier  m a x i m u m  de R ,  on ar r ive  done s ce r6sul ta t  

que, dans le cas oh l'on a K > o  et / > o  l'indgalitd R > S  subsiste pour toutes 

les valeurs de t, pourvu que R admette du moins un m a x i m u m  pour une valeur 

/inie de t. 

Ce r6sul tat  et  le dernier  th6orbme du n:o 2r nous donnen t  en r6sum6 cet  

impor tan t  

Thfiorbme: S i  lea constantes des aires ne sont pets nulles routes les trois, on 
a u r a  t o u j o u r s  I 

R > L ,  

oh L dgsigne la quantitd 

/s R o 

(R o d__R~ /,  
d t l  + 

si K < o, et, si K > o, la plus petite des quantitds 

/~ R ~ 
S et 

z K R ~ + / 2 

1 Cetto quantitd L no doit pas dire confonduo avec la quantit6 d6finie par l'6galit6 (76). 
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dent la premiere est dd/inie par l'ggalitd (I54). 
On suppose bien en tendu qu 'on continue le mouvement  apr~s chaque choc 

comme il a ~t~ dit  plus haut .  

X.  

D ~ t e r m i n a t i o n  d 'une  l i m i t e  i n f 6 r i e u r e  des  r a y o n s  d e  c o n v e r g e n c e  des  

d ~ v e l o p p e m e n t s  s u i v a n t  l e s  p u i s s a n c e s  de u - - u , .  

2 9. Le dernier  th~or~me ci-dessus en t ra ine  comme consequence le 

Th~or~me: Si / >  o, les deux plus grandes des distances r o, r~, r2 restent con- 

stamment sup&ieures ~ la quantitd 

3 

En  effet, il suit  de (2I) que 

R ~ < r o  ~ + r~ s + r~ j 

Si le th6or~me en question n '6ta i t  pas vrai, deux au moins des distances r0, rt,  

r2 admet t ra ien t  g u n  certain ins tant  des valeurs plus peti tes que l ou 6gales s l, 

et la troisibme distance, 6 tant  au plus 6gale s la somme des deux premieres, 

serait par  suite au plus 6gale g 2 l, de sorte qu 'on  aura i t  

re ~ + r l  ~ + r 2  ~_<_~61 s _2 L2 ' 
m -- m 3 

ou encore, d 'apr6s l'in6galit6 ci-dessus, 

R~ < 2 L~ ' 
= 3  

ce qui est en contradict ion avec le th6or~me du num6ro pr6c6dent. 

Arriv6 h ce point,  nous aliens fixer d 'une  mani~re convenable la cons tante  

zl du  n:o z3 et la constante  x du n:o 5- 

D'apr~s les condit ions {84) et (85), re et  r~ sent  les deux plus grandes des 

distances et, par  suite, sup6rieures s l. En  observant  que Q > r0- -  r e t r  > r~--  r ,  

on en conclut  que 

> I4 z~ 
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X! 
r < : - - ,  

2 
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si l 'on d4termine x~ par l'~galit~ 

--2 t= TV- L, (~56) • ~ ~9 

L d6signant la quantit~ d~finie h la fin du n:o ~8. 

Nous fixerons dbs maintenant la valeur de zt par cette [ormule (ca supposant 

toujours / > o). L'in~galit6 (84) entraine alors comme consequence l'in~galit~ (85), 

de sorte que nous pourrons d~sormais remplaeer les conditions simultan~es (84) 

et (85) par la seule condition (84), sans rien changer ~ la validit6 de nos r~- 
sultats. 

Afin que les conditions (37) et  (84) s 'excluent l 'une l 'autre, nous fixerons la 
valeur de x par l'ocditd 

,,, L 
(I57) ~ = 2-8 = I218 

30. Consid6rons un instant tL tel que, t tendant  vers t~, la distance r ~ r~ 

t e n d e v e r s  une limite inf6rieure s x~ de fa~on que nous aurons l'in6galig6 (84). 
2 '  

Nous avons montr6 que le mouvement de nos corps est repr6sent6 par certains 

d~veloppements suivant les puissances enti6res d'une variable auxiliaire u - - u l ,  

et que ces d6veloppemcnts sent  certainement convergents pour les valeurs de u 

qui v~rifient l'in~galit~ (Io8). En tenant  compte de la signification de Q'2 et de 

ce que la distance qt est p/US grande que la longueur I4 xl, on en conclut que 

les rayons de convergence des dits d~veloppements restent sup~rieurs s une quan- 

tit~ positive rant que la vitesse V, reste au dessous d'une limite finie, ce qui a 

lieu dans chaque intervalle fini de temps. Mais si, lorsque t crolt  ou d~erolt 
infiniment, la vitesse du corps P~, 

V--- Vg" + + 

pouvait  prendre des valeurs de plus en plus grandes, il pourrait  en ~tre de m6me 

de V~, et les rayons de convergence en question pourraient, par  le temps, de- 

venir aussi petits qu'on voudra. D'apr~s (~9), eette 4ventualit4 ne peut  avoir 
lieu que si (r)~ prend des valeurs de plus en plus petites quand t tend v e r s -  oo 

ou vers + r Nous d~montrerons eependant dans ce num~ro quo eette ~ven- 
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tualit6 n'est pas ~ craindre, et quo la vitesse V reste constamment au dessous d'une 

limite ]inie quand r < xA. 
2 

Supposons doric que r soit la plus petite distance, d'ofl r6sulte que re et r~ 

sent plus grands quo l. En posant 

m o  m l  9T~ 2 (i58) 1./ m2 (too + m,) + ] K [, 
21 4 M 

on peut alors tirer de l'int6grale (19) les in6galit6s 

(159) 

et 

(i6o) IrdX dz 

II r6sulte de l'in6galit6 (159) que l'on aura 

r <  xt tant  que V J > D ,  
2 

oh D d6signe l'expression 

ira0 mt + .,4) (161) D =  4g ~ xl ' 

et, en vertu de (159) et (I6O), on en eonclut ce r6sultat: 

r <  • 
2 

(163) r V < Vgx,(mo m, + ~/zl), 

(164) I dt 

on~ toujours lieu ~n t  que Vt > 1). 
En faisant usage des in6galit6s (164), on tire d'ailleurs des ~quations (18) 

I,%'--Vg'l<A, I,I~,'--~,,'I<B, I~g ' - -gg ' l<C,  

les quangit6s A, B, U ayant  les valeurs 

Les indgalitga 

(162) 
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Comma r > l - - ~ ,  il est 6vident, d'aprgs (3o), que l'in~alit~ 

(~66) e ~ > W > o, 

(167) w = V v '  (I •  . . . - - 2 ) - - A  - - B  - - C ,  

a n&essairement lieu si V vdri/ie ~t la /ois lea conditions 

(I68} V2>D,  V' l - -  - - A S - - B ~ - - C * > o .  

D'autre part, on d6duit ais6mont des 6quations (I7) les suivantes 

d ~ / =  w -  ~ [ z ,  e ' - ~ ' ( ~  + v~ + ~ )  + ,, e + z ( ~  + v,~ +,~!]  
d--U-- ~ re r? r, ' 

d r '  (Z )de (1 1) 
d---f-------2M -~o~+r ed-t-+ 2M). Y ~ooa--~ s (x~ '+y~f+z~ ' ) .  

A l'aide des in6galit6s d6montr6es au n:o 27, 

l e ' - - ~ ( x ~  + y~ + z~)l__< ero, 

le ~ + z(x~ + y,7 + z~)l_<_ r 

la premiere de ces 6quations nous donne 

dt 

ou encore, puisque 
A a a  matheraatiea. 36. Imprim6 le 15 j~ l l o t  1912. 

(~ q Y e) ,  
- -  > V ' - -  ~ ~ + --r, ~, 

22 

169 
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e et e <  
r o rx 

e 

e 2 

i i 28 
X! I 2 7 

I . l  - -  

2Q 28 

(169) 

en posant 

(I70) 

- - - - >  V t - - E ,  
dt 

28 M 
27 l 

dV~ 
La d6riv6e d - i  aura le m~me signe que - - o  tant  qu'on a 

(171) ( )l I 1 ( i )  I u d e 1 - - r ~  (x~ '+  + z~') 

En obsorvant que 

:' (5 5) s  + , 
ra 3 

et d 'autre part, d'apr~s (163), 

[x~' + y~r + z~, I < r V< Vgx,(mom, + Jl• 

on trouve, en vertu de (I66), que l'in6galit6 ( i7i)  est v6rifi6e tant  que 

W >  Vgz~(mom L + A• 

dV ~ d e En r6sum6 on voit donc que /a d6riv6e ~ -  a le signe de la quantit6 - - e - ~  

et que l'indgalitd (169) a lieu rant que V vdri/ie h la lois les conditions 

(172) V2 >__D el V ~ ( l - - ~ ) * - - A t - - B s - - C ~  W*> gx~(mom~ + A x l ) .  

Soit maintenant G~ la plus grande des quantit6s positives 

V ~ ,  VD et - -  2 VA t + B~ + C~ + gxl(mom 1 + ~ x l )  ; 
2 l - - x t  

il r6sulte de ce qui pr6c~de que los conditions (168) ot (172) sont v6rifi6es et que 

l'in6galit6 (169) pout ~tro remplac6e par cette autre 



(z69 bis) 

si V vdrifie l'indgalit~ 

(z73) 
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--d-/-- > E, 

V> G. 
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Cela pos6, il est facile de d6montrer  que V reste tou]ours plus petit que G2 

quand r =_ r2 est la plus petite des distances re, r~ et r2. 
En effet, au t rement  il y aurait  un instant,  soit t', auquel V prendrai t  une 

dQ 
valeur finie Vr(> G_~) et, d 'apr6s (I66), on pourrai t  en conclure que q ~  admet  

pour t = t r u n e  valeur finie -' de' qui v6rifie l 'une ou l 'autre des in6galit4s 

r do~ < - -  W l, 

r d(~t > W', 

W I d6signant la valeur de W pour t = t', laquelle, d'apr6s ce qui pr6e~de, est' 
plus grando que z6ro. 

Supposons d 'abord qu 'on air 

e' de-d; t < ~ Wr" 

En faisant crol tre  t depuis t', la vitesse V, d'apr6s la proposition d6montr6o ci- 

dessus, ira constamment  en croissant t an t  que q ~ = <  o, d'ofi r6sulte que la con- 

dition (z73) et par  suite aussi l'in6galit6 (i69 bis) auront  lieu lorsque 

dQ t>t'  et r  

D'apr~s (I69 bis), il viendra d~s lors n6eessairement apr6s t' un instant  t" 

de oh e d-/ passera par z6ro. Mais, puisque l'in6galit6 V >  Gz, et par  suite aussi les 

in6galit6s 068) sent  v6rifi6es, on aurait  au m~me instant  t" l'in6galit6 (z66), ou 
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d I 
' r W' ~ l ' instant t', et Cetto contradiction prouve qu'on no saurait avoir Q ~ - <  

on d6montre de m6me, en faisant cette lois d6croitre t depuis la valeur t', qu'on 

ne saurait avoir non plus q,dr dr- > W. Nous en concluons que V reste toujours 

plus petit que G2 quand r =_ r: < z, .  
2 C . Q . F . D .  

3I. Cherchons une limite sup6rieure simple de G~ qui ne change pas par 
une permutation des quantit6s too, m,,  m3. En vertu des in6galit6s 

g <  3 M s I morn, < M  M morn, < M  2 
~'~, m o m , < ~ - ,  s m o + ~ ,  ~-, 9morn, m, m o + m ,  4-m' 

gA<~3 + IKI, 
M s mo m ,  m2 < _ _  

$ 
M = 2 7 

g(mom, +.rlx,) < M + 4 ~  + ~ IKI ' z, 4 m 

[ 4z' (morn , + J/z,)] < ~(co~+c, ' +c2')+ A ' + B  1 + C ' < 2 9  s co s + c ,  s + c ~  l + - ~ -  

+ m ~  + 4---~ + IK] ' 

qui sont faeiles s 6tablir, on trouve que les expressions 

2 ~ ,  VD et 2 
2 1 - - x ,  
- -  VA ~ + B* + C' + gx,(mom, + .,4• 

sont toutes plus petites que la quantit6 

x4 x, -2 - -~(co '+ct '+c , ' )+  775+ Mr ,  i + 4 - ~  ~IKI,  

d'ofi suit qu'on aura aussi 

(~75) G2 < G. 

Cela pos6, on voit imm6diatement que, pour caleuler une limite inf6rieure 
de la quantit6 Q'2, c'est ~ dire de la plus petite des quotients (xo7), qui soit 
valable pour t ous l e s  temps, il suffira de prendro 
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minateurs 
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V1 = G 

On constate d'abord que les quatre d6no- 

m 2 4(mo+mt+~ /~z~ ) ,  m o + m l + g l z ~ ,  ~ - + 4 ( m o + m i ) + 3 A t z ~ ,  2 / ~ z l + m 2  

sont tous plus perils que la quantit6 

5 MS M M M 
4 M + - 4 - ~ - + - ~ G ' z , + 3 ~ G V ~ +  IKlz , ,  

et  comme d'autre part  

mo + mt + rill zt > ~_4 M et 
27 V 

~ 

I z t 

on trouve que Q'2 est plus grand que la plus petite des expressions 

(I76) Q =  

et  

I5 M 
6 + s - m +  3 O, z l + 9 _ G  MV~z,+3 2-m 2m ~lKlz, 

I 

Or un ealcul facile montre que Q est toujours la plus petite de ces expressions 

et on aura done 

(I77) Q,'~ > Q. 

On en conelut que les dgveloppements des inconuues des ~quations (79) suivant les 
puissances de u - - u l  convergent certainement si u vdri]ie l'in~galitd 

(I78) l u - -  ul I 2 Q. 
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X I .  

Introduction d ' u n e  nouve l l e  v a r i a b l e  i n d 6 p e n d a n t e  w. 

32. Dans  ce qui  pr6c6de,  nous  avons  employ6 au  lieu de t une va r i ab le  

auxi l ia ire  u d o n t  la d6fini t ion va r ia i t  de cas en cas, selon la va leu r  de la con- 

s t a n t e  t o et  la d i s tance  ro, rz ou r~ qui 6 ta i t  suppos6e pet i te .  Nous  voulons  main-  

t e n a n t  faire  voir  que la va r i ab le  unique  eo d6finie pa r  les 6galit6s 

(~79) 

off 

( i 8 o )  

dt  = Fd<o, t = o pour  o~ : o, 

1 6ran t  d6fini pa r  l '6galit6 (I55), nous  rend  ~ chaque  in s t an t  le m 6 m e  service  

que la va r iab le  u d e n t  nous  nous 6tions servi  plus haut .  

L a  fonct ion F a une va leu r  d6termin6e p o u r  chaque  va leur  r6elle du t emps ,  

et  l 'on  a u r a  c o n s t a m m e n t  

(181) O ~ F  < I ,  

d'ofi  r6sulte que les var iab les  co e t t  c ro issent  ou d6croissent  en m 6 m e  temps .  

I1 es t  facile de  voir  qu '  5 une valeur rdelle et / inie  de t correspond tou]ours 

une et une seule valeur rdelle et / inie  de co, et rdciproquement. 

E n  effet,  F ~ tan t  posi t i f  q u a n d  les d is tances  %, %, r2 sen t  tou tes  plus 

g randes  que z6ro, on vo l t  que w ne p e u t  deven i r  in f in iment  g r and  lorsque $ t end  

vers  une  va leur  finie, soit  t,,  que si l ' une  des d is tances  r o, %, r~ s ' annu le  p o u r  

t = t, .  Supposons  p a r  exemple  que la d is tance  r ~ r2 s ' annu le  p o u r  t ~ t~. I n t r o -  

duisons  au lieu de t la va r i ab le  u d6finie pa r  l '~galit6 (7z), e t  d6signons pa r  u~ 

la va leu r  finie vers  laquelle t end  u lorsque t t end  vers  t~. On a u r a  

d ~o r 

d u  I" 

et  en o b s e r v a n t  que le second m e m b r e  res te  fini quand  r t end  vers  z6ro, on en 

conclut  que oJ t end  ~galement  vers  une  va leu r  finie quand  u t end  vers  ul o u t  

vers  tl. On t r o u v e r a i t  encore  le m 6 m e  r6sul ta t  si c '6 ta i t  la d i s tance  re ou r~ qui  

s ' annu le  p o u r  t = t~. 
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La variable co sera par consSquent ]inie lorsque t e s t  fini, et eomme d'autre 

part  I t [ < l w l ,  d'apr~s (i79) et (iSi), la proposition r~eiproque aura ~galement 

lieu. Notre assertion est donc ddmontrde. 

De tout  cela il rdsulte que 

lira oJ = + ~o, 
t - - - t -~  

lira t ~ + oo, 

liln w = ~ ~ ,  

lim t = ~ oo. 

33. ]~tant donnde une valeur queleonque r$elle et finie de o ,  soit ~, nous 

allons maintenan~ montrer que les coordonndes des trois corps, leurs distances 

mutuelles et le temps sont d~veloppables en sdries suivant les puissances de 

w ~ ~, et que les rayons de convergence de ces ddveloppements restent supdrieurs 

h une limite positive, quelle que soit la valeur D. 

Deux eas sont s distinguer: 

Premier  cas: Pour oJ = ~ l'une des distances to, r, r2 est infdrieure ~ zA. 
' 2 

Admettons par exemple qu'on si t  

r)<X-t. 
2 

Soit t~ la valeur de t pour ~o = ~. En ddsignant par ut la valeur que prend la 

variable u pour t = t ~  ou w = ~ ,  on sait, d'apr~s les n:os I3, I4 et 3I, que les 

eoordonn~es des corps, leurs distances mutuelles et le temps seront ddveloppables 

suivant les puissances de u -  ut et que les indgalitds (94) auront  lieu du moins 

rant que u vdrifie l'indgalitd 

lu-u~l< Q. 

Les variables u et ~o sont lides par l'dquation 

(i82) d u  F - -  = --,  (u = ut pour o~ = ~), 
do) r 

oh le quotient ~ ,  qui est une fonetion entiAre des quantitds r, ro, %, est ddve- 
r 

loppable suivant les puissances des diffdrences figurant dans la premiAre ligne de 

(94) tan t  que les valeurs absolues de ces diffdrences sont infdrieures h u~ -- ,  et par 
2 

suite aussi suivant les puissances de u - - u s  tan t  que ] u - - u , l <  Q. 
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P o u r  appl iquer  le th6or6me du n:o 4 h l '6quat ion (i82), nous devons encore 

t rouver  une limitesup6rieurede]Fllorsquelu--u~l<Q. Nous aliens m o n t r e r  

qu 'on  a 

3 x t  

En  effet,  nous avons  vu  que les condit ions (84) et  ( 9 4 ) e n t r a l n e n t  l '6quat ion 

(95) ainsi que l 'in6galit6 

p . 4 5  

d'ot~ r6sulte que la quant i t6  r 0' no dev ien t  jamais nulle ou n6gat ive  et  que, pa r  

cons6quent ,  la par t ie  r6elle de r0 ne change pas de signe. Comme les condit ions 

(84) e t  (94) sen t  v6rifi6es quand l u - - u , l <  Q, et comme la pa r t i e  r6elle de r 0 est  

posi t ive pour  u = u, ,  on est donc stir qu'el le  reste posi t ive t a n t  que ] u - -  u, I < Q. 

I1 s 'ensui t  que e-  ~ < I ,  d'ofi 

--r i i - - e  l < 2 .  

D'une  manibre  analogue on t rouve  

I --e l 2 ,  

et, en observan t  qu 'on  a 

lI I I r r ~ Z t X~ ! 

-r = ~ 2 1 , + ~  . . .  < + ~ + ~ + . . .  

XI 

e - / -  I 

X 1 

2 
l = 29 e~ I - - X l ,  - - I < - -  

2 12 

on voi t  donc que 

< 3x- ~ 

t a n t  que I u - -  u, I < Q. 
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E n  ver tu  du th6or~me de CAUCI~IY, onus  pouvons done conclure de l '6qua- 

t ion (i82) que u - - u t  est d6veloppable su ivant  les puissances de {o--D du moins 

ran t  que 

et  que l u - - u l l <  Q si cet te in6galit6 a lieu. I1 en r6sulte que les coordonndes des 

corps, les distances r0, r, ,  r 2 et le temps sont ddvelolrpables suivant les puissances de 

~ - - ~  du moins rant q~le ~o vdri/ie l'indgalitd (183). 

Comme z~ et Q sont  des fonctions sym6tr iques des masses ran, m j, m2 ce 

rdsultat  ne serait pas chang6 si, au lieu de r ~ < ~ ,  on ava i t  r 0< ~'2 ou r~<X--~2 

pour  ~ = D. 

Second cas: Pour  {o=~5 routes  les distances r0, r , ,  r2 sont  > z t  - - ,  ou bien, 
- - 2  

d'apr~s (I57), ~ I 4 Z .  

Ce cas a d6js 6t6 6tudi6 au n:o 5- Soit t la valeur  que prend t pour  w = D. 

Nous avons t rouv6 

sont  d6veloppables 

lieu du moins t a n t  

En ra isonnant  

et  par  suite 

que les coordonn6es des trois corps et les distances r0, r~, r~. 

su ivant  les puissances de t - - t ,  et que les in6galit6s (43) ont  

que t v6rifie l'in6galit6 (45)- 

comme ci-dessus, on t rouve aisdment qu 'on  a dans  ce cas 

Icl<8, 

du moins t a n t  que l'in6galit6 (45) a lieu. En ver tu  du th6or~me du n:o 4, il suit  

aIors de (179) que I t - - t l <  T et que t - - t  est d6veloppable su ivant  les puissances 

de to- -  ~ du moins t a n t  que.I to - -  D i <_-- 8 T .  Done les coordonnges des trois corps, 

les distances to, r~, r 2 et le temps sont, dans ce second cas, ddveloppables suivant 

_ $ 
les puissances de c o - - ~  du moins rant que leo--r  ~ T. 

Comme on a 

x J ~  M I 
i T =  

224 I / v I 6 M  + 3 ] K I z ,  
m 
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3 Q •  
zLV M 

mM + 2-& 6"~ ~ ' n ,  + 29n~ a VS}iZ2 + 34 1K I ~., 

nous arrivons done en r6sum6 5, cc r6sultat  final:  
Les coordonn~.es des trois corps, leurs distances ~n~dnelles et le temps sont 

dgveloppables suivant les puissances entibres de {,~--~5, quelle que soit la valeur 

rdelle ~,  et ces d&,eloppements convergent cerlainement la~t que 

(I84) . Q =  

I~o-- ~o1. -.< L),_ 

z~ v M 

15 M 
8 m 

3 a~z, + 9 O V ~ +  3 IKI~  + 224 
+ 2--~ ~ ~ 4 

Rappelons que les quan t i t&  z, et G sont  d6finies respect ivement  par  les 

6galit6s (I56) et  (174), et que m d6signe la plus peti te  des masses m0, m~, m2. 

34- Les coordonn6es des trois corps, leurs distances et le temps sont  

ainsi des fonctions r6guli~res de {,~ dans une bande de largeur 2s entre 

deux droites parall~les 5~ l 'axe rdel et symdtriques par  rappor t  h cet axe. En 

in t roduisant  une nouvelle variable ~ par  la t ransformat ion bien connue 

(~85) 

i 2"0"' i + ~- 
~ l~ I __~' 
aTfO 

e 2 .{2 _ _  I ,  

~ C O  

e '~ -Q + I 

routes ees quantit6s,  ainsi que to, seront d~s lors ddveloppables su ivant  les puis- 

sances de ~ si Ivl < I .  Les valeurs rSelles de r entre - -  I et + i correspondront  

un ivoquement  aux valeurs r6elles de t entre -- ~ et  + :e.  Nous avons par  suite 

trouv6 ce th6orgme remarquable:  

Si,  dans le problbme des trois corps, les constantes des aires ne sont ~as routes 

mdles, on peut, les coordonn~es et les vitesses des corps dtant donn~es pour un cer- 

tain moment ]ini, trouver deux conslantes 1 et .Q, lelles que, si l'on introduit au lieu 

de t u n e  variable v par les dquations (179), (18o) et (185), les coordonn~es des trois 

corps, leurs distances mutuelles et le temps seront ddveloppables en s~ries suivant les 

puissances entibres de v, qui convergent pour I ~ ] < i et repr~sentent le mouvement pour 
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t o u s l e s  temps, quels que soient les chocs qui se produisent entre les corps, pourvu 

que l'on convienne de continuer le mouveme~t apr~s un choc de la jason ddcrite plus 

haut. 

On peut  encore remarquer que les m~mes valeurs 1 et P-conviennent s tout  

un groupe de mouvements eorrespondant s des circonstances initiales diffSrentes, 

et qu'on peut  calculer les termes des divers dSveloppements par des diffdrentia- 

tions successives par rappor t  ~ ~ dSs qu'on a dStermin5 les valcurs de 1 et de .o=. 


