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PAR 

J. L. W. V. JENSEN 

COPENHAGUE. 

Mes reeherches sur la th6orie des 6quations dont je vais exposer quel- 

ques points au deuxibme Congr~s des math6maticiens scandinaves, ont 6t6 com- 

menc6es il y a plus de 25 arts. Jusqu '~ pr6sent, je n'en ai rien publi6, non seu- 

lement parce que les mat6riaux que j 'ai recueillis, 6talent en 6volution, lente il 

est vrai, mais aussi parce que mes occupations professionnelles ne me laisscnt 

que peu de Ioisir pour les publications scientifiques. Maintenant, que ces recher- 

ches sont essentiellement termin6es, j'ai l ' intention de les publier au fur et h 

mesure que me le permettront  sant6 et lois/r, en une sdrie de cinq mdmoires qui 

paral t ront  en danois, dans les M6moires de l'Aead6mie des Sciences de Danemark, 

et en frangais , de concert avee M. ~/IITTAG-LEFFLER, dans les Acta Mathematica. 

J 'a i  d6jh pr6sent6 le sommaire du premier m6moire ~ la s6ance du 5 mai 

i g i I  de l'Acaddmie des Sciences, tandis qu'un point du deuxibme mdmoire a servi 

une conf6rence faite ~ la soci6t6 math6matique danoise le i6 mars i9 i i .  Ce 

son~ des propositions ayant, rapport  ~ ces deux communications que je me per- 

mettrai d'exposer ici, en les d6montrant pour la plus grande partie. 

La branche la plus importante de la th~orie des 6quations, au point de vue 

des applications aux sciences naturelles ou h d 'autres parties des math6matiques, 

est celle qui s 'occupe de la s6paration et du calcul approximatif  des racines d'une 

i Traduction de Ia conf6rence, faite le 29 et 31 aofit 1911 au deuxi~me Congr~s des math6- 
maticiens scandinaves ~ Copenhague et publi6e dans le Compte-Rendu du congr~s. 
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6quation donnde, ou comme on pourrait  6galement s'exprimer, des racines ou 

des z6ros d'une fonction algdbrique ou transcendante. 

En ce qui concerne les dquations alg6briques, on serait dispos6 h pr6sumer 

que le sujet a 6t6 essentiellement dpuis6 par les t ravaux de maitres tels que 

ROLLE, DESCARTES, NEWTON, LAORANGE, FOURIER, CAUCHY, GAUSS, STURM, 

JACOBI, BORCHARDT, SYL'qESTER, HERM1TE et BRIOSCHI. A COS travaux, on pour- 

rait en ajouter  d'autres, moins connus, mais dgalement importants comme les 

recherehes de DE GuA (Histoire de l'Acaddmie Royale des Sciences, i 7 4 i  , pp. 

92--95 et p. 95 et Mdmoi re s . . . pp .  72--95 et pp. 435--494), oh entre autres 
la r~gle de DESCARTES est prouvde pour la premiere fois et d 'une mani~re simple, 

retrouvde plus tard par LAGUERRE et 6tendue par lui ~ des sdries entibres; celles 

de WARINO (Miscellanea analytica, z76z, et Meditationes algebraicae, i77o); les 

recherehes de CAMPBELL, eommentateur de l 'Arithmetiea Universalis de NEWTON 

(Philosophical Transactions, n:o 4o4, traduites en latin et ajout6es ~ la troisibme 

6dition de rAri thmetica de z73z); celles d 'O~vIsR,  qui prouve avec simplieitd et 
dldgance pour la premibre fois une proposition de CAMPBSLL (Journal de Crelle, 

t. I); et enfin les recherches si varides de LAOUERRE que je m'excuse de nommer 

en dernier lieu tout en y a t tachant  la plus grande importance. 

Quant aux fonctions transcendantes, il e n e s t  tout  autrement.  On manque 

ici de mdthodes pour traiter des fonetions d'une forme un peu gdndrale. Ce fair 

est d ' au tan t  plus remarquable que d ' importants problAmes at tendent  encore leur 

solution, faute de telles mdthodes. Je  n'ai qu'~ rappeler la solution ddfinitive du 

probl~me des nombres premiers oh il s'agit de montrer qu'une fonction ~(s) in- 

troduitc dans la thdorie des nombres par RtE~ANN a routes les raeines imaginaires 

de la forme I + a i ,  a dtant rdel. Mes reeherehes ont particulibrement eu pour 
2 

but  la solution du problbme de RIEMANN. Pendant  un certain hombre d'anndes, 

ces recherehes n'ont abouti  h aucun rdsultat, jusqu'k ce que j 'aie eompris qu'il 

importai t  de se procurer un nombre aussi grand que possible de mdthodes pour 

traiter des classes de fonctions transcendantes, soit par l 'extension de th6o- 

r6mes connus sur la s~paration et le nombre des raeines des fonetions enti~res 

rationnelles aux fonctions transcendantes, soit par l '6tablissement de propositions 

nouvelles sur celles-ci. Nous verrons dans la suite des spdcimens des deux sortes 

de thdor6mes. 

Je  n'ai pas pris pour base de mes reeherehes la proposition la plus gdndrale 

qu'on connaisse sur ]a s6paration des racines d 'une fonction entibre rationnelle h 

coefficient r6els, ~ savoir le th6or~me de STURM lequel se pr6te - -  du moins 

th6oriquement - -  ~ une discussion complete. II est vrai que BORC~ARDT a mort- 
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trY, grace aux expressions que SYLVESTER a donn~es pour les fonctions de STURM, 

que l'on peut ~tablir une s4rie de d4terminants sym~triques, d~pendant des som- 

mes des puissances des racines, et dont les signes indiquent le nombre des racines 

imaginaires. Si l 'on essaie de faire tendre ~ l'infini ]e degr~ de la fonction ration- 

nelle donnde, tous ces ddterminants deviendront infinis ou ind~termin6s et seront 

ainsi d~pourvus de sens. Toutefois, ceci n'est point une difficult~ r~elle, car on 

peut, sans beaucoup de peine, transformer les d~terminants de sorte qu'ils con- 

tiennent, au lieu des sommes des puissances positives des racines, des puissances 

n~gatives, et deviennent convergents pour des fonctions enti~res d 'un genre donn5 

fini. Les difficult6s sont d 'un tout  autre caract~re. La forme compliqu~e des 

expressions qu'on aurait  h eonsid~rer, serait telle qu'il est m~me inutile de vouloir 

chercher ~ d~terminer en pratique, par ee moyen, le caractb.re des racines d'une 

fonction rationnelle. Ce fair se pr~sente ~ plus forte raison, dans le cas d'une 

fonction transcendante. Au d~but, j 'ai donc eu recours h d'autres mSthodes plus 

sp4ciales. 

Soit 
F ( x )  ~ a o  + a~x + % x  ~ + . . .  

une fonction enti~re, ayant  tous ses coefficients r~els, ce que j'appelle, pour me 

servir d 'un terme abr6g~, une fonction ))r~e]le)). La fonction a, comme on sait, 

des racines imaginaires conjugu~es deux '~ deux. ~ Si une telle fonction a pr~cis6- 

ment ~ paires de racines imaginaires, off T peut ~tre z~ro, entier positif ou infini, 

je dis pour abr$ger que le ~)type~) de la fonction est v. Ainsi par exemple (~ + x)', 

e ~, e ~ sont du type ~-= o, tandis que (I + x~) ~ est du type ~ ~ n .  

I1 y a une proposition connue de C ~ v c ~  qui joue un rSle important  dans 

rues recherches. Sous une forme sp~cialis~e, el|e peut s'exprimer de la mani~re 

suivante: Si la fonetion enti~re r~elle F ( x , t )  qui d~pend d'un param~tre r~el t, 

li~ ~ une suite de valeurs continues ou discr~tes, converge pour lim t----to et pour 

des valeurs born~es de ]x] uni]orm~ment vers la fonction enti~re F ( x , t o ) ,  les 

racines de F ( x , t )  convergeront vers les racines de F(x , to) .  Dans l 'hypoth~se que 

le type de F ( x , t )  air une ]imitc sup~rieure finie y, quand t s'approche de to, on 

voit sans difficultd que le type de F(x , to )  doit 6tre <--7, car les racines imaginaires 

peuvent converger vers des limites r~elles, mais non inversement. 

Nous verrons maintenant quelques consequences du th~or~me de ROLr~ et 

quelques extensions de celles-ci qui sont d'importance. 

Soit 

/ ( x )  = a o  + a~x + a~x ~ + .. .  + a , , x  '~ 

1 Je me sers toujours du terme *racines imaginaires~ pour ddsigner des racines complexes 
et non r~elles. 
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une fonct ion enti~re ra t ionnel le  du m e degr6, r6elle et  du t y p e  ~. Elle a dbs 

lors m - - 2 ~  racines r6elles, et  su ivant  le th60r~me de ROLLE, /'(X)aura un nombre  

impair  de racines r6elles en t re  deux  raeines cons6cutives de /(x)  oh il impor te  de 

teni r  compte  d 'une  mani~re bien connue des racines multiples.  La  fonct ion  /'(x) 
a donc  m - - 2 v - - i - [ - 2 ] r  1 raeines r6elles, oh kl est  z6ro ou en t ie r  positif .  Si nous 

d~signons le t ype  de /'(x) par  ~' on a ainsi m - - ~ v - - I  + 2 ] c , l = m - - I - - 2 v  r ou 

v - - ~ ' ~  kL. En  rdpdtant  le m~me ra i sonnement  pour  les d6riv'~es suivantes  de 

/(x), on t rouve  v _ z ( m - l ) = k l  + k2 + "'" + ]r avec des d6signat ions faciles 

comprendre .  Si l 'on s 'expr imai t  comme il suit:  La proposi t ion de ROLLE mont re  que 

f (x)  a normalemen t  une racine r6elle dans ehaque  interval le  des raeines d e / ( x )  et  

d 'ai l leurs en t ou t  2k~ racines r6elles accessoires, on pour ra i t  exp r imer  ce qui v ient  

d '6 t re  trouv6,  ainsi: Le t ype  de /(x) est 6gal ~ la moiti6 du h o m b re  des racines 

r~elles accessoires de f (x), ]" (x), . . . ]("~-1) (x).1 
I1 est 6vident  que le t y p e  d ' une  fonet ion ent i~re ra t ionnel le  ne p eu t  aug- 

men te r  pa r  d i f ferent ia t ion ce qui  est  d 'ai l leurs bien connu.  

Soit  F(x) une fonet ion r~elle, ent i~rc  ra t ionnel le  ou t r anseendan te  d o n t  nous 

d~duisons une fonct ion rat ionnel le  de la mani~re suivante .  Supposons  que le 

symbole F(D),  off D d~signe le symbole  de diffdrent ia t ion pa r  r ap p o r t  h x,  se 

por te  sur x~, p (~tant un ent ier  positif,  nous ob tenons  par  ls une  fonet ion ra t ion-  

nelle du  degr~ p au plus, que voici 

oommo a'or  n ,ro ooe,ioient   ioo ,aox.  ommo 

F'p(x) = pep-1  (x), 

on voi t  que le t ype  de Fp(x) ne pour ra  jamais  d6ero i t re  pour  p croissant .  La  

fonct ion 

F'(O) x F"(o)  ( X)x ~ + [~ + ~ -  ~-~ + + 
+ - - ~  F,,)(o) (~_~) (~_ p).. (~ P --_I) xp 

P 

est 6v idemment  du  m~me ty p e  que Fp(x). On voi t  ais~ment que la fonct ion ( l )  

converge  uni/ormdment vers F(x) quand  p t en d  vers  l ' infini, ] x ~ t a n t  suppos6 borne.  

i Pour ~tre applicables dans tous les cas, les observations ci-dessus doivent dtre entendues 
de la mani~re suivante: si f(x) a 0 ou 1 racines r~elles, nous convenons de dire que f(x) en a 
normalement - -1  ou 0. 
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La preuve e n e s t  si simple, grs aux indgalit6s eonnues de CAUCItY-WEIERSTRASS 
pour les coefficients d'une s6rie entibre, que je peux m'en dispenser ici. 

Si nous pouvons ddmontrer que le type  de F p ( x ) a  pour t o u s l e s  p une 

limite sup6rieure 7, le type  de F(x) sera < 7 .  Ce prb~cipe est fr6quemment ap- 

pliqu6 dans rues recherches et nous en verrons dans ce qui suit quelques exemples 

importants.  

Dans les Meditationes algebraicce de WAl~Izr on t rouve une proposition qui 

peut  ~tre exprim6e de la mani6re suivante: 

Soit ](x) une fonction enti6re rationnelle et du type  v, et soit a une con- 

s tante r6elle, la fonction 

(2) al(x) + l'(x) -- (a + D). l(x) 

sera tout  au plus du type ~. On le prouve tou t  simplement en appliquant  le 

th6or~me de ROLLE k e~ / ( x ) ,  car on a 

D(eax/(x)) ---- eaX(a/(x) + 1' (2)). 

Si nous r6petons l 'op6ration (a + D) n lois avec des a diff6rents ou 6gaux, 

nous avons d6montr6 par 1"s une proposition de POULAn~ laquelle peut  6ire ex- 

prim6e ainsi: 

Soit g(x) une fonction enti~re rationnelle et du type  o, et soit ](x) comme 

ei-dessus une fonction du type v, 

(a) g(n) . / (x )=g(o) / (2 )  + I'(2) + . +  ~ - ~ - ,  ,~, 

sera tout  au plus du type  ~, ce qui est d'ailleurs bien connu. Or, rempia~ons 

dans (2) ](x) par ebb:](x) off b e s t  une constante r6elle, nous trouvons que 

(a + D). e bx [ ( x )=  e bz ((a + b)[(x) + ['(x)) 

est tout  au plus du type  v. Par  eons6quent le th6or6me de POULAIN a 6t6 6tendu 

au cas oh ](x) est remplac6e par ebx](x). 
Soit maintenant  F(x) une fonetion r6elle, enti6re, du genre o ou i e t  du 

type  fini ~. Soit 

-Fn(,T, ) = { ~ e c n x x  I' I - -  ear ,  

i On so ga rde r a  do c o n f o n d r e  ce t te  no ta t ion  avee celle do la page  prdc6dente .  

.Acta mathematica. 36. Imprim~ lo 15 aofit. 1912. 24 
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oil e cnx est le facteur exponentiel ext6rieur, 1 a~, d6signe les racines de F(x )  et  n 

est d 'une grandeur telle que toutes les racines imaginaires sont comprises dans 

le produit  canonique. Comme nous venons de le prouver,  le th6or~me de POULA~N 

s'applique ~ la fonction F~ et comme d'apr~s WE~ERSTRASS, le produit  ci-dessus 

converge uniform6ment vers F(x)  pour n ~ c~, I xl ~tant born6, nous avons d6- 

montr~ de cette mani~re, que le thdor~me de POULAIN reste applicable, si ](x) est 

remplaege par une ]onction enti~re du genre o ou I e t  du type v. 

Voici un th~or~me encore plus g~n~ral: 

Soit g(x) enti~re, rationnelle, d u n  ~ degrg et du type o, et soit F ( x )  enti~re, 

du genre 2q ou 2q § i et du type ~, g ( D ) . F ( x )  sera tout au plus du type 

~ + q n .  

Je suis oblig6 d 'omet t re  ici d 'autres extensions du thdor6me de POULAIN 

eoncernant des fonetions g(x) plus g6n6rales. Toutefois, il existe un cas sp6cial 

qui m6rite une mention particuli~re. 

Supposons en effet que dans la formule (3), nous posions f ( x ) =  x2, il s'en- 

suit que q(D) . x2  est du type  o. Nous pouvons y remplacer g(x) par e ~ g ( x )  

oh c est une constante r6elle, car si l 'op6rateur e ~D se porte sur la fonction en- 

ti~re rationnelIe g(D) .  xp, le r6sultat devient, d'apr~s la formule de TAYLOR, 6gal 

g (D) . (x  + e)P, 2 En raisonnant comme ei-dessus, nous obtenons la proposition 

suivante: 

Si G(x) est une fonction r6elle, enti~re du genre o ou i et du type o, 

G(D).  xJ' sera du type  o. 

Dans un eas sp6cial, cette proposition 6fair connue ~ LAGUERRE. 

Je  ferai voir maintenant  comment Ie th6or~me que nous venons de d6- 

montrer,  peut  ~tre 6tendu s des fonetions de type  quelconque fini. 

Soit 

f(x) ~ a o  + a~x + . . . +  a,,,x 'n 

r6elle et du type  ~, et soit q un entier positif =>m, la fonction 

~ ]  ) = a , ~  + a~x ~-~ + . . . +  a,,~x q - ~  

est ggalement du type  ~. En  d~rivant eelle-ei q - - p  fois par rappor t  ~ x , p  ~tant 

entier, positif et < q, nous aurons, suivant le th~orgme de ROLLE, que 

1 
1 Si F est du genre 1, cnest fixe, mais si F est du genre O, cn=--  7'. ~ �9 

" J , ~ t  

2 Je suppose qu'on connalt les r~gles les plus ~l~mentaires pour le calcul des op6rations 
distributives. 
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q (q - -  ~) 

187 

est tout  au plus du type z. Par cons6quent 

q-~lim qpq~q ( q ) - = a . x P +  pa~x~'-~ + p ( p - -  i)a~xp-~ + . . . .  /(D).xp 

sera tout  au plus du type v. 

En raisonnant comme ei-dessus, on voit ais~ment que la proposition que 

nous venons de d6montrer, peut imm6diatement ~tre ~tendue au cas off ](x) est 

remplae~e par une fonction enti6re du genre o ou i et du type v, et en com- 

binant ee r6sultat avec le principe pr6cedemment d6montr6 nous avons trouv6 

le th6or6me fondamental suivant: 

Si F(x)  est une ]onction rdelle, entibre, du genre o ou I e t  du type [ini ~, la 

]onction entibre rationnelle F ( D ) . x P  sera tout au plus du type ~, et st, inversement 

celle-ci est, pour un p quelconque, tout au plus du type ~, F(x)  sera tout au plus 

du type ~. A partir d'une certaine valeur de p, le type de F ( D ) .  xp sera prdcisd- 

ment dgal au type de F(x).  

Remarquons incidemment que cette proposition ne s'applique point aux 

fonctions de genre sup6rieur au premier. 

Un exemple, tir6 de rues recherches plus r6centes, prouvera l'utilit6 du 

th6or6me que nous venons de d~montrer. En faisant application combin6e des 

propositions do DESCARTES et de STUaM, M. E. MALO l a d6montr6 ]a belle propo- 

sition qui suit: Si les fonctions r6elles enti6res 

et 

/ (x) = a0 + a, x + - . .  + a,, x"  

g(x) =b0 + blx + - . . +  bnx" 

ont routes les deux leurs racines r~elles, et si les coefficients de la derni~re 

fonction sont tous positifs, routes les raeines de 

aobo -t- a lb lx  § a2b2~c' + "'" 

seront ~galement r~elles. 

Soient F(x)  et G(x) des fonctions rSelles, enti~res du genre o ou I et du 

type o, et soient les coefficients de G(x) exclusivement positifs, F(D) .  xp et G(D). xp 

J Jouraal de Math~matiques ep6ciales, 4:e s6rie, t. IV, 1895. 
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seront 

MALO. 

est du type 

oou  o  eoon  
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des fonctions rationnelles auxquelles je peux appliquer le th6orbmo de 

J 'obtiens donc que 

~ F(~)(o) G(" (o) (P)' x,  -~ 
v - - 0  

p~ 
o. Si nous y rempla~ons x par x '  et que nous multiplions par 

P 

Si nous faisons croitre p h l'infini, l 'expression ci-dessus converge uni/ormd- 

ment, pour Ix[ born6, vers 

~F~"~(o) G'~(o) z ~, 

et de cette mani~re la proposition de MALo est dtendue aux ]onctions enti~res tran- 

scendantes du genre o ou i.  Dans ce cas, une application directe de la mdthode 

de M. MALO aurait 6t6 impossible. 
Une des applications les plus importantes qu'on puisse faire de notre thd- 

or~me fondamental appartiendra b~ la derni~re partie de mes recherches. Bien 
que je ne puisse communiquer sans compte-rendu d6tailI6 des recherches inter- 
mddiaires les r6sultats ddfinitifs sous une forme compr6hensible, je puis en faire 

une indication. Le dernier mdmoire s'occupera d'une classe de fonctions enti~rcs 

du genre un 

(4) F(z) =fT(a) cos axda, 
0 

off la fonction rdelle T(a) qui peut  fitre diffdrentide un hombre quelconque de 

fois tend vers zdro pour a croissant s l'infini, de sorte qu'on a uniformdment 

pour des ]x I born6s 

l i m  h~t~)(a) c o s a x  = o ,  p o u r  v = o ,  i ,  2 , . . . .  

Cette classo de fonctions prdsente une importance particulibre parce que la fone- 
tion ~ d e  R I ~ . M A ~  
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~ ( t ) ~ - ~ r  ~ + (8 -~ )~ (8 ) ,8=-+ i t ,  
2 

y rentre comme cas spdcial. En effet on a 

off 

~(x) - - / o ( . )  cos .xd. ,  
o 

9 5 

Je  me propose d'cxaminer, en gdndral, |es conditions auxquelles doit satis- 

faire T(a)  pour que la fonction (4) soit du type o. En appliquant notre 

proposition fondamentale, nous voyons aussit6t que F(x) est du type o dans le 

cas, et seulement clans le ca8 oh la /onction enti~re rationnelle du p',~me degrd 

o 

= + + 

o 

est dgalement du type o pour p quelconque. Je  parviens h ~tablir des conditions 

ndcessaires s cet dgard; par l 'application des rdsultats d 'autrcs recherches que 

j'ai faites, celles-ci aboutissent ~ des conditions suffisantes, bien que non ndces- 

saires, et ces derni~res sont heureusement applieables ~ la fonction ~. Cependant, 

la vdrification m6me des conditions exige, par  suite de la forme compliqude de 

O(a), un calcul tr~s pdnible. Par  la m6thode ci-dessus, j 'ai rSduit le probl~me 

de RIEMANN de transcendant qu'il dtait ~ un probl~me algdbrique. 

Avant  d 'aborder la ddmonstration des propositions qui seront publides dans 
mon mdmoire n:r 2, je dois communiquer d 'autres rdsultats de mon premier 

mdmoire. Je  ne me restreins pas ~ ddterminer le type des classes de fonctions 

que je traite, mais je t rouve de plus des limites pour les racines imaginaires. 

GAvss a ddmontrd ]a proposition suivante: Si /(x) est une fonction enti~re ra- 

tionnelle avee de coefficients complexes et que, dans le plan complexe de la 

variable x, nous marquions les racines de /(x), les racines de fl(x) ne tomberont  

pas en dehors du polygone convexe le plus petit  qui comprend les racines de 
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/(x). 1 La  d~monst ra t ion  se fai t  tr~s faei lement  ~ l 'aide de ]a d~riv~e logari th-  

mique et  en fa isant  observer  qu ' aueune  racine de f ( x )  ne peu t  se t rouver  d ' un  

cSt~ d 'une  droi te  si les racines de /(x)  se t r o u v e n t  tou tes  de l ' au t re  e6td de la 

droi te  ou sur celle-ci. 

Pou r  une fonct ion F(x) r~elle, enti~re e t  du  genre  o ou i je d6mont re  une  

propos i t ion  plus precise dans des cas ~tendus. F o rm o n s  une  figure eompos~e de 

l ' axe  r~el et  des cercles qui ont  pour  d iam~tres  les segments de droi tes  jo ignant  

deux  ~ deux  les racines imaginaires eonjugu~es. Je  d~mont re  alors qu ' aueune  

racine de F~(x) ne peu t  se t rouve r  en dehors  de la figure, et  il e n e s t  de m6me 

de la fonct ion aF(x)  + F'(x) oh a est  r6elle. La m~me proposition garde encore 
8a validitd pour g(D). F(x),  oh g(x) est une /onction rdelle, enti~re rat ionnelle, du 

n i~''~ degrd et du type o; toute/ois le8 cercles sont ~ remplacer par des ellipses dont 
les petits axes se terminent chaeun dans une paire de racines con]uffudes de F(x) ,  

ta~dia que les grands axes sont Vn /ois plus grands. 

Si les racines de F(x) sont  tou tes  limit6es s la bande  ~ < ~ ( x )  < ~ , l e s  

raeines de g(D). F(x) seront  aussi limitdes de la m6me mani~re,  etc. 

Je  citerai encore une proposi t ion qui  comprend  comme simples corollaires 

un  grand  nombre  d '~quat ions  t ranseendan tes ,  t rai t~es jusqu' ici  dans  la litt~- 

ra ture .  

,~oient 

F(x)-----ao + a l x  + a2x  t + ' "  

rdelle, du genre o ou i e t  du type ~, H (x) rdelle, du genre o ou I, du type o e t  

ayant h racines positives, et K(x) rdelle, du genre o, du type o et ayant routes les 
racines ndgatives, la /onetion enti~re 

H(~) H(2) H(3) x 3 
aoH(o) + a,-K~(o)x + a ~ ( o ) K ( ~ ) x ~  + aag(o)-K--(~K(2) +"" 

sera tout au plus du type ~ + h. 
L~GUERgE pr6 tend  avoir  d~montr~ une proposi t ion ~ qui est  un  simple eor- 

rollaire de la proposi t ion  ci-dessus, & savoir  le eas oh F(x) est rat ionnelle,  v ~- o, 

h ~ o ,  en a d m e t t a n t  m~me que K(x) soit du premier  genre. Toutefois  ce t te  

derni~re condi t ion est inexacte.  Comme LAGU~.RR~ n 'a  pas achev~ sa d~mon- 

s t ra t ion ,  on ne peu t  pas voir  oh so t r o u v a i t  l 'erreur.  

Cette proposition semble peu connue. Elle a 6t6 d6couverte de nouveau un nombre de 
fois par diff6rents math6maticiens. 

2 Acta Mathematica, t. IV, 1884 et Journal de Math6matiques pures et appliqu6es, 3:e 
s6rie, t. IX, 1883; Oeuvres~ I pp. 202 et 35. 
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Les th6or~mes que je vais d6mont re r  ma in t enan t  sont  d 'un  carac t6re  tou t  

a u t r e  que celles d o n t i l  a 6t6 fair ment ion  jusqu'ici .  

Soit F ( z )  une fonct ion ent i6re  de la var iable  complexe z = x + iy .  Elle est  

suppos6e r6elle, du  genre o ou I e t  du type  o. On a donc le produi t  fini ou 

abso lument  convergen t  

(a) 

off les cons tan tes  c ainsi que  les racines a sent  routes r6e]les. Fo rmons  le carr6 

de la va leur  absolue de F ( z ) ,  j 'obt iens  6v idemment  

En  d6ve loppan t  le t roisi6me membre  de ce t t e  6galit6 en  s6rie ent i~re de y,  

nous avons  ainsi 

[ F z [ ' =  A0 + A2Y~ + A, y4 + . . . ,  

oh lea coefficients sen t  des fonct ions posi t ives de la var iable  r6elle x, si celle-ci 

est  diff6rente  d ' une  racine a.  On voit ,  pa r  la s6rie de TAYLOR et  d 'apr~s la for- 

mule de LEIBNIZ pour  la dif f6rent ia t ion d 'un  produi t ,  que l 'on a 

(F (x + ]2_._vv A~,, = ( - -  I) . V q _ o  Q ) F ( x - - 0 )  ) = 

-~ ( 2 / ) ( F ( " ) x ) ' - - 2 ( v L v i ) F l , - l I ( x ) F ( v + l l ( x )  + ... + (--i)~'2F(x).Fl2~')(x).  

Pour  que  F (z) soit  du  t y p e  o c 'es t  done une  condi t ion ndcessaire que toutes  

les fonct ions ci-dessus pour  v =  I ,  2 , 3 , ' "  soient  posi t ives  ou z6ro 1 pour  toutes  

les valeurs  r6elles de x. Inve r sement ,  il est  6vident  que  ces condi t ions sen t  

aussi suHisanles , car  si elles sen t  routes  satisfaites I F z l  s n 'es t  jamais  d6croissante 

pour  x cons tan t  e t  y2 croissant ,  e t  pour  y ~ o on a ] F z l ' ~  (Fx ) ' .  Si F ( x ) ~  o, 

on aura  I F z l  ' > o ,  et  pour  F ( x ) = o ,  I F z ] l  ne pour ra  ~tre 6gale A z6ro pour  

aucune  va leur  de y diff~rente de z6ro. S'il en 6tai t  ainsi, I Fz]  ~ serai t  constam- 

men t  z6ro et  cela est  impossible A moins que F (z) ne se r~duise pr6cis6ment  

z6ro. 

Ces condi t ions n6eessaires e t  suffisantes,  t rouv6es d 'une  manibre  si simple, 

song souvent  d ' une  appl ica t ion assez difficile dans  la pra t ique .  

1 Le cas v-----1 nous donne la condition n~cessaire (Frx)2--.F(x)•'(x)>0, trouv~e par 
LACUERRE, toutefois, il faut ajouter au signe d'in~galit6 un signe d'~galit& Si l'dgalit~ ne peut 
so produire, F(x) n'aura pas de racines multiples r~elles. Je ne peux pas entrer ici en plus 
de d~tails. 
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Si nous different ions [Fz[ ~ par  r a p p o r t  h y,  nous t rouvons  

. f ~ [ F z l ' ~ 2 A , y  + 4A,  y s + .." 

On en d~duit  ee qui suit.  

Si F(z )  est  du  genre o ou I ,  r6elle e t  du  t y p e  o, on doi t  avo i r  

(5) 

pour  y > o; (pour  y <  o il suffi t  d ' i n t e rve r t i r  le signe d' in6galit6 s cause de la 

sym6tr ie  pa r  r a p p o r t  ~ l ' axe  r6el). Cependant ,  ce t tc  condi t ion  n6cessaire est  

aussi suffisante,  m6me si l 'on r e m p l a c e >  p a r  > .  En  effet  il r6sulte de l ' in6ga- 

lit6 (5) que [Fz[ ~ ne peu t  pas d4cro l t re  pour  y posit if  et  croissant ,  x 6 tant  

suppos6 cons tant ,  e t  comme ] F z ] ~ = ( F x )  ~ pour  y = o, elIe ne p e u t  pas deveni r  

z6ro pour  y > o sans l 'Stre  cons tamment .  

P a r  cons6quent ,  nous avons  d6montr6  le th~or4me su ivan t :  

La condition ngcessaire el su//isante pour que la /onction rgelle F (~), du genre 

o ou I ,  soit du type o est que I'in~galit~ (5) air lieu partout dans le demi-plan au dessus 

de l' axe rdel, el ceci est mdme une condition su//isante quand > est remplacd par ~ .x  

En  d ' au t res  termes:  si l'on peut trouver, dans le demi-plan supgrieur, une 

O [Fz[ ~ est n~ative, F(z )  aura de racines imaginaires; valeur de z pour laquelle ~y 

si une telle valeur n'existe pas, routes les racines seront rdelles. 

Jusqu 'k  pr6sent  nous avons  exc lus ivement  fair  usage d ' u n e  propri6t6 du  

d4ve loppement  de ~ [ F z [  ~, ~ savoir  celle d ' e t r e  non  n~gatif pour  les y positifs. 

Si l 'on d~sire rendre  la condi t ion ndcessaire aussi 6troi te  que possible, on p e u t  y 

pa rven i r  en r ega rdan t  un ou plusieurs termes du d6veloppement .  Ainsi on t rouvo  

comme condi t ion  n6cessaire: 

y By IFz  I" > 2 ( (F 'x)"- -  F (x) F" (x)) > o. 

dans  tou t  le plan, etc.  

En  me basan t  sur des considerat ions un  peu plus g$n~rales que celles d o n t  

nous venons de faire emploi,  je peux  d'ail leurs d6mont re r  le th6or~me plus 6 tendu 

que  voici:  

1 Evidemment ce n'est qu'en apparenc~ que la condition suffisante est moins serr~e que 
la condition n~cessaire, c'est lk un avantage pour les applications. Dans co qui suit je rends 
encore plus grande la difference entre la condition n~cessaire et la condition suffisante. 
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est positive partout dans le demi-plan sup&ieur, ?, l'exception d'une certaine pattie 

/inie de eelui-ci, la ]onction rdelle F (z) du genre o ou I aura son type /ini. 

On peut  donner h ces propositions bien d 'autres formes, que je ne puis 

aborder ici et au sujet desquelles je suis oblig6 de renvoyer ~ mes recherehes 

d6taill6es. Je  me bornerai s mentionner les suivantes. 

En consid6rant le d6veloppement 

/y~ lFz l  ~ .-- --- zA2 + 4 . 3 A d y  ~ + , 

on volt aussit6t que pour que routes les racines soient rdelles, on dolt avoir dans 

tout le plan 

(6) 

o~ i F z l ~  21F'zl ' --zg~ (F  (z) F"  (z) ) = O y ~ 

~ 2 1 F ' z l ' - -  IFz + F"zl ~ + 21Fz--F"zl'>= 

>~ 2 A2 ~- 2 ( (F 'x )  z - -  F (z )  F ' ( x ) )  > o .  

Si  inversement, on a partout 

(7) ,~ lFzl '~> o, 

F (z) sera du type o. 

En effet, dans le dernier cas, IFzl  ~ sera une fonction convexe de la vari- 

able y et ne pourra avoir, par suite de la sym6trie par rapport  ~t l'axe r6el, qu 'un 
seul minimum et eela pour y ~ o. 

De m6me que plus haut, on a aussi la proposition plus 6tendue: 

Si  l'indgalitd (7) a lieu en dehors d'une certaine partie / inie du plan des z, 

F (z) sera d'un type /ini.  

Il est assez int6ressant d'app]iquer ces propositions aux 6quations transcen- 

(]antes ~rait6es jusqu'h, pr6sent clans la litt6rature. On peut  tirer des exemples 
de FOURIER, POISSON, CAIICRY, HURWITZ etc., ce qui donnera une id6e de la 

facilit6 avec laquelle les crit6res que nous venons de d6velopper sont applicables 

aux cas plus simples. Pour  ne citer, en passant, qu'un exemple (emprunt6 
Acta mathematica. 36. Imprim4 Iv 16 aoflt 1912, 2 5  
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CAVCHY), nous consid6rons l '6quat ion  tr6s connue,  sin z - -  z cos z ~ o. Si son pre- 

mier  membre  est dSsign6 pa r  F ( z ) ,  on au ra  

[ F ' z l ~ - - ~ [ r z  + F"z[" + ~ [ F z - - F " z r - = l z s i n z l ~ - - l s i n z [  ~ + [ z c o s z r ' =  

.~ (x~ch~-y--sin2x) + (y~ch~y- - sh~y)  + (x ~ + y'~)sh~ y,  

o~; tou tes  les pa ren theses  sont=> o. Donc tou tes  les racines sont  r6elles. 

P o u r  des fonet ions  d 'un  genre  plus 61ev6 que le premier ,  jc d6mont re  des 

th6orbmes du m~me caract~re,  mais un  pcu plus eompliqu6s. 

Soit  F (z) r6elle e t  du genre 2p ou 2p  + i ,  on aura,  en supposan t  pour  plus 

de simplicit6 qu' i l  n 'exis te  pas de racines z~ro, 

( ~ )  z .+ 1 (z)2p+X 
.F (z) = eg(*) H I - -  ea +'" 2p+l 

(a) 

oh 

g (Z) ~ C O Jr C I z "~ "'" "~ C2p + I Z2P + l 

a tOUS les coefficients r6els e t  off le produi t ,  qui est  fini ou abso lument  con- 

vergent ,  est  d tendu t~ routes  les racines a.  

I ~ I Oomme Si F(z)  est  du  genre  2p ,  on dol t  avoir  c~p+l 2p + i a ~p+l" 

on le salt, les c sont  ais6ment d6termin6es par  diff6rent ia t ion de log F(z ) .  

La condition ndcessaire pour que toutes les racines soient rdelles est qu'on air 

constamment dans le demi-plan y > o 

[z2p F z  + iF'z}~--[z~p F z - - i F '  z}' >iFz l~( l z  2p + ig ' z l e - - l z2" - -  iy 'z l  ~) 

et la condition su/[isante est de la m~me /orme, to~de/ois, on peut y remplacer > par> .  

Je  ne peux  donner  ici la d6monst ra t ion  de cet te  proposi t ion qui, pour  p = o, 

se r6dui t  s une  de celles que j 'ai  d6j~ indiqu6es. 

Qu'il  me soit  permis,  en t e r m i n a n t  ce t te  conf6rence, de faire usage d ' une  

image intui t ive ,  bien que peu t -6 t r e  un peu hasard6e. Soit F ( z ) u n e  fonct ion 

ana ly t ique  de z ~ x  + iy ,  r6guli~re 5, l ' int6rieur  d 'une  cer ta ine  par t ie  du  plan 

des z. Je  suppose celui-ci hor izontM et  j 'Sl~ve en chaeun  de ses points  une  

coordonn6e ver t icale  ~ l F z r ' .  P a r  l'~ est d6finie une  surface aux  coordonn6es 

or thogonales  x, y,  ~, au sujet  de |aquelle j 'a i  d6montr6 ]a propos i t ion  suivante .  ~ 

1 Nyt Tidsskrift for Matematik, t. XXI, 1:)1(}. Om den absolute V~erdi af en analytisk 
Funktion (r~sum~ d'une conf~reuce faite "t ht soci6t6 math~nlatique danoise le 19 mars 1908). 
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Si l'angle diddre entre le plan des (x, y) et le plan tangent s la surface au 

point (x, y, ~) est dSsign~ par ~f, on aura 

tg ~ ~p -- 4 IF  (z)F' (z)l ~- 

Le plan tangent n'cst horizontal qu'cn les points dont les projections tombent  

en des z6ros de F(z)  ou de F r(z). Pour les premiers, le plan tangent coincide 

avec le plan des z, pour ceux des derniers qui ne sont pas en m~me temps des 

zSros de F(z) ,  le plan est tangent en un point parabolique de la surface. 

On pourrait  appeler une telle surface un ~)pay.~age analytique~). Si l'on 

s'imaginait qu'il pleuvait dans ce paysagc, l'eau s'aeeumulerait on les points los 

plus b a s e t  formerait de petits lacs autour des zSros dc F(z).  Pour une fonction 
r6elle du genre z6ro ou un et du type zSro, le ~>paysage analytique,> pr6senterait 

une vall~e ayant  de petits lacs le long de l'axe rSel. 


