
CONTRIBUTION A L't TUDE DES LIGNES CANTORIENNES. 
PAR 

M. L. ZORETTI 

CAE~. 

I. Dans l ' 6 tude 'de  la notion de eontinu, on peut se placer h deux points 

de vue bien diff6rents. C'est le point de vue arithm6tique pur qui a 6t6 surtout 

6tudi6. I1 6tait en effet indispensable de baser uniquement sur la notion de nombre 

entier les d6finitions et propri6t6s dont on fait usage en analyse. Jusqu'~ une 

6poque toute r6cente, on avait fait en analyse un abus qui n'~tait pas sans 

danger, de l ' intuition g~om6trique; et la revision approfondue des principes par 

PAUL DV BoIs RnYMo~D, G. CANTOR, JOROAN a eu le grand avantage d'asseoir 

d~finitivement sur des bases arithm~tiques l'6difice analytique. 

Un point de vue tout different est le point de rue g~om6trique pur. On 

verra dans la suite de ce m6moire dans quelle mesure les travaux de CANTOR 

et JoRnAN peuvent 6tre consid6r6s comme des recherches de g6om6trie. Mais 

il importe surtout  de bien poser la question. M. ENRIQUES 1 distingue la g6o- 

m6trie 616mentaire, la g6om6trie projective, la g~om~trie m~trique et enfin l'ana- 

lysis situs. Et  c'est dans cette derni~re branche de la g~om6trie que l'on ~.tudie 

les propri6tt~s g6n6rales de la ligne. C'est justement cette th6orie g6n~rale de 

la ligne que l'on peut aetue]lement consid~rer comme h peine existante, et c'est 

elle qui fait l 'objet de ce m~moire. 

2. Je ne veux pas entreprendre ici une 6tude historiqne que l'on trouvera 

par exemp]e dans un article de l'Encyclop~die J. MOLE (Sur la notion de ligne, 

par yon  .~r et L. ZORETTI). Je me bornerai h quelques remarques pr6- 

liminaires. 

i Encyclop~die des sciences math~matiques. Article sur les fondements de la g6om~itrie. 
Acta mathematlva. 36. Imprim~ |e 28 octobre 1912. 31 
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Si l 'on ouvre un trait~ classique de g~om~trie, on est frapp4 de ce fait que 

l 'auteur, qui ehoisit en g~n~ral avec le plus grand soin ses d~finitions et les 

d6veloppe d'apr~s ]es r~gles de ]a logique, fait une exception pour la. d~finition 

de la ligne. On ne peut en effet prendre pour une vraie d~finition, les con- 

ceptions de surface sans largeur, de trajectoire d 'un point, de fronti~re d'une 

surface, g~n~ralement invoqu~es. Or il y a des rapports n~cessaires entre les 

g~om6tries ordinaires et l 'analysis situs; et si ]'on ne veut  pas, ce qui serait 

l 'a t t i tude la plus ]ogique mais la moins satisfaisante, s'interdire d'une fagon ab- 
solue de prononcer le mot ,)ligne~) en g6om6trie 6]6mentaire, il faut alors 6tablir 

comment l ' introduetion de ee mot se 16gitime m6me avant  l '6]aboration d 'une 

th~orie complete de la ligne. 
Le plus simple est sans doute de ranger la notion de ligne parmi les in- 

tuitions a priori. Mais ]a difficult6 n'est pas absolument r~solue pour cela. 

En effet, quand on dira qu'une" droite, une circonf~rence sont des ]ignes, ce sera 

par d~finition qu'il en sera ainsi; en d 'autres termes on se bornera h d6finir des 

lignes partieuli~res, ~ dresser le catalogue des ~tres g~om~triques qui sont des 

lignes; mais la difficult6 est de d~montrer, ou m6me d'~noncer h chaque fois des 

propri~t6s de ces ~tres. Par  exemple, si l'on veut  ~tablir qu'une cireonf~rence 

de cercle partage le plan en deux r~gious, il faudra entre autres propri~t~s 

entendre par l~ que toute ligne allant de l'int~rieur ~ l'ext~rieur rencontre la 

cireonf~rence; et on voit qu'on n'~vite pas ainsi le mot ligne employ~ en g~n~ral, 

d'ofi la n~cessit~, en l 'absence de th~orie g~n~rale, d 'un nouvel appel s l'intui- 

tion. On pourrait essayer de se restreindre en ne consid~rant que des lignes 

formSes de segments de droite; mais quiconque est familiaris~ avec ]es paradoxes 

que l'on rencontre dans la th~orie des ensembles de points, notamment avee 
l'existence d'ensembles parfaits diseontinus qui ont des points sur route droite, 

reconnaltra sans peine combien ce]a serait insuffisant. 

On volt donc combien il est n~cessaire de d~finir la ]igne en g~n~ral, de d~- 
montrer des propriSt~s g~n~rales de ]a ligne ou de certaines lignes, de d~gager en 

d 'autres termes les axiomes de l'analysis situs et d'~tudier ses rapports avec les 

autres branches de la g~om~trie. 

Je  crois que des explications qui prdc~dent, il d~coulera d'une fa~on ~vi- 

dente que cette ~tude n'est autre chose qu'un chapitre de la th~orie des ensembles 

des points, mais ceux-ei ~tant consid~r~s ~ un point de vue g~om~trique et non 

plus comme un ensemble de hombres. 
Quant s la d~finition ~ adopter, elle est 4videmment arbitraire mais la 

pratique nous impose de la choisir de la fa~on suivante. D'abord elle devra 

6tre d'allure aussi g~omdtrique que possible; en second lieu elle devra serrer 
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d 'aussi  pr~,s que possible la concept ion vulgaire  de la ligne, La  not ion de ligne 

s 'est  peu ~ peu  form6e dans  no t re  espr i t  et  s 'y  est  implant6e  avec des carac- 

t~rist iques que  nous sentons  vaguement ,  e t  qu'i l  s 'agit  j u s t emen t  de t r adu i re  en 

roots bien d6finis. Que, ces r~serves faites, il res te  plusieurs d~finitions accep- 

tables,  cela n 'es t  pas dou teux .  Il est m6me for t  possible que le choix de la *)meil- 

leure)) de ces d6finit ions ne puisse se faire ac tuel lement .  Nous  ver rons  que 

telle d4finit ion pa r fa i t ement  acceptable  nous r~v61e la possibilit~ de part icular i t~s 

qu 'on  n ' ava i t  pas pr~vues. I1 n ' y  a pas lieu de s 'en 6tonner,  mais s implement  

d ' y  voir  un  nouvel  exemple de la hau te  va leur  du ra isonnement  math~mat ique  

au point  de r u e  de la eompr6hension des choses. Il joue h cet  6gard le m6me 

rSle qu ' un  ins t rument  d 'obse rva t ion  qui  nous d~voile dans un ph6nom~ne qu 'on  

c roya i t  bien conna i t r e  des c i rconstances nouvelles.  

3. Je  me propose dans  ce m6moire de commencer  l '6 tude d o n t  je viens de 

parler .  J ' 6 tud ie  d ' abo rd  les d~finitions de JORDA~ et  de CA~TOR, et  je mont re  

comment  la deuxi~.me est plus conforme au bu t  que nous poursuivons .  Je  me 

t rouve  d~s lors en t i~rement  dans la th~orie des ensembles, d o n t  je supposerai  

connus les r~sultats pr incipaux.  J ' 6 tud ie  ensuite,  en la pr~sentant  un  peu dif- 

f~remment ,  la res t r ic t ion que  j 'ai appor t6e  h ]a d6finit ion de C~TO R par  la no t ion  

de cont inu  irrdductible. Je  d~montre  quelques propri6t6s g~n4rales de ces 

ensembles que je pr6cise ensui te  en a p p o r t a n t  une  nouvelle  res t r ic t ion h ma 

d~finition. 

Je  te rmine  enfin en d isant  quelques  mots  de la not ion  de surface qui  n 'es t  

pas sans pr6senter  de grandcs  difficult4s. ~ 

4- Pourquo i  ne fau t  il pas consid~rer comme suffisantes au point de vue gdo- 

mdtrique les r~cherches de  M. JORDA~ sur  les lignes? J ' a i  d~js insist6 ailleurs 

sur  l ' impor tance  capitale  de ces t r avaux .  Je  le r~p~te ici en a f f i rmant  que 

deux  dates  sont  h re ten i r  dans la th~orie des ensembles: la p5riode ~877--~882 

off paraissent  les m~moires de M. CANTO~ et  l 'ann6e z892 oh M. J O ~ D ~  publie  

ses r~sultats  relatifs aux  ensembles de points .  On peu t  y a jou te r  l 'ann6e ~9o2 

avec la d4finit ion de la mesure  de BOaE~-LE~S~U~.  Mais quand  M. JORDA~ d6- 

[init une ligne comme un  ensemble de fonct ions cont inues  peu t  on dire que ce 

1 J'aurai l'oecasion de renvoyer quelquefois k rues publications ant4rieures, notan~ment 
mon mdmoire des Annales de l'Ecole ~Normale sup~rieure, ~9o9. Je ddsignerai ce mdmoire 

par la lettre M. 
Depuis la r~daction du prcsent m~moire, divers travaux sur les mSmes questions ont dtd 

publi6s. Je citerai sp~cialement la th~se de M. J.~.xlszEws~I ~Sur les continus irr~ductibles 
entre deux points~, o(1 se trouvent plusieurs des r~sultats de rues deux mdmoires. M. JA~'~SZEWS~ 
se borne aux arcs simples dans la recherche des propri~t~s gdn~rales. Voir Comptes rendus 
Ac. Sc. Paris t. CLIp.  198 et 2oI. 
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soit lg une notion g6om6trique, ou facile h transporter en g6om6trie? Evidem- 

ment non. Un autre inconv6nient est le suivant:  on sait que la d6finition de JOR- 

Da~r n'est pas identique h la notion vulgaire de ligne, puisqu'une ligne de 

JORDAN peut recouvrir une aire; en sorte qu'au point de vue g6om6trique c'est 

la notion de ligne simple de JORDAN qu'on pourrait seule ~ la rigueur admettre. 

Or j'ai d6montr6 dans le m6moire cit6 plus haut  que la notion de ligne irr6duc- 

tible que j'ai introduite est plus g6n6rale que celle de ligne simple de JORDA~I tout  

en pr6sentant, comme justement la suite de ce m6moire le montre, la plupart 

des caraet~res qui appartiennent g la ligne dont nous avons la notion vulgaire. 

On doit done consid6rer la d6finition de JORD.~N comme appropri6e surtout aux 

recherches d'analyse: c'est d'ailleurs pour cela qu'elle a 6t6 faite. 

5. Les travaux de M. CA~TOR sont aussi des t ravaux d'arithm6tique: c'est 

de respace arithmdtique ~ n dimensions qu'il s'agit. 1 Mais le langage g6om6trique 

rend 6videmment tr~s facile le transport en g6om6trie ordinaire. 

Examinons donc en premier lieu quelles notions sont pour cela n6cessaires, 

en d'autres termes sur quelles intuitions ou sur quels axiomes g6om6triques se 

base la th6orie des ensembles des points. 

En premier lieu vient 6videmment la notion de point, et celle de point 

limite; pour cette derni~re il nous faut introduire la notion de distance de deux 

points et les propri6t6s de cette distance. ~ Je dis que c'est l~ tout  ce dont 

nous avons besoin. On peut en effet certainement d6montrer le principe de 

BOLZANO-WEIERSTRASS e n  s 'appuyant  uniquement sur ces notions. Les carr6s 

dont on fait usage d'ordinaire pourront ~tre remplac6s par des families de 

cercles ayant  pour centres deux points fixes non points limites de l'ensemble, 

de fa~on ~ faire intervenir uniquement la distance ~ des points. Quant ~ la 

notion )>d'ensemble limite)> qui suffit pour conclure, elle n'exige rien de plus, 

elle aussi. 

Ceci rend done 16gitimes les propri6t6s des ensembles ferm6s et parfaits. 

Arrivons ~ la d~,finition du continu d'apr~s CANTOR. C'est un ensemble parfait 

bien enchain6: cette d6finition repose done encore sur la notion de distance. 

I1 e n e s t  de m6me de la distinction des ensembles superficiels et ]in6aires, la 

d6finition des points fronti~res et des points int6rieurs. 

La d6finition de CAI~TOR pr6sente incontestablement l'allure g6om6trique que 

nous r6clamions. J 'ai  d6j~ signal6 ailleurs que les ensembles qui r6pondent 

1 G. CAxTOa, Acta t. 2 p. 404. 
Comparer ces indications ~ celles qui sont d6veloppdes dans la note I (p. 75)de la 

th~se de M. JA~ISZEWSKI (Paris, I9I I). 
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cette d6finition et que j'ai appel6s avec M. PAINL~.Vk lignes cantoriennes ne 

sent pas identiques aux lignes de JORDAN. II est ben d 'y  insister en montrant  

par des exemples jusqu'ofi peut aller la complication d'une ligne cantorienne. 

Cette complication nous r~v~lera la n6cessit6 de restrictions s apporter s la 

d~finition si l'on veut pouvoir d6montrer des propri~.t6s simples et g6ndrales. 

Je me borne ~ deux exemples ~ I:o ]a ligne dent  l'~quation est y sin I , 
x 

laquelle on adjoint le segment + I ,  - - I  de l 'axe des y. Cet exemple est au- 

jourd'hui classique. Cette ligne n'est pas une ligne de JORDAN, c'est une ligne 

cantorienne. 2:o. Consid~rons deux ensembles parfaits non denses sur les deux 

segments o--I  de deux droites rectangulaires. Par les diff~rents points de chacun 

menons des perpendiculaircs de longueur i s la droite qui porte l'ensemble. 

L'ensemble non d~nombrable de droites obtenu est une ligne cantorienne. Elle 

d6eoupe le plan en une infinit~ (d~nombrable) de petits carr~s. 

On volt que si l'exemple pr6c6dent est compliqu~, il est au moins construit  

au moyen d'416ments tr~s simples, des segments de droite. Il est donc impor- 

tant  dans l'~tude g~n~rale que nous entreprenons de g~n6raliser ce fait, c'est 

dire I:o de t~cher de d6finir, parmi les lignes cantoriennes, eertaines lignes 

qu'on pourra appeler (~l~mentaires et de les 6tudier ~ part;  2:o de se demander 

si toute ligne eantorienne ou m6me tout  continu peut ~tre d~compos~ en frac- 

tions ~l~mentaires. Les lignes 616mentaires en question seront celles que j 'ai 

introduites sous le nom de lignes irr~ductibles, d'abord dans un cours professd 

au Coll~ge de France en ~9o8--o9, puis dans men m6moire d~js cit6. J 'a i  com- 

menc~ alors l'~tude de ces ensembles, mais je suis depuis parvenu s une pro- 

pri4t~ qui me permet, comme je vais le faire, d 'adopter  un mode d'exposition 

synth~tique, en proc~dant du compliqu~ au simple. Ainsi sera marquee la vraie 

place de l'~tude des ensembles simples auxquels nous aboutirons. 

6. Soit un ensemble continu C et deux points a, b de l'ensemble. Si l 'on 

peut trotiver une portion continue de C qui comprenne a et b, l'ensemble C sera 

dit  rdductible. Si une telle portion n'existe pas (c'est h dire se confond avec C) 

l'ensemble sera dit  irrdductible. 

Soit done un continu C (ligne ou aire, ou m~me dans un espace h u n  

nombre quelconque de dimensions), soient a et b deux points de l'ensemble. 

Deux cas sent possibles: ou bien il est irr~ductible entre a et b, ou bien i] ne 

1 On en trouvera de nombreux dans la th~se de 5I. JANISZEWSK1. Voir aussi BRouw~a, 
Math. Ann. t. 58. 
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l ' e s t  pas ;  je dis que dans  ce dern ier  cas on peut trouver une portion de C qui soit 

continue et i r rdduc t ib l e  entre a e t  b. ~ 

J e  ferai  d ' a b o r d  quelques  r e m a r q u e s  g6n6rales. Soit  m un  po in t  d ' u n  

cont inu  C non i r r6duct ib le  en t re  ]es deux  po in t s  a e t  b. D e u x  cas p e u v e n t  se 

p rdsen te r ;  ou bien il n ' ex i s t e  aucun  cercle de cen t re  m tel  que  duns la po r t i on  

de C ext6r ieure  ~ ce cercle on puisse t r ouve r  un eon t inu  e o n t e n a n t  a et  b; ou 

b ien  au con t ra i r e  un  tel cercle existe.  Dans  ce dernier  cas, tous  les cercles de 

r a y o n  p lus  pe t i t s  on t  encore la m~me propridt6.  Les  r a y o n s  de  ces eercles 

a d m e t t e n t  done pou r  un po in t  donn6 m une  l imite  m a x i m u m  r. Les  points  de  

p remi6re  sor te  p e u v e n t  ex is te r  ou ne pas  ex is te r  (exemple :  l ' ensemble  form6 p a r  

deux  segments  pe rpendieu la i res  en leur  milieu p rdsen te  de tels po in t s  si a e t  b 

s e n t  les extr6mitds  d ' u n  segmen t ;  au  con t ra i re  l ' ensemble  de points  d ' u n e  cir- 

conf6rence n 'en  prdsente  point) .  Mais les po in ts  de seconde sor te  que j ' appe l le ra i  

points secondaires d 'dca r t  r ex i s t en t  c e r t a inemen t  si l ' ensemble  donn6 n ' e s t  pus  

i r r6duct ible .  En  effet  il exis te  une por t ion  E de C con t inue  e t  c o n t e n a n t  a e t  

b. Soit  m un  poin t  de C qui n ' a p p a r t i e n t  pas  ~ E e t  qui pa r  sui te  n ' e s t  pas  

non plus l imite  de E :  t ou t  cercle a y a n t  m p o u r  cent re  et  de r a y o n  inf6rieur s 

l ' 6car t  de  m s E laisse s son ext6r ieur  les po in ts  de E et  p a r  suite une por t ion  

con t inue  de C c o n t e n a n t  a et  b. Si donc un ensemble  n ' a  que des po in t s  de 

p r em i e r e  sorte,  il est  i r r6duct ible .  

R e m a r q u o n s  encore  que p o u r  un ensemble  donnd C, le h o m b r e  r a d m e t  une  

l imi te  m a x i m u m  e t  que  ce t te  l imite,  l ' ensemble  6 t an t  ferm6, es t  la va leu r  de  r 

qui  cor respond  s un poin t  au  moins  de C: la d6mons t ra t ion  d ' une  propridt6 de 

ce genre  est  classique et  je crois inuti le  do la faire t o u t  au long. 

Soit  a lors  un  ensemble  C,  soit  m le po in t  secondaire  p o u r  lequel r e s t  

m a x i m u m  (ou Fun de ees points) .  Consid6rons la por t ion  de C ext6rioure au  

cerole de  cent re  m e t  de r a y o n  r, e t  duns  t o r t e  por t ion ,  une por t ion  con t inue  C~ 

e o n t e n a n t  a e t  b. Si ce t t e  por t ion  Cx est  i rrdduetible,  ]e thdor6me est  d6montr6.  

Si elle no l ' es t  pas,  elle a d m e t  des po in t s  secondaires.  En lovons  encore les po in ts  de  

C~ int6rieurs  au  cercle m a x i m u m  r 6 p o n d a n t  ~ ces points ,  et  dans  l ' ensemble  res tan t ,  

soit  C2 une po r t i on  con t inue  c o n t e n a n t  a et b; C2 est  ou non  irr6ductible.  Si 

1 Ce thdorbme a 6t6 ddmontr6 par M. S. JA~'ISZEWSKI dans une note parue aux Comptes 
rendus de l'Acad6mie des Sciences x9m. J'6tais k ce moment lk en possession de la d6monstra- 
tion qu'on va lire; le prdsent mdmoire 6tait m6me ddj~ rddig6. La ddmonstration de M. JA~-ISZEWSXI 
6tant basde sur les propridtds des nombres transfinis ma ddmonstration en diffbre complbte- 
merit et je crois pouvoir la publier. M. MAzuaKIzwlcz a publi6 dans les Comptes rendus (m4me 
tome p. 296 ) une d6monstration 6galement inddpendante de la thdorie des nombres transfinis. 
Cette ddmonstration est diffdrente de la mienne, que j'~vais de plus annoncde ~ la date du 6 
juin I9Io (Comptes rendus t. 15o p. 15o5). 
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C~ n'est pas irr~duetible on op~rera de m~me sur lui, et ainsi de suite. Alors 

ou bien on tombera sur un ensemble irr~ductible contenant a e t  b, ou bien cela 

n'arrivera jamais. Examinons ce dernier cas. 

Les ensembles continus C, C~, C ~ . . .  mis en ~vidence sont tels que ehaeun 

contient a et b e t  eontient aussi t ous l e s  suivants. I1 y a done, comme on le 

suit, un ensemble limite F qui est continu et contient a et b. Je dis que F est 

irr4ductible. 

Si en effet il ne l '~tait pus, il renfermerait des points secondaires d 'un 

certain rayon. La contradiction sera 6vidente, si nous montrons que les 

rayons des cercles sueeessivement exelus pour construire CI, C ~ . . .  tendent 
vers z6ro. 

Or ee dernier point r6suSte de cette remarque que Se centre de tout  cercle 

exelu es~ extdrieur h tous Ses cereles prdcddemment excSus. Si done les rayons 

des eercles exclus avaient une limite inf6rieure non nulle Q, et si rensemble C qui 

est born6 est tout  entier int6rieur ir un eercle de rayon R, au bout d 'un nombre 

RJ 
limit6 d'exclusions, au plus 6gal ~ ~ tons les points de C se trouveraient ex- 

clus, ce qui est absurde puisque les C= sont suppos6s exister quel que soit n. 

La propridtd dnoncde est done bien aequise. 

La propri6t6 prdcddente nous apprend comment on peut extraire d'un con- 

tinu quelconque une portion irr6ductible. ElSe nous donne mfime un proc6d6 

pour construire cette portion irr6ductible. Dans cette vole, il y aurait  lieu de 

eompl6ter ee r6sultat en recherchant de quelles portions irr6ductibSes on peut 

eonsid6rer un continu queleonque comme constitu6. C'est une question que je 

ne traite pas. Quoi-qu'iS en soit, il sembSera maintenant  bien natures de com- 

mencer l'~tude des Signes cantoriennes par l '6tude des continus irr6ductibles. 

Propri~t6s des lignes irr~ductibles.  

7- Ce qui augmente le caraet~re de n6cessit~ de ]a restriction apport~e 

la d6finition de CA~TOR par Sa d6finition des lignes irr~duetibSes, c'est que ]es li- 

gnes simples de M. JORDAn sont des continus irr~duetibles; ]es lignes irr~ductibles 

sont plus eonformes que les lignes cantoriennes ordinaires h notre notion vul- 

gaire de ligne, et elles permettent  comme on v a l e  voir la d~monstration de 

propri~t6s g~n~rales. 

D'ailSeurs Ses lignes irr~ductibles elSes m~mes peuvent ~tre encore assez 

compliqu6es, et nous verrons que moyennant  l ' introduction d 'une restriction 

nouvelle, leurs propri~t~s se simplifient beaucoup. Je ne tranche pus la question, 



248 M.L.  Zoretti. 

seeondaire d'apr~s moi, de savoir laque]le des deux d~finitions doit ~tre con- 

serv~e de preference. La d~finition large pr6c6dente a au moins:! 'avantage de 

permet t re  l '~tude de la ligne cantorienne en g~n~ral. La recherche des pro- 

pri~t6s en peut" 6tre plus laborieuse, mais tout  r~sultat acquis n'en a que 

plus d ' importance et s'applique, comme cas particulier, aux lignes irr~ductibles 

restreintes. 

J 'a i  d~montr6 dans men M~moire qu 'un continu irr~ductible ne peut  contenir  

aucun point  int6rieur. Donc dans un espace ~ deux dimensions, un continu irr~ductible 

est n6cessairement lingaire. Mais dans l'espace s trois dimensions, il peut  eomprendre 

une portion de surface comme on s'en rend compte par l 'exemple suivant:  soit dans le 

plan xOy  un ensemble d~nombrable de cercles C~ ayant  l 'origine pour  centre et pour 

rayons les fractions inf~rieures s un par exemple (ou un ensemble de nombres dense 

dans l ' intervalle o - -  i .  Consid~rons une spire d'h61ice F,  dent  la projection sur le 

plan x O y  soit le cercle C~, commen~ant au point z ~ I ,  x ~ o, et se terminant  

i 
au point z ~ - ,  x ~ o, tra~ons de m~me une deuxi~me spire d'h~lice F2 de pas 

2 

x I I 
- sur le cylindre de base C2 entre ]es plans z ~ - et z =  - et ainsi de suite, tou- 
4 2 4 
tes les h~liees commen~ant et finissant dans le plan yOz en des points dent  l'y 

est positif. Raccordons ]e commencement d 'une h~lice et la fin de la pr6c~- 

dente par un segment de droite parall~le ~ Oy. Nous obtenons ainsi une courbe 

qui en lui adjoignant t o u s l e s  points int~rieurs (sens large) au cerele de rayon 

un du plan xOy  ferment un continu irr~ductible entre l 'origine de la premiere 

h61ice et un point quelconque de l'ensemble dans le plan xOy .  ~ 

8. Revenant  au cas du plan, nous aliens maintenant  aborder l '~tude des 

continus irr~ductibles en g~n6ra]. Mais auparavant  je vais d~montrer un th6o- 

r~me g6n6ral sur les ensembles bien enchaln~s qui jouera un rSle tr~s impor tant  

dans la suite. Ce lemme g6n~ralise un th~or~me que j 'ai d~montr6 dans men 

m~moire des Annales de l 'Eeole Normale. L'~nonc6 que j 'avais ~tabli alors est 

le suivant:  La somme de deux ensembles / e r m g s  ayant un seul point commun 

ne peut dtre continue que si les deux ensembles le sent sgpardment. Si l 'on regarde 

la d6monstration, on verra que l 'hypoth~se que les ensembles sent ferm6s 

intervient  peu. Quant s l'ensemble-somme, il est inutile de le supposer ferm6. 

On utilise seulement ce fair qu'il est bien enchaln6. Cependant on ne peut  

p a s s e  d~barrasser enti~rement de l 'hypoth~se que ]es ensembles dennis  sent 

ferm6s. Voici l'6nonc~ que je propose et utiliserai dans la suite: Soient deux 

1 M. JA~Isz~wsKI donne d'autres exemples. 
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encha{nde, 2:0 

bien enchaind. 

Supposons 
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F ]ouissant des propridtds suivantes i :o  leur somme est bien 

F contient exclusivement des points limites de C. Je dis que C est 

qu'i l  ne le soit pas. Soient a et b deux  points  de C ~ pour  

lesquels un nombre  e existe tel que l 'on ne puisse pas aller de a en b par  une 

cha~ne de points  de C de chainons  inf~rieurs ~ ~. I1 en r6su]te que, si l 'on 

t race  les cercles de rayons  e a y a n t  pour  centres les points  de C, ces po in t s  re- 

couvr i ron t  un nombre  au moins 6gal s deux de domaincs  s6par6s, e t a  et  b ne 

seront  cer ta inement  pas dans  le m6me domaine.  Or les cercles ainsi trac6s se 

t r o u v e n t  renfermer  en m6me temps  tous les points  de I" qui sont  limites de C. 

Cela est contradic to i re  avec l 'hypoth~se  que la somme est bien enchain(~e. 

9. La  propri6t6 essentielle des cont inus  irr~ductibles est la possibilit6 de 

d6finir pour  eux en g6n6ral ]a not ion de ~)situ6 entre)) c 'est  h dire un ordre de succes- 

sion des points.  _~ vrai  dire pour  les ensembles irr~duetibles les plus g~n6raux je ne 

d~finis pas cet ordre pour  tous ]es po in t s :  il y aura  des points  pour  lesquels on 

pou r r a  dire que l 'un  est a v a n t  l*autre (ce sont  les plus nombreux)  mais il y en 

au ra  aussi don t  on ne pour ra  pas dire lequel est le premier.  Les ensembles ir- 

r6ductibles pour  lesquels cos derniers points  n ' ex i s ten t  pus formeront  une cat6- 

gorie restreinte, par t icul i~rement  simple: je les appellerai ensembles irr6ductibles 

simples. C'est  ~ ceux-l~, que se bornen t  ]es r~sultats de M. JA~ISZEWSKI. 

Les th6or~mes don t  la succession va nous conduire  au r~sultat  g~n6ralisent 

pour  la p lupa r t  des 6nonc6s donn6s dans  mon premier  m~moire. J ' a i  d6j~, sig- 

nal6 ailleurs ~ que deux erreurs sont  s r emarquer  dans ce m6moire. On verra  

plus loin que le r~sultat  essentiel n ' en  est pas moins exact. Quoiqu'il  en soit, la 

r6dact ion ci-dessous ne supposera  pas chez le lecteur la connaissance pr6alable 

de rues premieres  d6monstra t ions .  Mais si I 'on s ' y  repor te  pour  6tablir  une 

comparaison,  on r econna i t r a  que j 'ai  6t6 oblig6 d ' in t rodui re  une certaine com- 

pl icat ion qui me pa ra l t  bien ne pas pouvoi r  6tre r6duite beaucoup, s moins de 

se borner  aux ensembles irr6ductibles simples. 

IO. J 'a i  donn6 duns mon m6moire la propri6t6 su ivante :  

C comprend au moins deux points sans quoi C est un point, F n'existe pas, C+ F est 
un point. D'ailleurs, dans la suite, je consid6rai toujours pour abrg'ger les ~nonc6s un ensemble 
form~ d'un seul point comme un continu ou comme un ensemble bien enchain~ (reals pus 
comam un ensemble fermi). Cela est 8videmment ldgitime, et alors le th6or~me du texte 
peut s'appliquer. 

~" Comptes rendus Ac. sc. t. I5I p. 2oi; Annales Ecole Normale I9O 9 p. 567 �9 Dans cette 
derni~re note, les passages erron~s sont indiqu~s. De ma rectification r6sulte i'identit6 de la 
notion de ligne simple et de ligne de JORnAX. Voir JA.XlSZEWSKI, th~se p. 3. 

Acta raathematiea. 36. Imprimd lo 2~ octobre 1912. 3~ 
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Si  l'on ddcompose un continu C irrdductible entre a et b e n  deux continus 

ayant ~n et un seul point commun, c, chacun d'eux est sgporgment irrgductible, l'~n 

entre a e t  c, l'autre entre b et c. 

Voici l'6nonc6 plus g6n~ral que je vais lui substi tuer:  

Soit un continu C irrdductible entre deux points a e t  b e t  soit c vn point de 

l'ensemble. Supposons C dgcomposg en trois ensembles C~, C2, I" ]ouissant des pro- 

pridtds suivantes: C 1 et C2 ont c pour se~d point commun, chacun d'eux est dense 

en soi el bien enchaind (reals non /erred), CI + F contient a, C: + F contient b; 

les points de F sont des points limites dt la /ois de C~ et de C2. Dans ces con- 

ditions, chacun des ensembles CI -t- F ,  C, -4- F est un continu irrdductible, En  second 

lieu, une telle ddcomposition, le point c dtant donnd, n'est possible que d'une mani~re. 

Remarquons d 'abord qu'un point limite de C1 dsvant  appartenir  ~ C et ns 

pouvant  appartenir ~ C2 appartient  soit s C~, soit h F (en comptant  v comme 

point  de F). Si l'on ajoute ~ C~ son d6riv6, on trouve C, + F ;  si l'on ajoute 

C2 son d6riv6, on trouve C2 + F.  Ces deux ensembles, C~ + F st  C2 + F,  sont 

sontinus (ferm6s et bien enchaln6s). Supposons qu'il exists une portion Ft  de 

C~ + F continue st  contenant a st  c, eonsiddrons l'ensemble FI + F + C2, il est 

eontinu (somme de deux continus qui ont un point c commun); il contient a e t  

b. Je  dis que c'est une portion de C, car les points de 6'1 + F qui ont 6t6 

6cart6s pour construirs F, ,  ne peuvent  ~tre tous des points de F :  d~s qu'un 

point de F est enlev6 tous les points voisins ls sont, donc des points de C, sont 

enlev6s e t e e s  points ne peuvent  ss rs trouver  dans C2. Donc F, + F + C~ n'est  

qu 'uns portion de C st  C n'est pas irr6ductible. 
La d6eomposition n 'est  possible que d'une mani~re. Soit en effet uns ss- 

eonde d6composition C', + C'2 + F'  jouissant des m~mes propridt6s, st  c 6tant 

toujours l 'unique point commun s C'~ et C'2. Les ensembles Cr~ + F', C'2 + F ' ;  

C t + F ,  C 2 + F  sont eontinus. Les deux ensembles C ' ~ + F '  et C 2 + F  ont le 

point c commun. Le premier eontient a, le second contient b. Leur somme est 

un continu contenant a e t  b; comme c'est une portion de C, ells est iden- 

t iqus ~ C. 

Prenons un point de C ,  il appart ient  ~ C'~ + F' + C~ + F, comme il n'appar- 

tient ni s C2 (s'il n'est pas c), ni ~ F, il appart ient  h C', + F'. De plus tout  

point de C1 + F appart ient  aussi ~ C'~ + F', sar un point de F 6tant limite de 

points de C ,  est limite de Crz + F', et ce dernier est ferm6. De meres on vsrra 

que tout  point de C'1 + F '  appartient  ~ C1 + F.  On en conelut que les ensem- 

bles C~ + F, C'1 + F' d'uns part, C2 + F,  C'2 + F' d'autre part, sont idsntiques. 

l~emarquons encore que tout  point limite de C ,  appar tenant  s C1 ou ~ F ,  

sst  limite de C1 + F ;  de m6me tout  point limite de C~ + F est limits de C1 car 
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s ' i l  e s t  l i m i t e  de  F ,  i l  e s t  l i m i t e  d e  p o i n t s  l i m i t e s  de  C v  On  p e u t  d o n o  d i r e  

q u e  F es t  l ' e n s e m b l c  des  p o i n t s  l i m i t e s  c o m m u n s  h C~ + I "  e t  h C~ + F ,  ou 

e n c o r e  ~ Cr~ + F ~ c t  ~ C~2 + F r q u i  s o n t  les  m ~ m e s .  D o n c  F es t  i d e n t i q u e  

F r, C1 s Crl e t  C 2 ~ CI2.1 

i i .  J ' a r r i v e  m a i n t e n a n t  a u  t h 6 o r ~ m e  q u e  j ' a i  en  v u e  e t  p o u r  p r 6 p a r e r  sa  

d 6 m o n s t r a t i o n ,  j e  c o m m e n c e  p a r  en  6 t u d i e r  u n  cas  p ~ r t i c u l i e r  s imp le .  

J e  d i r ~ i  q u ' u n  e o n t i a u  i r r~duc ~ ib l e  e n t r e  deux points a, b e s t  simple si, c 

6 r a n t  u n  p o i n t  q u e l c o n q u e  d e  l ' e n s e m b l e ,  on  p e u t  d 6 c o m p o s e r  ce lu i - c i  en  d e u x  

c o n t i n u s  c o n t e n a n t  l ' u n  a e t  l ' a u t r e  b e t  a y a n t  en c o m m u n  le seu l  p o i n t  c. * 

D ' a i l l e u r s  i l  e s t  i n u t i l e  de  f a i r e  e x p l i c i t e m e n t  l ' h y p o t h ~ s e  q u e  ces  d e u x  con-  

t i n u s  C , ,  C~ c o n t i e n n e n t  l ' u n  a e t  l ' a u t r e  b, c a r  si  a e t  b ~ t a i e n t  t o u s  d e u x  d a n s  

C~ p a r  e x e m p l e ,  C~ s e r a i t  une  p o r t i o n  c o n t i n u e  d e  C c o n t e n a n t  a e t  b. 

L e s  d e u x  c o n t i n u s  t r o u v 6 s  s o n t  i r r 6 d u c t i b l e s  l ' u n  e n t r e  a e t  c, l ' a u t r e  e n t r e  

b e t  c. D e  p l u s  nous  s ~ v o n s  d6 j s  q u e  l~ d S c o m p o s i t i o n  n ' e s t  p o s s i b l e  q u e  d ' u n e  

m a n i ~ r e .  On  v o l t  ce q u ' i l  f a u d r a  e n t e n d r e  en  d i s a n t  q u ' u n  p o i n t  c e s t  avant 

u n  p o i n t  d (en  a l l a n t  d e  a v e r s  b). On  v o l t  a u s s i  ce q u e  se r~  l'arc cd: ce se r~  

l~ p a r t i e  c o m m u n e  a u x  c o n t i n u s  ad, ac. 

Ceci  pos6  je  v~is  d 6 m o n t r e r  le t h 6 o r ~ m e  s u i v a n t :  

Soit C u n  continu irrdductible simple entre deux points a e t  b. Soit m un 

point ]ixe de C, p u n  point variable de C tendant vers m. L'ensemble limite de 

l'arc m p est rgduit au seul point m. ~ 

E n  ef fe t ,  d ' a b o r d  l ' a r c  mp e s t  e o n t i n u ,  e t  il  en  e s t  de  m 6 m e  d e  l ' e n s e m b l e  

] i m i t e  L p u i s q u ' i l  y a un  p o i n t ,  le  p o i n t  m e o m m u n  s t o u s  les  a r c s  rap. I1 f~u t  

m o n t r e r  q u e  ce c o n t i n u  L e s t  r 6 d u i t  s u n  p o i n t .  S u p p o s o n s  p o u r  f ixe r  les id6es  p corn-  

1 On peut donner une d6monstration analogue h celle du texte du th6or~me i (M. p. 491) 
d'apr~s leque| un continu irr~ductible ne peut que d'une seule mani~re ~tre d6compos6 en 
deux continus ayant un seul point commun c. Je la donne ici, car elle est plus simple que 
celle du M6moire cit6. Soient C1, C2; F l ,  F2 deux telles d~compositions C~ et F1 contenant a, 
(72 et Fa contenant b. L'ensemble (~ + 1"2 est un continu contenaat a e t  b. I1 est donc iden- 
tique h C, c'est ~ dire ~ C1+C2. Un point quelconque de C2 (autre que c) appart ient  donc ~ F2, 
puisqu'il n 'appartient  certainement pas ~ Cj. On en d~duit que C2 est identique h F2 et 
naturellement C1 h F1. 

Remarquons encore que le thdor~me subsiste si on suppose que F comprend, outre des 
points limites de C1 et C2 un ensemble dense en sol de points, pourvu que C~ + F et C2 + F 
soient continus. 

Au lieu de ~deux continus, on pourrai~ dire ~deax ensembles ferm~s,, car il sont alors 
n4cessairement continus. 

s Cette d6monstration 6tablit l ' identit6 entre le notion d'enselnble irr~ductible simple 
et ce que j 'appelais dans mon m6moire ensemble co~pl~tement fermd. Je laisse au lecteur le 
soin de voir comment la d6monstration du th6or~me principal:  identit6 entre l 'ensemble irr~- 
ductible simple et la ligne de JORDAn, subsiste entibrement, le lemme de la page 49 ~ devenant 
inutile ainsi que la restriction faite p. 492. 
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pris sur l 'arc am et prenons sur L un point  q distinct de m. Deux cas sent ~ distinguer 

suivant que bm contient q ou ne contient pas q. Dans le premier cas, on ne pourra  

pas ddcomposer C en deux continus ayant  m seul en commun. En effet Fare 

pm est un ensemble fermi;  il doit done contenir q puisque q est voisin de cer- 

tains points de pro. Donc l 'arc am contient aussi ce point q, qui se t rouve 

commun ~ a m  et bm. Supposons au contraire que bm ne contienne pas q. Alors 

I'aro qb contient m. Mais qa contient p puisque q est sur pro. Et  comme p 

est aussi voisin de m qu'on veut, qa doit ~galement contenir m (qa est fermi). 

Cette fois-ci ce sent  les arcs qb et qa qui ont m e n  commun, et cela est con- 

traire /~ l 'hypoth~se. 

Done L ne peut  que se r~duire au point m. 

I2. Nous allons nous proposer de g~n~raliser ce r~sultat en ne faisant plus 

aucune hypoth~se sur l 'ensemble irr~ductible donn~. Voici le th~or~me que je 

vais d~montrer: 

Etant donng un continu irrdductible C et un point c de l'ensemble, il est en 

ggndral possible et d ' u n e  seu le  m a n i ~ r e  (le point c ~tant donnd) de ddcomposer 

C en trois ensembles Ctl, Cr2, F jouissant des propridtgs suivantes: 

i:o C~1 et Cr2 sent bien encha~nds et ont en commun le seul point c; 

2:o F est /ormg uniquement de l'ensemble des points limites communs aux 

ensembles C~I et Cr~ (et du point c). 

Nous savons d~j/~ que darts ees conditions, chaeun des ensembles Crl + F,  

Cr2 §  est continu et irr~ductible. 

La d~monstration g~n~ralise celle que j 'avais donn6e (M. p. 49 o) et qui 

pr6sentait un point inexact. Je la reprends enti~rement. 

Soit D l c  domaine lieu des points dent  l'~cart ~ C est inf~rieur ou ~gal s 

e. La fronti~re ext~rieure de D limite un domaine g .  Au moyen d'une droite 

issue du point c de C et qui n 'a  pas en commun avee C u n  continu contenant  

c (une telle droite existe, voir page 255 du present m~moire) je d~eompose z / e n  

deux aires g~, ~/~ dent  chaeune contient  une portion de C. On peut supposer 

que a est dans L/~ et b dans J2- 

Les ensembles limites des aires g~, g2 sent deux eontinus C~, C 2 qui ont 

en commun le point c; l 'un contient a, l 'autre b. De plus tout  point de C 

appar t ient  s un de ces ensembles ct inversement leur rSunion forme C. Je  

laisse de cSt~ les d~tails de la d~monstration des diff4rents points precedents. 

Le lecteur n 'aura aucune peine s les ~tablir et d'ailleurs ils sent dennis  dans 

men premier m~moire. ~a is  il importe d'observer (c'est justement 1s qu'~tait 
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l ' e r r eu r  de m a  p r em i e r e  d6mons t ra t ion)  que les ensembles  C1 et  C2 ont  en g6n6ral 

d ' a u t r e s  po in ts  com m uns  que c. ~ 

Soit  done  F l ' ensemble  des poin ts  c o m m u n s  ~ C~ et  s C~. D6signons pa r  

Cr~ et  Cr~ ]es au t res  po in ts  de C~ et  de C2 auxque ls  nous  a jou tons  le po in t  c. I l  

en r6sulte done que Cr~ e t  C~2 ont  un  seul po in t  commun,  le po in t  c. De m~me  

C r t e t  F o n t  le m6me  po in t  comme seul po in t  commun .  ~ 

]l p e u t  se faire qu ' i l  y air  dans  F des points  l imites de Cr~ sans ~tre 

l imi tes  de Cr2 et  des poin ts  l imites  de C'2 sans  ~tre  l imites de C~. Comp- 

tons  les premiers  p a r m i  ]es po in ts  de Cr~ et  les au t res  p a r m i  les po in t s  

de Cr2; conservons  les m~mes  noms aux  ensembles  ainsi  accrus  C~, C~ 

et  s l ' ensemble  amoindr i  F,  il res te  vr~i que C~ C'2; C~ F; C'.~F ont  un seul 

po in t  c o m m u n c .  Les  poin ts  qui r e s t en t  clans F sont  l imites h la lois pou r  C~ 

et  p o u r  C2: m o n t r e r  cel~ rev ien t  s m o n t r e r  que dans  l ' ensemble  F pr imi t i f  il n ' y  

a v a i t  aucun  po in t  qui ne soit  l imite d ' u n  au moins  des ensembles  C~1 et C~:. En  effet  

un  po in t  de  l ' ensemble  que nous  appel ions  d ' a b o r d  F es t  un point  qui  a p p a r -  

t ien t  pa r  exemple  ~ l 'Mre J~ et  qui est  voisin de poin ts  de J 2 ,  ou ce qui 

r ev ien t  au  m6me,  de poin ts  de C situ6s dans  J~, ou mieux  d~ns t o u s l e s  J~  (s 

p a r t i r  de Fun d 'eux) ,  done  un tel po in t  est  vois in de po in t s  de C: .  

Consid6rons Mors l ' ensemble  C~ = C~ + I ' ,  il est  con t inu  done bien enchaln6 ,  

e t  c o m m e  F est  form6 u n i q u e m e n t  de poin ts  l imites  de C~, cel~ e n t r a l n e  d ' ap r~s  

le th6or~me de la page  248, que C~ est  bien enchain6.  De m~me  C~ est  bien 

enchuinS. 

Nous  avons  done d6eompos6 C en trois ensembles  C~, C~, F tels que les 

deux  p remie r s  sont  bien enchain6s  e t  on t  un  seul po in t  commun;  de plus le 

t rois i~me est  form6 un iquemen t  des points  l imites c o m m u n s  aux  deux  premiers .  

Plusieurs  cas sont  alors  possibles:  ou bien a est  dans  C~ + F e t  b dans  

C~ + F.  Nous savons  alors que chacun  de ces ensembles  est  i r r~duct ible  et  que la 

d6composi t ion n ' e s t  possible que  d ' une  mani~re.  0 u  bien, a e t  b sont  pa r  exemple  

tous  deux d~ns C~ + F.  Alors a qui  f igurai t  dans  C~ f igurai t  dans  l ' ensemble  

initiM F ,  pu isque  c 'es t  de 1s qu ' i l  ~ du 6tre ex t r a i t  p o u r  6tre  a jout6  k C~. 

i Cela tient ~ ce que `/1, ,t2 ne vont pas constamment en diminuant quand ~ tend vers 

z~ro. On s'en rend compte au moyen de l'ensemble y = sin I en prenant c h l'origine des coor- 
X 

donn~s. Les aires A~, /̀2 seront de petites bandes sinusoidales se raccordant sur un petit seg- 
ment de l'axe des x. Si l'on prend un point de l'ensemble sur l'axe Oy, ce lgoint appartiendra 
par exemple ~ A~ et ne cessera pas d'appartenir h ,tl quand ~ diminuera; mais en m~n~e temps, 
certaines des spires de la bande sinusoidale /̀2 sont voisines de lui, et quand ~ diminue, ces 
spires augmentent en nombre en se rapprochant de plus eu plus du point donnd, qui done, 
sans jamais appartenir h `/2, appartient ~ l'ensemble limite C2 de ,/2. 

2 Remarquons que Crl ou Cr2 peuvent se r6duire k ce seul point c. 
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Done C2 eon tena i t  a et  b, et  eomme C 3 est cont inu,  02 6puise C. Done  C'1 

n 'exis te  pas  (se r6dui t  h c); l 'ensemble initial F est  cont inu,  et  l 'ensemble donn6 

est d6eompos6 en deux  ensembles C'2 et  F ;  le dernier  est  con t inu  non r6dui t  

h un point ,  et  tous ses points  sen t  l imites de C'2; C'2 est bien enchain6 (cela 

r6sulte d 'ai l leurs du  lemme p. 248--249 ). 

Si F se r6duisait  h u n  point  (le point  c) il serai t  encore n6cessaire que C'I 

se r6duise lui m~me au poin t  c car sans cela C'2 + c serai t  por t ion  cont inue  de 

C con t enan t  a e t  b, ce qui est impossible. Nous  re tombons  sur le eas par t i -  

culier pr6c6dent.  Duns ce cas part icul ier ,  on peu t  encore dire qu 'on  a r6alis6 

la d6composi t ion cherch6e:  C'~ et  F sen t  r6duits s c, C'2 est  C. Cette  derni6re  

d6composi t ion est une  solut ion banale  appl icable s t ou t  cont inu;  mais ici c 'es t  

la vraie solut ion du  probl6me, s moins qu 'ou  ne pr6f~re dire que  e 'est  un  cas 

d 'except ion  pour  le th6or~me. La  vraie  caract6r is t ique de ce cas est  la d6- 

composi t ion en deux  ensembles C'~ et  F l e  dernier  cont inu,  le premier  bien 

enchain6,  t ou t  po in t  de F 6 tant  limite de C' 2. Le  seul point  commun ~ ces 

deux  ensembles est  c. Dans ]a suite ce cas d 'except ion  sera en gdn6ral 6cart6. 

I3. Eclaircissons ceci par  quelques exemples.  

Soit  d ' a b o r d  la courbe  

compl6t6e pa r  les poin ts  

I 
y ~ sin - 

x 

x = o  -- i~ys 

I 
Prenons  pour  a e t  b les points  x = -t- ~ ,  y = o par  exemple,  e t  pour  c u n  

point  quelconque du segment  - - ~ ,  + x de l 'axe des y. Les ensembles C'1, C'2 

sent  r e spec t ivement  formds des courbes y = sin ~- (x <> o) p ro p rem en t  di tes , /1 com- x 

p rend  le segment  ent ie r  - - i ,  + x. 

P renons  du  eont inu  pr6e6dent  les seuls points  off x est posit if  ou nul. 

P renons  pour  a x = ~ ,  y = o , pour  b l 'origine, pour  c u n  po in t  queleonque de 

l ' axe  des y. Dans ee eas C'~ eomprend  t o u t  l 'ensemble.  C'2 et  F sont  respee- 

t i vemen t  r6duits  au point  c. C'est  le cas exeept ionnel  signal6 ~, la fin de la 

d6monst ra t ion .  

On peu t  encore se dem an d e r  comment  est  fai te en g~n6ral la po r t i on  F .  

Si elle se r~duit  ~ un point  (quel que  soit c) sans qu'i l  soit  de m~me de C1 ou 

de C~, l 'ensemble est i rr6ductible simple. 
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Voici quelques questions qu'on peut  se poser. 

On peut  d 'abord se demander si F est n~cessairement continu: on peut  

par des exemples montrer  qu'il n'en est rien. On peut  ~ga]ement rechercher si 

F n 'est  pas form6 exclusivement de portions continues ou de points isolds, et 

si les portions continues ne seraient pas irr~ductible simple. Je  laisse de cSt~ 

pour l ' instant  toutes ces questions comme secondaires. 

14. Soient maintena~t un continu C irr~ductible entre a et b; soient m e t  

p deux points de l'ensemble, proposons nous de d~finir l'arc rap. 
Au moyen d 'un point p on peut  d~composer C en trois ensembles C~, F, 

C2, jouissant des propri6t~s rues dans le paragraphe precedent; supposons que a 

soit dans C~-t-F et b dans C 2 §  par d~finition C~ §  est dit l 'arc ap. Le 

point  m appartiendra soit h C~ § F soit h Cz § F (s'il appartient  h / ' ,  nous 

choisirons l 'un quelconque des deux ensembles C1 + F, C 2 § F) soit C, § F par 

exemplo. Ce dcrnier ensemble est un continu irr~ductible entre a et p. Le 

point m le d~compose en trois ensembles crl, 1~ r, C'2 jouissant toujours des 

m~mes propri~t~s. C'est l 'ensemble continu F r +  C'~ qui sera par d~finition 

l 'arc rap. 
Je  dis que nous aurions trouv6 le m~me continu, si dans ]a construction 

pr6c4dente nous avions permut~ les r61es des points m e t  p. Consid~rons d 'abord 
les deux ensembles Cr~ + F', 1 "r § Cr~ + C2. Extrayons de Cr~ les points de C'~ qui 

seraient limites de C~, et ajoutons les h Fr; de m~me extrayons de C~ § C~: c'est 

k dire de C2 les points qui sent limites de C'~ et ajoutons les s Fr: ces points 

sent  les mSmes des deux cSt~s, ce sent en effet les points iimites communs de 

Cr~ et C~ qui ne seraient pas d~js points de Fr; un tel point est un point  de C', 
puisque il appart ient  ~ C~ + F'  qui est ferm~ et n 'appart ient  pas ~ F r, il est 

de mSme point de C2 car C~ et C~ n'ont pas de point commun. D~signons 

par C', F';  F'C'~: co que deviennent respectivement les ensembles C~ F ~ et 

C~ § C~,; C'~ et C"~ n 'ont  plus que le point m commun; les ensembles C'~ et C"~ 

sent  bien enchain~s d'apr~s le lemme de la page 248, puisque les points de F"  

sont tous limites de C'~ ou de C'~ et d 'autre part  la somme C"~ § F"  qui est 

identiquo ~ C~ + F', est bien enchaln~ ainsi que C'3 + F ~. La d~composition 

(possible d'une seule mani~re) de C en deux par le point m est donc bien r~alis~e 

par  les ensembles C~ § F ~ et F ~ § C~ + C:. 

Le point  p appart ient  au second; je dis que pour d~composer par le point 

p l 'ensemble F ~ + C'~ + C~ il faut prendre d'une par t  F + C~, et d 'autre part  C~ 

augment~ de ses points limites qui ferment deux groupes: ceux qui sent d~js 

dans F~+  C',, soient C'~ et ceux qui n 'y sent pas, soient C~",. Posons C5~C2+ 
+ C'~,. T o u s l e s  points du continu F~+  C', + C~ ont ainsi leur place. L'en- 
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semble C~ n'a pas de point eommun autre que a avec / " +  Cry, car un tel point 

serait commun ~ C~ et s Cr2+I"  c'est s dire s C2 et s C~ + F c e  qui est ab- 

surde. En ex t r ayan t  de C~2 pour los repor ter  dans F r les points de Cf~ qui 

seraient aussi limites de C"4 + C~ c'est ~ dire les points de C'4 qui ne seraient pas 

d6js dans I "f la portion de C'2 qui reste est bien cnchain6e toujours d'apr~s ]e m6me 

Iemme, il en est de m~me de C 5. Donc, la d6composition par le point p e s t  

bien ainsi r6alis6e. Donc l'arc m p  est bien encore F + C'2. 

Remarquons que l 'arc m p  est irr~ductible entre m e t  p. Si q est un point  

quelconque de l'arc rap,  l 'arc m q  et l 'arc pq  sont deux portions de l 'arc m p  

(mais il peut arriver que l 'une de ces portions soit identique s vnp lui-m~me) 

et l 'on peut  dire que 

arc p q  + arc q m  ~ arc p m  

en remarquant  toutefois que les arcs pq et q m  peuvent  avoir des points com- 

muns (points limites communs de chacun d'eux). 

On voit done ce qu'on devra entendre par ,point  situ~ avant  ou apr~s un 

autre~>. Soit m un point;  un point de l 'arc a m  sera dit avant  m {plus pros de 

a) quand il n'est pas en m~me temps point  de l 'arc bin .  En d'autres termes, 

le point  m d~compose C en trois ensembles C ,  I ' ,  C: au sens du th~or~me de la 

page 252. Si a est dans C~ + F, il est bien naturel de dire quc les points de 

C 1 sont avant  m, ceux de C~ sont apr~s; quant  s ceux de F,  je ne vois pour 

l ' instant aucun moyen de distinguer s'ils sont avant  ou apr~s m, mais il ne 

faut pas en conclure que cette distinction est impossible. 

Remarquons que nous ne pouvons ~carter le cas suivant:  l 'arc a m  est 

idcntique s ab par exemple. Alors m devra ~tre dit, d'apr~s notre d~finition, 

indiff6remment avant  oll apr~s b. Cela montre que pour certains points la d~- 

finition sera contradictoire; nous la rejet terons naturel lement  pour ces points l~, 

mais cela n'a qu'une importance secondaire car il n'en reste pas moins vrai que 

la notion d'ordre a un sens pour la maiorit~ des points de l 'arc et en second 

lieu que nous savons reconnaltre  ceux des points pour lesquels elle n 'a  pas 

de sens. 

I5. Nous allons dans ce qui suit donner  un nouveau moyen de distinguer 

les points pour lesquels la d6finition n'est  pas valable. Ces explications montre- 

ront  le earaet~re de complexit~ que pout presenter un ensemble non irr4ductible 

simple. 

Consid~rons d 'abord un ensemble irr~ductible simple. Notre ensemble est 

irr~ductible entre a e t  b, soit c un point quelconque de l'ensemble. On peut, 
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par hypoth~se, t rouver  deux continus C ,  C 2 ayant  c seul en commun, dont  la 

somme soit C, et s6par6ment irr6ductibles entre a e t  c, b e t  c. C'est justement ]~ la 

d6composition unique de l 'ensemble C par le point  c en trois ensembles: ceux 

que nous avons appel6s C1 et C 2 sont ceux qui ont  actuellement le m~me nom, 

et l 'ensemble /1 des points limites communs est r6duit au point c. CeIa r6sulte 

de ce que C 1 et C2 sont bien enchaln6s, ont c seul en commun, et, en outre, 

de ee que la d6eomposition n'est possible que d 'une mani~re. I1 y a done, dans 

le cas de l'ensemble irr~ductible simple, identit~ entre la notion g~n6rale d 'arc 

d 'un ensemble irr6ductible et ce que nous avons d~j~ appel6 arc. 

Nous venons de voir que /" est r~duit s un point, le point c. Une question 

se pose. Est-ce l~ une propri6t~ caract~ristique d'un ensemble irr~ductible 

simple? Nous a|lons voir qu'il n 'en est rien. Cela r~sultera simplement de 

l '6tude qui va suivre. 

i6. Je  me propose de montrer  que la d~finition d'un ensemble irr6ductible 

simple peut  ~tre rempIae~e par la suivante. Un ensemble irr~ductible est 

irr6ductible simple, quand il ne renferme aucune portion continue qui soit 

irr6ductible de plusieurs fa~ons, c 'est s dire entre des couples de points dif- 

f~rents. 

Consid~rons un ensemble C irr6ductible d 'une part  entre les points a e t  b, 

d 'aut re  par t  entre les points a e t  c, je dis qu'il ne peut pas ~tre simple. Sup- 

posons en effet qu'il le soit. On peut  alors t rouver  deux continus, l 'un C~ ren- 

fermant  a et c, l 'autre  C2 renfermant c et b, et ayant  c seul en commun, dont  

la somme soit C. De plus chacun de ces continus est irrSductible. Le continu 

C, port ion de C contenant  a e t  c est identique ~ C puisque C est irr~ductible 

entre a e t c .  Done C2 ne peut  que se r~duire au point c, ce qui est absurde 

puisque il contient  b. 

Soit maintenant  un eontinu quelconque C irr~ductible entre a e t  b mais 

non simple. DScomposons-le au moyen du point  c en trois ensembles C ,  F, C.~. 

L'ensemble /1 peut  ~tre form6 soit d'un, soit de plusieurs points. Supposons-le 

d 'abord rSduit s un point, qui est n~eessairement le point c. Comme c est 

queleonque, si C1 ou C2 n'6tait  pas r6duit au seul point c, l 'ensemble donn~ ne 

serait pas irr6ductible (raisonnement d6js fait). Si F et C~ par exemple song 

tous deux r~duits au point c, nous sommes clans le eas exceptionnel, eg on peug 

d~,composer C en deux ensembles A et B, A ~tant bien enchalnS, B continu, 

et les points de B ~tant limites de ceux de A. Supposons a dans A et b dans 

B. Je dis que C est irr6duetible entre a e t  un point queleonque m de B. S'il 

ne l'~tait pas, il y aurait  une portion continue de C contenant  a e t  m; cette por- 

tion ne pourrai t  comprendre tout  A car alors elle comprendrai t  tout  B. En lui 
Acta mathernatica. 36. lmprim~ le 29 octobre 191~. ~3 
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a j o u t a n t  B on ob t i en t  done une por t ion  de C cont inue,  e t  co n t en an t  a et  b, ce 

qui est absurdc .  

Supposons  que /" comprenne  plus d ' un  point.  Soit d u n  poin t  de F au t re  

que c. D~composons encore  C au moyen  de c en trois ensembles C,,  F ,  C2, 

d est  point  l imite commun de C1 et de C2. On p eu t  supposer  que a est  dans  

C1 § F.  Ajoutons  le po in t  d ~ l 'ensemble  C 1 et  par  compensat ion  enlevons c 

de C~: cela n ' a l tb re  pas l 'ensemble somme C1 § 1". Faisons ]a m~me opera t ion  

sur les ensembles C~ et  F.  Soient  C'~, F', C'2 ce que dev iennen t  r e spec t ivemen t  

les t rois  ensembles:  C~1 et  Cf~ sont  rest6s bien enchain6s et  n ' on t  plus que d en 

eommun,  F ~ est tou jours  form6 des points  l imites communs  h C~ et  Cr2. Les 

ensembles C'~, Cry, /" r6alisent  donc ]a d$composit ion de C au moyen de d. 

Done  Cr~ + F r, c 'es t  ~ dire C~ + F,  est i rr6ductible en t re  a et  d, comme il l '6 tai t  

d6j~ ent re  a et  c. Il l 'est  done de deux  fa~ons. 

P o u r  q u ' u n  ensemble soit  i r r~duct ible  simple il est  done bien n6cessaire et 

suff isant  que t ou t e  por t ion  i r r6duet ible  de eet  ensemble le soit  d 'une  seule 

mani~re.  

Je  vais m o n t r e r  ma in t en an t  qu '~ tan t  dolm6 un eont inu  i r r~duct ible  C (ab )  

on peu t  t ou jour s  t rouve r  dans  ce con t inu  des po in ts  m tels que l 'are  am  p a r  

exemple ne soit pas ident ique  /~ C. 

Tra~ons en effet  de a comme cent re  un cerele 7 laissant b ~ son ext6r ieur  

(s ee cercle on peu t  subs t i tuer  une aire fixe quelconque) .  Les points  de C duns 

7 ne fo rmen t  pas un  continu.  Mais l 'ensemble C 6 tan t  bien enchain6,  eonsid6- 

rons une cha lne  ~t cha lnons  inf6rieurs b, e a l lant  de a s b e t  prenons la 

p remiere  por t ion de ce t te  cha ine  (ligne de JORDAN simple) int6rieure s 

jusqu '~  sa p remiere  sortie de 7. Quand e tend  vers z~ro, ce t te  por t ion  a 6vi- 

demmen t  pour  ensemble limite un cont inu  int6rieur s 7 qui est  por t ion  de C 

(port ion seulcment  puisque C sort  de 7)- S i m  est un point  de ce cont inu  ou 

bien C est i r r6duct ible  ent re  a et m, ou bien il ne l 'est pus mais cont ien t  une 

por t ion  irr6duetible ent re  a e t  m. Cette  por t ion  irrSduetible est  l 'arc am et  elle 

ne cont ien t  pas b ni d 'ai l leurs aueun point  de C ext6r ieur  ~ 7. 

Ce th6orbme mon t r e  que la not ion d 'o rd re  a un sens pour  /a plupart des 

points  de C. 

x7. J e  d6montrera i  en dernier  lieu le th~or~me suiv~nt :  

Toute portion continue d'un continu irr~ductible est elle-m$me irrgductible entre 

deu~ de ses points. 

Soit C le eont inu  donn~, i rr4ductible ent re  a et  b, E une por t ion  cont inue  

de C, m un po in t  quelconque de C. Consid~rons l 'ensemble des arcs am, e t  

l 'ensemble F des points  communs  h tous ees arcs. Soit de m6me G l 'ensemble  
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des points communs ~ tous l e s  arcs bin.  I1 est ~vident que les ensembles F et 

G sont ferm~s. I1 sont aussi continus, car si deux points a e t  fl sont dans F, 

ils sont communs /~ t o u s l e s  arcs a m .  Donc l'arc aft appartient aussi /~ tous 

les arcs a m ,  et par suite ~ F. Done F est bien enchalnS, done continu. 

Soit alors,u un point commun s F et E, ~ un point commun ~ G e t  ~ E. 

II existe de tels points, car si E et F n 'avaient aucun point commun, ils auraient 

un 4cart ~; on pourrait  enfermer F et G dans deux domaines sans point com- 

mun; l'are a m  qui va d 'un point du premier ~t un point du second aurait donc 

des points ext4rieurs au premier domaine, et un tel point, appartenant  ~ tous 

les arcs a m  appartiendrait  k F, ce qui est contradictoire. 

Ceei pos~, F ,  qui eontient ,u, contient l'arc ap et G contient l'arc b~.  

E contient une portion continue de C entre !~ et z qui ne peut ~tre que l'arc 

,uz~. Voyons si E peut contenir d'autres points situ6s par exemple sur l'arc 

a,u. Soit m un de ces points, l'arc a m  contient p; puisque l'arc aft contient 

aussi m, il s'ensuit que le point m appartient ~galement ~ l'arc !~v, En dS- 

finitive E ne contient que des points appartenant  s l'arc ~ p .  Donc E est iden- 

tique s r c'est ~ dire est irr~ductible. 

Propri6t6s des lignes ferm6es. 

IS. Dans mon m~moire (M. p. 493), j'ai cssay6 de montrer que la fronti~re 

d 'un domaine peut ~tre consid~r~e comme la somme de deux continus ayant  

deux points eommuns seulement. Ce r~sultat n'est pas exact d'une fagon 

absolument g6n~rale. La d6monstration n'cst correete que moyennant  une 

hypoth~se que ]'ai utilisSe sans la formuler explicitement. Cette hypothbse est 
la suivante : 

I1 faut qu'on puisse trouvcr deux points a, b sur la fronti~re C du do- 

maine que l'on puisse joindre par une ligne irr~duetible s imple  entre les deux 
points a,  b. 

Cette question appelle de nouvelles reeherehes. I1 y a lieu, par exemple, 

de se demander si cette hypoth+se n'est pas v~rifi6c routes los lois que le plan 

se trouvc partag6 en deux  domaines seulement dont C est la frontibre commune. 

Je me propose dans ee paragraphe d'~tudier la r~eiproque de eette pro- 

printS, e'est s dire rechercher ee qu'on pourrait appeler en analysis situs une 

~)ligne /erm~e~. Je crois qu'il sera possible de pr~ciser les r~sultats que j'ai 

obtenus, mais il ne me semble pas inutile de les faire connaitre d~s maintenant.  

I1 sera assez naturel d'appeler ligne ferm~e la r~union de deux continus 
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ayant  deux points communs a, b seulement et irr~ductibles entre ees deux 

points. On peut alors essayer de d~montrer que cet ensemble partage le plan 

en deux domaines dont il est la fronti~re commune. Or, nous allons le voir sur 

un exemple, cet ~nonc~ n'est pas exact et nous aurons seulement un ~nonc~ plus 

restreint. 

L'exemple que je vais donner est inspir~ de eelui par lequel M. BROUWER 

montre qu'un continu irr~ductible peut morceler le plan. Ce continu est form~ 

d'une spirale enveloppant un cercle asymptote; il est irr~duetible entre l'origine 

de ]a spirale et un point quelconque du cercle. Mais il n'est pas irr~ductible 

d'une seule maniSre; la circonstanee ne peut d'ailleurs p a s s e  pr6senter lorsque 

le continu donn~ est irr6ductible simple; la d~monstration de mon m~moire est 

en effet valable dans cette hypoth~se. 

Revenons h ]'exemple indiqu~. Soit un cercle de centre O et rayon un; 

et eonsid6rons un ensemble d6nombrable d'arcs de cercle C~ tous eoncentriques 

au cerele donn~ et eonstruits de la fa~on suivante. Le rayon de C, sera T + 

I 
+ n; C~ est sym~trique par rapport ~ l 'axe des y, plus grand qu'une demi-cir- 

conf6rence, et termin~ sur les deux demi-droites d 'argument i �9 Joignons 
2 

l'origine du cercle C~ ~ celle du eercle C.-1 et son extr~mit~ ~ cel]e du eercle 

C,~+1 par des segments de droites; joignons l'extr~mit6 libre du cercle C 2 h un 

point a" de l'axe des y, d'ordonn~e - -2  par exemple, par une ligne (de JORDAN 

simple) quelconque ne croisant pas la ligne d~js eonstruite. L'ensemble total 

obtenu est irr~duetible entre le point a et un point quelconque du cercle C; il 

partage le plan en deux r~gions, comme dans l'exemple de M. BROUWER. 

Consid~rons un deuxi~me ensemble simplement form~ d'un segment de l'axe 

des y e t  allant de a au eercle C (point x ~ o ,  y : - - i ) .  Nous avons deux en- 

sembles irr6duetibles ayant  ~ deux points communs seulement et le plan est par- 

tag~ par eux en trois rdgions qui ont la m~me fronti~re. 1 

On peut g~n~raliser beaucoup cet exemple; il nous suffit pour mettre en 

d~faut l'6none~ qui paraissait vraisemblable. En supposant les deux ensembles 

irrdduetib]es simples, ]eur r~union forme une iigne de JORDAN simple ferm~e, et 

le th~or~me en question devient tout  simplement le th~or~me de JORDAN bien 

connu. 

~9. Voiei l'4nonc~ que j'ai pu obtenir qui g~n~ralise le th~or~me d e  

JORDAN. 

1 Voir d'autres exemples dans la those de M. JANISZEWSKI. Voir aussi la note de M. 
D~NJOY (C. R. t. Iii p. 138). 
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La rdunion de deux continus irrdductibles entre deux points qui sont leurs seuls 

points communs partage le plan en deux a i res  c a n t o r i e n n e s  dont eUe constitue 

l'ensemble des points /routibres (c'est ~ dire non intdrieurs). De plus ces aires 

cantoriennes sont les ensembles limites de deux domaines d'un seul tenant. 1 

S o i e n t  E e t  E r les  d e u x  e n s e m b l e s ,  a e t  b l e u r s  p o i n t s  c o m m u n s .  D o n n o n s  

nous  u n  n o m b r e  e e t  c o n s t i t u o n s  e n t r e  a e t  b su r  E e t  s u r  E r d e u x  c h a l n e s  

de  e h a l n o n s  in fd r i eu r s  ~ e d o n t  les  s o m m e t s  s o n t  s u r  l ' e n s e m b l e .  Ces d e u x  

c h a i n e s  s o n t  des  l i gnes  d e  M. JORDAN. J e  d i s  q u ; o n  p e u t  les  s u p p o s e r  simples, 

c ' e s t  s d i r e  ne  se  c o u p a n t  pas .  S u p p o s o n s  en  e f f e t  que ,  q u e l q u e  p e t i t  que  sp i t  

e, e l les  se c o u p e n t  en  u n  p o i n t  m .  I1 y a u r a i t  u n e  in f in i t6  de  p o i n t s  m ,  d o n c  

u n  p o i n t  l i m i t e  a u  moins .  U n  te l  p o i n t  l imi t e ,  i n f i n i m e n t  v o i s i n  de  p o i n t s  d e  E 

e t  de  p o i n t s  d e  E r a p p a r t i e n t  ~ E e t  s E r qu i  s o n t  f e rmds ;  ce ne  p e u t  d o n c  6 t r e  

que  a ou  b, a p a r  e x e m p l e .  A l o r s  ~ p a r t i r  d ' u n e  c e r t a i n e  v a l e u r  de  e, les  

p o i n t s  m s e  t r o u v e r o n t  d a n s  u n  ce rc le  d o n n d  de  c e n t r e  a .  Ma i s  on  p e u t  d v i t e r  

ce la  en  p r e n a n t  p o u r  p o i n t  de  d 6 p a r t  de s  d e u x  c h a l n e s  a u  l i eu  d u  p o i n t  a (ou 

d u  p o i n t  b) u n  p o i n t  de  E e t  u n  p o i n t  de  E r e x t 6 r i e u r s  s ce cerc le  ou  s u r  sa  

c i r c o n f d r e n c e ,  e t  en  a11ant d e  c h a c u n  de  ces p o i n t s  ~ a p a r  u n  s e g m e n t  d e  

d r o i t e .  On  p o u r r a  s u r  c e t t e  c h a i n e  s u p p o s e r  les c h a l n o n s  as sez  p e t i t s  p o u r  

q u ' e l l e  ne  se  c o u p e  p a s  e l l e - m 6 m e .  L a  c h a l n e  t o t a l e  es t  s c h a i n o n s  i n fd r i e u r s  

u n  n o m b r e  q u i  t e n d  v e r s  z6ro a v e c  e e t  que  nous  a p p e l l e r o n s  a u s s i  e. E l l e  

c o n s t i t u e  u n e  l igne  de  JORDAN s i m p l e  fe rm6e ,  el le  d i v i s e  d o n c  le p l a n  en  d e u x  

d o m a i n e s  D~, D'~ ( j ' a o p e l l e  D'~ le  d o m a i n e  e x t 6 r i e u r ) .  

F a i s o n s  t e n d r e  , v e r s  z6ro ;  ces  d e u x  d o m a i n e s  s o n t  d e s  c o n t i n u s  q u i  o n t  

des  continus limites, a p p e l o n s - l e s  D ,  D r. On  p e u t  f a i r e  a l o r s  les r e m a r q u e s  su i -  

v a n t e s :  

i : o .  T o u t  p o i n t  d u  p l a n  a p p a r t i e n t  sp i t  h D ,  sp i t  s D' ,  sp i t  a u x  d e u x  en-  

s e m b l e s  s l a  fo i s ;  

t Cette derni~re propridtd appartient d'ailleurs k toute aire cantorienne. SPit en effet un con- 
tinu quelconque C au sens de C+,xTo~ (avec ou sans point int~rieur). Considdrons l 'ensemble des 
points dont l'6cart ~ C est inf~rieur (sens 6troit) ~. ~. Cet ensemble forme un domaine au sens 
habituel de ce mot, c'est un ensemble qui comprend C et qui ne comprend que des points 
intdrieurs (i[ est dense en lui-m~me et non fermi,  comme le domaine d'existence d'une fonc- 
tion analytique uniforme par exemple). Ce domaine a visiblement C pour ensemble limite 
quand , tend vers z~ro. Pour voir qu'il est d'un seul tenant, il suffit de ddmontrer qu'on 
peut en joindre deux points pa r  un trait  continu sans sortir de D. Cela est presque ~vident: 
soient a et b deux points de D. Dans le cercle de centre a et de rayon ~ il y a un point rode 
C au moins; de m~me dans le cercle de centre b et de rayon ~ il v a un p o i n t p  de C,~u 
moins. On peut de plus aller de m e n  p par une chaine ~ chainons inf6rieurs h. ~ dont les 
sommets spat  sur C. Le chemin (ligne brisde) constitu~ par cette chatne, et par les deux 
segments am et b p est enti&rement dans D, ce qui d~montre le th~orbme. 
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2:0. Un point commun s D et h D' est infiniment voisin s la fois de 

points int~rieurs ~ D~ et de points int~rieurs h D'~. Cela est impossible si son 

~cart ~ Fun des ensembles E ou E r n'est pas nul (ee]a est h peu pres ~vident). 

Donc les points communs ~ D et ~ D' ne sont que des points de E ou E r, ce 

qui dSmontre notamment  que D et D' n'ont  aucun point intdrieur commun; 

3:0. La fronti~rc commune de D et de D r se compose donc d 'un ensemble 

continu, portion de E et de E'. D'autre part  cette fronti~re comprend tous l e s  

points de E et tous les points de E'. Ceci d~montre donc le th~or~me. 

20. Je reviens sur les d~tails de la d~monstration. 

Consid6rons un point quelconque m du plan. Quel que soit e iI appartient 

soit ~ D~ soit ~ D'~. Alors deux hypotheses peuvent ~tre faites. 

I:o. Quel que soit ~, le point m appartient soit toujours h D~ soit toujours 

Dry; il appartient alors dans le premier c a s k  D (et peut ~tre s Dr), dans le 

second h D' (et peut-~tre h D). 

2:o. Quel que soit e i] y a des valeurs plus petites de e tel]es que m ap- 

partienne s D~ et d'autres 6galement telles qu'il appartienne h Dry. A]ors m est 

limite des deux: il est certainement commun s D et h D r. 

Cherchons maintenant dans quelles conditions le point m peut 6tre com- 

mun ~ D et ~ D r. Appelons L~ la ligne de JORDAN constitute au moyen de 

la valeur donn~e s e. Remarquons que tout point de eette ligne est h une 

distance de E + E r inf6rieure s e - .  Soit m un point commun s D et h D'. Si 
2 

quel que soit e i l  appartient ~ des lignes L~, le point m est sur E § E r. Sup- 

posons donc qu'il n'appartienne plus ~ aucune des lignes L~ h partir  d'une 

valour de e, et qu'il n 'appartienne pas non plus s l'ensemble limite de ces ]ignes 

(auquel cas il serait encore sur E + Er). On peut donc trouver un cercle de 

centre m e t  de rayon r, dans lequel les lignes L~ ne p6n~trent plus pour ~ assez 

petit. L'ensemble E §  r ne p6n~tre pas non plus dans le m~me cercle. 

Supposons que m appartienne quel que soit e h D~: dans son voisinage il doit 

y avoir des points de certains Dry, notamment il doit y en avoir dans le cercle 

de rayon ~2. Dans le m6me cerc]e il y a donc des points de L~. Supposons 

au contraire que m appartienne tant6t  ~ D~ tant6t  ~ Dry: la conclusion sera 

la m6me, car s i m  appartient par exemple pour une certaine valeur de ~ 

D~, il y a dans son voisinage des points de D'~, (e' <e) sans qu'il soit lui-m~me 

dans D'e, il y a donc dans ce m6me voisinage des points de L~, ee qui est 
contradictoire. 

Eu dernier lieu, il reste s examiner le point suivant: tout  point de E (ou 

de E t) est un point commun ~ E ou E', et par suite, un point fronti~re corn- 
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mun. En effet, chacune des deux lignes de JORDAN construites au d~but de la 

d~monstration a un ensemble limite qui est continu, il comprend a e t  b e t  ne 

eomprend que des points de E (ou de El); cet ensemble limite se confond donc 

avec E (ou avec E r) et par suite, tout  point de E (ou de E r) appart ient  s la 

fois ~ D eL h D ~. 

Les propri~t~s qui precedent  permet tent  comme on le voit d ' introduire 

dans ]es raisonnements g~om~triques le concept de courbe ferm~e: la seu]e 

restriction apport6e par le mot irr~ductible h la dSfinition cantorienne est suf- 

fisante pour que la ligne ferm~e jouisse dans une certaine mesure des pro- 

pri~t~s que nous exigeons par notre conception vulgaire de ligne ferm~e. 

Tangente .  

2z. Je  me propose main~enant de d~finir ]a tangente en un point m d'un 

continu irr~ductible E. Soit p un point de l 'arc am par exemple. Joignons le 

point  m ~ t o u s l e s  points de l 'arc pro. Consid~rons l'ensemb]e des angles que 

font avec une droite fixe les droites obtenues. Soit Ep cet ensemble de nom- 

bres que nous porterons en abscisses sur une droite quelconque. ] l e s t  cer- 

tainement dense en lui-m6me, mais il n'est pas fermi. Ajoutons lui son d~riv6 

E'p, et posons Fp-~ Ep + Erp. L'ensemble nouveau Fp est ferm~ et dense en 

lui-m~me. Je vais montrer  qu'il est bien enchaln~, il en r~sultera qu'il est 

continu. 

I1 suffit ~videmment de montrer  que Ep est bien enchain~, ear entre deux 

points de Fp appar tenant  l 'un ou l 'autre ou tous deux s Ep on pourra  sub- 

st i tuer deux points voisins de E~ et ~tablir une chalne entre ces deux derniers. 

Soient done deux nombres pris dans Ep. A c e s  nombres correspondent deux 

points de pro, soient q et r tels que ]es droites mg et mr faisont avec ] 'axe des 

x un angle ~gal ~ l 'un de ces nombres. Consid~rons ra re  qr: s'il ne contient 

pas le point m, le point m est s une certaine distance ~ de cet arc. Si l 'on 

veut  construire dans Ep une chalne ~t chalnons inf~rieurs ~ e, il suffira de 

prendre dans l 'arc qr des points s des distances relatives inf~rieures s Qe, ce 

qui est possible puisque qr est continu. Dans le cas particulier off m appar- 

t iendrait  ~ l'are qr, e'est s dire, comme on le voit ais~ment, dans le cas off les 

arcs qm, rm, qr seraient les m~mes, on pourrait  substituer aux points q o u r  

ou aux deux, des points voisins q~, rl, tels que m ne soit pas sur ra re  qlr~: 

la d~monstration pr~o~dente subsiste done. 
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Subs t i tuons  alors au po in t  p du d6but  un au t re  poin t  de l 'arc pro. L'en-  

semble Ep diminue (ou au moins n ' augmen te  pss). Il en est donc de m~me de 

E~  et  par  suite de Fp. Faisons t endre  le point  p vers le po in t  m sur l 'arc pro; 

l 'ensemble cont inu  F~ a un ensemble limite, F,  qui, na ture l lement ,  est  cont inu  

(puisque les ensembles Fp von t  en se r~duisant  sans cesse). Tou te  droi te  pas-  

san t  par  m e t  qui fera avec  l 'axe des x un  angle 6gal s un  des nombres  de F 

sera di te  une t angen te  h l 'ensemble au point  m. 

22. Examinons  les diff~rents cas possibles. D 'abord ,  su ivant  qu 'on  p rend  

]e poin t  p initial sur l 'are a m  ou sur l 'arc bin, les ensembles F obtenus  ne sont  

pas les m~mes. Alors le cas Ie plus simple est celui off ces deux ensembles sont  

les m~mes et  r6duits tous deux s un point .  On dira dans ee cas qu' i l  y a une  

t angen te  un ique  h la ligne au poin t  m. 

Supposons que les deux  ensembles F soient  encore r~duits h u n  point ,  mais 

les deux  points  6 tan t  diff~rents. I1 y aura  alors deux tangentes  au po in t  m (une 

droite, et  une ~ ga~lche). 

Enf in  si l ' un  des deux  F (ou tous deux) n 'es t  pas r6duit  ~ un point ,  il 

exis te  au point  m soit un, soit deux angles se r e c o u v r a n t  par t ie l lement ,  totale-  

memen t  ou pas du tout ,  e t  don t  tou te  dro i te  est t angen te  h l 'ensemble.  

Voyons de plus pros ce que signifie pour  une droi te  D la condi t ion d ' e t r e  

t angen te  s E au poin t  m. D eu x  cas sont  possibles: ou bien il existe sur D u n e  

infinit6 de points  de l 'ensemble don t  m est un 'po in t  l imite;  si l 'on veut ,  

l ' in tersect ion de D avec E,  qui est un ensemble ferm6, doit  comprendre  m 

comme point  ]imite. Le cas actuel  est  celui de la dro i te  O x pour  la courbe  

i 
y = x sin - .  

x 

Supposons  au cont ra i re  que le po in t  m n e  soit  pas poin t  l imite de l ' in ter-  

section des ensembles D et  E.  Alors ou bien il y a sur D des points  dloignds de 

m mais a p p a r t e n a n t  & l 'arc p m  don t  ]es extr~mit~s sont inf iniment  voisines; ou 

bien il y a s implement  au voisi~age de m des points  de E tels que les droi tes  qui  

le jo ignent  au point  m soient  inf iniment  voisines de D. Darts ce dernier  cas ]a 

droi te  D joui t  bien de la propri6t6 habi tuel le  de la t angen te  d ' e t r e  posi t ion li- 

mite  d 'une  s6cante. Il  ne me semble pas que, pour  d6finir la tangente ,  il faille 

6car ter  les deux  au t res  cas, si l 'on v eu t  conserver  le b6n6fice d 'un  ensemble 

cont inu de tangentes .  

J ' a j o u t e  que pour  une droi te  donn~ D plusieurs des cas pr6c~dents p e u v e n t  

se pr6senter  s imul tanement .  

23. Apr~s avoi r  examin6 les diff6rentes possibilit6s ie vais m o n t r e r  que  le 

cas d 'une  t angen te  unique  (ou double)  en chaque  point  n ' es t  pas compat ib le  
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avee la d~finition d 'un ensemble non simple. On pourrait  done se borner pour 

la d6finition de la tangente aux lignes de JORDAN. I1 strai t  facile alors de voir 

qu'il y a identit6 entre les ddfinitions prdc6dentes et celle des nombres d6riv$s et 

que l'existenco d'une tangente unique (ou double) revient s l'existence d'une 

ddriv6e (ou d'une d6riv~e ~ droite et d 'une d6riv6e K gauche). 

I1 s'agit done de montrer que si un ensemble n'est pas irrfiductible simple, 

en un point au moins, il admet une infinit6 de tangentes. I1 suffit 6videmment 

do r6duire l'ensemble donn6 s un ensemble E irrdduetible ~ la lois entre les 

deux points a, b, et entre les deux points a et c. Soit m un point de E;  nous 

savons d~j~ que 

are ac = arc a b = E;  

consid6rons les arcs rob, me .  

il en r6su]te 

Comme on a 

a c  ---~ a m  -f- 7q~c 

ab -~ a m  + m b  

a m + m e , a m +  mb 

ce qui entraiue, ou bien que m c ~ m b ,  ou bien que a m ~ a c ,  comme c'est 

peu pr6s 6vident. Dans le premier cas, los arcs identiques rnc et mb ont pour 

limites, quand m tend v e r s c  par exemple, des continus qui, contenant  b e t  c n e  

se r6duisent pas ~ un point. On peut 6carter le second cas qui ne se prdsente 

pas pour tous les points m voisins de c par exemple. 

Soit alors un point d du eontinu limite de me.  On peut faire passer par 

d u n e  infinit6 de droites D qui passent 6galement entre les points voisins de c 

et les points voisins de b. Or co sent ]& des points appar tenant  s l'arc m c e t  k 

Fare rob, e'est ~ dire au m8me arc, et cet arc 6tant continu rencontre D. I1 y 

a done sur D une infinit6 de points de l'arc mc (qui n'est autre que l'arc rod). 

Done D est une tangente en d, il y e n  a done une infinit6. 

Extension ~ l'espace de la d~finition cantorienne. 

24. J 'ai ,  dans une note du m6moire ddjs citd (M., 489 no~e 2), 6none$ et  

utilis6 la propri6t6 suivante: E tan t  donn6 un point c d 'une ligne eantorienne on peut, 

parmi les droites issues de c en trouver une au moins qui n 'admette  pas avec 

l'ensemble un ensemble eontinu de points communs comprenant c. Cette pro- 
Aeta tttaihcma~ica. 36. Imprim6 le 2 d~cembre 1912. 54  
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print6 n '6tai t  pas par  moi consid~r~e comme ~vidente. Je  voyais  s implement la 

d~monstra t ion sans l 'avoir,  je l 'avoue, cherch6e dans tous ses d~tails. Je  suis 

revenu sur eet te d6monstrat ion,  qui n 'es t  pas aussi simple que je pensais d 'a-  

bord. Je  vais la donner  ci-dessous: elle a pris ~ mes yeux  une impor tance  

assez grande quand  je me suis aper~u d 'abord  qu'elle caract~risait  les lignes 

cantoriennes,  en les d is t inguant  des aires, et en second lieu qu'elle fourni t  un  

moyen  d '~tendre ~. l 'espace les d6finitions de M. CA~TOR. 

Consid~rons donc un  cont inu lin~aire quelconque E. Supposons que routes 

les droites issues d ' un  point  m de l 'ensemble aient  en commun avec lui un  con- 

t inu comprenant  m. Soit r# l 'angle que fai t  une droite passant  par  m avec l 'axe 

des x (une droite quelconque) et soit r (rp) la longueur de l 'ensemble cont inu com- 

mun  s i 'ensemble E et ~ la droite.  Les nombres positifs r (~) forment  un en- 

semble. 

Supposons d 'abord  que la limite inf~rieure des nombres  r(rf) ne soit pas 

nulle. Soit r cet te limite. I1 en r6sulte que le cercle de centre m e t  de rayon  

(~ a tous ses points  sur E. Donc E n 'est  pas lin6aire. On voit  de m6me que 

si la limite inf~rieure de nombres r((p) relatifs aux  valeurs de ~p dans un inter- 

valle quelconque a, [~ n '~tai t  pas nulle, l 'ensemble E comprendrai t  tous les points  

d ' un  seeteur, c 'est s dire une aire. 

En  r~sum6 la fonction r(rf) joui t  des propri~t~s suivantes i :o elle n 'es t  

jamais nulle, 2:o sa limite inf~rieure est nulle dans tout  intervalle.  

Associons ma in tenan t  une infinit6 de valeurs de rf t e n d a n t  vers rf0. Soit 

ro : r ( ~ 0 ) .  Je  dis que r 0 est la plus grande limite des valeurs de r relat ives 

ces valeurs de (f. Cela est ~vident, ear cet te plus grande limite d ' abord  est au 

moins ~gale s r 0 et de plus ne peu t  ~tre plus grande que r0, car si elle ava i t  

une valeur r~ > r 0 t o u s l e s  points de la droite rf0 s une distance inf~rieure ~ r 1 

de m seraient points  de E comme limites de points de E. 

Consid6rons ma in tenan t  l 'ensemble des valeurs de (f pour lesquelles le nombre  

r (rf) d6passe un nombre donn6 Q. D'apr~s la propri~t6 que je viens de d~montrer,  cet 

ensemble, G1, est /erred. Consid6rons de m~me l 'ensemble des valeurs de el, 

s'il en existe, off r(~) est compris entre  o et  ~. Cet ensemble est fe rmi ,  t o u t  
2 

au moins si l 'on lui a joute  son d~riv~, mais cette operat ion ne risque d ' in t ro-  

duire que des dl~ments f igurant  d6jh dans GI: nous los compterons deux fois. 

Soit G2 ce nouvel  ensemble. Recommen~ons en rempla~ant  ~ et ~ par  -r et -~ et  
2 4 

ainsi de suite. Nous obtenons ainsi une succession d 'ensembles G~, G2 . . . . .  G n , . . .  

Une valeur  quelconque de rf figurera cer ta inement  dans l 'un des ensembles, 
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ear  s i r  est  la valeur  eo r respondan te  de r (~p), on finira pa r  avoi r  r > ~ .  I1 en 

r6sulte que l 'ensemble de toutes  les valeurs  de ~, c 'est  s dire l 'ensemble o - - 2 z  

de  l ' axe  des x qui  est  continu,  est la somme d 'une  infinit6 d~nombrable  d 'en-  

sembles ferm6s (le fair que  ces ensembles ont  des points  communs  ne modifie pas 

la conclusion).  L ' u n  de ces ensembles au moins doit  done renfe rmer  des por t ions  

cont inues  d 'apr~s un th6or~me que j 'a i  d6mont re  dans ma th~se. 1 I1 y a done  

un  interval le  a, fl tel que ~p va r ian t  en t re  a et fl, r (rp)est sup6rieur  g u n  nombre  

fixe; ee qui est  cont rad ic t ion  a v e c l a  propri~t6 2. 

On voi t  que d 'apr~s  la d6mons t ra t ion  m~me, non seulement  il y a des droi- 

tes issues de m n ' a y a n t  pas avee E un cont inu  commun,  mais il y e n  a dans 

t ou t  in terval le :  a u t r e m e n t  di t  l 'ensemble de ces droi tes  (ou des angles qu'elles 

fon t  avec  une  droi te  fixe) est  dense (dense sur o -  2z ) .  

Consid6rons ma in t enan t  une aire can tor ienne :  I1 est 6vident  qu'il  y a des 

points  - -  les points  int6rieurs  - -  tels que  tou tes  les droi tes  issues de ces points  ont  

avec  l 'ensemble un  cont inu  commun.  P o u r  qu 'un  cont inu  soit lin6aire, il est  

donc n6eessaire e t  suff isant  qu ' en  tous ses poin ts  il existe au  moins une  droi te  

n ' a y a n t  pus avec l 'ensemble un cont inu  commun.  En  d ' au t res  termes,  ce crit6- 

r ium est enti~rement gquivalent au er i t6r ium de l 'exis tence des points  int6r ieurs  

pa r  lequel  IV[. CANTOR dis t ingue les lignes e t  les aires. 

R e m a r q u o n s  qu 'en  eertains points  d 'une  aire, des droi tes  n ' a y a n t  pus de con- 

t inu  eommun  avec l 'ensemble p e u v e n t  exis ter  dans  tou t  interval le .  

25. Le  cri t~rium preceden t  n 'a  v is ib lement  pus sur celui de M. CANTOR 

l ' avan tage  de la simplicitY. Mais il a celui de pouvoi r  ~tre ~tendu ~ l 'espace.  

E n  effet  darts l 'espace ordinai re  h t rois  dimensions la d~finit ion d ' u n  en- 

semble cont inu  s 'applique,  de m~me que la d~finit ion de l 'ensemble cont inu  irr6- 

duetible,  e t  la p lupa r t  des propri6t6s de ces ensembles examinees  dans mes deux  

M~moires. La  d~finition de la ligne cantor ienne  ne s 'appl ique  pas, car  dire que 

duns un cont inu  il n ' y  a pas de po in t  int~rieur, e n t r a l n e  s implement  qu' i l  n 'es t  

pas  un  volume, e 'es t  ~ dire  une  por t ion  d 'espace.  Mais les d6finit ions de M. 

CANTOR sont  insuffisantes pour  d is t inguer  une ligne d 'une  ~ur[ace. Comme nous 

l ' avons  vu  plus haut ,  il e n e s t  de m~me de la not ion  de ligne irr6ductible.  

Cette  dis t inct ion est au eont ra i re  fournie en t r a n s p o r t a n t  dans l 'espace la 

d~finition donn~e au pa rag raphe  precedent .  Je  dirai  qu 'un  cont inu  s trois di- 

mensions est une  ligne, si en chaeun de ses points  on p eu t  t r o u v e r  un p lan  au 

moins qui  n ' a  pas  avec  l 'ensemble  un  cont inu  eommun.  Duns le cas eontra i re ,  

i Journal de M. JORDAN I905. 
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l 'ensemble sera une surface si en ehaque  po in t  il exis te  des droi tes  n ' a y a n t  pas 

avee l 'ensemble un  cont inu  commun,  un volume dans le cas contraire .  

Les d~finitions pr~cSdentes ont  des consequences immddiates.  D ' ab o rd  un  

ensemble qui a des points  int~rieurs est  un  volume,  e t  inversement ,  comme on 

le voit  par  une d~monst ra t ion  analogue ~ celle donn~e dans le cas du plan. E n  

second lieu, t o u t  ensemble situ6 dans un plan  est une  aire ou une  ligne, et  dans 

ce cas par t icul ier  les d~finitions de ces mots  donn~es dans le cas de l 'espace se 

r6duisent  aux  d6finitions donn~es plus h a u t  dans le cas du plan.  

Un  cont inu  i rr~duct ible  en t re  a e t  b dans l 'espace n ' es t  ce r t a inement  pas 

un volume, car  on pour ra i t  enlever  t ou te  une  sphere  de points  de l ' ensemble  

sans qu' i l  cesse d ' e t r e  con t inu  et  de conteni r  les deux  points  a e t  b. Nous  

avons  vu  plus hau t  qu ' un  cont inu  irr~duetible p eu t  eomprendre  une  aire. 

Grenoble,  zz jui l let  z9io. 


