
SUR LES FONCTIONS A UN NOMBRE FINI DE BRANCHES 
DI FINIES PAR LES ] 0UATIONS DIFFI RENTIELLES DU 

PREMIER 0RDRE. 
PAl" 

J. MALMQUIST 

~| ~TOCKFIOLM. 

Les fonetions analytiques les plus simples sent les fonetions uniformes et 

les fonctions ~ u n  nombre fini de ddterminations. Les fonctions les plus impor- 

tantes do cette classe satisfont s des 6quations diffdrentielles alg6briques de forme 

simple. I! est donc naturel de se poser la question d'6tudier toutes les fonctions 

de la classe consid6r6e que l'on peut reneontrer par l'int6gration d'6quations 

diff6rentielles alg6briques, et en particulier le probl~me suivant: 

]~tudier les propri6t6s des int6graIes d 'une 6quation diff6rentielle alg6brique 

quand ehaque int6grale est une fonction & n d6terminations au plus. 

BRIer et BOUQUET ont 6tudi6 ce probl~me pour une 6quation diff6rentielle 

du premier ordre de la forme 

F ~ , y  = o ,  

d y  
F dtant une fonetion enti~re et rationnelle de ~ et de y, mais ne contenant pas 

x, 1 et ils ont montr6 que, sous la condition posde, y doit ~tre oil bien une fonc- 

tion algdbrique de x, ou bien une fontion algdbrique de e~ ~, ou bien une fonc- 

tion alg6brique de p(gx), g dtant une constante. 

C'est M. PAINLEV~ qui a abordd le probl~me pour une dquation diff~ren- 

tielle du premier ordre sans faire aucune supposition sur la forme de l'~quation." 

Les m6thodes qu'il a propos~es pour la solution du probl~me consistent ~ l'6tude 

de l'intdgrale gdndrale comme fonction des va]eurs initiales, et il vient facilement 

1 BRIOT et BOUQUET, tntc;grations des (;q~atio~ts difff;re~diclles ~*~ moye~t des fonctions elliptiqur 
(:lournal de l'I~colo Polytechnique, t. XXI). 

2 PXIN:LEV~, Le~'ons de StockhobJ~, et Note s**r les ~:quatio~ts dig'~;re~tielh's d~,premier ordre do~t 
l'intdgrale gdn~rale n'a qu'un ~,ombre fiui de br~mches, publit'.e dans le livre de M. Boo,notx, Leco~ 
sur les fonctions d('finies par les e:quatio~s d(ff~rentielles du premier ordre (Collection de m~n-- 
graphies sur la thdorie des fontions publide sons ]a directio~J de M. ]:]MH,E Bon~.:~.). 
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au but  quand il suppose que ehaque int~grale admet  le m6me nombre de d6ter- 

minations, sauf peut-fitre eertaines int6grales exceptionnelles formant un ensemble 

ddnombrable. Pour  d6montrer que les intdgrales exceptionnelles forment effee- 

t ivement un ensemble d6nombrable il a tent6 deux m6thodes diff6rentes, mais il 

n'a consid6r6 que des eas particuliers, et il ne semble~pas que ses m6thodes puissent 

donner la solution du problbme dans le cas g6n6ra]. 

Dans le m6moire pr6sent nous allons traiter le probl~me en question par 

une m6thode qui est de tout  autre nature  de ceUe de M. PAINLEV~. Nous ferons 

appliquer les r~sultats int6ressants de M. BOUTROVX concernant la croissance des 

int6grales d 'une 6quation diff6rentielle du premier ordre ~, ~ 6tudier la nature 

d 'une int6grale ~ un hombre fini de dfiterminations. Nous arrivons ainsi non 

seulement s r6soudre le probl~me de M. PA~Nn~.V~, mais aussi b, fixer le caract6re 

de route int~grale particuli6re qui est une fonction h u n  nombre fini de d6~er- 

minations. De plus, nous aurons un r~sultat gdn6ra] sur ]a nature de certains 

points singuliers. 
Pour  obtenir une th6orie complete nous exposons dans le premier chapitre 

les r6sultats de M. BOCTROUX; dans le second chapitre nous ]es appliquons au 

problbme consid6r6. 

La m6thode s 'applique s une 6quation diff6rentielle d 'un degr6 quelconque 

par rapport  s d y, mais nous n'~tudions pour le moment  que l '6quation suivante 

d y  
du premier degr6 en dx  

d y = P (x, y) 
(I) d x  Q (x, y) ' 

P ,  Q 6tant des polynomes en x, y. 

I. Les r6sul ta ts  de ]l. Bou t roux .  

i. Pour fitre complets nous rappe]ons certains r6sultats classiques que l'on 

a obtenus pour l'6quation (I) et dont nous aurons besoin dans la suite. Partons 

du th6or~me fondamental de CAUCHY: 

Si xo, Yo sont des valenrs /inies telles que Q ( xo, yo) ~ o, il existe une se~de s~rie 

de puissance de x - - x o  qui converge dans un certain cercle, qui satis/ait ~ l'dquation 

di//grentielle et qui se rdduit ~t Yo pmtr x ~ x o .  S i  Q(x,  y ) ~ o  pour I x - - xo l<  r, 

] P ( x , y ) ] ~  i pour ces vale~,rs de x, y, la s~rie converge au l y - - y o l < r '  et si iQ-~,-y)l.~ 
rl 

moins pour ] x - - x o ] < r ( I - - e  2M~). 

1 BOUTaO~TX, Ler sur les .fonctions d~.finies par fez /qualions dil~Trentielles du premier ordre, 
p. 39--54. 
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Fa isons  le p r o l o n g e m e n t  a n a l y t i q u e  de ce t t e  s~rie le long d ' u n  cer ta in  che- 

min jusqu ' s  ce que l 'on  r encon t r e  un po in t  singulier.  Soit  a ce po in t  s ingul ier  

et  d~signons p a r  y la b ranche  d~finie pa r  les p ro longemen t s  successives.  On con- 

c lut  fac i lement  que Pun des cas su ivan t s  doi t  avo i r  lieu: 

i )  on a l im y = b  avec  Q(a,  b) = o, 
X m ~  

2) on a l im y ~  oo, 
g m 

3) Y ne tend vers  aucune  va leu r  d6 termin~e  {finie ou infinie) quand  x tend  

vers  a. 

E n  s ' a p p u y a n t  sur  le th~or~me de CAUCHY, M. P)a~LEVk a d~mont r~  le 

th~or~me f o n d a m e n t a l  que le troisi~me cas ne peut avoir lieu que si a est un  point 

satis/aisant h l 'une des conditions suivantes: ~ 

i )  Q (a, y) est  i d e n t i q u e m e n t  nulle, 

2) les ~quat ions  P ( a ,  y ) =  o, Q (a, y ) =  o ont  une solut ion commune ,  

dz P~ (x,  z). 
i on a u r a  une ~quat ion  nouvelle,  soit  ~-~ Qz(x ' z)" on a 3) p o s a n t  y =  z 

P ,  (a ,  o) = o, Q, (a,  o) --= o, 

I 
4) si a = :o on pose  x = u '  e t  pou r  l ' 6qua t ion  nouvelle,  u = o doi t  sa t is fa i re  

l ' une  des condi t ions  pr6c6dentes .  

Supposons  que a soit  d i s t inc t  des po in t s  ~ en n o m b r e  fini d6finis p a r  ces  

condi t ions.  Si l 'on  a l i m y - - b  e t  Q ( a , b ) = o  et  si y = b  est  rac ine  d ' o r d r e  u de 

I ' 6qua t ion  Q ( a ,  y ) =  o, on d6mon t r e  f ac i l ement  qu ' i l  exis te  une s6rie de  la fo rme  

(~-- a) "§ ~ (x - -  a),:~i , 

avec  ~ (o) ~ o, telle que 

y = b + ( x - -  a ) ~  (x - -  a) ~ i  

1 

pour  une ee r ta ine  d6 te rmina t ion  de ( x - - a ) ~ + L  

i 
Si l ' on  a lira y = ~ ,  on pose y = ~-; si Q~ (a, o ) ~  o on a u r a  une 6galit~ de la 

f o rme  
z = ( x - - a )  ' ~ ( x - a ) ,  ~ ( o ) r  

d 'ofl  
y = (x - -  a ) -  ~ ~ (x - -  a). 

Si Q~ (a,  o ) ~  o e t  si z ~ o est  racine  d ' o r d r e  ~ de  l '~qua t ion  Q~ (a,  z ) =  o, on 

a u r a  une  ~galit~ de  Ia fo rme  

PAISLEY', Lemons de Stockholm, p. "23. 
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y ---- (x - -  a ) -  ~ ~(x-- a) , '1~ (o) -~ o. 

On peut  donc ~noneer le th~or~me suivant :  

A l'exception des points ~c, une int6grale quelconque de l'dquation (i)  ne saurait 

admettre d'autres points sinffuliers que des points singuliers algdlrriques. 

I1 est h remarquer  que les s~ries rencontr~es toute-~-l 'heure sent  parfai te-  

ment  d~termin~es par  le point  a et  par  leurs valeurs initiales pour  x----a: p. ex. 

, (  ') 
si Q (a, b) = o i l  existe une seule s~rie b + (x - -  a) ';+i ~ (x - -  a) ~u qui satisfait  h 

l '~quat ion diff~rentielle. 

2. Abordons m a i n t e n a n t  l 'exposit ion des r~sultats de M. BoVTnoux.  Nous 

consid~rons d ' abord  l '~quat ion suivante  

(x') d y  
d x  = ao yP + a, yP-1 + ...  + ap, 

a 0, a , ,  . . . a p  ~tant  des fonetions rationnelles de x. 

I1 s 'agit  d '~ tudier  la croissance des int~grales dans le voisinage d 'un  point  

:'. Pour  simplifier l '4cri ture nous supposons que ~ = ~ .  

En  g4n6ral, il existe des points singuliers dans le voisinage de x = ~ pour 

lesquels l ' int6grale devient  infini. Pour  obtenir  une exposi t ion plus claire nous 

consid~rons d ' abord  un cas part icul ier  off de tels singularit~s n 'ex is ten t  pas. Plus 

pr~cisement, nous consid~rons une branche d ' int~grale que l 'on d~finie en p a r t a n t  

d 'une  certaine s~rie de puissance qui sat isfai t  h l '~quation (I r) e t  en fa isant  des 

prolongements  ana ly t iques  de toutes  les mani~res possibles le long de chemins h 

l 'extdrieur  d ' un  cer ta in  cercle I ~ l ~ r ;  e t  nous  supposons que cet te  branche n 'a 

aucun point  singulier s distance finie. La  branche ne sera pas n~cessairement 

uniforme, un  nombre fini ou une infinit~ de branches uniformes peuvent  s '~ehanger 

quand x tourne  au tou r  du point  x =  ~ .  D6signant la branche par  ](x) nous 

d~montrons le th~or~me su ivan t :  

Thl~or~me A'. II existe un hombre v tel que route d6termination de / ( x ) sa t i s -  

/ait h l'in6galitd 
I1( )1<1 1" 

pour tout point x ~ l'extdrieu; d'un cercle I 1= R assez grand. 

Posons 

a i =  ~"' a!') + % .~ 

]es s~ries 4 tant  eonvergentes si Ix I e s t  assez grand. Le second membre de 

l '6quat ion (r') s '$erit done 
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yPx~.o{a~ ~+a, , ) z  + + z  . - ( , z ) 
, o x �9 . . . . . .  Y X " ' - ' *  a ( / ) + a ( ~ ) x  + ' ~  + " 

I �9 - ) I  § y~ x"p - '~ (a(;)-~- a';' z x ~t . . . .  

~ x ~.o (a(o o) + ,f (x, y)), 

et si y sat isfai t  aux  condi t ions  

l y V ~ l x l ~ . ~ - ~ +  ~ ( i =  ~ . . . .  j,) 

6tant  un nombre positif, et  ~ est un nombre positif plus pet i t  que les nombres 

et z, r (x, y) sat isfai t  ~ l ' in6galit6 

I~p(x, y ) l < l x l  -~ 

si Izl est assez grand.  Supposons que ceci a lieu pour  Izl > r. 

Les condit ions pour  y sont remplies si l 'on a 

l y l > l x l  ~ 

~r d6signant  le plus g rand  des nombres  

(Z~--Z0) ( i =  ~ . . p ) .  

Maintenant ,  trois cas sont k dist inguer:  

z) on a ]/(x)]<[x] ~ si Ix] est assez grand,  

z) on a ] / (~) ]>lx]  ~ si }x] est assez grand,  

3) on a t an t6 t  l 'une,  t an tS t  l ' aut re  in6galit6 dans un entourage arbitraire-  
ment  pet i t  de x----- ~ .  

Nous d~montrons que c'est le premier cas seul qui peut  avoir lieu. Consi- 

ddrons d ' abord  Ie second cas, en supposant  que l 'in6galitd I/t (x)[=> [x[ ~+" air lieu pour  

Ix I> r'. Nous allons t i rer  certaines conclusions qui about issent  ~ une contradic-  

tion, s i e  sat isfai t  ~ une certaine in6galit6 que nous 6crirons dans  un  moment .  

Soit y =  ~ (x - -xo)  un 616ment de /(x), ]xo[ 6tant  plus grand que r, r'. Int6- 
g ran t  l '6quat ion 

o n  a u r a  

y - p ~ =  x~-~ ~ +~p (x, y)) 

- u - " - "  + ,t , ,- 'p- ') = I p -  ~)~o'] x~.oux + l p -  ~)] x~..,~ (x, u)dx, 
3"0 ~0 

ou yo -- ~ (o). 
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La  premiere int6grale se calcule imm4diatement .  

les puissances de x - - x  o on voi t  qu'elle p e u t  s'~crire 

et  que  

En la d6ve loppant  su ivant  

ix-x~ 

I Xo ,, 

pour I --Xol i - -~0--  I < ~:'< I,  k 6 tant  un nombre  positif  ind6pendant  de x0, x. 

Nous  prenons  I x~,l assez grand pour  que e'lx01 soit  plus pet i t  que I x 0 ] - - r ,  
Ixol--r'. Si IX--Xol<r'lxol on aura donc, pour  la seconde int4grale, en suppo-  

sant  que l ' int6grati6n soit  effeetu6e le long d 'une  ligne droi te  

t/ <.;, xXoqo(x,y)dx x~'otp(x,y)lldx[ x[- -~ Idx l  < k,  tXol~-~-~ I x - -  ~01, 

I xo  xo  

kL 6rant  le plus grand des nombres  (i + ~')~-~. 

Si l 'on 6erit 

__y-(p-1) + yo-r _-_ (p__ i)a(oo~(x- xo) x~o(i + q), (x,xo)) 

il r6sulte que 

I,p, Cx,,~o)l < k~' + i ~ l X o l -  < zk~', 

si I Xol est  choisi suff i samment  grand.  Comme on a, d 'apr~s ia supposition, 
lyol>=Ixol ~ on aura  done 

I y I-(~-1, > ( p - -  i)la(oo} I Ix--xol Ixo~.~(i --2ke')--Ixo~ -(p-l}(~+~). 

Nous  supposons le hombre  ~' assez pe t i t  pour  que 2ke' < i ,  e t  en p renan t  x 

sur  la cireonf4renee 

I z - -x01  = h l x 0 F  ~ - ( p - I ' ( . + ~ ' ,  

de mani~re que l'in6galit~ pr6e~dente s'4crit 

lyl-(p -~) > [h (p - -  I)lai~ I (i  - -  2ke') - -  i]  Ixol - ( p - m ~  ~), 

nous supposons  que  h a une valeur  fixe telle que 
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h ( p - -  ~)la(~ --  2ke')> 2. I ' t l  I 

Comme on a suppos6 dans le pr6e~dent que x satisfait /~ l'in6galit6 

I x - xo l<~ ' l xo l ,  il faut  que l'6galit6 Ix-Xol=hlxol-~~ no soit pas en 
contradiction avec eette indgalit6. A cot effet il suffit que e satisfait / t  l'in6galit6 

et que Ix0l est plus grand qu'un certain nombre, qui d6pend naturellement de 
In valeur de h. 

Si x est un point queleonque sur la eireonf6renee Ix--z,,l=h]xol'-;~-(p -I~(~ 
il rdsulte que l'on a 

d'ofi 

ly~r -]) > Ixo]-tp-1)(o+~), 

lyl<lx01 

D'aprbs un th6orbme de CAVCHY-W~IEaST]~Ass on en conclut que 

Or, ceci est eontraire h l 'hypoth~se, et il est done d6montr6 que le second des 

trois cas 6num~r6s ne peut pas avoir lieu. 

Par des raisonnements analogues on d6montre qu'il e n e s t  de mfime du troi- 

si~me eas. En effet, supposons que l'on ait [yo[>=lxo[~ Yo 6 ~ n t  l 'une des valeurs 

de /(x) pour x ~ xo et Ixol 6tant assez grand, et eonsid6rons l'6l~ment y de fix) qui 

pour x -----x 0 devient dgal h Y0. De l'in6galit6 [Y0 [~[x0["+~ nous pouvons conclure que 
Ixl~ 

l'in6galit6 ]YI>---~--- dolt avoir ]ieu pour I x - - x , ]  <hlxol -~-(p-1)(~ si K d6- 

signe le plus grand des nombres K , ( I  4-~'),+~, K~ 6tant ddfini par l'6galit~ 

K,P-X=h(p--I) la(o~ q- zk~') + i. 

On voit d 'abord que la dire in6galit~ a lieu dans un certain entourage de 

X=Xo, supposons qu'elle ait lieu pour I X - - X o l < Q < h l x o l  -~.~176 Par 

suite, on a lY[ > ~-K--- pour Ix - -  x, I ~  Q- On en conelut que, pour ces derni~res 

valeurs de x, of(x, y ) <  [xl -~, si I xo[ est choisi assez grand. Par suite, on peut 

rdp4ter les raisonnements qui nous ont conduits dans ]e cas 2) ~ l'indgalit~ 

[rf~(x,x,,)]< 2k~ r. On aura done 

lyl-(p - ' )  < + + Ix~ 
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< [ h ( p - -  z)la(o~ + 2ke') + z]lx0~ -~m-')(~ 

d'ofi l 'on eonclut  quc 

IX{ o +  ~ 

l y e >  K " 

non seulement  pour  ~x--xo I< e, Cette  in6galit~ a done lieu mais aussi pour  

I X - - X o l ~ r  par suite, elle a lieu dans un eerclo plus grand.  De proche en 

proche on volt  qu'elle doit  avoir  lieu pour ix- -x01  < h l x01 -;~-(p-1)(~+~). 

Par  les ra isonnements  du cas 2) on about i t  donc ~ l 'in6galit6 ]y01<]x0] ~ 

qui est en contradic t ion avec l 'hypoth~se.  

Pa r  la, le t h 6 ~ S m e  A r est dSmontr6, le nombre  z ~tant  6gal h a + e; ~ est 

un  nombre positif  sat isfaisant  ~ la seule in6galit6 - -  9~ 0 - -  (p - -  i) (a + ~) < i 6crite 

plus haut .  

3. Nous eonsid6rons ma in t enan t  le cas g6n6ral oh il existe des points  singuliers 

dans le voisinage de x ~  ~ .  Soit X un point  dans le voisinage de x = ~  et  soit 

') 
y - -  ( x _  2 ) -? ; ;~  x _  ~)pc-~ 

l ' intggrale qui a l e  point  singulier 2. Nous d~montrons d ' abord  le th~or~me suivant:  

Th~or~me B ~. Si  h est un hombre donn~ quelconque et si est su//isamme~t 

( ') grand, la s~rie ~ ( x ~ ) p c l  converge pour 

I x -  xl < h I (p + 

Supposons que le rayon  de convergence o soit plus petit, que h I ~  -~'-(p-I~(~ 

E n  ra isonnant  eomme au n:o prgc~dent on volt  que l'in~galit~ l y l > l ~  't~+~- .a lieu 

pour I x - - 2 1 <  0 et que l 'on a, pour ees m~mes valeurs de x, Iq~,(x,~:)l< 2k~', 

~,(x, ~) ~tant  d~finie par l'6galit~ 

--y-(~'-~) = (p - -  ~)ar176 x) X~.o (~ + ~f, (x, x)). 

Si l 'on prend r < .o, il existe donc un nombre G (qui d4pend de x,r tel 
1 

que l YI< G pour toute  d4terminat ion de (x - -  x)~ -~ et pour ~' < l x - - ~ l <  o. Or, 

il existe n4cessairement sur le cercle I x - - ~ 1 =  .o un point  singulier x, tel que 
1 

lim y = oo, si l 'on choisit une certaine d4terminat ion de (x - -~ )~  -~.  Cette con- 

t radict ion d4montre  le th(~or~me. 

Nous prenons ma in tenan t  ]e nombre h de mani~re que h(p--]:)la(.~)l>o_, 
et nous d4montrons le th4or~me su ivant :  
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Th6or~me (Y. Soit ~3 ( x - - x  o) l'intdgrale qui pour x ~ x~ devient dgale ~ Yo. 

S i  Ix 0 [ est assez gra~wl et si la sdrie ~3 (x - -  Xo) converge pour Ix - -  xo I < h ]Xo ]-~,-0,-1~r 

on a ndcessairement ]Y0] < Ix0] ~+~. 

Nous prenons l e  nombre d de mani~re que h ( p - - i ) l a ( o ~  et 

nous supposons que l 'on ait  [y01~]x0] ~+~. En ra i sonnant  de la m6me mani~re 

qu ' au  n:o pr6c6dent, on abou t i t  alors/~ l'in6galit6 Jy0]<]xo]~ Cette contradict ion 

d6montre  le th6or~me. 

Nous avons 6nonc6 les r6sultats  de M. BOUTaOVX sans in t roduire  la not ion 

d 'une  surface de RIE~AI~)I appa r t enan t  ~, une int6grale donn6e. C'est ce quo 

nous avons fai t  parce qu'il  y a, en g6n6ral, u n e  cer ta ine difficult6 /~ concevoir  

une relic surface. Mais si on introdui t :  la surface, 1 on peut  6noncer, avee 

M. BOtlTROUX les r6sultats pr6c6dents d 'une  mani~re plus intuit ive.  Consid6rons, 

pour  chaque point  singulier ~ d 'une  int6grale, un  cercle sur la sur[ace de RI~- 

MAI~, a y a n t  le centre ~ et le rayon  h ] ~ - ; ~ - ( p  -1)(~ On conclut  faci lement 

du th6or~me B r que deux cercles correspondants 5 des points singuliers 7c assez 

r n'ont aueun point commun, et on conclut  du th6or~me C' que l'indgalitd 

]yl<=lx[~+~ a lieu ~ l'extdrieur de ces cercles si Ixl est assez grand. 

4- Nous 6tudions ma in tenan t  l '6quation g6n6rale (I). I] est permis, comme 

on le salt, de supposer que les degr6s p, q des fonetions P ,  Q par  rappor t  h y 

sent  li6s par  la relation p = q + 2. Car si cet te relat ion n 'es t  pas remplie, on 

obt iendra,  par  la subst i tu t ion y = a + I ,  une 6quat ion diff6rentie]le pour laquelle 

elle a lieu, si a est une constante  telle que P ( x , a )  et  Q( x ,a )  ne sent  pas nulles 

ident iquement .  

Supposons que x-----co soit un point  ~ et  6tudions la eroissance des int6grales 

dans  le voisinage de ee point .  Posons 

P ( x ,  y) -~ aoyP + "  "+ aj, 

Q ( x , y )  ~ b ,  yq + . . .  + bq 

et 

ai = x)-i (a~o) + at1) I + . . . )  
�9 i X 7 

at0~o ( i ~ o , I ,  ..p) 
i 

i Voir POI~CAR~:, Bulletin de la Socidtd MatMmatique, 188;3, et Acta mathematica, t. XXXI. 
Aeta mathematiea. ~. tmprim~! to 3 f6vrier 1913. 39 
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les s6ries 6 tant  convergentes si Ix[ est suf f i samment  grand.  En posant  

P ~ ~o ,, ta(+ ~ y)~ ( ~ = y  x - - , o x ~ , o  ~ + 9 ( x ,  ! 

et en supposant  que 

I v l ~ l , I  ~ 

off a d6signe le plus grand des nombres  

(z~.- z0) (i = ~ . . . .  p) $ 

~ ( ~ - - , " 0 )  ( i  = q) I 

et  e un  nombre  positif, on vol t  que l ' in~galit6 

Iq~(x, Y)I< Ixl  - ~  

a lieu si Ix[ est assez grand,  ~ 6 tan t  un nombre positif  plus pet i t  que les nom- 

bres ~, x. 

L '6qua t ion  Q (x, y) ~ o donne,  dans  le voisinage de x ~ ~ un certain hombre  

q' de s6ries 

~'i ( 1 ) 
t t to=x~'-~% x - ~  ( i = i  . . . .  q'). 

Nous posons y = fl(J)+ i ,  et  nous  aurons  pour  z une 6quat ion diff6rentielle z 
de la forme 

d z  a ~ z p  + . . .  + a p j  

d x  bv j j  z q - ' j  -t- " '  + bqj  

si vj d6signe l 'ordre de multiplicit6 de la racine riO) de l '6quation Q(x,  y ) =  o 

pour  une valeur  queleonque de x. Posons 

( _ !  ) 
a~i xZlJ a!~ ) + (') x "J = ~ ,j aii + "'" , a ~  ) # 0 ( i  = O, I , . . .  p )  

les s6ries 6rant convergentes si [x[ est suffisamment grand. 
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Ecr ivons l '6quation diff6rentielle pour  z sous la forme 

_ . / a  (~ \ 
dz +2xZ~ ~'~J~ I ~ + ~f~(x, z) 
d x  = z~ tb(o) ) 

et supposons que 

I,l>lxl~ 
off a i d6signe le plus grand  des nombres  

i - -  vj (,tqi - -  ~%i) 
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T h ~ o r ~ m e  A.  

assez grand on a 

I T  I 

ces in~al i t& ayant lieu pour route d~termination de y et de ~o .  

(i = i . . . .  p) 

( i =  ~'i + ~ , . . . q )  

et t i un hombre positif. Si ~ est un hombre  posit if  plus pet i t  que les hombres 

,j et i ,  on volt  que l 'in6galit6 

I i(x, z ) l < l x h  

a lieu si Ix] est suf f i samment  grand.  

Cela pos6, consid6rons d ' abord  une branehe d ' int6grale y d6finie par  pro- 

longement  ana ly t ique  dans un certain domaine Ix]>  r, dans lequel les conver- 

genees et  les in6galit6s pr6c6dentes out  lieu, e t  sa t isfa isant  k la condit ion que 

les 6galit6s V=fl(J~(x) n ' on t  aueuno racine k dis tance finie. La  branche z 

d6finie par  l'6galit6 y = $($) + i_ n 'a  done aueun point  singulier h distance finie. 
z 

Rappor tons  nous g la d6monstra t ion du n:o 2 en p a r t a n t  de l '6quation 

dz z,~+ 2 x;.Oj_ mV j {a~) 
dx  -- | ~ .  + q~ (x, z) 

X ~j j  / 

et en supposant  que le hombre  tj sat isfai t  k l 'in6galit6 

- -  + + < 

On obt iendra  faci lement  le th6or~me su ivant :  

Pour tout point x ~ l'extdrieur d'un cerele I z l = r  de rayon 
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Consid6rons m a i n t e n a n t  l ' int~grale ( x -  ~)-~ ~3 ( x - - ~ )  qui pour  x = ~ dev ien t  

6galo ~ o~, et l ' int6grale 

' ( 11 u=~(') + ( x - x )  ''§ ~, ( x - x )  ' ' ~ i  , ~ , ( o ) ~  o 

qui pour  x = & devient  ~gale s ~ ( i )=  fl(o(~), et posons 

~ - ( x - ~ )  " ~ ' ~  ( x - ~ )  " ~ i  
y - -  ~ 

Si le nombre e satisfai t  s l 'in6galit~ 

- -  (;t0 --,,,o) - -  (~ + ~) < ~, 

on d6montre  comme au n:o 3 le th6or~me su ivant :  

Th6or~me B*. Si  h est un nombre donn~ guelconque et si ]Yc] est su/fisamment 
grand, la sdrie ~3 (x--Jc) converge pour 

Iz  - ~1 < h l ~  I - ( ~ ~ 1 7 6  (~ + ~) 

( 1) 
el la s~rie 9~i ( x - -  ~)*'i + 1 pour 

[ x - - ~ ] <  hix l - (~~-""~)  -(''~+ ~)(~ +~). 

En  effet, supposons p. ex. que le r ayon  de convergence e de y ---- (x - -  ~)- 1 ~ (x - -  x) 

soit plus pet i t  que h]~] - (~ .o -~) - (~  Pour  ] x - - ~ ] <  e on aura  

a(o) 
_ y - X  = ~_oO) ( x - - x ) x ~ - , ~  (I + ~, (x, ~)) 

avec ] ~  ( x , x ) [ < 2 k d .  Si l 'on prend  ~ ' < r  il existe done un nombre G tel que 

lyl<O pour 

De plus on aura  pour ]x--~]<q 

Ibto) I 1.~1~ +,  lYl>l .,Ih(  
par suite 
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}Q (x,  y)} > ]b~~ (I --Ix~ -~) 

> ~lb(o)llxl, '. lylq, 

si {~{ est assez grand. 

Or, il existe n~cessairement sur la circonf~rence [ x - - X l ~  e un point x~ 

tel que l'on ait ou bien lim y ~  ao, ou bien lira Q ( x , y ) ~ o .  Cette contra- 

diction dfimontre le t,h~orbme pour l~ s~rie ~L~(x--x). De la m~me mani~re 

( ' )  
on le d6montre pour ~3i ( x - - x )  ~+ i  . 

la(O) I la(~ 
Prenons  main tenan t  les nombres  h, hi de Ib o 1>2, ]b ,i J mani~re queh ~ ]  h i ( r i+ I )  ~ >2, 

et  soit y ~ ~ (x - -  Xo) l'intdgrale qui pour x = x o devient 6gale h Yo, Q (xo, yo) ~tant 

different de z~ro. Posons de plus i y _  fl(ii= ~(o (x - -xo)  en chosissant une certaine 

d~termination de fl(~). On d~montre comme au n:o 3 le th~or~me suivant:  

Th6or~me C*. Si  [xol est assez grand et si la Mrie ~ (X--Xo) converge pour 

Ix ~ xo ] s h ] xo ~ (;'~ ~) - (~ + o, on a ndcessairement ]y0[s [~+ ~. Si  la sdrie ?~(1) ( x - -  Xo) 

converge pour [X--Xo[ ~ h i lxoF ()'~ l)(~ ei), on a Yo - -  ~(i) (Xo) ~}Xo] ~ 

I1 importe pour le suivant de choisir les hombres e, ei de mani~re que tous 

les exposants 

- - ( Z o -  ~ ' o ) -  (a + e), - - (Zoi-- ,u , ,  i ~ ) -  (~i + z)(e l  + ~i) 

deviennent ~gals. Si v~ d~signe le plus grand nombre que l'on peut  obtenir de 

cette mani~re, et si h' d~signe le plus grand des nombres h, hi, on peut  ~noncer, 

au lieu des th~or~mes B*, C*, ]es th~or~mes suivants qui sont un peu moins prdcis, 

mais se pr6tent  mieux pour les applications: 

Th~or~me B. Si  h est un hombre positi /  donnd quelconque et si  [~[ est 

su/ / isamment  grand, les sdries ~ ( x - -  x),  ~i ( x -  x) vi~l convergent pour 

[ ~ - - . ~ 1 <  h i l l  ~' . 

Th~or~me C. Si  Ix0[ est assez grand et si la s~rie ~ ( x - - x o )  converge pour 

I x - -  x o [~  h ' lx  o I", on a n~cessairement [ Yo [~[ xo I ~ + ~. S i  la sgrie ~(i) (x - -  xo) converge 

pour I x - -  xol < h'lxol", on a Ix01 ~ + ~i. 
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Introduisons maintenant une surface de RIEMANN appartenant  h une int~grale 

donn6e, et consid6rons pour chaque p61e k un cercle ayant  le centre x et ]e 

rayon hr]x[ ~'. On voit que deux cercles correspondant ~ des p~les k assez dloign~s 

n'ont aueun point commun, et que l'on a une in~ali td de la [orme ]y] < ]x] ~ pour tout 

point assez gloigng situd ~ l'extdrieur de ces cercles. 

Le nombre v s 'obtient de la mani6re suivante. S i x  est un point  critique 

alg6brique tel que y _ f l ( o  s'annule pour x = & ,  on a, pour Ix--~l<h']5~] ~', une 

5galit~ de la forme 

a(o) 
o i X ~'~ ~'i i ( I _ ( y _ f l ( o ) , ' ~ + ~  = (~,~ + ~) ~ m  (x - -  x) + ~f~(x, ~)) 
*'i s 

avec [~/(x, x)[ < 2k~ r. Par  suite, on aura une in~galit6 de la forme 

l y l < l x l  ~' 

k l'int~rieur du cercle consid~rC Le nombrc r e s t  le plus grand des nombres 

a + e, vi ( i =  x , .  . .q ' ) .  

On aura facilement un 6nonc6 analogue pour Ies quotients ~ mais y _ fl(i~, 
nous n'y insistons pas. 

II. l~tude d 'une int6grale part icul i~re /~ un hombre  tint de d6terminat ions .  

5. Nous appliquons maintenant les r~sultats pr6c~dents ~ l'~tude d 'une 

int6grale de l '~quation (i) qui satisfait s la condition suivante: si x0 est un point 

quelconque, il n'existe qu'un nombre fini de s~ries de puissance de x - - x 0  

qui appart iennent  s l'int~grale consid~r~e. On voit facil6ment que ce nombre 

est le m6me pour tout  point x0 qui n'est  pas un point singulier de l'int~grale. 

Nous le d6signons par  m. On dit que l'int~grale consid~r~e est une fonction h m 

d~terminations. 

Nous eommen~ons par l'~tude d 'une fonction uniforme qui satisfait s l'~qua- 

tion (I). Pour une telle fonction, M. PETROVITCH a d~montr6 certains r~sultats 

int6ressants: 1 supposons que l'on a fair au besoin une transformation lin6aire 

= a  +-~, de mani6re que les degr~s p, q des fonctions P ,  Q par rapport  y y 

sont lids par la relation p = q +  2; alors, si l '~quation Q ( x , y ) = o  en y a au 

moins trois racines distinctes, toute intggrale uni/orme est une /onction rationnelle. 

Si l '6quation Q (x, y ) - - o  n'a que deux racines distinctes, il ne peut y avoir deux 

intdgrales uni/ormes qui soient des transcendantes distinctes. Enfin, si l'(~quation 

Voir ]~. PICARD, Traitd d'Analyse, t. III, p. 356. 
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Q (x, y ) =  o n'a qu'une seule racine, il ne peut y avoir plus de deux intdgrales uni- 
/ormes qui soient des transcendantes distinctes. Si Q (x, y) est ind6pendante de y, 

on a une 6quation de Rlcc~tTI, et alors il ne peut y avoir plus de trois int6grales 

transcendantes distinctes. A l'aide du th6or~me A nous d6montrons mainte- 

nant  le th6or~me suivant: 

Th6ori~me 1. Si l'dquation (i) n' est pas une ~quation de Riccati, toute int~grale 
uni[orme est une /onction rationnelle. 

Soit y = / ( x )  une fonction uniforme qui satisfait ~ l'6quation (I). A l'ex- 

ception des points ~, cette fonction n'a d'autres points singuliers que des pSles. 

i est une fonction uniforme qui n'a aucun point Il est facile k voir que Q (x, y) 

singulier en dehors des points ~. En effet, si ~ est un p61e d e / ( x )  c'est un z6ro 

de i et si x o est un point r6gulier de / (x) on a n6cessairement Q (x0,/(x0)) # o, 
Q (x, y)' 

dy  
ear dans le cas eontraire on aurait  ~ ~ r pour x =xo, les expressions P (x0,/(xo)), 

Q (x0, / (x0)) ne pouvant pas 6tre nulles en m~me temps sixo est diff6rent des points ~. 

En s 'appuyant  sur le th6or~me de LAVREST on aura done, dans le voisinage 

d 'un point ~, 

+ 

G(u) 6tent une fonetion enti~re de u. Or, il r6sulte du th6orgme A qu'il 

existe un nombre Q tel que 

pour tout point x dens un certain voisinage de ~. Par suite, si ~ > o  on aura 

Io(u)l<l ul- + 

pour route valeur de u assez grande en valeur absolue. D'apr~s un th6orbme 

connu il en r6sulte que G (u) se r6duit k un polynome. 

I 
I1 est done d6montr6 que Q(x, y) n'a d'autres points ainguliers que des p51es, 

c'est done une fonetion rationnelle. Par suite, /(x) est une fonction alg6brique; 

comme elle est uniforme elle est done rationnelle. 

6. Nous dtudions maintenant  une int6grale h u n  hombre de d6terminations 

qui est plus grand que i .  Nous consid6rons d'abord l'6quation (i') (voir p. 300), 

et nous d6montrons le th6or~me suivant:  
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Th~or~me 2'. Si  l'gquation (~') ne se trans/orme pas ~t une g~uation de Riccati 

dz  
-d~-= az  ~ + bz + c 

par une trans/ormation de la /orme 

Z ~  
y" + [~ y"--~ + .. .  + ~,~ 

yn- -p+l  "k % y " - P  + "'" + a,,' 

les coe//icients a,  b, c, a ~ , . . ,  c~,~, tip . . . .  fin dtant des/onction8 rationnelles de x,  route 

intggrale dt un  hombre ]ini  de ddterminations est ndcessairement une /onction algdbrique. 

Ce th6or~me sera d6montr6, par une d4monstration indirecte: en ne faisant 

priori aucune supposition sur la forme de l'6quation diff6rentielle, nous partons 

de la supposition, qu'il existe une int6grale transcendante s un hombre fini de 

d~terminations, et nous en eonclurons que l%quation se transforme n6cessairement 

une 6quation de RICCATI de la mani~re indiqude. 

Soit done / (x )  une int6grale transcendante s un nombre fini m de d6ter- 

minations. I1 est 6videmment permis de supposer que p >  2. Alors, il existe 

n6cessairement une infinit6 de points singuliers de / (x ) .  En effet, s l'aide du 

th6or~me A' on ddmontre, comme au n:o pr6c6dent, que toute int6grale ~ un 

nombre fini de branches et ~ un hombre fini de points singuliers est n6cessaire- 

ment une fonction alg6brique. 

Les points singuliers distinets des points ~ sont des points critiques alg6- 

briques. I1 importe de former des expressions sym~triques de certaines d6ter- 

minations de i t (x) en hombre aussi peti t  que possible de mani~re que ces 

expressions d6finissent des fonctions qui sont uniformes au voisinage des dits 

points singuliers. On parvient ~ ce but de la mani6re suivante. Soient y~ . . . .  y,n 

m d6terminations de /(x) (m s6ries de puissances d'une m~me diff6renee x- -x0) .  

On d6montre facilement qu'elles se r6partissent en groupes ~ un m~me nombre 

n' d'~16ments de la mani~re suivante: on peut venir d 'un 616ment ~ un autre 

appartenant  h un m~me groupe par prolongement analytique le long d 'un chemin 

ferm6 qui ne tourne autour d 'aucun point ~,~ mais on ne peut pas venir de 

eette mani~re d 'un  416ment y~ s un autre 616ment y,~ qui n 'appart ient  pas au 

groupe de y~. On dit que les 61dments d'un m~me groupe se permutent  autour  

des points singuliers de /(x) distincts des points ~. On volt faeilement que le 

nombre n' est le mSme pour tout  syst~me de m d6terminations de /(x) .  

1 On dit qu'un chemin ferm6 ne tourne pas autour du point a, si l'on peut le r6duire h 
un point par" ddformation continue sans qu'il passe par le point a (cf. la h~ote cit~e de M. 
PA~I,EV~:, p. 147). 
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Si l 'on prend certains points singuliers ~' de / (x)  en hombre fini distinets 

des points ~, et si l'on suppose que les chemins ferm6s ne tournent  non plus 

autour  de ces points ~', on pourrait  obtenir  une valeur plus petite de n ~. Nous 

d6signons par n le plus peti t  nombre que l'on peut  obtenir en a joutant  de eette 

mani6re aux points ~ un nombre fini de points singuliers de [(x).  A chaque 

point  x o distinct des points ~ et des points singuliers de / (x)  correspond done 

un certain nombre de groupes s n 616ments en lesquels se r6partissent les s6ries 

de puissance de x - - x  o appar tenant  ~ / (x) ,  les ~l~ments d 'un m~me groupe se 

permutant  autour  des points singuliers de / (x)  qui sont distincts des points 

et d 'un nombre / i n i  d'autres points choisis arbitrairement.  

Supposons que les groupes sont 

Y l }  �9 �9 �9 y n j  

Y n + l , . . . y ~ n ,  

y m - n +  1, �9 �9 �9 ym, 

et consid~rons les fonctions sym6triques 616mentaires ]~ ( y , , . . . y , )  ( ~  i . . . .  n) 

de Yl . . . .  y ,  ainsi que [~ (y ,+ l  . . . .  Y2 , ) , . . . / ~ (Y ,~ - ,+ l , . . .Y , , )  ( v = I , . . . n ) .  Les 

expressions /~ (y~ . . . .  Y~), /~ (y, + 1 . . . .  yen) . . . .  /~ (y ,~- ,  + I . . . .  y,,) d~finissent des 

616ments d 'une m6me fonction /~(x). Il est facile h voir que cette fonction n'a, 

en dehors des points ~ et des points singuliers ajout6s h e e s  points, d 'autres 

points singuliers que des pSles, ee que nous exprimons plus bri~vement en disant 

que f, (x) est de caract~re rationnelle en dehors des points ~ et des points ajout~s. 

En effet, prenons ~ distinct des points ~ et des points ajout~s et consid6rons les 1(  ,) 
deux cas suivants: 1 :o il n'existe aueune s6rie de la forme (x - -  ~) p -  1 ~ (x - -  ~)~-:i- 1 

qui appartient  ~ / (x) ,  2:o il existe une telle s6rie. Dans le premier cas le point 

est un point r6gulier de routes les fonctions Jr (x). Dans le second cas, les 

p ~ I  ddterminations de la sdrie on question et certaines s6ries de puissance de 

x - - ~  en nombre de n ~ p  + I consti tuent  un syst~me de n d6terminations de 

/ ( x )  qui se permutent  autour  des points singuliers distincts des points ~ et des 

po in t s  ajout6s; l a v  ~m~ expression sym6trique de ces n d6terminations, qui 

d6finit une branche de /~(x),  s'6crit sous la forme 

( z - -  .~) ~ 1  ~ ,  x - -  .~ , 

off les puissances fractionnaires disparaissent. 
un p61e de ]~ (x). 

Acta mathematica. 36. Imprimd le 3 f~vrier 1913. 

On voit done que ~ est au plus 

4O 
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Si ~ < p - -  z les puissances n6gatives disparaissent. Les fonctions/~ (x) . . . .  fp--2 (x) 

n 'ont  donc aucun point  singulier en dehors des points ~. Cette remarque et les 

th6or~mes B r, C t nous permettrons de d6montrer la proposition suivante: 

Lea/onctions /~ (x) . . . .  ]p_.~(x) 8ont des/onvtions alg~briques. 

Nous supposons que x = ~ soit un point  ~ et nous d~montrons qu'il existe 

un nombre G tel que l'in~galit6 

a lieu pour tout  point  x assez 61oign6. 

Prenons ~ cet effet le point  x0 assez 61oign6 distinct des points singuliers de 

](x), soient ~)~(x--x0) (v----z , . . .  n) n 616ments de [(x) qui se permutent  autour  
des points singuliers distincts des points ~ et des points ajout6s et posons 

/ ,  (~, (~ - -  ~0) . . . .  ~ ,  ( x - -  x~ - -  ~(~ ( ~ - -  ~0) (~ = ~ . . . .  p - -  ~). 
Nous cherchons d 'abord le nombre maximum de points singuliers que l'on 

peut  rencontrer en prolongeant les stries ~ (x- -xo)  (u-~ x . . . .  n) dans le cercle 

I ~ - ~ 0 1  < 4 (n + p -  ~) hlx0t_ u _ ~ _ ~ o + o "  
p - - I  

Supposons qu'il existe un point  singulier ~ de $~ (X--Xo) dans ce cerele. 

le voisinage de ~ on aura donc 

~ , ( X - - X o ) = ( x -  ~)  p - ~  ( x - - ~  . 

Dans 

II r~sulte du th6or~me B' que la s6rie au second membre converge pour 

p - - I  

si i~1 est assez grand. Par  suite, elle converge dans le cercie considdrd tout-L- 

l'heure si I xol est assez grand. En prolongeant la sdrie ~ ( x - - x , )  dans ce 

cercle on ne peut  donc rencontrer aucun point singulier autre que ~. Or, 

nous savons que p - - i  des s6ries ~ ( x - - x , ) ( ~ = i  . . . .  n) admet ten t  le point  

singulier ~. On voit  donc que le nombre des points singuliers que l 'on rencontre 

en prolongeant ces s6ries dans le cercle consid6rd est au plus 6gal A P - - i "  

On en conclut qu'il existe dans ce cercle une couronne circulaire de centre zo et 
de largueur 4h]x0~-~o-(p -1) (o+e) qui ne contient aucun des dits points singuliers. 
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Prenons un point xl sur la circonf6rence de centre x0 dont le rayon est la valeur 

moyenne des deux rayons de la couronne. Le cercle J x - -  x~ ) < 2 h I Xo I -  ~o-(p- 1) (o + ~) 

ne contient donc aucun des points singuliers consid6r6s. Par suite, en prolonge- 

ant  les s6ries ?~(x--xo) (~,~-i, . . . n )  le long d 'un chemin de xok xz ~ l'int~rieur 

du cercle Ix x01< 4 ( n +  P--I)hlxo~;~-(p-1)(~+~)onobtiendran " " - - -  s er i e s  r  
p - - i  

(~ = i . . . .  n) qui convergent pour I x - -  x~l < zhlx~ -~-(r-1)(~ Elles conver- 

gent done pour ]x--xzl<hlx~-~,-(p-~)(o+~), si l 'on a choisi x~ assez ~loign6, et 

il r6sulte maintenant  du th6or~me C' que 

I ~ ( o ) 1  < Ix ,  I ~+~ ( v = I  . . . .  n) .  

Si Ix0] est assez grand, il r~sulte de la supposition que les s~ries ~(")(x--xo) 

( ~ - ~ i  . . . .  p - - z )  convergent pour IX--Xol<lx,--xo].  On peut donc 6crire 

(n)lx, l" ( ~ = I  . . . .  p - - z )  /--/ 

et ces in~galit~s ont lieu pour tout  point x~ de la circonf~rence consid6rde. Si 

l 'on introduit x o au lieu de x~ dans les seconds membres on aura des in~galitds 
de la forme 

]~(v)(Xi--~g0)l<gl201v(~ (~'= I , . . . p - -  2) 

off 9 d~signe un certain nombre qui d6pcnd de x0 mais pas de x~ et qui reste, 

comme on le volt facilement, plus peti t  qu 'un certain nombre G quand xo tend 
vers l'infini. 

Comme les derni~res in6galit6s ont lieu sur toute une cireonf6rence de centre 
x 0, on aura aussi 

I (' (o)l<alXol . . . .  p - 2 ) .  

Comme Xo est un point queleonque distinct de certains points isol~s (points 
singuliers de [ (x)) on aura donc 

. . . .  p - - 2 )  

pour tout  point x assez 61oign6 et pour toute d6termination de [~ (x). 

Comme les fonetions /~ (x) ont un nombre fini de d6terminations on peut 

maintenant  d6montrer, comme au n:o precedent, que le point x = oo est au plus 

un point singulier alg6brique pour les fonctions /~(x), . . .[p_2 (x), et il est done 

d~montr6 que e'est fonctions n 'ont  d 'autres points singuliers que des points 
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singuliers alg6briques.  Comme elles on t  un nombre  fini de branches  elles s en t  

done des fonet ions  alg6briques.  

7. Nous  ~tudions ensui te  les fonct ions  [p - l (x )  . . . .  / . ( x ) .  A cet  effet ,  

nous d6duisons d ' a b o r d  un sys t6me d '6quat ions  diff~rentielles pour  [~ (x) . . . .  [ ,  (x). 

Soit  x0 un  poin t  d is t inc t  des points  ~ et  consid~rons n s6ries de puissance 

de x - -  x~ : y~ . . . .  y~ qui  sa t i s font  ~ l '~quat ion (#) (cer ta ines  de ces s~ries p o u v a n t  

~tre ident iques) .  D~signons pa r  z ~ , . . ,  z,, les fonct ions  sym~tr iques  ~14mentaires 

de y~ . . . .  y . .  E n  d4r ivan t  l '4quat ion 

y,, + zl y,,-1 -t- "'" "~- z,,-~ o, 

oh y d6signe l 'une  que lconque  des s6ries Y t , . . .  Y-, e t  en s ' a p p u y a n t  sur  l '6qua- 

t ion  (I  ~) on  ob t i end ra  

(ny  "-1 + ( n - - i ) z ~ y  '*-~ + .. .  + z,~_l)(aoyV + .. .  + ar) 

d z i  n 1 dz,, 
+ ~ y  - + . . .  + ~ x  = O .  

Ajoutons  ~ ee t te  ~quat ion l '~quat ion su ivan te  

(B~ yp-1 + . . .  + Bp) (y~ + z~ yn- i  + . . .  + z , )  ~ o ,  

B ~ , . . . B j ,  ~tant  d~termin~s de mani~re que l 'on ob t i enne  une  5qua t ion  de degr~ 

n - - I .  Cet te  ~quat ion de degr~ n - - i  aura  la fo rme  

oh 

(z~ B v + .. .  + z~,+,-1 B~ + A,.) y"-~ = o,  

d zv 
A ~ = ( n - - v  + i )avz~_l  + .. .  + ( n - - ~ , - - p  + x)aozv+v-l  + d x  

(~I, ...n) 

et  z, ~ o si v > n. Elle est  rempl ie  p o u r  y ~ y~ . . . .  y = y , ,  e t  si cer ta ines  de ces 

s~ries sen t  ident iques,  la somme des ordres  de mult ipl ici t6  de ses racines est  ~gale 

n. P a r  suite,  elle se r~duit  h une  identi t~ et  on au ra  done les ~quat ions  sui- 

van t e s  

z~,Bv + ".- + z~.+p__lB~ + A , , ~ o  O , =  I ,  . . . n ) .  

On vo i t  de sui te  que  B~ . . . .  Bp-1, B v + ( p - - I J a o z j , - 1  s '6cr ivent  comme dea 
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fonct ions  ent i~res e t  ra t ionnel les  de ao, a, . . . .  % ,  z , , . . ,  zj,-2. Les derni~res 6qua- 

t ions p e u v e n t  done s'6crire, si l 'on in t rodu i t  lea expressions pour  A~ . . . .  A,,: 

(2) dz,, 
d x  (p--I)aoZ~--lz~ + al:')z ~, + a ~ 

It--p--1 

( v  = I . . . .  n) 
lea coefficients a (~) a (') 6rant  des fonct ions entibres e t  ra t ionnel les  de a 0, a t ,  

. . . a p ,  zt . . . .  zp-2. C'est  le sys t~me d '6quat ions  diff6rentielles que nous voulions 

obtenir .  

Inve r semen t ,  si zt . . . .  z~ est une solut ion que lconque  du syst~me (2), rou te  

solut ion de l '6quat ion  

y ' + z t y ~ - l + ' . - + z ~ = o  

sat isfai t  h l '6quat ion diff6rentiel le (I'). Car soient  y(,~ . . . .  y~) les valeurs  pour  

x = x 0 de  ees solutions.  Les fonct ions  sym6tr iques  616mentaires des int6grales 

de (I') eo r r e spondan t  aux  valeurs  initiales y(,~ . . . .  y ~  pour  x =  x 0 cons t i tuen t  

une  solut ion du  syst~me (2) eo r re spondan t  ~ des valeurs  initiales p o u r  x =  x0 

6gales aux  valeurs  pour  x = x 0 de zl . . . .  z , .  Cet te  solut ion eat done ident ique  ir 

la solut ion z t , . . . z ~ ,  ce qui  d6mont re  no t re  assert ion.  

8. P o u r  pr6parer  l '6tude des fonct ions / r - l ( x )  . . . .  /, ,(x) dans le cas de n 

que lconque  nous  6tudions  d ' a b o r d  quelques  cas par t icul iers .  Afin d ' avo i r  des 

valeurs  aussi pe t i tes  que possibles de n nous consid6rons l '6quat ion  

( i ' )  d y  
d - - x ~ a ~  

pour  laquel le  p=~ 3 (pour  p que leonque  on a n > p - - i ) ,  et  nous 6tudions  les eas 

n ~ 2 ,  3 ,  4. 

P o u r  ees valeurs  de n le sys t~me (2) s '6cri t  

d z t  
~ - = ( 2 a l - - 3 a 0 z t )  z2 + at  z[ - -  a, z~ + a 2 z , - - 2 a 3  

d z2 
= - -  2 a ,  z ]  + (ao z~ - -  a ,  z ,  + 2 a2) z ,  - -  a s  z ,  

n ~  3 

dzl  s 
~ = 3 a o Z s  + ( 2 a , - - 3 a o z t ) z 2  + a o z l - - a ~ z  ~, + a2z t -- 3aa 

dz2 
~ -  ----- - -  2 ao z~ + (3 at  - -  ao z , )  z3 + (a~ z~ - -  a ,  z ,  + 2 a s )  z2 - -  2 as  z,  

dzs 
~ - - 2 a o z 2 z s  + (aoz~ - -a t z ,  + 3a~)z s - -asz~  
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n ~ -  4 

d z  t 
= 3aoz  ~ + ( 2 a l - - 3 a o z , ) z ~  + aoZ~ - - a t z  ~ + a z z ~ - - 4 a ~  

dz2  

d x  
2aoz]  + 4aoz4 + (3a~- -aoz , )z~  + (aoz~ - - a , z ~  + 2 a ~ ) z ~ - - 3 a a z  ~ 

d z 3 

d x  
z ar zz z~ + (4 a, - -  ao z~) z4 + (ao z~ - -  a~ z t + 3 a2) z3 - -  2 aa z2 

dz4  
dxx -~ - -  2 a ~  § (a~ ~ a~ zl + 4a2) z ~ - - a 3 z 3  

Etud ions  d ' abord  le c a s n  = 2. La fonction [t (x) est  une fonct ion alg6brique. 

Au eontraire,  ]~ (x) est n~eessairement t ranscendante ,  s i n o n / ( x )  serait  alg6brique. 

Si z~, z 2 sent  des 616ments de /~ (x), ]2 (x) resp., la premibre 6quat ion du syst~me 

(2) doi t  done fitre ind6pendante  de z2, par  suite 

2 q  1 
Z 1 - -  

3 ao 

d z  t 
d x  ~ a o  zl  - -a~  z I + a2z t - - 2 a  3 , 

ce qui donne une 6quat ion de eondi ton pour ao, a~, a2, a3. Si cet te  condi t ion 

2 a t est remplie,  le syst~me (2) se r6duit  pour  zl = - - -  h la seconde 6quat ion seule: 
3 ao 

dz~  
d--~ ~ - -  2 a o z ]  + (ao z~ - -  a t z ,  + 2 a , )  z2 ~ a3 z , .  

Par  suite,  si l 'on pose z2 = - - z  on aura  le r6sul ta t  su ivan t :  

Si z est une  solution quelconque de l '6quat ion de RICCATI 

d z  
~ - x = 2 a o z  s + ( a . z ~ - - a l z ,  + 2a2)z  + a3z ~ 

route solution de l '~quat ion 

yS + z l y  = z  

sat isfai t  ~ l '4quat ion diff~rentielle ( i ' ) .  

Par  1~, le th~or~me 2' est d6montr6 dans  le c a s n  ~ 2. 

C'est c e e a s  qui a 6t6 6tudi6 par  M. PAINLEV]~ dans  la Note  cit6e. On voit  

comment  la d6monst ra t ion  pr6c6dente est plus simple que celle de M. PAI~L~.V~.. 

Pour  l '6quat ion g~in6rale (i) la d6monstra t ion devient  un peu plus compliqu6e, 
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mais la complication est pr incipalement  de na tu re  formelle, comme nous allons 

le voir dans  le n:o I2. 

Consid6rons ma in t enan t  le c a s n  = 3 .  La  fonction /~(x) est toujours  une 

fonct ion algdbrique, mais [2(x )e t  Is(x) ne sont  pas toutes  deux des fonctions 

alg6briques. Si z~, z2, z, sont  des 616merits des fonctions /~(x),/2 (x), ]3(x) resp., 

la premi6re dquat ion du sys t6me (z) donne pour  z~ une expression lindaire de z2 

don t  les coefficients sont  des 616ments de fonctions alg6briques. I1 est done im- 

possible que [~ (x) soi~ une fonct ion algdbrique. Au contraire,  /~ (x) pourrai t  ~tre 

2 a~ x a3 
---- Z s ~  . . . .  Ce cas 8e une fonction alg6brique; ~ cet effet il faut  que z~ 3 a  ~, 2 ao 

t ra i te  faci lement comme le c a s n  = 2 : la premi6re et  la troisi6me 6quat ion du sys- 

t/~me (z) donnen t  deux 6quations de condit ions pour  ao, a~, az, az et, si ccs condi- 

t ions sont  remplies, le syst6me so r6duit  pour z~ 2 al x a~ = - - -  z~ ~ la seconde 6qua- 
3 a0' 2 ao 

tion, seule, qui est une 6quation de R~CCATL 

Supposons que z~ ~ ~ - ~ .  Nous introduisons l 'expression de za donnde p a r  
3 ao 

la premi6re 6quat ion du sys t6me (z) dans  les deux autres  6quations.  Nous aurons 

deux 6quat ions de la forme 

dz~ 
dx  -~--~aoZ~ + az~ + fl, 

a,  fl 6 tant  des expressions rationnelles de ao, a,, a2, a,, z~ et leurs d6riv6es. Ces 

deux 6quations doivent  ~tre identiques car dans  le cas contraire  on aura i t ,  en les 

r e t r anchan t  l 'une de l 'autre ,  pour  z2 un 616ment d 'une  fonct ion alg6brique. Pa r  

suite, nous aurons deux 6quations diff6rentielles pour  z~. Par  des calculs, qui sont  

tr6s longues, on peu t  d6duire de ces 6quations une 6quat ion de condi t ion pour  

a0, a~, a2, a~ et  pour  z~ une expression rat ionnelle de a0, a l ,  a~, a3 et  leurs d6ri- 

v6es, soit zl ~ 7 .1 Si l a d i t e  condit ion est remplie, le syst/~me (2) se r6duit  pour  

dzz 
zj ~ y  ~ la seule 6quation d - ~ - - - - 2 a o z ~ - k  a z~ q-fl 6crite plus hau t  et  k une 

6quat ion z3 = ~ z 2  + e, J ,  ~ 6rant  des expressions de la m~me forme que a ,  fl, 7. 

Pa r  suite, nous aurons  le r6sultat  suivant  qui d6montre  le thdor6me z': 

Si z e s t  une solution quelconque de l '6quation de RICCATI 

dz  
= 2 a o z  s + a z - - f l  

Nous n'essayons pas d'effectuer les calculs, car un raisonnement de M. Ps que 
nous allons reproduire dans le cas g6nfiral, montre que z~ doit 6tre une fonction rationnelle. 
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tou t e  solu t ion  de l ' 6qua t ion  

J. Malmquist. 

y3 + 7 Yz + * 
y + ( ~  

sa t i s fa i t  b, l ' 6qua t ion  diff6rentielle (I"). 

Consid6rons m a i n t e n a n t  le c a s n  = 4 -  Si zt,  z2, zs, z, son t  des 616ments des 

fonct ions  / t (x) ,  [~ (x), [~(x),/~ (x) resp. ,  la  p r e m i e r e  6qua t ion  du  s y s t 6 m e  ( 2 ) d o n n e  

p o u r  z3 une  express ion  lin6aire de  z: d o n t  les coeff icients  son t  des 616ments de 

fonct ions  alg6briques.  E n  m e t t a n t  ce t te  express ion  dans  les deux  6qua t ions  sui- 

v a n t e s  du  m 6 m e  s ys t ~ m e  on t r ouve  

d z2 
4aoZ~-----2aoz] + dxx + az2 + fl, 

( I o a L - - 3 a o U ) Z , = 3 u  2aoz~+ d x  ! atz2 + ~,, 

2 a t oh u = z, - - - - -  e t  a ,  fl, a , ,  fit s en t  des express ions  ra t ionnel les  de a0, a~, a2, as ,  z~ 
3 ao 

e t  de  leurs  d6riv6es.  E n  m u l t i p l i a n t  la p r e m i e r e  de  ces 6qua t ions  p a r  3 u e t  

r e t r a n c h a n t  de la seeonde on a u r a  

( 2 a t ~ 3 a o u ) z ,  = a 3 z z  + f12. 

Si u # 2_a~ on a u r a  donc  p o u r  z 3 et  z4 des express ions  ]in6aires de  z 2, e t  
3 a0 

on p e u t  ensui te  r a i sonner  c o m m e  dans  le c a s n  = 3. 

2 a t  Mais nous  devons  aussi  6 tud ie r  le cas u = - - - .  Alors, on a n6cessa i r emen t  
3 ao 

a:  = o car  dans  ]e eas con t ra i re  on a u r a i t  p o u r  z2, e t  p a r  su i te  aussi  p o u r  za, z~ 

(en v e r t u  des deux  p r e m i e r e s  6qua t ions  du sy s t6me  (2)), un  616ment d ' u n e  fonc-  

d u  
t ion  alg6brique.  On t r o n v e  fae i l ement  que  a 2 d x a0 u ~ + at u P - -  as u + 2 a 3 , 

e t  on a u r a  done  

du 
d x  = a~ u s - a t  u ~ + a2 u - -  2 a~ , 

ce qui  donne  une  ~quat ion  de condi t ion  p o u r  a0, a~, as, as.  On vo i t  que c ' e s t  

la condi t ion  qui  ca rac t6r i sa i t  le cas n -  2. L ' 6 q u a t i o n  (i")  do i t  done  se t r ans -  

fo rmer  h l ' 6qua t ion  de RmCATI 

d z  
d x ~ 2 a ~  t + ( a 0 u  2 - a i u + 2 a 2 )  z + a 3 u  
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pa r  la t r ans fo rma t ion  

y* + u y  ~ z. 

Or, on voi t  imm~dia tement  que t o u s l e s  points  singuliers de ce t te  ~quat ion do 

I~mCATI sont  des poin ts  ~. P a r  suite,  rou te  int~grale de ( i " ) a d m e t  au plus  deux  

dbte rmina t ions  permutables  au to u r  des points  singuliers dis t incts  des points ~, 

2 a ~  
ce qui  est  con t re  l ' hypo th~se  n = 4. I] est  done impossible que l 'on air u . . . .  

3 ao 

P a r  suite,  le th~or~me 2' est  d~montr~ pour  n = 4. 

Faisons une r emarque  d ' u n  cer ta in  int~r6t  se r a p p o r t a n t  au cas ~tudi4 

2 a~ 
tout-s  I1 r~sulte que le cas u = - - -  a lieu e f f ee t ivemen t  s i n  ~ 2, si l 'on  

3 a0 
par t  de qua t r e  d~terminat ions  y~, Y2, Ys, Y4 de [(x),  y, et  Y2 d 'une  p a r t  e t  Y3,Y4 

d ' a u t r e  pa r t  se p e r m u t a n t  a u t o u r  des poin ts  singuliers dis t incts  des po in ts  ~, e t  

si z~, z~, z 3, z, sont  les expressions sym6tr iques  de y, ,  Y2, Y3, Y4. Comme zl = 2 u 

on voi t  fac i lement  que le syst~me (2) se rddui t  ~ l '~quat ion lin~aire 

z 3 ~ ~/,Z~ - -  '/t 3 

et  au  ~ystOme su ivan t  d '6quat ions  diff~rentielles 

dr1 
d x  - -  2aot  ~ + (ao u * -  a tu  + 2a . ) t ,  + 4aot 2 - - 2 a s u ,  

dr2  

d x  
2aottt2 + 2(aou ~ - - a ~ u  + 2az) t2--a~utL,  

off nous avons  pos~ 

t t ~ Z $ - - U  ~, t z ~ z  4. 

Pa r  suite,  si tl, t~ es t  une solut ion de ce syst~me, t o u t e  solut ion de I '~quat ion 

y4 § 2uy3 + (t, + u~)y 2 + uL, y + t2 -~ o 

sat isfai t  s l '~quat ion (I"). 

raeines vt, % de l '4quat ion 

On voi t  le sens de ce r6sul ta t  si r o n  in t rodu i t  les 

v 2 § t r y  + t2 ~ o .  

Alors, l '4quat ion  alg6brique en y s '$cri t  

(y~ + u y - - v l ) ( y  ~ + u y - - v 2 ) ~ o .  
Acta mathernaticeg 36. Imprim6 le 4 f4vrior  1913. 41 
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De plus, le syst~me diff~rentiel pour t~, t~ est le syst~me diff~rentiel pour les 

fonctions symStriques de deux solutions v~, v~ de l'~quation de RICCATI 

dv 
d x - - 2 a o v ~  + ( a o u 2 ~ a t u  + 2a~)v + aau. 

Par suite, le r~sultat 6nonc6 tout-h-l'heure dit simplement que toute solution de 

l'6quation 

(y~ + uy  - -  vl) (y~ + uy  ~ v2) = o 

satisfait h l'6quation (x') si vl, v2 sont deux intdgrales de cette dquation de 
RICCATI. 

On retrouve, en ~tudiant le cas de n quelconque, la n~cessit~ d'~tudier la 

supposition que le syst~me (2) ne se r6duise pas ~ une seule 6quation diff6ren- 

tielle. Pour n = 4 nous avons vu que cette supposition entralne l'6galit6 n = 2, 

et la d6monstration 6tait essentiellement bas6e de ce que les calculs, dans le cas 

n ~  2, 6talent tr~s simples. Pour n quelconque les calculs devient tr~s compli- 

qu6s; c'est pourquoi nous devons trouver alors une autre d6monstration. 

9. Dans l'6tude suivante des fonctions ]p-1(x), . . .  ],,(x) nous d6signons par 

Yl . . . .  ~ n d6terminations - -  s6ries de puissance d'une m~me diff6rence x - -x0 ,  

oh x 0 es~ diff6rent des points ~ et des points ajout6s - -  de ](x) qui se permu- 

tent  autour des points singuliers distincts des points ~ et des points ajout6s, 

par ~t . . . .  ~ les s6ries d6finies par les expressions sym6triques de ~ . . . .  ~ et 

par ~ , ) ,  ~t~ les s6ries que l 'on obtient en posant z~ ~ ~ , . . .  z~-2=~p-2 dans les 

expressions a(~), a(~). 

I1 r~sulte de la proposition d6montr~e au n:o 5 que ~(~), ~(") sont des gIdments 

de ]onctions algdbriques. 

Introduisons dans le syst~me (2) z~ ~ - z ~ , . . . z , , ~ , .  Les p - - 2  premieres 

4quations donnent des relations lin~aires entre 5~_~ . . . .  ~ avec coefficients qui 

sont des ~l~ments de fonetions alg~briques. Les fonctions ] p _ ~ ( x ) , . . . ] , ~ ( x ) n e  

sont done pas des transcendantes distinctes. En employant les n - - p  § 2 

derni~res ~quations du systhme (2) on pourra obtenir des relations lin~aires 

nouvelles. En effet, par tan t  d 'une relation lin4aire 

#p-1 ~p-~ + - "  + fl~ ~, = fl 

et d~rivant on obtiendra 
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�9 - ; i x '  
v ~ p - - 1  r - - p - - 1  J ' ~p - -1  " ~ - - p - - 1  

donc 

+ ~ c,(") fl~]z,, - -  (p - -  i )  ao fl zp-l  + ~ a(")fl,, o, 
.~e d x 

*'~p--1 v~p--1  

ct  c 'es t  une  re la t ion lin6aire en t re  zp_~ . . . .  z= d o n t  les coefficients sont  des bld- 

ments  de fonct ions alg6briques en m~me temps  que tip-1 . . . .  fl,,,fl. 

Faisons ces op6rat ions  en p a r t a n t  de chacune  des relat ions lin6aires donn6es 

pa r  les p - - 2  p remieres  6quat ions  du syst~me (2) et  en p a r t a n t  ensui te  des rela- 

t ions nouvelles que l 'on pour ra  ob ten i r  par  ces op6rations,  e t  ainsi de suite. I1 

est  facile $ voir  que l 'on ne peut  obtenir de cette rnani~re p lus  de n - - p  + I rela- 

t ions distinctes. Car si 1'on ob tena i t  n - - p  + 2 relat ions r6solubles p a r  rap-  

po r t  ~ zp-1, . . .  z-,, toutes  ces s6ries sera ient  des 616ments de fonct ions  alg6briques. 

P a r  suite,  / ( x )  serai t  une fonct ion  alg6brique, ce qui est  con t re  l 'hypothbse .  

Ce r6sul ta t  en t r a ine  une cons6quence impor tan te .  D6signons par  ~ le nombre  

des re la t ions  dist inctes,  e t  soient  

--1 p - - I  At- " ' "  -[- t~(~ ) Z n  = 1 '~(' ') 

ces relations.  Consid6rons les 6quat ions  

(3) 3~") z - + . . .  + flr = fl(") ( r  - ~, ~t), v p - - 1  p - - I  �9 �9 �9 

( ~ ' =  I ,  . . . r  

supposons qu'elles p e u v e n t  fitre r6solues pa r  r ap p o r t  h z~, , , . . ,  z~,~ et  me t tons  les 

expressions que l 'on ob t ien t  par  la r6solution dans  celles des 6quat ions  

d z v  
d x  - -  ( P - - I ) a ~  + a~ i~z'' + h('') ( ~ , ~ p - - i ,  . . .  n)  

! t = p - - 1  

qui  co r re sponden t  aux  valeurs  de v dis t inctes  de Pl . . . .  !~.~. D6signant  ces 

valeurs  pa r  ,u' 1 . . . .  !t'~, on aura  un syst~me d '6quat ions  diffdrentielles de la forme 

(4) dzg,~, .~" 
d x  ( p - - I ) a o z p - l z , , ~  + ~b~.~z,ex + c,, ( t , = i , . . . z ' ) ,  

).--1 
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off zp-1 doi t  6tre remplae~ par  son expression si p - - z  est un des hombres 

p , , . . . , u ~ .  Nous d6montrons ma in tenan t  la proposit ion suivante:  

S i  z / , , , . . ,  z~, , est u n e  so lu t ion  que lconque  d u  sys t~me  (4) et s i  z~ . . . . . .  z~,~ sont  

ddtermindes  p a r  les dquat ions  (3), route so lu t i on  de l 'gquat ion  

(5) y,~ + ~ y,~-I + . . .  +~p_2 y,-p+2 + zp.._ly,~-p+1 + . . ,  + z,~ ~ o 

sa t i s / a i t  h l '~quat ion  di / /~rent ie l le  (z'). 

Si l 'on pose 

d zv n 
-dx + (P - -  z ) a~ zP--l z~ - -  ~ a(;:) z" - -  e~("~:d,, ( l, = p - -  z , . . . n ) 

tt=p--1 

il r~sulte de la supposition, si l 'on volt  ~ la loi de format ion du syst~me (4), que 

les ~quations ~ /~ , ,=o  . . . .  d , , , , ~  o sont  remplies. Par tons  alors de l '~quation 

tipsY-) z ~ + . . .  + fl(:;) z .  = fl(~) --1 ~- -  

et faisons les operations par  lesquelles nous d~duisions successivement les relat ions 

lin6aires entre  zp-1 . . . .  ~-,; on aura  

. ~.7~(z} . ~ d/?(z) ,, 
+ - -  , fl ~ t  z ' ' -  ( P - -  z )a~ + fl(:) dxx " 

t t_p__l t  d z  v - p - 1  / , - p - 1  v~p-1  

Or, le premier membre peut  s'~crire comme une expression lin~aire et homog~ne 

des expressions ~ (z) z 1 + - ' -  + fl(~) z , - -  fl(;-) ()~ = z z) ,  il est donc nul. Pa r  suite, ~'p--1 ~P-- ' ' " "  

on aura  les 6quat ions 

~ $(,~)A~-~ o (Z = �9 . . . .  z). 
*,--p--1 

E n  posant  ici J . , ,  = o . . . .  ~/..~, = o on aura  

fl(z)A, + . . . + ~ ( ~ ) A .  = o  ( ~ = z , . . . ~ ) ,  

d'ofi l 'on eonelut  que les 6quat ions 

d~,~ ~ o , . . .  z/~, = 0 

sont  aussi remplies. Pa r  ]s il est d~montr~ que ~ . . . .  ~p_~, zp_~ . . . .  z~ est une solu- 

t ion du syst~me (2). Pa r  suite, route solution de l '~quat ion (5) sat isfai t  

l '~quation diff~rentielle (z~). 
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On voit done que l 'int6gration de l'~quation (I') est r~duite, par les 6qua- 

tions (3), (5), a l 'int6gration du syst~me (4). 

D6montrons qu'il est permis de supposer que p - - i  est un des nombres 

,u'~ . . . .  ,u'.~,. Si p - -  z e s t  un des nombres ,~q,... ~ . ,  on a pour z~_~ une expression 

lin~aire en z , , , , . . . z . , ,~ .  Si cette expression d6pend effectivement de eertaines 

des z,: . . . . .  z,,~, on peut r6soudre par rapport h l 'une d'elles et alors, zp_l 

appartient aux z~,, . . . .  z , , , .  Si rexpression consid~r~e ne d~pend pas de z#, . . . . .  z~:~,, 

on aura z~_~ ~gale ~ un 615ment de fonction a]g~brique. Comme z~_~ . . . .  ~-. satisfont 

aux ~quations (3), on voit donc que z~_~ doit ~tre ~l~ment d'une fonction alg6brique. 

Or, ceci est impossible, car il est facile ~ voir que/~_~(x) a n~cessairement une infinit6 

de points singuliers. C'est ce qui r6sulte de ce que / (x)  a une infinit6, de points 

singuliers. Car si ~ est un point singulier de / (x)  distinct des points ~ et des 

points ajout6s, il existe une s~rie de la forme ( x - - ~ )  ~ - ~ 3  ( x - - 2 )  ~ , avee 

~(o) ~o ,  qui appartient 5, / (x ) ,  et si l'on forme la ( p - -~ ) : i~me  fonetion sy- 

m6trique des p - - i  d6terminations de eette s6rie et de n - - p  + z s6ries de puis- 

sance de x - - N  qui se permutent  avee ees d~terminations autour des points sin- 

guliers distinets des points g e t  des points ajout6s, on aure un 616ment de/e-l(X) 

de la forme 

['~(o)p -~ + ~ , ( x - - ~ )  

ayant  ~ comme pSle. Tout point singulier de / (x )  distinct des points ~ et des 

points ajout6s est done un p61e de /p- l (x) .  Par lh, il est d6montr6 que zp-1 

d6pend n6cessairement de eertaines des z,: . . . . .  z,,~, il est done permis de supposer 

que p - - i  est un des nombres :~r . . . .  ,u'.~,. Nous supposons que p - - z  =M'~. 

Le syst~me (4) s'6crit done 

IO. 

s'4crit 

d zt~t , :rt 

dx  ( p - - z ) a o z : , z . ,  + ~bz~z , , , z+c, ,  ( v = z  .... n'). 

L'int6gration d 'un tel syst~me est bien connue. 1 L'int6grale g6n6rale 

~, , .=  ~ -  (,, = I , . . . , ~ ' )  

~, ~,,~ (~ ~ z , . . .  j~r) 6tant l'int~grale g6n~rale du syst~me ]in6aire 

1 Voir p. ex. LIE-SCHEFFERS, Continuierliche GruTTcn, p. 780. 
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d~ 
d x - -  ( p - -  ~)ao'-.'.,,', 

'~=~b~;~ ' , ,~  + c ~  r (v - -x  . . . .  zr'). 

Les coefficients bz~,c,, sen t  des expressions rationnelles de ao, a ~ . . . .  a~, 

~, . . . .  ~_~ et de leurs d6riv6es, ils d6finissent done des 616ments de fonctions 

alg6briques. Il est 6videmment  permis de supposer que les points  singuliers de 

ces fonctions appa r t i ennen t  aux points  que nous avons ajout6s aux points  ~. 

Pa r  suite, 6crivant  

=- ~o Co + ~, c ,  + . . .  + ~,~, c.~,, 

~,, = ~ .oCo + .  ~,. ~ c ,  + �9 �9 �9 + ~...~, c.~, (,,, = , . ' ,  , . . .  ,,'.~,), 

off Co, C~,.. .C.~, sent  les constantes  d ' int6grat ion,  les fonctions .~, ~ ,,,,~" sent  de 

caract~re enti~re en dehors des points ~ et des points ajout6s. 

Il est facile d 'en conelure que le syst~me (4) se r6duit  n~cessairement h une 

seule 6quation.  E n  effet, supposons quo ~' > I .  In t roduisons  dans  les 6quat ions 

= " * ' (v= I , . .  z )  les expressions que l 'on (3) z.~,, ~ -  (~ = x , . . .  ~'), d6signons par  ~ 

t rouve pour  z~, . . . .  z~.~ et  posons 

~ , = , . , o C o  + ~ , ,C ,  + . . . +  5,.~,C.~, (u = ! h  

L'6quat ion (5) peut  s'~crire 

(5') ~(y,, + ~,y,-~ + . . .  + 5p_z y~-~+2) + ~p_lyn-p+l -~... + 6,* = o, 

et  il est visiblement possible de d&erminer  des valeurs non toutes  nulles de 

Co, C, . . . .  C.~, telles que cet te  6quat ion soit remplie pour  x ~ x 0, y--~ Y0, Y0 6 tan t  

la valeur  pour  x ~ x0 de l 'une des s6ries ~, . . . .  yn, disons de ~, .  I1 est impossible 

que l 'on a i t  ~ o ,  ~ /~=o ( , u ~ p - - i , . . . n )  pour  X ~ X o ,  car ces ~quations ne 

donnen t  que Co ~ o . . . .  G~, ~ o. On peut  choisir Co . . . .  C.~, de mani~re que ~ ~ o 

pour  X~Xo,  sinon l '6quat ion ~--~o serai t  une cons6quence de l '6quation 

~ p - - l Y n - - P + l + " ' + ~ O  pour  x ~ x o ,  y - - y 0 ,  et  si ceci ava i t  lieu quel que 

soit Xo, on aura i t  

~ ( ~ p - l , ~ ,  ~-~+1 + . - -  + ~ . ~ ) =  ~ ( ~ p - l o O ,  "-p+1 + " "  + ~ ,o )  

(~ ~ I~.. �9 71: f). 
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Les coefficients ~ ,  ~i~ sont de earact~re rationnelle en dehors des points ~ et des 

points ajout6s. Comme / ( x )  admet n d6terminations permutables autour des 

points singuliers distincts de ces points, on devait  done avoir 

~0 ~,,, ~ ~ ~ ~ 0 ,  

par suite ~- -~ seraient ind6pendants de Co, C~, . . .  C~,, ce qui est impossible. Si xo 

a ~t6 choisi convenablement, nous pouvons done prendre des valeurs de Co, C,, 

. . .  C~, telles que l '~quation (5') soit remplie pour x ~ x 0, y = Yo et que l'on ait 

~ o pour ces m6mes valeurs. Alors, la solution de l'~quation (5 ~) qui pour 

x ~ x o devient 6gale h Yo est n~cessairement une int6grale de (~), elle est done 

~ .  Par suite 

de plus 

donc 

~ (yl n + Z, y n-1._~.....k ]:p-2y, n-p+l + ~p-l y ,  n-p+l + " ' +  ~n=O; 

~ " +  z ~ y " - l +  .+  z , = o ,  

d'ofi l 'on conclut comme tout-~t-l'heure que 

Les quotients ~-~ ~ devaient donc 6tre ind6pendants de constantes arbitrai- r , . . . ~  

res si Co, C~ . . . .  C~, satisfont ~ une certaine ~quation linSaire et homog~ne et 

la condition d'in6galit~: ~ ~ o pour x = x o ;  ce qui est impossible si z~> I.  Il 

est donc d~montr6 que z ~ =  i .  

i i .  L'~quation diff6rentielle s laquelle se r~.duit le syst~me (4) est une 

~quation de RICCATI qui s%crit 

dz 
(6) d x  - -  - - ( P - -  I )a~  + b z - - c .  

Si l'on ~erit, en r~solvant les Squations (3), 

z~, ~ a:,z~,_l + fie, (!t = ~ . . . .  n) 

on aura le r~sultat suivant: 
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Si z est une solution quelconque de l'dquation (6), toute solution de l'dquation 

(7) Y'~ + zl Y'~-I + ' " +  Zp-2Y'~-P+: + zY'~-P+1+ ~ ( a , z  + fl,')Y n - ' ' ~ ~  

saris/air ~ l'dquation dif/~rentielle (x'). 
L'~quat ion  ~erite donne donc une t rans format ion  de l '~quation (x ~) k l '~qua- 

t ion de RICCATI (6). Il s 'agit  ma in t enan t  d '~tudier  les coefficients b,c,a~,,fl, 
(r ~ p . . . .  n). Ils sont  des expressions rationnelles de a0, a~ . . . .  ap, ~ . . . .  zp-2 et  de 

leurs d~riv~es, ils ddfinissent done des ~l~ments de fonctions alg~briques de carac- 

t~re rat ionnelle en dehors des points  ~ et des points  ajout~s. I1 reste ~ d~mont-  

rer que ces fonct ions sont  de caract~re rat ionnelle aussi h ces points  except~s. 

A cet effet  il suffi t  de mont rer  que ~ . . . .  ~_e  sont des ~16ments de fonctions 

uniformes.  

Prolongeons les sSries ~ . . . .  z-,, le long d 'un  chemin ferm~ et supposons que 

l 'on obt ienne un nouvel  syst~me de s~ries ~ . . . .  ~ .  En  p a r t a n t  de ces derni~res 

s6ries on obt iendra  comme pr6c6demment  une 6quat ion de I~ICCATI 

dz 
(6') d x - - - - ( p - - i ) a o Z 2  + bz - - ~  

laquelle se t ransforme l '6quation (z') par  une t ransformat ion  de ]a forme 

yn + ~ yn-~ + . . .  + zp_2y.-p+~ + zy,,-p+l + ~(-Jvz + ft,) y~-*' ---- o. 
r - - p  

Nous savons que z ~ z p - 1  satisfai t  ~ l '~quation (6), par  suite l ' int6grale 

g6n6raIe de eet te  6quat ion s'6crit 

x 
z ~ zp_~ + 

a C + ~  

De m6me l ' int6grale g6n~rale de (6') s'6crit 

D e  plUS o n  a 

~ = a~ ~p-~l + fly, 
0 ' = P , . . . n )  
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P a r  suite, nous aurons  les deux  ~quat ions su ivantes  
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yn + 5, y,~-I + ... + ~ ,  + _ _ _ _  

y"  + ~, y'~-* + . . .  + ~ + - - - -  

I . (~n--p+1 
a C + fi ,~ + ap Y~-P + ""  + ~,)  - ~  

i 
_ _ ( y n - - p + l  -~- ~ p  y , - p  + . . .  + ~ )  = o, 

~c + fl 

d o n t  tou te  solut ion sat isfai t  ~ l '4quat ion  diff4rentiel le  ( f ) .  

Posan t  dans ces 4quat ions  x ~ x0, y ~  Y0 on aura  pour  C, C, des fonc t ions  

ra t ionnel les  de Y0 : C = C ( y o ) ,  C = C ( y o )  .~ Si l 'on i n t ro d u i t  pour  C, C ces fonct ions  

ra t ionnel les ,  on au ra  deux  4quat ions  qui sont  sat isfai tes  p a r  l ' in t4grale  de (I r) 

c o r r e s p o n d a n t  ~ la va leur  ini t iale  yo p o u r  x =  Xo. D'apr~s la supposi t ion,  

~ . . . .  ~p-2 ne sont  pas iden t iques  s ~ . . . .  ~p_~ resp.;  par  suite,  le h o m b re  des 

solut ions communes  de ces 4quat ions  est  n~cessairement  plus p e t i t  que  n.  Soit  

n r le n o m b r e  des solut ions  communes  p o u r  une  va leur  a rb i t r a i r e  de Y0. Le plus  

g r and  eommun  diviseur  des premiers  membres  s '~crit  

yW + r~(yolx)  yW-1 + . . .  + rw(yolx)----  r ( y , y ,  l x ) ,  

r~ . . . .  rw 4 tan t  des fonet ions  ra t ionnel les  de Y0 et  de ~1, . . .  ~n, ~, . . . .  Z,, a ,  fl, ~ , f l ,  

~, ,~ ,  ( , ,~ -p  . . . .  n). 

I i 

Il n ' ex i s te  aucune  valeur  de Y0 pour  laquelle a C ( y o ) +  fl ou ~C(Yo)+f l -  soit  

4gal ~ l ' infini i den t iquemen t  (pour  tou te  va leur  de x). P a r  suite, il n 'exis te  non 

plus une va leur  de Y0 pour  laquelle l 'une  des expressions r ~ , . . . r , ,  soit  4gale h 

l ' infini i den t iquement .  On en conc lu t  que, pour  tou te  va leur  de Y0, la fonet ion 

r ( y ,  y o l x )  est  d iv iseur  de la fonet ion 

yn + ~,y, , -1 + . . .  + L,  + I fl (yn-p+1 + c~p yn-p + . . .  + cl~). 
c~ C (yo) + 

E n  part icul ier ,  si C(~0)--=-po r ( y , ~ o l X  ) est d iv iseur  de yn + ~ l y n - l +  . . . +  z_n. 

Or, les express ions  r, (Y01 x) . . . .  rw(yo ] x) d~finissent des 414ments de fonct ions  

qui sont  de carae t~re  ra t ionnel le  en dehors  des points  ~ et  des points  ajout4s,  si 

l 'on suppose que les po in ts  singuliers de l '4quat ion de RICCATI (6) a p p a r t i e n n e n t  

1 Pour la d4monstration suivante cf. P.~INL:~:W:', Lefons de Stockholm, p. 44, 45. 
Acta mathernatlea. 86. Imprim6 la 5 f~vrier 1913. 4_ 9 
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aux points ajout6s, ce qui est 6videmment permis. Par sui te , / (x)  admet au plus n r 

d6terminations permutables autour des points singuliers distincts des points .5 

et des points ajout~s. Or, ceci est contraire k la d6finition de n. Par suite, la 

supposition faite doit ~tre rejet~e. 

Done, ~ . . . .  zp-2 sont des ~]~ments de fonetions uniformes. Par 1s le th~o- 

r~me 2 ~ est d6montr~. 

Faisons une remarque au sujet du nombre n. I1 pourrait  arriver que 

l'~quation de RICCATI (6) ait des points singuliers en dehors des points .5. Soit 

a un tel point, et dSmontrons qu'il n'existe qu'une seule int~grale de (6)qui  

soit singuli~re pour x ~ a .  Si a est point singulier pour toute int~grale de (6), 

l'~quation (7) a, quelle que soit ['iut~grale z de (5), une solution, singuli~re pour 

x ~ a .  Cette solution, qui est int~grale de (i ~) est n~cessairement une s~rie 

de la forme (x - - a )  p-~3 ( x - - a ) ~  parfaitement d~termin~e par le point a. 

On en eonelut que les fonetions 

Y" + z l  y , , - i  + . . .  + z p - 2  y"-P+e  + ap y " - P  + �9 .. + a~,, 

ont un diviseur commun; par suite, toute int6grale de (I:) et en partieulier 

/'(x) admet moins de n d6terminations permutables autour des points singu- 

liers distincts des points .5 et des points ajout6s, ce qui est contre l'hypot.h~se. 

Le point a ne saurait done ~tre point singlllier pour toute int6grale de (6). En 

I U ! 
on aura pour u une 6quation lin6aire et homog~ne du posant z ( p - -  I)ao U 

second ordre, et eomme a n'est pas un z6ro de a0 (les z4ros de a0 appart iennent  

aux points .5) il r6sulte que cette ~quation lin6aire a toutes ses int6grales r6gu- 

libres pour x ~ a; de plus, il n'existe qu'une seule int~grale qui a l e  point a comme 

z6ro. Par suite, il n'existe qu'une seule int6grale de (6) qui est singuli~re pour 

x----a, et cette int6grale a en a un pSle. De ls on conclut que toute int6grale 

de (i ~) admet au plus n d6terminations permutables autour des points singuliers 

distincts des points .5. En particulier, /(x) admet n d6terminations permutables 

de eette manibre. Les nombre n,n'  d6finis k la page 312 sont donc iden- 

tiques. 
I2. Nous 6tudions maintenant  l'6quation g~n6rale (I), et nous supposons 

alors que p---- q + 2. Soit /(x) une int6grale transcendante ~ un nombre fini m 

de d6terminations, prenons un point x0 distinct des points 5 et des points singu- 
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liers de /(x) ,  et soient ~,t . . . .  ~/,~ les s6ries de puissance de x - - x o  qui appartien- 

nent  ~ [(x). Elles se partagent  en groupes 

y n +  1,-  �9 �9 . y2 .  

~ l m - - n  + l~  . . . y m  

h u n  m~me nombre n de s6ries de telle mani~re que les s6ries d 'un m~me groupe 

se permutent  autour des points singuliers distincts des points ~ et de certains 

points ajout6s en nombre fini, tandis que deux s6ries qui appart iennent h des 

groupes diff6rents ne se permutent pas de cette mani~re. Les expressions sym6- 

triques/~ (?~, . . .  y~), [,, (y~ + 1 . . . .  ~)z~) . . . .  /,, (y , , -  ,, + 1 . . . .  ym) d6finissent des 616ments 

d 'une fonction ],, (x) qui est de caract~re rationnelle en dehors des points ~ et 

des points ajout6s. 

Pour 6tudier les fonctions /, (x) . . . .  /~(x) nous 6tudions d'abord certaines 

combinaisons de ces fonetions. Nous supposons que x 0 soit distinct des points 

singuliers des fonctions alg6briques d6finies par l '6quation en y Q (x,y) = o, 

nous d6signons par fl, . . . .  fig les s6ries de puissance de x - -x0  qui satisfont ~ cette 

6quation, certaines de ces s6ries pouvant  ~tre identiques, et nous consid6rons les 

expressions sym6triques 

vl d6signant l 'ordre de multiplicit6 de la racine fll de l '6quation Q (x, y) = o pour 

une valeur arbitraire de x. On voit facilement que ces expressions d6finissent 

des 616ments de fonctions qui n 'admet ten t  a u c u n  p o i n t  s i n g u l i e r  en dehors des 

points ~, des points ajout6s et des points singuliers non polaires des fonctions 

alg6briques dont fli . . . .  flq sont des 616ments. En effet, supposons qu 'un point 

x distinct de ees points soit singulier pour la branche que l'on obtient 

en prolongeant la s~rie d6finie par l'expression /,, Yi--r . . . .  y,~-- f i  le long 

d 'un ehemin de .~0 ~, x. En prolongeant les s6ries d6finies par les expressions 

I I 
- - - -  le long du m~me chemin on obtiendra n branches dont certaines 

~, - -  f i  . . . .  yn - -  f i  

doivent ~tre infinies pour x =:~. Ces branches sont donn6es, dans le voisinage 

de 2., par les d6terminations d 'une s6rie de la forme 
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Les  a u t r e s  b r anches  son t  r~guli~res p o u r  x - ~  x. P a r  suite,  la b ranehe  d6finie 

p a r  p r o l o n g e m e n t  a n a l y t i q u e  de [~, ~'Y~ - - t  , yn--- 13 i s ' o b t i e n t  dans  le vois inage  

de ~ pa r  une s6rie de la f o r m e  

- ,  ( , )  
( x - ~ )  ~'~+'~, ( x - ~ )  "~+~ , 

oh les puissances  f r ac t ionna i r e s  d i spara i ssen t .  Si .v<  r~ les pu issances  n6ga t ives  

d i spa ra i s sen t ,  le po in t  x ne s a u r a i t  donc  0tre  po in t  singulier.  

E n  s ' a p p u y a n t  sur  ce rOsultat  et  sur  les thOor~mes B, C on d6mon t r e  c o m m c  

au  n:o 6 la p ropos i t ion  su ivan tc .  

Les ]onctions dont lea expresaions 

( i  i ) (.=., .,) 
L, y , _ f l ~  y ,  fl~ .q 

dd/inissent des dldments sont des /onctions algdbriques. 
D6signons p a r  z,,, z~i les s6ries de pu i s sance  d6finics pa r  les express ions  

y~ - -  fl=----~' ' y,~ ~- fli resp.  et  posons  

On a u r a  

~ f ( Y ) = Y " + ~ L Y " - ~ + '  + ~ - .  

]~( i i )=i<p~ 
yL-----y' " y~ - y I~ ~P (Y) ' 

p a r  sui te  

P ~ I , . . . ~ i )  

Iv ,p(fl~) - i =  ~, 

Ces 6quat ions  p e u v e n t  s '6crire c o m m e  des re la t ions  l in6aires en t r e  z ~ , . . .  5,~ avec  

coeff ic ients  qui  son t  des  6Mments  de fonc t ions  alg6briques.  

I I1 pourrait exister un nombre fini de points ~c tels que la valeur obtenue pour x - -  
en prolongeant ~i io long do chemin consid~rO soit racine de l'~quation Q (,~, y) = 0 d'un ordre 
de multiplicit6 plus grand que vi; pour un tel point, on doit remplacer vi par un nombre plus 
grand, mais on voit facilement que cola no fait aucune difficultO pour los raisonnemants suivants. 
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Nous d6duisons maintenant  un syst~me d'~quations diff~rentielles pour 

/~ (x) . . . .  / n ( x ) .  Nous consid~rons n s~ries de puissance y~ . . . .  Yn d'une m~me 

diff6rence x - - x o  qui satisfont ~ l'~quation (z) et nous d~signons les expressions 

sym6triques de ces s6ries par z l , . . . z n .  En d~rivant l '~quation 

yn -I- Z l y~-- 1 + . . .  + Z~ = O, 

oh y d~signe l 'une queleonque des s~ries y l , . .  y ,  on aura 

( n y  ~ -1  + ( n - - i ) z l y  n - 2  + . . .  + z , _ 1 ) ( a o y P  + . . .  + ap) + 

(s) 
+ ~ d x  + " "  + d x l  ( b ~ 1 7 6  

Ajoutons s cette ~quation l'~quation suivante 

(9) (yn + z , y  " - 1  + . . .  + z~)(B~yP -1  + . . .  + B r ) = o ,  

B , , . . .  Bp ~tant d6termin~s de mani~re que l'on obtienne une ~quation de degr6 
n - - z .  Soit 

n 

~ ( z ~ B .  + . . .  + z , , + p - l B ,  + A , , ) y  n - ' : =  o 
' v ~ l  

eette ~quation, off 

A , , =  ( n - - r  + I)apz~,-1 + ( n - -  r ) a p _ l z , ,  + . . .  + ( n - -  ~ , - - p  + I )aoz~+p-1  + 

b dz~ dz~+q 
+ q d x  + ' ' "  + b ~  d x  

( ~  - -  I . . . .  n) 

. 
et z , = o  si r > n .  Cette quatmn doit ~tre une identitY. On obtiendra donc 

b d z ,  dz,,+q ( n - -  i, + I ) a r z , . _ l  - -  
( io)  q d x  + ' ' "  + b~ d x  

- -  z~,(Bp + ( n - - r ) a p _ l )  . . . . .  Zv+ p - i  (B,  + ( n - - r - - p +  i)a0), 

( ,  = I . . . .  ,~) 

et ces ~quations ont lieu m~me si certaines des s~ries y , , . . . y ~  sent identiques. 

En d~terminant les quantit~s B~ . . . .  Bp de proche en proche, on aura pour 

BI, B2 
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S~ -- - -nao ,  

B 2 ~ - n a  I + aozt; 

mais pour  B3 . . . .  Bp on aura  des expressions qui d6pendent  l in6airement  des 

d6riv6es dz~ dz~. Afin de r6soudre les 6quat ions  (io) par  r a p p o r t  s ces d6ri- 
d x ' " "  dx  

v6es nous d6duisons d 'abord ,  en nous a p p u y a n t s  sur les dites 6quations,  des ex- 

pressions de B 3 , . . .  Bp qui ne d6penden t  pas des d6riv6es. A cause des 6qua- 

t ions (IO), la somme des premiers  membres  des 6quat ions (8), (9) est iden t iquement  

nulle. E n  posant  y = fli on au ra  donc 

(B, f l { - '  + ... + Bp) (fl:' + z, fl~'-~ + .-- + z,,) + 
- -  r l .  - -  :2 

+(nf l~  1 + ( n - - x ) z t f l i  + . . . + z , , - 1 ) ( a o f l ~ + . . . + a ~ )  o 

OU 

si l 'on pose 

( i =  I , . . . q )  

..... *p' (fl~) ( i = ~  . . . .  q) B~fl v -1  + ... + B p - -  - -P~I , , j  rf([#, ) 

P ( y ) = a o y n  + "" + ap, e p ( y ) = y n  + z, y n - l  + ... -e z,,. 

Nous  supposons d ' abo rd  que les racines ~ , . . . f l q  soient  distinctes.  En  r6solvant  

les derni~res 6quat ions  pa r  r ap p o r t  k B3 . . . .  Bp on au ra  donc 

I ~  - I  , . .  ./~i, X I~=1, . .. q B,.+ 2 = 

= - -  flq~-' . . . .  f l q , - '+ ' ,B ,  flq, +1 + B,  fl~ + P(fli) ~ ,  , . . . /~ i ,  I i=, . . . .  ,l 

(v = I , . . .  q). 

In t roduisons  les expressions de B, ,  B 2 6crites plus haut .  Si l 'on pose 

l "  r <P' (fl,) ,.-1 [ fl~- 1, . .  f l q -  ,, + 1, p w . , ,  cf ( f l i ) '  flq" - , . . .  13i, I 
R, ,=  i=l .... q ( v - -  I , . . . q ) ,  

I - , . . . I ,  = . . . .  

on aura  donc, en s ' a p p u y a n t  sur les valeurs  connues  des d6 te rminan t s  

�9 �9 r q  [~rl .[~i [i--1 . . . .  q : 1  

1 Voi r  p. ex. BALTZER, Theorie und Andwendung der Determinanten, p. 95, ou PASCAL, Die 
Determbmnten, p. 1"28. 
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B~,+2 b~, b,, n a ,  lb~ b o l _ R , ,  (v = i  . . . .  q). 
= b o a ~  + ~o-  b,,+ab~ 

En  in t rodu i s an t  les expressions t rouv~es p o u r  BI . . . .  B dans  les ~quat ions (IO) 

d z~, a0 
et  en r6solvant  les 6quat ions  ainsi ob tenues  par  r appor t  h dx- + bo z~ z,, (v = i . . . .  n) 

on ob t iendra  le sys tbme su ivan t  d '6quat ions  diffbrentielles 

n q 

( I I )  dz~ ao ~ [ ~ ct (~ (")| z ed") n), 
d x  b-~ ~,-1A~'~1~-1 ; . , . R ) . + a . [  : ,+ ( r = x  . . . .  

a(•) (~) ct(~) ~ tant  des fonct ions  rat ionnel les  de a0, al . . . .  b0, b , , .  �9 z.,,, aF~ , ap,  . bq. 1 

Si les racines f l~ , . . .~q  ne sont pas dist inctes,  les expressions R:. dev iennen t  

ind~termin4es.  Mais on peu t  6crire R~. sous la forme d 'un  quot ien t  en t re  deux  

fonct ions  ent i6res  e t  ra t ionnel les  de z~ . . . .  z , ,  bo, b, . . . .  bq 

Ox ( ) ~ = I , .  q), 
R~. - -  O- "" 

G 6 tan t  le r~sul tant  des deux  fonct ions  de y 

y" + z ~ y n - I  -4- . . .  + z,,, boyq + "" + bq. 

La  fonct ion G ne peu t  jamais  8tre iden t iquemen t  nulle, car  une racine fli ne 

peu t  pas sat isfaire ~ l'(~quation diff6rentielle.  Si 1'on ~crit  R~. sous ce t te  forme,  

elle ne dev ien t  done pas ind~termin6e quand  les racines f l~ , . . . f lq  ne sont  pas 

dist inctes.  

Nous  avons  d6dui t  le syst~me ( r i )  sous la condi t ion que ]es racines fll . . . .  flq 

soient  distinctes.  Mais comme le syst~me ( i i )  est  ob tenu  par  la r6solution des 

G:. (~.~ i ,  . q) res ten t  ~quations (xo) pa r  r appor t  aux d~riv(!es e t  comme R:. = ~  . .  

finies et d~termin6es dans le cas ot~ / ~ , . . .  flq ne sont  pas dist incts,  il est  ~vident  

que le sys t~me ( i i )  subsiste m~me dans  ce dernier  cas. 

Dans le eas off |es racines f l~, . . . f lq ne sont  pas d is t inctes  nous  6cr ivons 

' bqnq~iv~, b~ bo ~ a 1'').~ sont des fonctions entibres et rationnelles de ao,a , , . . .ap,  bo, b,,. .. bq; 

q(").).,, sont ind6pendantes de ao, ~h,...ap; a(1) est 6gale h - - n b :  et q ( 2 ) ,  . . . .  r sont nu]les. 
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Rz sous une  fo rme  qui  rappel le  la f o rme  p r i m i t i v e  de R~ va lab le  si fl~ . . . .  flq sont  

dis t inctes .  P a r t o n s  de l ' express ion  

I , ~f (7i) q . . . .  ~ I ,/q-- X . . . 7 ~ -  ,, + , ,  p (zi)  ~f ( . ~ ,  7, . . . .  ; ' i ' I i = ,  . . . .  

IZq, - 1 ,  " 1 ~-1 ,  . . q  �9 �9 �9 , / i  ~ I 

q 

off 7 t , . . . 7 q  son t  des ind6termin6s,  et  faisons t endre  7t . . . .  7q vers  les raeines  

f l ~ , . . . f l q .  Si fl,i es t  rac ine  d ' o r d r e  ri, on vo i t  que Rz peu t  s '6crire comme  une  

fonc t ion  l in6aire de 

8fl~,_l P ,l / ~f(..)j i = I ,  q / 

don t  les coeff icients  sont  des fonct ions  ra t ionnel les  de fl~ . . . .  flq. 

s '6cr i t  c o m m e  une  fonc t ion  l in6aire de 

P a r  suite,  R~. 

rp(o ( f l i ) ( v  = i , . . .  ri). 
~f(fl~) i =  ~ , .  q ,  

I n t r o d u i s a n t  dans  Rz zt = B~, . . .  zn = zn on o b t i e n d r a  une express ion  Rz qui 

s '6cr i t  c o m m e  une fonct ion  lin6aire des express ions  

/ff(~) ( / ~ i ) ( ~ = I  . . . .  '}'i) 
~f(fll) i = i , . . q  " 

Nous  avons  d6montr6s  que ees derni~res  express ions  d~finissent  des ~Mments de 

fonct ions  alg6briques.  P a r  suite,  il en est  de m ~ m e  des express ions  R ~ , . . .  R q .  

Consid@ons m a i n t e n a n t  les ~quat ions  diff6rentiel les  su ivan te s  

ho z~ z,. + crz:, z ,  + I , . . .  
, ).=1 

qui  on t  la m 6 m e  fo rme  que les 6qua t ions  consid~r6es au  n:o 9. E | les  son t  

rempl ies  pou r  zl = ~1 . . . .  zn = zn. En  p a r t a n t  des re la t ions  l in6aires 

("~ (ill) --- L i~ f  ( f i i )  i = i ,  . q ,  

et  en fa i san t  des d6r iva t ions  suceessives on o b t i e n d r a  c o m m e  au  n:o cit6 une  

sui te  de re la t ions  lin6aires en t re  z~ . . . .  zn d o n t  les coeff icients  sont  des 616ments 
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de fonctions alg~briques. Comme on a suppos4 que ]a fonction ] (x )  est trans- 

cendante, il est impossible que toutes les fonctions /~ (x) . . . .  /~ (x) soient alg6bri- 

ques. Par  suite, on obtiendra au plus n - - ~  relations lindaires distinctes. D~- 

signons par z le hombre des relations distinctes et soient 

ees relations. 

Consid6rons les ~quations 

(~) fl(/~ zt + -.- + ~,, ~.. = (~ = x 

et distinguons deux cas. Si elles peuvent  fitre r6solues par rapport  ~ des variables 

zm, . . .z ,~  parmi lesquelles ne figure pas z~, on obtiendra, en met tan t  les expres- 

sions trouv6es pour z , , , . . . z , .  dans eelles des 6quations (I2) qui correspondent 

aux valeurs ,u'l . . . .  ~t'~, de v distinetes de ~t~, ...ft.~, un syst~me d'6quations 
diff6rentielles de la forme 

(I4) d z~, ao ~" 
d x  =--b--o z ~ ' z ' ~  + ~b~,z,~,~. + c,, (~ -~  i . . . .  z ' ) ,  

~ 1  

off nous avons pos6 zl = zi~,,. Si zl figure n~cessairement dans tout  syst~me de 

variables par rapport  auxque]les les ~quations (I3) peuvent  6tre r~solues, on 

aura  pour zl une expression qui ne d~pend d 'aueune des autres variables. Cette 

expression est donc ~gale s zi (ear Zl . . . .  ~, satisfont aux ~quations (I3)) et d~finit, 

comme les coefficients des ~quations (I3), un ~14ment d'une fonction alg~brique. 

Par  suite, ]i (x) devait  6tre une fonction algdbrique. Or, ceci est impossible, car 

tout  pSle de /(x)  distinct des points ~ et des points ajout~s est n~cessairement 

un p61e de [~(x), et la fonction f(x) a une infinit4 de pSles, comme on le 
voit en remarquant  que si /(x) n 'avait  qu 'un nombre fini de pSles, cette fonetion 

n'aurait ,  en vertu des in6,galit~s de M. BOVTROUX, d 'autres points singuliers que 

des points singuliers alg~briques, et  s~rait par consSquent une fonction alg~brique. 

On voit donc que le eas consider6 maintenant ne peut  pas entrer. 

De la m6me mani~re qu'au n:o 9 on obtiendra maintenant  le rdsultat suivant:  

Soi t  zt,, 1 . . . .  z~, , une solut ion du  syst~me (14), d~terminons z~, , , . . ,  z,,~ par les 

dquations (13) et supposons  que fl'~ + zlfl'~ - x  + . . .  + z , , #  o (i ~ I ,  . . .  q ) .  Alors,  

route solut ion de l 'dquation 

Ac ta  mathemat iea .  36. Imprim6 le 6 f6vrier 1913. 43 
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yn q_ z~ y " - ~  + . . .  + z .  = o 

sat is /a i t  ~ l 'dquat ion di/ /drentiel le ( I ) .  

En  v o y a n t  la d6monst ra t ion  du n:o 9 on peut  faci lement construire la 

d6monstra t ion si l 'on remarque  que les ~quations ~_~ ~ (~)(fl,)--~,~. -- rf(fl~) ( v = x ,  . . . v i ,  

i = I , . . . q )  se t rouven t  parmi les 6quat ions (I3) et  que R~., R~ sont  les m~mes 

~g") @)/v  
expressions lin6aires de [~ _ ep (~t~) = i . . . .  ~i, i --  ~ . . . .  q) et de z,.~ (v = ~ . . . .  vl, 

i = i , . . . q )  resp., d 'oh  l 'on conelut  que ]es 6galit6s R~.=R~ ( ~ =  I , . . . q )  sont  

une consequence des 6quat ions (I3) si fl~' + z~fl~-I + . . .  + z~ ~ o ( i =  i . . . .  q). 
En  ra isonnant  comme au n:o IO on d6montre  ensui te  que le syst~me (I4) 

se r6duit  s une seule 6quation,  qui est une 6quat ion de RICCnT~ 

d z  a~ + b z - - c .  
d x  b~ 

A y a n t  done ~ r '=  z on peut  r6soudre les 6quations (I3) par  rappor t  ~ z2, . . .  z . :  

z~, = a~,z, + a' ,  (., = 2, . . .  n) ,  

et  le r6sul ta t  6none6 tout-k- l 'heure  peu t  fitre 6nonc6 m a i n t e n a n t  de la mani~re 

su ivante :  
Soit z une solution de l '6quat ion  

d z  ao z~ + b z _ _ c  
d x  bo 

telle que 

fl~ + zfl; ' -1  + (~z  + . ,  )fl~-2 + -.. + c~.z + a ' ~ # o  ( i = I  . . . .  q). 

Alors, rou te  solution de l '6quat ion 

y,* + zyn  - 1  + (a2Z + a'2) y " - 2  + . . .  + u , Z  + a ' , , = o  

sat isfai t  ~ l '6quation diff6rentielle (i). 
Les coefficients b, c, a~, a'~. (v ~ 2 . . . .  n), qui sont  des expressions ra t ion-  

nelles de a0, a l , . . ,  ap, b0, bl . . . .  bq, R1 . . . .  Rq et de leurs d6riv6es, d6finissent 

des ~16ments de fonctions alg6briques de caract~re rat ionnel le  en dehors des 

points  ~ et  des points  ajout6s, (R,,...R--~ sont  sym~tr iques en f l , , . . ,  flq). Pa r  
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les raisonnements du n:o IX on d~montre que ces fonctions sont rationnelles. 

Nous aurons done le th~or~me suivant.  

Th~or~me 2. S i  l 'dquation (i) ne se t rans /orme pas  5 une  dquation de R i cca t i  

d z  
- -  ~ a z  ~ + b z  + c 
d x  

par  une  t rans /ormat ion  de la /orme 

y~ + a' 2 yn-'~ + . . .  + ar 
z ~ yn-1 + a~ y,~-2 + . . .  + an ' 

les coe/[icients a ,  b, c, a~, a'~ (~, = 2 . . . .  n) dtant des /onc t~ons  rat ionnel les  de x, toute 

intggrale ~ u n  nombre / i n i  de ddterminat io~s  est ndcessairement  une  /onct ion alga- 

brigue. 

De la m~me mani~re qu'au n:o precedent on d~montre que /(x) admet n 

d6terminations permutables autour  des  po in t s  s ingnl iers  d i s t inc ts  des poin ts  ~. 

13. Consid6rons maintenant  une 6quation diff6rentielle (i) qui se transforme 

une 6quation de RlCCATI de la mani~re indiqu6e et qui a une int6grale trans- 

cendante ~ u n  nombre fini de d6terminations, et voyons quels sont les cas dif- 

f6rents qui peuvent se pr6senter. Nous distinguons d'abord deux cas: 

i) il existe des int6grales ~ une infinit~ de d6terminations, 

2) route int6grale a un nombre fini de d6terminations. 

Etudions d 'abord le premier cas, et consid6rons l '6quation de RlCCATI, h la- 

quelle se transforme l '6quation (i). Si zl, z:, z3, z sont des s6ries de puissance 

de x - - x  0 qui satisfont ~ eette ~quation, on a 

% - -  Z L Z ~ - -  Z 3 ~ C .  

z - -  Z 2 Z 1 ~ Z 3 

Si z~, z2, z3 6taient des ~l~ments de fonctions h u n  nombre fini de d~termi- 

nations on voit done que route intdgrale de (i) aurait un nombre fini de d~ter- 

minations. On voit done que l 'un des deux cas suivant doit avoir lieu: 

ou bien il existe deux int~grales uniformes de l '~quation de RICCATI, ou bien il 

existe une seule int~grale ~ un nombre fini de d~terminations, eette int~grale 

4rant ou bien une fonetion uniforme ou bien une fonction h deux d~terminations. 

S'il existe deux intdgrales uniformes qui sont toutes deux transcendantes, on voit 

que l'~quation (i) a deux int~grales transcendantes h u n  m~me nombre de d~ter- 

minations, routes les d~terminations se permutant  autour  des points singuliers 

distincts des points ~. En effet, si n d~signe le nombre des d~terminations de 

l 'une des int~grales et si t 'on suppose que toutes ees d~terminations ne se permu- 

taient pas autour  des points singuliers distincts des points ~, l '~quation de R~c- 
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CATI aurait  au moins trois 616ments d'int~grales appar tenant  ~ des fonctions 

un nombre fini de d6terminations; par suite route int~grale de ( i ) a u r a i t  un 

hombre fini de d6terminations, ce qui est contre l 'hypoth6se. D'autre  part,  

si le n0mbre des d~terminations de l 'autre int~grale ~tait <n ,  ]'int~grale con- 

sid~r~e tout-s admettrai t  un nombre de d~terminations < n permutables 

autour  des points singuliers distinctes des points ~. Supposons ensuite que 

l%quation de RtCCATI air une int~grale uniforme transcendante et une intS- 

grale rationnelle. Alors, l%quation (i) a une seule int~grale t ranscendante h u n  

nombre fini de d~terminations et un certain nombre d'int~grales alg6briques qui 

est au plus ~gal au nombre des d~terminations de l'int~grale t ranscendante (la 

somme des nombres de d~tcrminations des int6grales a]g6briques est au plus 

6gale ~ ce nombre). Supposons enfin que l%quation de RICCATI ait une senle 

int6grale h un nombre fini de d~terminations. Alors, il en est de m~me de 

l '~quation (i). 

Consid6rons maintenant  le eas off toute  int~grale de (i) ait un hombre fini 

de d6terminations. Alors, on voit d 'abord qu'il existe une limite sup~rieure pour 

le nombre des d~tcrminations des int~grales de l%quation de RIccAwL par suite, 

la mSme chose a lieu pour l '~quation (I). t Voyons ensuite comment varie d 'une 

int6grale ~ l 'autro le nombre des d~terminations des int~grales. On voit d 'abord 

que routes les int6grales transcendantes admet tent  le mSme nombre de d~termi- 

nations permutables autour  des points singuliers distincts des points ~, car s i n  

d~signe ce nombre pour l'une des int~grales transcendantes, il r~sulte de ]a d~- 

monstration du th6or~me 2, que ce nombre est au plus ~gal s n pour toute autre  

int~grale transcendante.  Pour  une int~grale alg~brique ce nombre pourrait  6tre 

plus pet i t  que n. Quant  k l 'existence d'int~grales alg~briques, on voit que pour  

l%quation de R~CC~TI les trois cas suivants sont les seuls possibles: i) il existe 

deux int~grales rationnelles, z) il existe une seule int~grale alg~brique qui est 

ou bien rationnelle ou bien une fonction s deux d~terminations, 3) il n'existe 

aucune int~grale alg~brique. Dans le cas oh il existe une int~grale alg~brique, 

la somme des nombres de d~terminations des int~grales algSbriques de (~)est  au 

plus ~gale ~ 2 n. Pour ~tudier comment varie d 'une int~grale ~ l 'autre le nombre 

total des d~terminations des int~grales il suffit de faire une telle 4rude pour 

l%quation de RICCaTL D6signons par m' le nombre maximum de d~terminations 

d'une int~grale de cette ~quation. Il e l i s te  au plus 2m~--2 int~grales pour 

lesquelles le hombre de d6terminations est plus petit  que m', car l'int~grale g~- 

n6rale s'~crit a C + fl et une 6quation de la forme 
C + 7  ' 

On aura donc la solution du probl~me posd par M. P/~INLEV~ darts la Note eit~e, p. 178, note. 
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~C + f l _ ~ , C  + fl, 
C + 7  C + 7 ~  

off a , f l , 7 ,  al, ill, 71 sont des fonctions de x, ne peut ~tre satisfaite que pour 
deux valeures au plus de C. 

M. PAINLEV]~ appelle int~grale exceptionnelle d'esp~ce im une in~grale  de (i) 

pour laquelle le hombre des d~terminations permutables autour  des points singu- 

liers distincts des points ~ est plus petit  que n, et  int~grale exceptionnel]e 

d'esp~ce if  une int~grale dont le nombre total  de d4terminations est plus peti t  

que m ~ re'n; 1 pour les int~grales d'esp~ce if  nous ajoutons cette condition qu'el- 

les ne soient cn m6me temps des int~grales exceptionnelles d'esp~ce ira. Avec 

cette terminologie nous pouvons ~noncer le r~sultat suivant :  

Toute int~grale exceptionnelle d'esp6ce i~ est une fonction alg~brique. La 

somme des nombres de d~terminations de ces int~grales est au plus ~gale ~ 2n. 

Il existe au plus 2mr - -2  int~grales exceptionnelles d'esp~ce if. 

14. Nous allons g~n4raliser maintenant  les r6sultats du present m~moire 

~tre valables pour une branche d'int~grale. Appellons branche algdbro~de ou branche 

de caractOre alggbrique une branche b, un nombre fini de d~terminations qui n'a, 

l'intdrieur du domaine off elle est d~finie, d 'autres points singuliers que des 

points singuliers alg6briques; au contraire, nous admettons l 'existence de points 

singuliers non alg~briques sur la limite du domaine. Nous d~montrons alors le 
th~or~me suivant : 

Th6or~me 3. Si  l'dquation (i) ne se trans/orme pas ~ une gquation de Riccati 

de la mani~re indiqude au thdor~me 2, route branche d'intdgrale ~ un hombre / in i  de 

ddterminations est ngcessairement une branche algdbro~de. 

Supposons qu'il existe une branche d'int~grale /(x) qui a un nombre fini de 

d~terminations et qui n'est  pas une branche alg~broide, et soit X le domaine 

off cette branche est d~finie. Les d~terminations de / ( x ) s e  r~partissent en grou- 

pes s un mSme nombre n de d~terminations de telle mani~re que les d~termi- 

nations d'un m~me groupe se permutent  autour  des points singu]iers de /(x) 

distincts des points ~ et de certains points ajout~s en nombre fini, tandis que 

deux d~terminations qui appart iennent  s des groupes diff~rents no so permutent  

pas de cette mani~re. Soint ~ , , . . .  ~,, les d~terminations d 'un certain groupe 

(s~ries de puissance d'une mSme difference x - - x o ) ,  dSsignons les expressions sy- 

mStriques de ~1 . . . .  ~ .  par ~ .. . .  z~ et consid4rons les expressions 

1 Voir la Note de M. PAISLEV~, p. 170. 
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I (f(*')(t~i)(~= I ,  . . .  ' / i  / 

j~ ,f(fl~) = ~ ,  . q /  

oh of(y) ~ y'* + ~ y~--I + ... + ~, .  Ces express ions  s '6cr ivent  comme des s6ries de 

puissance ~ i ;  en p a r t a n t  de ces s6ries et  en faisant  des p ro longements  ana ly t i -  

ques de  toutes  les mani~res possibles h l ' i n t&ieur  de X on ob t i endra  cer ta ines  

branches  - x  z,,i. On d6mont re  que ces branches  sont  des b ranches  alg6broides.  

R6p6tons  les r a i sonnements  du  n:o 13 en as t re ignons  ]a var iable  x au do- 

maine X.  On abou t i r a  alors au r6sul ta t  su ivan t :  

I1 existe une  6quat ion  de RlCCATI 

d z _ ao z ~ b X  c x 
d x  bo + z - -  

et  une  6quat ion  a lg6brique de degr6 n 

--X y ' + z y ~ - ' + ( a ~  x z + ~ x )  y ' - = ' + . . .  + ( X z  +c~, = o  

qui  on t  la propri6t6 su ivan te :  si z est  une solut ion de l '6quat ion  de RlCCaW~ 

telle que 

- X  /~? + zfl?-~ + (. ,x z + ~x )  ~ - ~  + . + . x z  + .~  ~ o (i = z . . . .  q), 

t ou t e  solut ion de l '6quat ion  alg6brique sat isfai t  s l '6quat ion  diff6rentiel le  (i).  

- x  (v 2 . . . .  n) sont  des branches  uniformes ~ carac- Les coefficients b x, c x ,  a x ,  a~ = 

t~re rat ionnelle .  

D6mont rons  que ces coefficients sont  des branches  de fonct ions  rat ionnelles.  

- x -  - x  (,, 2 . . . .  n), donc O n  a Z ~ ( ~  Z t §  t~,~, 

~,o(,,,~ (fl~) _ (p~:,~ (fl~)~, + z~',~ (fl~), 
,f  (fl~) tp (flO~, + 7. (fl~) 

off 

(p (y)  = y n - i  + c~x y ,~-2 § . . .  + , ' ~  

x 
Z (y )  - -  Y "  + ~-z  y , - 2  + . . .  + a,~.  

En  p a r t a n t  de 5~ et  cn fa isant  des p ro longemcnts  ana]yt iques  h l ' in t6r ieur  dc 

X on ob t iendra  une cer ta ine  b ranche  qui a un nombre  fini de dSterminat ions  e t  

qui  a n6cessairement  un po in t  singulier essentiel  b, l ' i n t g r i e u r  de X (cf. page 337)- 
X - X  

a , ,  ~ ,  ( , - ~ 2  . . . .  n) peuven t  s '6erire comme des expressions rat ionnel les  de a0, 

a , ,  . .  a p ,  bo, b~, . .  bq, t~, . . . .  fl~, z~X(v I vi, i ~ I .. q). Comme - x  �9 �9 ")  ~ , . . .  , . Z~i s o n t  
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des branches alg6broides on eonclut donc que l'on aura de m6me des branches algd- 

broides en par tant  de tp (fli), Y. ([?,~), r (fli), Z (."~ ~i) et en faisant des prolongements 

l'int6rieur de X. Par  suite, l 'eipression lin6aire de ~, 6crite plus haut est n6- 

cessairement ind6pendante de ~ ,  et on aura done 

_ = q~_~)(fl~) tp(..~(fl~) ~(,l(fl~) ( / ~ i = ~ ' ' " r i t  

Or, en raisonnant comme ~ la fin du n:o rI  (page 330) on d~montre que 

b x ,  c x ,  a,x, -xa., (,u -~ 2 , .  . .  n )  sont des branches de fonctions qui sont de caract~re 

rationnelle en dehors des points ~, et par les raisonnements pr6c6dents du n:o cit6 on 

d6montre que ces fonctions sont uniformes. Par suite, ~,,i sont des 61~ments de fonc- 

tions b~ un hombre fini de d6terminations (au plus 6gal h q)qui  sont de caract6re 

rationnelle en dehors des points ~ et des points singuliers des fonctions alg6bri- 

ques d6finies par l'dquation Q ( x ,  y ) = o .  Comme au n:o 12 (page 33 I) on d6- 

montre que ces fonctions n 'ont  aucun point singulier en dehors des dits points, 

et par les th~or~mes de M. BOUTROVX on d~montre ensuite qu'elles sont des 

- x  . . .  n) peuvent s'~erire eomme fonctions alg6briques. Comme b X, c x ,  c~,x,, c~,, ( t t ~  2, 

des expressions rationnelles de ao, al . . . .  ap ,  b o, b L . . . .  bq, ~ . . . .  ~q, z,,i ,  e]les sont 

done aussi des branches de  fonetions alg~briques. Comme ees fonctions sont uni- 

formes elles sont rationnelles. Par ]h, le th~or~me .3 est d~montr6. 

Le eas le plus int6ressant est celui oh X contient un seul point ~. On ob- 

tiendra alors un r~sultat sur la mani~re dont  certaines inte~grales se comportent 

au voisinage du point singulier ~. 

Consid~rons aussi le cas off l 'dquation (i) se transforme ~ une ~quation de 

RmCATI et il existe une branche d'int~grale h u n  nombre fini de d~terminations 

qui n'est pas une branche alg~broide. On d~montre comme au n:o precedent 

que l e 'nombre  des ddterminations d 'une telle branche qui se permutent  autour 

des points singuliers de la branche distinct des points ~ est un invariant,  il ne 

varie pas d 'une branche ~ une autre de la nature consid~r~e, m~me si les bran- 

ches sont d~finies dans des domaines diff~rents. Consid~rons par exemple le cas 

oh il existe une int~gra]e transcendante ~ un hombre fini de d~terminations et 

entourons chaque point singulier essentiel de eette int~grale par un cercle arbi- 

trairement petit : on obtiendra toujours le m6me nombre de d~terminations si l 'on 

tourne autour  des points singuliers distincts des points ~ et situ~s dans un quel- 

conque de ces cercles, et si I'on tourne autour  de tous les points singuliers dis- 

tincts des points ~. 


