
SUR LA MEILLEURE APPROXIMATION DE Ixl PAR DES POLY- 
NOMES DE DEGRI S DONN S. 

PAz 

SERGE BERNSTEIN 

~t KHARKOW. 

Dans la seeonde partie du M~,moire 1 ~>Sur l 'ordre de la meilleure approxima- 
tion des fonctions continues par des polynomes de degr~ donn6~> j'ai expos~ une 
m6thode g~n6rale pour la recherche des polynomes d'approximation d 'une fonction 
continue quelconque. Cette m6thode consiste essentiellement h introduire un 

param~tre variable et  & d~velopper les polynomes d'approximation en s~ries de 
TAYLOR par rapport  & ce param~tre. J 'ai  appliqu6, en particulier, cette m~thode 

la meilleure approximation de Ix] dans l 'intervalle ( - - i ,  + I); et quoique e'est 
ainsi - -  il est peut-~tre utile de le rappeller h ceux qui voudront  aborder des 
questions analogues - -  que je fus mis sur la voie de la solution complete de ee pro- 

blame, je me suis bient6t aper~u que, pour arriver plus rapidement au but, il est 
avantageux d 'abandonner la marche g~n6rale en se laissant guider par les par- 
ticularit6s de la question. 

En exposant & present l'ensemble des r6sultats relatifs & la meilleure ap- 

proximation de Ix] que j 'ai obtenus jusqu'ici, et qui d~passent consid~rablement 
ceux qui se t rouvent  dans le memoire mentionn6, je pourrai donc ne faire aueun 
appel ~ la th~orie g~.n6rale, ce qui 6vitera au lecteur la n~cessit6 de s'adresser 

ce M6moire. 

~/Ion ~tude actuelle se divise en deux parties: patt ie  ~l~mentaire et partie 

transcendante. Dans la premiere partie, par des precedes enti~rement alg~bri- 

ques, on d~montre que /a meilleure approximation E2n de Ix I dans l'intervaUr 
(--  i ,  + i) par un polynome de degrd 2n saris~air, quel que soit n > o, aux indgalitgs 

a M6moires publi~s par l'Acad~mie Royale do Belgique. 1912. 
Avta ~hemat~ca .  37. lmprtm6 le 11 avril  1913. 1 
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I I I 

2n+ z > E 2 " > 4 ( z  + V2) e n - - z  

Dans la seconde par t ie  on cherche la va leur  a sympto t ique  de E~.. Le r6sul ta t  

essentiel  de ce t te  recherche  est que  le produi t  2 n .  E~,~ tend vera une  l imi te  f ixe  

it, lorsque n croit indd/ in iment .  L a  d6mons t ra t ion  de ce th6or6me,  e t  le calcul 

approch6 de it, qui, avec une e r reur  moindre  que o,oo4 se t rouve  6tre  6gale 

0,=8= so r t en t  na tu re l l emen t  du  domaine  de l 'alg6bre. 

Premib re  Part ie .  

Etude alg6brique de la mefl leure approximation de Ix[ par des polynomes 
de degr6 donn& 

I .  D~/ in i t ion.  Nous  dirons que  le po lynome 

P ( x )  = A o x  =' + A I z  a' + . . .  + A,=xa, (I) 

est  un  polynome  oscillateur, duns l ' in terval le  0 i ,  re la t i f  s la suite d ' exposan t s  

non  n~gatifs a 0 < a~ < .-- < an, s'il a t t e in t  son module  m a x i m u m  en (n + i)  po in t s  

de l ' interval le .  Le  nombre  n e s t  l 'ordre du po lynome oscillateur.  Nous  pouvons  

a d m e t t r e  ici, pour  simplifier un peu,  que les hombres  al sont  des entiers.  

2. E x a m e n  de d e u z  cas part icul iers .  Consid6rons deux  cas, oh les po lyno-  

rues oseil lateurs se d6 te rminen t  sans difficult~s. 

18r cas. al = 2i  + z. Le  po lynome  t r igonom6tr ique  

P~ ,  + z (x) = L cos (2 n + z) arceos x = L [(x + Vx - i -  i)2" + ] + (x  - -  V x  I - -  I) 2n + 1] (2) 
2 

est mani fes tement  un  po lynome  oscil lateur re la t i f  ~ la suite d ' exposan t s :  z, 3 , " "  

2n  + z, car  il a t t e in t  son module  m a x i m u m  L en (n + z) points  de l ' in terval le  

~T nYg 
�9 o z: z, cos 2n  + I '  "'" cos - -  Le  calcul  expl ici te  des coefficients de ces poly-  

2 n + I "  

nomes ne pr6sente  pus de difficult6:  il suffi t  de  former  l '6quat ion diff~rentieUe 

(I - -  xJ)P"r,, (x) - - x P ' r , ,  (x) + m 2 P , .  (x) = o, (3) 

h. laqueUe satisfai t  

P ~  (x) = L cos m arccos x; 

r exp re s s ion  (2) donne  d i r ec temen t  le coefficient  2 ~ ' - l L  de x ~, e t  ensui te  les coeffi- 

c ients  se d6 te rminen t  de proche  en p roche  p a r  la condi t ion  d ' ident i f ie r  l '~quat ion 

(3). On a ainsi 
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L r ,,, ,,, + r a ( m - -  3) 
P,n(x) = L c o s m a r c c o s x  = ~ - i  2 x - - m .  2 " - ~ x  m-~ �9 2 " - 4 x  " - 4  + 

2 !  
(4) 

+ ... + (__i)z. m ( m - - l - - i ) . . . ( m - - 2 l  + i) 

2 m~ cas.1 a l  ~ i .  

Le polynome 

P~ ,~ (Vx) --~ L cos 2 n arceos Vx = L__ [ Vx + Vx--~ i)~n + (Vx - -  V x - -  i )~ n] ~_ 
2 

,[ - -  2 2 n ; ~  n ~ 2 n .  22n--2~ n ' l  -[- �9 �9 �9 + 
2 

+ (__I)Z. 2 n  ( 2 n - - l - - 1 ) ( 2 n - - l ~ 2 ) l !  "'" ( 2 n - - 2 l  + i )22n_~ ~.xn_z + . . . ]  

�9 2 m - - g l T ,  m - 2 l  "4- "" "]  

sera 6galement un polynome oscillateur p o u r  la suite d 'exposants :  o, I, 2, . . . n ,  

ire 
i + cos - -  

puisqu ' i l  a t t e in t  son module max imum L aux  n + i points ;  cos ~ *~ o u -  
n 

2 ~  2 

3. Thdor~me de Descartes. Le nombre de racines positives de l '6quation 

P ( x ) = A o x  ~ + A l x  ~' + .." + A, ,x~, ,= o 

ne peut  d6passer le nombre de var ia t ions  de signe des coefficients. E n  par- 

ticulier, l 'dquat ion P ( x ) =  o n ' aura  jamais plus de n racines positives; d 'ai l leurs 

l '6quat ion P ( x ) =  o n e  pourra  avoir n racines positives que, lorsque ses coeffici- 
ents seront  de signes altern6s. 

4. Lemme.  Les coefficients d 'un polynome oscillateur sont de signes alterngs; 

les extrema successi/s d 'un  polynome oscillateur sont de signes contraires. 

Eu effet, soit d ' abord  a0 = o. Alors l '6quat ion d6riv6e 

P'(x)  = a lA1x  ~,-1 + .. .  + a,,A,,xa,, - 1  = o 

devra  avoir  au moins n - - I  racines positives qui sen t  les valeurs de x ~  l ' int6- 

r ieur  du  segment  o i, oft [ P  (x)[ a t t e in t  son max imum absolu. De plus, P ' ( x ) =  o 

ne pouvan t  avoir  d ' au t res  racines positives, ] P(x)  [ a t te indra ,  en outre,  son maxi-  

m u m  absolu aux  deux bords:  o e t  ~, et  il ne pourra  exister d ' ex t r ema  relatifs 

entre  deux ex t rema absolus; t o u s l e s  (n + ~) ex t rema  seront  done n~cessairement 

de signes contraires. Pa r  cons6quent,  l '6quat ion P ( x ) ~  o aura  n racines positi- 

ves; ses coefficients seront  done de signes altern6s. 

i J e  ne connais  pas d 'aut res  polynomes  oscillateurs que ceux don t  les exposan ts  f o rmen t  
une  progress ion ar i thm~tique.  I1 serai t  impor tan t  de construire  exp l i c i t ement  des po lynomes  
oscillateurs, pour lesquels la loi des  exposan t s  soit diff6rente .  
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Si a0 > o, le polynome P(x) s'annule pour x ~ o. Par consdquent, son mo- 

dule maximum est atteint,  cette fois, au moins en n points int6rieurs au seg- 

ment o I qui sont les racines de l '$quation 

P'(x) ~ ao Ao x~~ I + al A~ x ~ - 1  + ..- + a,,A,,x~,, -1  ~ o. 

Les coefficients A0, A , ,  . . . ,  A~ sont donc de signes altern~s; de plus, l'6qua- 

tion P r ( x ) ~ o  n 'ayant  d 'autres racines positifs, les extrema successifs de P ( x )  

sont $galement de signes altern~s, c . q . / ,  d. 

5. Th6or~me. Si  P ( x ) - ~  ~ A~xa~ est un polynome oscillateur et Q ( x ) ~  
i--O 

=~ ~ B~x~ est un  autre polynome contenant les m$mes puissances de x dans lequel 
i--O 

un  des coe//icients B~o = Aio (en supposant aa > o), le m a x i m u m  de [Q(x)[ est su- 

pdrieur au  m a x i m u m  de [P(x)[ dans l'intervalle o i .  

En effet, si le module de Q(x) ne devenait pas sup~rieur au module maxi- 

mum de P(x) ,  on aurait, aux (n + I) points successifs xk(/~----o, I , . . .  n), oil le 

maximum de ~P(x)[ est atteint,  

(--  I) k . [P(xk) - -  Q(xk)] > o 

(ou bien une in~galit~ inverse en touales  (n + i) points). 

Par  cons6quent, l '6quation 

P(x) - -  Q(x) -~ o 

aurai t  au moins n racines positives; mais, puisqu'elle ne contient que n termes 

(~ cause de B ~  A~), ceci est imposible. Le thdor~me est donc d~montr$. 

R~ciproque. Si  le module m a x i m u m  de P ( x )  = ~ Aixal est in/~rieur au mo- 
i--O 

i - -n  

dule m a x i m u m  d 'un polynome qudconque Q(x) -~  ~ B~xal contenant les m~mes 
i=O 

puissances de x et tel que Bio ~ Aio, le polynome P ( x )  est un  polynome oscillateur. 

En effet, admettons que P(x)  n'est pas un polynome oscillateur; de sorte 

que le nombre h de points xk, oh son module maximum L e s t  at teint ,  est infb- 

rieur ~ n + i. Dans ces conditions, on pourra construire un polynome R (x) 

~ Co xa~ + .. .  + Cio_ l X~io -1  + Cio+ l X~io + 1 + .. .  + Cnxa, tel que R ( xk ) ----P(xk), car, 

aucun des xk ne pouvant ~tre nul, si a0 > o, le dSterminant 
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I ! ...... 
I . . .  I 

est different de z~ro, en ver tu  du th~or6me de DESCART~.S. Entourons ensuite 
les points xk de petits intervalles, oil R(x) et P(x) conservent leurs signes, et 

remarquons qu'en dehors de ces intervalles I P ( x ) I < L - - e ,  E ~tant un nombre 
positif d6termin6. Par  consequent, le polynome 

H (x) ~ P ( x) - -  itR ( x,) = ( Ao - -  itCo) x ~'0 + . . .  + A~x~i, + .. .  + ( A ,  - -  it C, )x  a. 

aurait  son module maximum inf6riour h eelui de P(x ) ,  si l 'on prenait  le hombre 

positif it assez petit  pour avoir sur tout  le segment o i 

i t lR (x )  l < ~. 

II est done ndeessaire qua le polynome P ( x )  soit un polynome oscillateur. 

6. Corollaires. a. Un polynome quelconque 

P ( x )  ~ Ao + A~x + A~x ~ + . . .  + A,~x '~ 

de degr~ n ne peut dans l ' in ter~l le  o I rester in/drieur en valeur absolue au  plus 

grand des hombres 

A,~_~. l  ! 

R&ipro~uement,  sl L est le module m a x i m u m  de P(~) dana l'intervalle o i ,  on 

a n&easairement 

I A - - z l  <_- 22.-~z. n ( 2 n - - l - - i ) ( 2 n - - l - - 2 ) . . . l !  ( 2 n - -  2 / +  I )L .  (5) 

Cela r6sulte de l 'application du th6or6me pr6e6dent au eas, off ai = i, pour 

lequel nous avons construit au w 2 le polynome oscfllateur 

P2, ( 1 / ~ )  = L c o s  2 n a r e c o s  Vxx. 

Remarque. On voit pourtant  que l 'affirmation relative ~ Ao, 6vidente par le 

fair que P ( o ) ~ A o ,  n 'est  pas une cons6quenee du th$or~me pr6c6dent. 
b. Un polynome de la ]orme I 

P ( z ) = A o x  + A~x s + .. .  + A n x  2~+1 

1 Voir aussi le m~moire de W. MARKOW ~Stlr les fonctions qui s'dcartent le moins de 
z~ro,, (en russe) pubti6 par l 'Universit~ de St. Pdtersbourg, 1892. 
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ne peut rester clans l'intervalle o i in]~rieur en valeur absolue au ~lus grand des 

nombres 

et r&iproquement,  si L e s t  le module m a x i m u m  de P(~),  on a n&essairement  [Ao[< 

(2n + I )L ,  etc. 

Cela r~sulte ~galement de la consideration du polynome oscillateur relatif 

la suite d 'exposants  i, 3 . . . .  , 2 n  + I. 

7- Th~or~me. I1 existe dans l'intervaUe o I un  ?olynome oscillateur et un  

seul relati] ~ une suite d'exposants donate et ayant  un de ses coe]]icienls arbitraire- 

ment  donng. 

En effet, il suffira de d~montrer que parmis les polynomes de la forme 

Q ( x ) =  Box  ~o + . . .  + B~_lx~io-1  + A~x'~o + Bio+ xx~io+ l + . . .  + B ,  xa, ,  

oh les exposants a sent  dennis  ainsi que le coefficient A~, il en existe un dent  le 

module maximum est le plus peti t  possible dans rintervalle o i. Or le module maxi- 

mum de chaque polynome Q(x) est une fonetion continue de ses coefficients B. La 

limite inf6rieure de co maximum qui n'est  pas nulle, en vertu du corolla[re (6, a), 

no ddpasse pas certainement I Ai, I; par  consdquent, en ver tu du m~me corollaire, 

on ne considdrera que les coefficients Bt satisfaisant aux indgalit~s 

[Bi]=< 2Satan" (an + ai--(an~al)!I)(an + at-- 2).. . (2ai + I),A/o,;[[ 

les valeurs des variables B~ formant  des ensembles fermds, il existera certaine- 

ment au moins un syst~me de valeurs des B~ qui rdalisera le minimum. 

En vertu du thdorAme (5), le polynome oscillateur sera unique, pourvu que 

a~o > o. Donc, en gdndral, tous les polynomes oscillateurs relatifs ~ une suite d'ex- 

posants donnde ne peuvent  diff6rer que par un facteur constant. Par  cons6quent, 

si r o n  se donne arbitrairement le coefficient .40, le faeteur de proportionnalit~ 

se trouvera dgalement ddtermind sans ambiguit6. Le thdor~me est donc ddmontr6. 

8. Thdor~me. S i  on a deux  polynomes osciUateurs 

P ( x )  = x  ~o + A 1 x "  + -.. + A ,  xa,  e t Q ( x )  = x  ~~ + B,x~'  + . . .  + B , x ~ , ,  

oh o < ao < fl~ < a~ < d2 < "'" < fl,, < a , ,  le module m a x i m u m  de P(x)  clans l 'inter- 

~alle o i aera sup~rieur ~ celui de Q(x).  

En effet, nous savons (lemme 4) que les coefficients de P(x)  sent  de signes 

altern~s; par  consequent, les coefficients de 
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Q ( x ) -  P ( x ) ~  B t z 4 * - - A , x  '~, + B~x~ . . . .  + Bnx~ , , - -  A,~xa,, 

ne pourront presenter plus de n variations de signe. 
L'~quation 

Q(x) - -  P ( x )  = o (6) 

aura done, au plus, n raeines positives. Si le module maximum de Q(x)  ~tait 

sup~rieur ou 6gal k ce]ui de P(x) ,  ]a diff6rence Q(xl,) - -  P(xl,) aurait  le signe de Q(xl,) 

(ou serait nulle) en tons les points xa off I Q(x) l  est maximum. Par  consequent, 

l '6quation (6) aurait  n~cessairement n racines positives ~ ,  ~ , . . . ,  ~ ,  satisfaisant 
aux in~galit6s 

x, <~, <x~<. . .  <~,<x,+~; 

de sorte que duns l 'intervalle o ~  la diff6renee Q ( x ) - - P ( x )  aurait  le signe de B~ 
qui est n6gatif, et, d 'une fa~on g~nfirale, dans l 'intervalle ~i~i+l la difffirenee 

Q ( x ) - - P ( x )  aura ]e signe de ( - -x ) i+L  De plus, le nombre des xi-4tant supfirieur 

celui des ~i, il y aura au moins un x/ tel que ~i_~< x/<~i ,  si l 'on convient de 
remplacer dans cette infigalit~ ~o par o e t  ~,+1 par ~.  On aurait  en ee point xl 

et, par consequent, aussi 

[Q (x/) - -  P(xi)]. ( - -  I) i > o, 

Q (xi). ( - -  z) i > o. 

Or, on a Q(x~)> o, (puisque, pour des valeurs positives voisines de o, Q(x) 

a lo signe do son premier terme), done Q ( ~ ) <  o, et, en g6n6ral, Q(xi ) .  ( - - x ) i <  o. 

Nous arrivons ainsi h une contradiction. 
Le th6or~me est done d~montrfi. 

9" Th6or~me. S i  on a deux polynomes oscillateur8 

P ( x ) =  Aox  ~ + . . .  + A ~ _ l x ~ - I  + x m + A i + l x ~ + l  + . . .  + A,,xa,* 

et 

Q(x) = Box~o + . . .  + B ~ _ ~ x ~ - ~  + ~ "  + B~+~x~+~ + .. .  B,,x/~,~ 

le module m a x i m u m  de P(x) est 8up~rieur ~ celui de Q(x),  8i o < a o < f l o <  " - <  

< a i - l < ~ i - l < m < f l ~ + l  < a i + l  < -.- < f l~  < an.  
E n  effet, les coefficients de l '6quation 

P ( x ) - - Q ( x )  ---- Aox (~ - -  Box  zo + .. .  + A~_Ix~'~-1 - -  B , _ l x a i - l - -  Bi+ l x ~ +  l + 

-]- A i +  lXai+ l . . . . .  Bnz#n + Anxan--~ o 
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ne  pr6sentent  pas  plus  de n var ia t ions  de s ignes.  D o n c  le n o m b r e  de rac ines  

positives de l '6quation 

P(x) - -  Q(z) ~ o (6 b~) 

ne d~passe pas n. Si ]e module maximum de P(x)  n'~tait pas sup6rieur ~ celui de 

Q(x), on aurait  aux points xl, x~ . . . . .  xn+l,  oh I Q(x)l est maximum, 

[P(xD - -  Q(xD] �9 Q(xD < o ;  

ou bien, si l 'on remarque que Q(xl)  a l e  signe de ,40 qui est eelui de ( - - i )  i, on 

en eonclut que Q(xD a le signe de ( - - i )  ~+k-1, et  par consequent 

[ P ( x D - - Q ( x D ]  . ( - -  I) i+ k > o. (7) 

En d~signant par  ~1, ~2 . . . .  les raeines de ]'~quation (6bfs), on en d~duit que 

D'autre  part,  la difference P ( x ) - - Q ( x )  aura pour de petites valeurs posi- 

tives de x le signe de son premier terme A0; de sorte que dans l 'intervalle 0~1 

on a [P (x) - -  Q (x)] . ( - - i ) ~ o ,  et dans un intervalle ~k-i  ~k, on a, en g~n6ral, 

[ P ( ~ ) -  Q(~)]. (--~)~§ > o. 
II y aurait  done au moins un point  xk, oh 

[P(xk)- -  Q(xk)]. ( - -  ~)~+ k-~ > o; 

ee qui est en contradiction avec l'in6galit~ (7). 

Le th6or~me est done d~montr6. 

IO. Corollaire. Le ~olynome oscillateur 

P ( x )  ~ x  § a~x s § a2x ~ + .. .  § a,~x ~n 

I 
- - "  au  cxm~raire, le rezte, dans l'intervalle o i ,  in /&ieur  en valeur absolue ~ 2 n  § ~ '  

module ma~dmum du  polynome Pt(x)-----x,+b~x~ + . . .  §  2"+2 doit s supg- 

rieur ~ 
2 n §  

En effet, 

(-- 
x):-eos (~n  + x )arceos  x = x + B , ~  ~ + . . .  + B , x  ~"+~ 

2 n +  . t  



Sur la meilleure approximation de Ix[ par des polynomes de degr6s donn6s. 9 

est le polynome oscillateur relatif ~ la suite d 'exposants:  i,  3 . . . .  2 n +  i ;  son 

module maximum 6rant 6gal h ____i , le module maximum de P(x) devra 6tre 
2 n + i  

inf6rieur et eelui de P~(x) sup6rieur ~ ~ (en vertu du th6or~me 8). 
2 n + I  

II .  Th6orbme. L e  module  m a x i m u m  E'2n du  po lynome  oacillateur 

P ( x )  = x + a~x ~ + a 2 #  + "" + a n x  2n 

saris/air a u x  indgalitds 

I > E'2n > I I 

2n-----+--i 2 (I + I/~)" 2n - -  i '  (8) 

si  n > i .  D a n s  le cas, o~ n =  i ,  on a 

r -- t I I I 
E2,~- -  E 2 

2(I + V2) 2(1 + 1/22) 2 n - - i  

On v6rifie d 'abord la derni~re partie de l'6none6, en remarquant  que, pour 
n = i, le polynome oseillateur se r6duit 

I I I 
son module maximum, V2 2-----2(1 + V2)'  6tant at teint  pour x - = i  et pour 

I 

Examinons ~ prdsent le cas de n > i ;  l'in6galit4 

I 
- -  > E ' ~ , ,  
2 n + i  

r6sulte du w pr6e6dent. D'autre part, on a par hypothbse, 

sur le segment o i. 

6galement 

ou bien 

I x  + a l x  ~ + . . .  + a,,xg"] < E'e,~ (9) 

Done, a for t ior i ,  pour toute  valeur positive de ~t, aura-t-on 

I:  x + a  I + "'" + a n  
( x__3__/2n I <__ 

I + ~t! ] 

Aeta mathsmatiea.  37. Imprim6 le 11 svril 1913. 2 
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]x(z + ~u) + a t x  s + . . .  + a',,xs"[ < E'~ , ( I  + ~)~ 

En retranehant  de cette derni~re indgalitd l'indgalit6 (9), on trouve une 
in6galit6 de la forme 

[/.* (X + JBtx 8 + ""  + B n _ l X 2 n ) [ <  E '~n[( I  + [~)t + I ] ,  

ou encore, 

[a~ + B t #  + . "  + B,,-xx2'*]<E'2n (I 
+ + I 

!l 

Or, d'apr6s le corollaire pr6c6dent, le module du polynome x + Bt # + ' -"  + B , _  x x ~" 

doit d6passer ____j_i dens l 'intervalle o T. Done, 
2 n ~ I  

__l_<E,2n(l + ~tl) z + I 
2 n  - - I  It 

o n  

2n--~-  ( z + l . 0  ~ + z "  

En posant, enfin, pour rendre le second membre aussi grand que possible, 

= V2, on obtient  

Er2n > I I 

e. q. f. d. 

12. Lemme. Le module maximum E2,s du polynome oscillateur de la forme 

P(x )  = A  0 + x + A l x  ~ + A~x 4 + ... + A,~x 2'* saris/air aux indgalitda 

I E'~,. < E2,~ < Er2,,, 
2 

quel que soit n > o. 

En effet, l'in6galit6 E2~ < Er2, est une eons$quence du th60r~me 5. D'autre  part ,  

P ( x ) - - A o - - - - x + A t x  s + A ~ + ' ' "  + A . x  2~ 

ne saurait @tre un polynome oscillateur. Par  consequent, son module maximum 

qui ne ddpasse pas E2, 4 - d 0 < 2 E 2 n  est supdrieur (en ver tu du m@me thdorAme) 

Er2n. Donc, 2E2n > Er2n OU bien 
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Corollaire. 

P ( x )  : Ao + x + At x 2 + A2x  ~ + "'" + A n x  2n satis/ait aux, indgalitLs 

I > 

e. q. f. d. 

Le module maximum E2.  du polynome oseiUateur de la [orme 

quel que , o i t n  > o. 

I I I 
- -  < E2,, < ~ - -  ( 1 o )  

4(I+ V~) 2 n - - i  2n--1'  

13 Th6or~me. La meilleure approximation de I xl sur le segment ( - -h ,  + h) 

par un polynome de degr~ 2n  s'annulant dt l'origine est Sgale dt hE~2n, la meilleure 

approximation de I x ] sur le segment ( - -  h, + h) par un polynome quelconque de degr~ 

2 n e s t  dgale 5 h E~.. 

En  effot, soit d ' abord  h----I. Si 

R(x)  ----A0x + A l x  s + "'. + A z n - l X  2'* 

6tai t  un po!ynome,  s ' annu lan t  h l 'origine, tel que, p o u r - - x < x < I  on ai t  

on aura i t  aussi 

et, a fortiori,  pour  o <~ a~ < I 

llxl--R(x) l< (xi) 

2 

Or cetto in~galit6 est impossible, puisquo le polynome 

Ixl R(x)+Rf--x) 
2 

no peu t  rester inf6rieur, en valour absolue, au module  max imum du  polynome 

osoillateur correspondant .  

Au eontraire,  on peu t  oer ta inement  r6aliser l ' in6galit6 

llxl--R(x) l<E'2 , (x2) 

pour  - -  1 < x < I ,  si x - -  R (x) est un  polynome oseillateur. 

Du moment  que l 'in6galit6 (12) est r6alis6e, on aura  aussi 
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ou bien 

(I2 hi') 

sur le segment ( - -h ,  + h); au contraire, on ne peut  pas avoir sur le segment (--h, +h)  

llxl-R1(x) l< 

car cela conduirait h l'in6galit~ 

I]X[. ~R, (X) [ <~ EI2n 

sur le segment ( - -x ,  + x) ~quivalente h l'in~galit~ ( i x ) q u i  est impossible. La 

deuxi~me partie se d~montre d 'une fa~on identique. 
z4. Remarque. En appliquant le th~or~me (9) on obtiendra par des raison- 

nements semblables ~ ceux qui Tr&~dent des indqalit~s analogues pour les meilleures 
approximations de x ] x ], x ~ ] x] etc. par des polynomes de degrg m;  l'on vdri/iera 

qu'eUes sont respeetivement de l'ordre de I I m l  , ma  etc. 

I1 ne semble pas pourtant  que l'on puisse obtenir des r~sultats plus prdcis 

par cette m~thode ~16mentaire. Le probl~me de la d6termination explicite des 
polynomes oscillateurs parait presenter, en g6n6ral, des diffieult6s trbs eonsid6rables; 
et ee n'est que par l'emploi convenable des approximations suecessives que l'on 

parviondra dans chaque cas partieulier k des solutions plus ou moins approeh6es 
du problbme. A mesure clue le nombre do termes du polynome augmente, lo 
probl~me se eomplique; et il eonvient d' indiquer une m6thode sp$ciale, si l 'on a 
en rue  le eas, off le nombre de termes est tr~s grand. Ce dernier cas fera l 'objet 
principal de l'6tude qui va suivre. Indiquons cependant encore deux proposi- 
tions 616mentaires, dont la premiere, sans intervenir directement dans la suite, 

sera un de nos guides principaux, tandis que la seconde qui est une g6n6ralisation 
d 'un th6orbme fondamental  de M. V~. LA VA~kE PoussI~, est un principe indispen- 

sable de v6rifieation. 
xS. TIdor~me. Les points intdrieurs d'dcart maximum: bl, b2, "" bn-1 du 

polynome oscillateur Q(x) relati] ~ la suite d'exposants: o, a~, a2, "" an, et les points 

in tdrieurs d'dcart maximum: ill, f12,"" fl,~ du polynome oscillateur P (x) relati/ ~ la 
suite d'exposants: k, o, a~, a~, . . .an (Oh k ~ a l )  se sdparent mutuellement, c'est 

dire satis/ont aux indgalit& : 
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~, < b~ <f12 <: b2 < . . ' f l , ~ - l < b , ~ - ~ < f l n .  

En offer, par l ' introduction d 'un facteur convenable nous pouvons 4galer les 

maxima des polynomes oscillateurs 

+ Q(=) =  B,x 
i -O i -O 

de sorte que le polynome 

R (x) = P - -  Q (x) 

s'annule k l'origine, et le polynome 

R~ (x) ---- P (x) + Q (x) 

s 'annule pour x ~ ~. Sauf ces racines ~videntes, chacune des ~quations aura au 

plus n racines positives. Pour  fixer les id6es, supposons n pair, et P (o) ~ Q (o) > o. 

On aura alors 

et 

R ( o ) = o ,  R ( f l l ) < o ,  R ( f l ~ ) > o , . - . ,  R ( f l , ) > o ,  R ( x ) < o  

R~ (o) > o, Rt  (fl~) < o, R~ (f12) > o, . .-,  R~ (ft.) > o, R1 (i) ---- o, 

en excluant, pour le moment, l 'hypoth6se de fli = bk. R ( x )  a done une racine 

unique dans chaque intervalle fii~i+l et  fi~z, et  R~(x) a une racine unique dans 

o fl~ et dans chaoun des intervalles fit fli + 1. Mais il est impossible alors q ue l 'intervalle 

flifli+l eontienne h la fois bk et bk+l. En effet, il faudrait,  puisque R ( x ) n e  
s'annule qu'une seule fois entre fit et f l i+l,  que la suite des quatres nombres 

R(fli), R(bk), R(bk+1),  R( f l i+l)  

ne pr~sente qu'une variation do signe; mais R (bk). R (b~ + 1) < o, done, R (fit). R (bk) > o 

et R (bk + l). R (fit + 1) > o. Or, on a naturellement, quel que soit/r R (bD. RI (bD < o; 

d'oit R1 (fit) RI (bD < o et R~ (bk+l).  R1 (fli+ 1) < o; l '$quation R, (x) = o aurait  done, 

au moins, une racine dans ehacun des intervalles: fit bk, bk bk + 1, bk + 1 fli + 1, e 'est 

dire trois raeines entre f l i e t  fli+ 1, ce qui es t  impossible. 
De m6me, on a 

et 

R(o)----o, R ( b l ) > o ,  R ( b 2 ) < o , . . . , R ( b n - 1 ) > o ,  R ( I ) < o  

R 1(o) > o ,  R,(b,)  < o, Rl(b~) > o , . . . , R , ( b n - 1 )  < o, R , ( x )  = o.  
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R ( x ) = o  a donc une racine entre b~ et b~+~ ( i =  z, ..- n - - z )  et une racine 

entre b._~ et z ; il ne manque encore qu'une racine qui devra se trouver entre o 

et b~. On volt dgalement que R~ ( x ) =  o admet une racine dans chacun de ces 

intervallea. D'oil il rdsultera, comme prdcddemment, qu'un intervalle b~ b~+~ ne 

peut contenir h. la fois deux valeurs ~ et fla+]. 

On a donc 

fll < bl < fl~ < "'" be.-1 < fin- 

Mais il faut montrer encore l'impossibilit$ de l 'hypoth~se f l~=bk.  I1 est 

clair d'abord que si cette circonstance se pr6sentait, fib ~ b~ serait une racine 

double de R (x )=  o, par exemple, qu'il faudrait  consid~rer comme appurtenant  k 

la lois aux intervalles fl~-lfl~, fl~fl~+l, bl,_lbk, bkbk+3; dana chacun des deux 

premiers intervalles et dans Fun an moins des deux derniers R ( x ) =  o n 'aurai t  

d 'autres racines. 

Or, si on a R (~)== R(bk) ---- o, cela prouve que 

P (fit). Q (bk) > o, 

et par cons6quent, 

P ( f l , + l ) .  Q(bk+l)  > o ,  P (~ , -1 ) .  Q (b~-t) > o. 

On aurai t  done les indgalitds 

R(fl~+ ]) . R(bl,+1) < o, R( f l~ - l )  . R ( b k - ] )  < o, 

ce qui e s t e n  contradiction avec la remarque que dana trois, au moins, des 

intervalles fli-1 fit, fl~ fl~ + 1, b~ -1  bk, b~ bk + l, R (z) = o n'a d 'autre racine que ~i = bk. 
Le thdoritme est done d6montrd. 

Corollaire. S i  P (x) = ~ + ~ A~x 2~ eat le polynome os~illateur relati] ~ la suite 
i--O 

d'exposants: a, o, ~, 4 , - . . 2 n ,  ell a ~ 2 i ,  sea points intdrieurs d'dcart m a x i m u m :  

fl, , . . .  f t ,  satis/ont aux  indflalitds: 

o < fl~ < sin z < f13 < sin 2 z  < ... fin-1 < sin ( n - -  z) 
2 n  2 n  2 n  

<#.<~. 

I5 his. Lemme. S i  P ( x )  eat le polynome oscillateur relati/ ~ la suite de~ 

exposants: o, a0, s " " ,  a'n, il ne pourra pas y avoir entre deux de sea points 

d'~cart fit et fli+x plus d'un point d'gcart bk du polynome oscillateur Q(x)  relati] h 

la suite d'exposants: a,,  al, " " ,  a , ,  oh o < ao < a'~ < a, < ... a',, < a,~; de plus, si 
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bk----~, l'un, au moin~, des intervaUes f~fl~+l ou f~-~f~ ne contiendra ~as d'autm 

point d'dcart de Q (x). 
En effet, formons, comme pr6c6demment, 

R (x) ---- P (x) - -  Q (x), R~ (x) = P (x) + Q (x), 

en supposant P ( i ) - - - Q ( i ) > o ,  done R ( i ) - ~ o .  Soit toujours n pair, pour fixer 

les id6es. On aura 

R ( o ) < o ,  R ( f l ) > o , . - . ,  R ( f , ) < o ,  R ( i ) = o  

et 

B,(o)<o, R,(f , )>o,- - - ,  R , ( f . )<o ,  R,(~)>o. 

Chacune des 6quations R (x)~-o et Rt ( x ) =  o a, au plus, n + a racines posi- 

tives, et d'ailleurs la diffdrence entre le nombre de raeines de R (z) et RI (x) est 

impaire. Or la seconde 6quation a une seule racine dans chaque interva]le, ce 

qui fair (n + I) racines, et la premiere qui n'en a pas moins que (n + i),  aura 

(n + 2) racines, la derni6re entre fin et i .  On en conclut comme pr6cddemment 

clue chaque intervalle contient au p lus  une valeur bk. Supposons ~ pr6sent, que 

l 'on air f l  ~ bk et, par exemple, 

R (f~) = B (b~) --- o .  

I1 est clair d 'abord que l'on n 'aura pas f i  < bk + i < b~ + 2 < P~i + 1; mais supposons 

que fli < bk + 1 < f i  + 1; on aura done R (bk + t) �9 R (ill + 1) < o, et par  cons6quent une 
racine de R (x) dans l 'intervalle bk + 1 f i  + 1. De m6me, si l 'on avait  f l  > bk_ 1 > f l -  1, 
cela nous donnerait  une seconde racine sur f i - 1  bk-1,  et  au total, cela ferait d6j~ 

(n + 3) racines pour R ( x ) ~  o ce qui est impossible. 
i - -n  

Corollaire. Le,  point8 d'~cart du Imlynome oscillateur P (x) ~ x ~ + ~ Ai x 2~ 
i--O 

~afis]ont aux in~alil~s 

�9 ~ . 2 ~  
sm <fl~ < sin ... s m ~  <~, < sin ~ n + ~ '  ~ = 2 n + ~ '  

sin (i x )~  
2 ~  

(,_i) 
- -  < f i <  sin 

2 n + I  

I 

si le premier point d'$cart fl~ satia]ait c~ l'in~galitd fl~ < sin 2 
2 n + I "  
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Cela r~sulte de la comparaison du polynome P (z) avec le polynome osciUateur 

Q (x) ~ cos (2n + I)  arc cos ~ qui est relatif  K la suite d 'exposants :  i ,  3, "'" 2n + i ,  

les bornes inf~rieures ~tant  donn~es par  le corollaire pr~c6dent. 

Remarque. I1 r~sultera des calculs de la seconde par t ie  que pour  a ~ I ,  on 

a bien, pour  n assez grand,  fl~ < s i n ~ n ;  mais une d6monst ra t ion  ~16mentaire de 

ee fair m'~chappe pour  le moment .  

I6. T h ~ r n e  g~n~ralis~ de M. de la Vall~e Poussin. ~ S'il eziste un polynome 
h - n  

P(x) ~ ~ A 4 ~ 4 ,  tel que la difference f(x,)-- P(z)  ~yrend en (n + 2) poin~ successi{s 
h-O 

de l'intervaUe o i :  z~, z~ , . . -x~+2  des signes contraires, il e~t impossible de ~ m e r  

~n polynome Q (~)~  ~ B4 ~c~4 tel que le module de la difference ] ( ~ ) -  Q (z) soit e~ 
h - O  

tous ces points inf~rieur d la plus petite des vcdeurs If (~4)--P (~4)I. 
E n  effet, si l 'on avai t ,  quel que soit h, I [ (x~) - -  P (~a) [ > I { (x4) - -  Q (z4) I i l  

en r~sulterai t  que 

] (x4) - -  P (zh) - -  1 (xh) + Q (z4) --- Q (zh) - -  P (x4) 

a l e  signe de l ( z h ) -  P (x4). Pa r  eons6quent,  l '6quat ion 

4 a n  

( B h - -  a4) h = o 
h--O 

aura i t  n + i racines positives, ce qui  n ' e s t  pas possible. 

M. DE LA VALLEE POUSSIN eonsid~re, en particulier,  les polynomes P (z ) te l s  

qu ' aux  points  consid~r~s routes  les differences 1 ( x h ) -  P (xh) sont  ~gales, en valeur  

absolue. I1 r~sulte du  th6or~me d6montr~, que pour  t ou t  au t re  polynome Q(x) 

de la m~me forme, l 'une au moins des differences { ( x h ) -  Q (xh) sera sup6rieure 

en valeur  absolue K la valeur  absolue commune des differences { (xh)--P(x4).  Le  

polynome P(~)  est, pour  cette raison, nomm~ polynome d ' approx imat ion  relatif  

rensemble  de points  consid6r6s. 

Bulletins de l'Acad~mie de Belgique, 1910. ~Sur les polynomes d'approximation et la 
repr6sentation approch6e de l'angle.~ M. w LA VALL~E POUSSIN ne considbre que le cas, oh 
% •ffi h; dans ce eas l'intervalle 0 1 peut ~tre remplac~ par un intervalle quelconque moyennant 
la transformation y •ffi ax + b. 



Sur la meilleure approximation de [x I par des polynomes de degr~s donn~s. 17 

S e c o n d e  P a t t i e .  

Propri~t~s asymptotiques de la m e i l l e u r e  a p p r o x i m a t i o n  de l . l ,  
I7. Conaruaion d'un polynome R(x) approch~ de Izl. 
Nous  allons d6finir a priori  un polynome R (z) par  los condit ions suivantes.  

Le po lynome R(x) de degr6 2n doi t  s 'annuler  pour  x =  o et  deveni r  6gal g Izl 

aux  points  xk = cos 2 t t  

T (x) --  cos 2n arc cos x. 

En  d6 te rminant  le poIynome R(-x) de degr6 

LAOBA~G~., e t  en r e m a r q u a n t  que  

(k = o, I , - . .  2 n - - i )  qui son t  racines du  po lynome  

2 n - - I  par  la formule de 

on a donc 

R (x) = z T ( z )  
2 n  

T' (x~) 2 n sin 2 n arc cos x~ = ( __ I)~- 2 n 

: V I - - X ~  sin k 2 ! 2 ~  

(i) 
k + ~  ~ b +  

~- , , -1  ( - -  I) k �9 sin ~=2,,-1 ( - -  I) k . sin 
2n  ~ 2 n  

I,=o (k + ~ ) ~  k- , ,  (k + - ~ ) ~  
X ~ COS �9 - -  COS 

27~ 27~ 

D'au t ro  par t ,  on a mani fes tement ,  pa r  un calcul semblable  

2 n  
2n  + I 

~-o ( b + I ) ~  . - ~  ( k + ~ ) ~  

- -  COS �9 - -  COS - 
2 n  2 n  

d ' o h  

x__R(x)___xT(x)k= - l  ( - -  I)~" sin k +  I 2 ~  

n k - n  x - - c o s  I ~ - } - I I  ~ 
2 n  

Aeta math~n~6ca.  37. Impriml I* 19 avril 1913, 

m ~ T  (x )  k - n - 1  ( - -  I ) k "  s i n  ( k  + I )  ~ 

n k-0 x + c o s  k +  2n  

3 
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Mais R (x) ne peut  contenir que des puissances paires de x. Par  cons6quent, 

] z [ - -  R (z) = TCx) x H (x_____!), (z3) 
n 

x 6tant toujours  suppos6 positif dans le second membre, oh l 'on a fait, pour  

abrdger, 

k . . _ l ( - -  z)' sin (k + :) =-- 
H(~)=-- ~ ~ (~4) 

~-o x+ cos(k+ :) "~ 
2 n  

18. Th6or~me. On a 

I x l - a ( - )  = ~ ) [ ~  + ~.(~)], 

I ore e,,(x) tend verso avec -n~, pour x X o ,  et ~ . ( o ) = - - z .  

La derni~re affirmation est 6vidente. Pour voir que e.(z) tend vers o, si 

x ~> o, remarquons que 

3~: 7~ ( 2n - - l )  n: 
4 n  4 n  4 n  

H(x)  = /  x c o s a - I - z .  / x e o s a +  i / XCOSa-4- I .  
(~ + cos~) ' ~ "  + (z + cos.)  ' d "  + " + N u  & s a p  ="'  

__= 5a (2n--3)a: 
4n. 4n 4n 

en supposant  n pair, pour fixer les idles, puisque 

X COS a -4- I 

(z + cosa) 'aa = 

sin b sin a 
x + c o s b  z + c o s a "  

(~6) 

Or, la fonction (z + cos a) ~ 6tant croissante avec a o < a  < , on a 

4 n  2 

/ xc~ I d _ F /  
(x + cos a) ~ a 

0 0 

4 .  2 
z c o s a + z  s  . f x c o s a + z ,  
(~ + COB.)' d. < ~ H (~) < J  (~ + COB.)' ~" + J N  u CO~? ~"" 

4n 2 4n 

Done, en ver tu  de la formule (I6) 
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cos__  ] f sin  S l n  - -  
4n  I 2 4n  I 4 n ~  + -- <H(x)<~- 

~- +eos4~ z + s i n ~ j  ~ + c o s ~  
1 

et, a fo r t io r i ,  

( r 
I - -  

! . . . .  < H(z)  < ~-~ + 4 n  z 
~ V + ~ /  

~rg] 
+ 3 - ~  " U7) 

Par  cons6quent, 

x H (z) = ~ (x + e. (x)), 

oh e~(x) t end  vers o, lorsque nx  croi t  ind6finiment.  D'ofi r4sulte la formule 
annonc4e. 

19. Ddtermination d'une limite in/&ieure de E',:~lx I. 
D'apr~s le th6or6me (I6), nous allons consid6rer (n + I) intervalles du  seg- 

ment  o i, off la diff6renee 

x -- R (x) = T(z). xH(x) 
9b 

change successivement de signe; et si dans chaeun de ces intervalles le modu |e  
de cette diff6rence devient  sup6rieur ~ un hombre fixe A, nous cn conelurons 
que E'2~ > A.  

Or z H (x) conserve son signe, et  T (x) change sueeessivement de signe aux 

points:  sin ~r sin3~r, ... s i n ( 2 n - - i ) ~ r  4-- ~, 4 n , 4 ~ , qui ddterminent  ainsi sur le segment o I 

les (n + i) intervalles vonlus. Dans tons ces intervalles, sauf le premier  (o, sin ~ ) ,  

eonsiddrons les points  sin ~ ... sin n___~_~ off IT  (x) l =  i .  En  util isant l 'indgalit6 
2 ~  ~ 2 ~  ~ 

(I7), nous voyons qu 'en tous ces points  

et par  cons6quent, 
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I l I - -  fflol" I x - - R ( x ) l > ~  3z,~'/ 

Dans le premier interval le  nous  prendrons  le point  sin ~-~, en r emarquan t  

que T sin s-~ = + �9 Or, on volt  ais6ment (en no conservant  que les deux 

deruiers termes de la somme H(z) )  que 

3 ~ ~ ~ cos - -  cos - -  s i n - -  + 2 z sin - -  sin - -  
H ( x , ) >  4 n  4 ~ = 2 n  2 n  4 n  > 

x + s i n -  z + sin x + sin 3~  
4n  4~ 4h i  

x + sin- 

sin - -  
2 ~  > > - - - -  yv I 

2 n + I 2~ + s in  ~ x + s in  

si l 'on suppose n ~ 2 .  

Donc, 

s l n ~ - n .  H sin > z-~ +--~ 
s in  ~-~ 

sin 8-~ + sin sin~-~ + sin 3~ /  
4n!  

> - -  

> 

8n 

Par  consdquent,  pour  x --  sin ~ n '  on a 

Ix--R(~)l> 4V~- 
z i (zn + i )  

Ainsi E'~n[ x} est sup6rieur au  

4 ~ ( I - - ~ ) -  Done, f inalement ,  

plus pe t i t  des nombres,  4 ~  
zi(zn + z) et 

4 ~  E ' 2 .  > (I8)  
Z I ( Z n  + I)  
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Oette in6galitA est plus precise que l'in6gaUt6 (8) ob tenue  plus haut ,  d~s 

que n >  4. 
20. Th6or~me. Si  P(x)  est un polynome d'aptrtozimation de degr~ 2n ( n > 4 )  

de Ixl s u r  le segment ( - - I ,  "~- Z), l'~g~/~ltiO~ 

P(z) - -  R(x) = o 

admeg une racine et une ,eule dans chacun des 2n intervalles compris entre sin 

s in(k  q- I ) ~  (k=--n,--(n--I),..., o, I . . . . .  n). 
2 n  

En  effet, pour  tou te  valeur  de n, on a sur t o u t  le segment  1 

~rg 
2n  et  

2 
ll l-P(z)l< (2n + I)' 

et, d ' au t r e  pa r t  en t e n a n t  compte  de l'in~galit6 (i7), on eons ta te  qu ' aux  points  

sin k ~ ,  on a 
2 n  

~rg'S 

( t 2n  ~ 

4 n  sm - - /  
2 ~  

quel que soit I k l > o ,  avec (l~l--R(x)).(--i)k>o (on suppose, pour  fixer les 

id6es, n pair). 

Pour  n > 4, on a 

~2 

T _ 3 .  > 2 . 

4 n  sin - - /  
2 n  

1 Cette indgalitd que l'on pourrait, en utilisant les resultats obtenus plus loin, remplacer 
par une indgalit6 plus precise, rdsulte du ddveloppement de [ x] en s6rie de polynomes trigono- 
mdtriques Tn(x) = cos n arccos ~v. 

On a 

Ixl= + - - ,  3.5 5.7 
(voyez men mdmoire de l'Academie Belgique). En s'arr~tant au terme de degrd 2n, on a un po]y- 

nome de degrd 2n qui fournit une approximation dgale ~4[ (  x i 
2n + i)~2n + ~) (2~ + 3)(2n + 5) + 

+ .... ~(2n + I) 
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pour  le voir il suffit de remarquer  que 

2 n  (x - - 3 - ~  > ~ ( 2 n  + x) " x + ~ / '  

OU 

I 
6 n +  - 

1 - - 3 2 - ~  > ~ ( 2 n  + i )  " 

Par  cons6quent, le polynome 

P(x)  - -  R(x) = ( P 0 0  - I  z l) + (I x I - -  R(x))  

a en tous los points  eonsid6r6s le signe de 

I x I - - R ( x ) .  

Ainsi, aux points sin 
km'  

( k X o )  
2 n  

[P(z) - -  R(a:)]. (--  x) ~ > o. (I9) 

D'autre  part ,  pour  x = k  = o, R(z)----o et P(z )>  o, l 'in6galitd (i9) a donc 
lieu 6galement. II y a, par  cons6quent, un  hombre impair de racines de r6qua-  

tion P ( z ) - - R ( z ) = o  dans chaque intervalle (sin k ~ ,  sin (k + i ) ~  I 2n  2 n  ! ; i l y e n a d ~  
une et  une seule. C . q . / . d .  

Corollaire. Un polynome qudconque Q(x) de dear~ non sup~rieur & 2n 

z 3 2ns jouit de la qui /ournit une approximation de I xl in/~yieure ~ 

i + 4n sin 2-n ~ 

propri~t~ que l'Quation 

Q ( x )  - -  R ( z )  = o 

k~ sin(k+ x)~ t admet une et une seule racine dana chaque intermlle sin ~--~, 2 n  ! '  si on 

a Q(o)  > o. 

2I. Ezpressions a.ymptotiques de IxI--R(x). l~lous avons d6j~ obtenu une 
expression asymptot ique  tr/bs simple de Ix I - -R(x )  au w xS. Mais cette expression 
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n 'a 6t6 d6termin6e que pour  nx croissant ind6finiment. I1 est n6cessaire de se 

d6barrasser de cette restriction. Puisqu'il s'agit de valeurs tr~s grandes de n, 

nous pouvons supposer n pair, pour fixer les id6es, ce que nous ferons toujours 
dans la suite, en remarquant  qu'on a alors T (x) ----- cos 2 n are cos x == cos 2 n arc sin x. 

Remarquons d 'abord que l 'on a identiquement 

sin (k--~)~. [x +cos (k+ 2 I-) ~ ] - - s i n  {k +1-1 ~-~--rx +cos  (k - I )  ~ ]  
21 2nL = 

k~l, 3 , ' . . , n - - 1  

2x sin - -  cos - -  + sin - -  
4 ~ 2n 2n 

l r ,  , oos , : ) ; ]  Ix cos t 2t 2--n_lL 
+ 

2 x sin ---~ sin k ~  + sin 
4 n  2 ~  2 n  

-~l, ~,8:,,, x[x+sin<k--I)~--n~[x+sin<k+:)~n ~" 

Posons ensuite 

xs in  k~  + i 
/ t ,  (x) = ~ .  ~ 2 ~ . (2o) 

z n  ~-1,3,..:,,-1[x + sin (/~--~)2-~][x + s i n ( k + ~ ) ~ l  

On en conclut imm6diatement que 

H(x)==(I--~).H,(x), (2i)  

~ '  (22) 
o < ~ < 24n--- ~ . 

La diff6rence xH(x)--xHl (x) tend donc uni/ormdment vers o, lorsque n 

croit  ind6finiment. 
Envisageons, enfin, la fonetion 

~,(~)_-~-~ : ( ~1 ~, ~, (~3) 2 ~  ] ,s , . . . |  z + 2 @  I i 6 n s  
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qui joue un rSle fondamental  dans ce qui suivra. Sa propri6t6 essentieUe est  

qu'elle est une fonction de b = 2nx seulement, et, en introduisant cett~ nouveUe 

variable, on a manifestement 

xH,(m)---- ~ b 

l , t , . . . |  (b + k) ' - -x -  
4 

- -  ------ P(b) .  (24) 

Je  dis que la diff6renee x H (x)--xH2 (x) tend aussi unqormbnent v e r s o .  

Pour  le voir, je prends un hombre positif fixe A, qui est suppos~ aussi 

grand qu'on veut,  et  je s6pare les valeurs de x en deux classes: dans la pre- 

miere, m < x0 < ~ A ,  e 'est  ~. dire b < A, dans la seconde, x > xo, c 'est  ~ dire b > A .  

Soit d 'abord x > ~o. En vertu de l'in#galit6 (i7), on a 

D'autre  part,  

o n  

bd, 

1 (b+z) s -x -  
4 

< 2 bd, 
1,8,...| + k) 2 - 4  1 (b + zP--4  

b + 
(b + ~ ) ' - - -  

4 

ou encore, 

b +  3 _ b + -  3 
b log ____zz < F (b) < b log ___~2 + b , 
2 b + x b + x ( b +  i) 2 - I  

2 2 4 

b b b b 
2b + ,- (2b+i)  ~ < F ( b ) < ~ +  I '  

2b + I (b + x ) t - - -  
4 

puisque l o g -  
b +  3 - 

2 

b +  ~ 

I I 

b+,- 
2 2 

Par  cons6quent, 
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et 

I(I--A) <-~(b)<I(I-[- 2-~) 

[ "'ll l + < F ( b ) - - x H ( x ) <  I I +  3 32--n I 2 
z 3 -~  ~ 2A ~+~-j<~~_~ ~ + ~ "  

Done,  f ina lement ,  p o u r  x > Xo (b > A) ,  on  a 

IxH (x)--:vH~ (x)l < ~ + 6-~n-~. (zs) 

22. Soit  g p rdsen t  X<Xo. Ddsignons pa r  Ik  Io t e r m e  gdndral de xHl(x) ,  
e t  p a r  l 'k  eelui de xH2 (x). Ainsi 

e t  

2 3  

x s sin - ' -  + x 
2 3  

[ x + s i n ( k - - I ) Z ] [ x + s i n ( k  + 2 ) Z ]  

zb  ~ . k z  
s i n -  + b 

2 n  2 n  

rr 21 2--nJ L + - - s i n  + rc 

Irk 
b b 

I 

E n  ddve loppan t  les sinus en sdrie, on a 

Ik  
b (I + Oxo) 

off O, O1, 02 sont  posi t i fs  e t  inf6rieurs ~ I .  
3 

E n  s u p p o s a n t  d ' a b o r d  k + i 2n  - -  -<__--Vxo, on a done  

b(I + OXo) Ik--.~ 

Aeta mathematica. 37. Imprimd le 12 avril 1913. 

+ Z 
T ,:o )j o 

4 



26 Serge Bernstein. 

off O't, 0'~, 0 r sont dgalement positifs et infdrieurs ~ i .  Ainsi 

I'k < Ik < I'~ (I + 2 xo~/~). 

D'autre  part,  si k + x_ > 2n 1~;~o, on a 
2 r 

I'k < Ii, < [b 
b (~ + Oz . )  

puisque sin ~rh > h, pour o < h < I ) .  
z 

Par cons6quent, k0 ~tant le plus petit nombre entier satisfaisant ~ la condi- 
3 

2 n  - -  
tion k + ~ > - - V x 0 ,  on a 

2 ~ 

k = n - - 1  k - - n - - I  ~b ~b 
rk<  ~ Ik< < < 

2ko- - -  2 2 k-ko ~-~+ b + z~ b + -- I 

De plus, ~ I ' k  < i .  
n 

n 

nxo + 2nV~_ 

< - ~  Xo 21~ . 

Donc, pour x < Xo, on a 

- - ~  <xHt(x ) - -xH*(x)  2 +-~] o 

et, en vertu de (2I), 

n 24 n~ <xH(x ) - - xH2(x )<  (2 + ~-)Xo 2/~. (26) 

Posons, enfin, xo = ~-~/$. Dans ces conditions, l'in6galit6 (26) donne t. fortiori 

2 + - -  
2 

I x H  (x) - -  ~ H ,  (x) l < - ~ W -  ( 2 6  his) 
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et l'in6galit6 (25), qui a lieu pour  x > xo, devient  

I x H (x) - -  x H~ (x) I < ~ + 64n---i- (25 b!') 

I1 est donc d6montr6 que, pour  toute  valeur positive de x, 

off 

c'est k dire 

x/ / (z )  =zH~(z )  + ~ ( x ) ,  

~r~ 2 

2 + - -  
2 

I~,. (x) I < -~./-7-, (27) 

(28) 

Telle est l 'expression asymptot ique  que nous allons utiliser dans la suite. 
23. Expressions diverses de la /onction F (b). Nous avons d6fini la fonction 

F (b) par  l 'expression 

b 
F(b) = ~ �9 (24) 

1 , s , . . . |  + k )  ~ :t 
4 

I1 est ais6 de voir que eette fonction est 6troi tement  li6e h la fonction 1". 
Eu  effet, on a imm6diatement  

i i + i r + " ' ] .  (29) 
.F(b)=2b 2 b + i  2 b + ~  2 b + 5  2 b + ~  

Or, on salt que 

= d a  7 +  i - -  + a +  + ' " +  n + i  a + n  

off 7 est la constante d'EuLER. Donc, 

F(b) (7 7 ) - -  I _ b + I  

2 

b +  b + 5  b +  
2 2 2 
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Indiquons une autre  expression i de F(b)  qui so d6duit  de (29)par  la trans- 
formation d'EULEI~; on obtient  ainsi 

2 b + I b [  2b+3I  ~ t ~ 1 " 2  1 . 2 . 3  ] I + - - +  --- F(b) ,2b+3)(2b+5) +,2b+3),2b+5)(2b+7) + �9 (31) 

Remarquons que nous avons 1~ une s6rie hyperg6ometrique;  ainsi, d 'apr~s 
les notat ions habitueIles, on a l 'expression 

b F ( x , i , b + 3  21_) (b) 2b + ~  ~' " 

L'expression (31) conduit  imm6diatement  au r6sultat trouv6 plus haut  que 

I 

mais il eonvient  encore d 'en d6duire que 

F (b) < ~ - .  (32) 2 
En effet, 

b [ i  I + I .  2 
F ( b ) < 2 ~ [  +2b+-----3 ( 2 b + 3 ) ( 2 b + 5 )  

I . 2 . 3  ] 
+2"(2b+ 3)(2b+5)(2b+7) ; 

il suffit donc de v6rifier que 

2b[2. i .  2 . 3  + I .  2 .  (2b + 7) + (2b + 5)(2b + 7) + (2b + 3)(2b + 5)(2b + 7)] < 

< (2b + i ) (2b + 3)(2b + 5)(2b + 7), 

on 

La fonction F(b) peut  

O < IO 5 + 20b + 4 bs. 

aussi se pr6senter sous forme d'int6grale d6finie: 

F (b) = o j ~ - 4 -  i az. (33) 
o 

Remarquons,  enfin, que F(b) satisfait ~ l '6quation fonctionnelle 

F(b) F(b + i ) _  i 
b + b + ~  i" b + -  

2 

Encyclopedic der mathematischon Wissenschaften, Bd. II (Teil I,). BRUNEL, *Bestimmte 
Int6grale*, w 12. 
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24. Tables des valeurs de la /onction F (b) avec l'approximation 0)00055 et de 
sa d~rivde F (b) avec l'approximation o,oo~. 

0 

0,05 

O, x 

0,15 

0)2 

0,25 

0,3 

0,35 

0,4 

F(v) 

0~000 

0,070 

0,x27 

0,~73 

0,212 

0,244 

O,z7t 

0,294 

0,3x4 

v 

0~4~ 

0,55 

0~6 

0,7 

0,8 

I 

I,x 

F(v) 

0,332 

0,347 

0,360 

0,37x 

0,39x 

0,406 

0~4x9 

0,429 

0,438 

1,2 

Ij3 

1,4 

1,5 

1,6 

1,7 

I)8 

1,9 

2 

F(~) 

0,44~ 

0~45x 

0j456 

0,460 

0,464 

0,467 

0,47 ~ 

0,473 

0)475 

2,2 

2)] 

2,4 

2,5 

3 

4 

5 
6 

F(v) 

0~477 

0,478 

0,480 

0,48~ 

0~48) 

0,488 

0)493 

0,495 

0,497 

0 

0,3 

0,32 

0,34 

0,36 

0,38 

0,4 

0,42 

0,44 

F (v) 

1,57x 

0,502 

0,47x 

0)443 

0,4t7 

0,393 

0,37x 

0)35o 

0,3V 

0,46 

0,48 

0)5 

~'(v) 

0,3x4 

0~297 

0,28z 

O'Sa I 0:268 

0~4 i 0'2~4 

0,~6 i 0,24~ 

0,$8 ] 0)230 

0,6 ; 0,2x 9 

I 0,o9] 

25. Ddtermination d'une borne supe'rieure de E2,, pour des valeurs irks 9randes 
de n. Nous vcrrons la raison qui conduit h envisager les polynomes de la formc 

T (x) [B  + - - -  
Q (x) - -  R (x) + ---if- 

a l  3a2 ] 
b * - -  b~ + b* - -  b~ + " "  ' (34) 

oil b~ < b~ < . . .  sont les racines successives do l'6quation 

( b)2n ygb 
T x ( ) - ~ T  - -  = c o s 2 n a r c  s i n  ~ = o .  

2 n  

Bornons nous aux trois premi6res racines b~, b~, b 3. Je dis que, si n croit 
ind6finimcnt, l'approximation de I xl par le polynomc Q(x) a pour valcurasymp- 
totiquc l'approximation de Ix[ par la fonction 
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Q,(x)=R(x)  + eos~__bb[B+_ a2 ] +  3a_22 _+ 5a~ 1. 

- b  ' - - 9  b ' - - ~ J  n [ b~ - -  4 4 

Jo  veux dire par 1s que, si ~t. est l 'approximation fournie par Q(x), ot ~t'. 

l 'approximation fournie par Q, (x), on a 

lira ~ = x .  
n ~ a o  ~ n 

En offer, on vertu de (28), 

et 

T ~ ) [  at 3a2 5 a s  +fin]  Ixl--Q(x)= F ( b ) - - B  b ' - -b;  b '--b] b ' - -b ,  

IxI_Q,(x)=T(_~[F(b)+~.] e o s z c b [ B +  a , _ ~ +  3___a~__ + 5a~ ]. 
n [ b ' - - ~  b ' - 9 ~  b ' - -  25 l  

4 4 z 

Par  cons6quent, pour b > A, A 6tant suffisamment grand, le maximum de 

IIxI--Q( )l, aussi bien que celui de IIxI--Q,( )l, aura la forme 

I II B , 

oh a .  est une quantit6 aussi peti te que l'on veut. D'autre  part,  

~ e o s  2nares in  ~rb- = eos2n[ZCb+ol~blS]=cos(~rb+ O~rSbSI, o 5 o < 0 < I .  
2n L2n ~2n! j 4n ~ ! 

A s 
lorsque ~-~ tendra vers o, cos zt'b --  T (x) et 

eos~rb T(x) tendront 6galement vers o. 
b~ I b ~ -  bt g 

4 

!--B u u'.  tendent  vers (si e'est, pour b > A, que l '6eart maximum de Ix[ Q(x) 
z 

est atteint), ou bien, sans ten(Ire n6eessairement vers une limite fixe, n~,. et n~'. 

sent sup6rieurs /~ i B e t  ont une diff6renee qui tend verso.  Dans les deux eas 
2 

T(x) = 

Done, 

chaeune des diff6rences telle que 

Par eons6quent, ou bien nst.  ot 

. ~ l n  
l m  . ~ - -  ~ I .  

Nous dirons aussi d'une fa~on gdn6rale que Q,(x) est une expression asymp- 

totique de Q(x), si l 'approximation fournie par Qz(x) est asymptot ique (au sons 
prdcis qui vient d 'e t re  indiqud)s cello que donne Q(x). 

II faudrait d6terminer los nombres B, al, a2, as de relic sorte que la fonction 
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H(b) = ~0(b). cos zrb 

s'6carte le moins possible de z6ro pour toutes les valeurs positives de b, off l 'on 

a pos4 

O(b) = F ( b ) - -  B - -  a, 3a2 5aa 
b~ __ _I b ~ __ 9 b ~ 25 

4 4 4 

Je  signale co probl6me, sans le traiter d 'une fagon g6n6rale. Remarquons 

seulement que, si l'on admet  que 1 o < B <  I e t  at > o, a 2 > o, as > o, ce probl~me 
2 

est 6quivalent au suivant ;  d6terminer la fonction S(b) qui s '6carte le moins 

possible de z6ro pour o < b <  -Set pour  b =  :0. En effet, on a 

et 

Io(oo)I = Z---B 
2 

I~(b)l < Z---B 
2 

lorsque b > 5_: il est done inutile de consid6rer les valeurs de b > 5. 
2 2 

J 'a i  r6solu ce dernier probl6me avec une approximation du m6me ordre que 

celle des tables (24) des fonctions F(b) et F'(b); mais j '6prouve quelques diffi- 

cult6s & pr6senter syst4matiquement les approximations suecessives que j 'ai faites. 

Je  me bornerai d'indiquer a priori les coefficients trouv4s et de calculer directe- 

ment une borne sup6rieure de l 'approximation fournie par le polynome corres- 
pendant .  

26.  

l'4galit6 

OU 

Les coefficients B, a,, a2, as doivent dans tous les cas satisfaire ~t 

I a~(o) I = I ~ (  ~~ 

Posons 

_ 4_ _ 4_ (35)  2 I---B=B--4a* 3 a2 5a,. 

B = o ~ 3 ~ 7 ;  a t = o ~ 0 4 o , ;  a=,~---O,o=$$; a s~O~o24~.  

L'dgalitd (35) est vdrifde; on a, en effet 

I o ( o )  I = I ~ ( ' ~  }1 = o , , ,~ .  

Voir  le corollairo (15his). 
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I1 e s t  6 v i d e n t  q u e  S ( o ) ~ - O ( o ) <  o, e t  S(b )  v a  en  c r o i s s a n t  a u  d 6 b u t .  J e  

d i s  q u e  d a n e  l ' i n t e r v a l l e  (o, 5 ) S ( b ) a u r a ,  a u  p l u s ,  t r o i s  e x t r e m a .  P o u r  le  vo i r ,  

i l  su f f i t  d e  r e m a r q u e r  que  S(b)  q u i  a d m e t  u n e  d 6 r i v 6 e  c o n t i n u e ,  d e v r a  a v o i r  le  

m ~ m e  n o m b r e  1 d ' e x t r e m a  q u e  n [ ] x ] ~ Q ( x ) ] ,  qu i  t e n d  u n i f o r m 6 m e n t  v e r s  ~ (b )  

p o u r  b < 5 .  
2 

Or ,  x - - Q ( x )  a d m e t  a u  m o i n s  n -  2 e x t r e m a  p o u r  x > s in  5___~ e t  le n o m b r e  
4 n  

t o t a l  d ' e x t r e m a  n e  p e u t  d 6 p a s s e r  n + 2. D o n c ,  si  l ' o n  e x c l u t  e n c o r e  l ' e x t r e m u m  

d e  l ' o r i g i n e  i l  ne  r e s t e  q u e  t r o i s  e x t r e m a  p o s s i b l e s  p o u r  o < b < 5-. O n  r e m a r q u e  q u e  
~ 2  

S'(o)  > o ,  S t ( I )  < o ,  S ' (2)  > o, S t (3)  < o. D o n e  d a n s  c h a q u e  i n t e r v a l l e  o i ,  i 2, 2 3, 

il  y a u r a  u n  seu l  e x t r e m u m .  

D a n s  le  p r e m i e r  i n t e r v a U e  j e  p r e n d  b = o,4. J e  t r o u v e  '~ 

S (o,r ----- cos  72 ~ [-o,3,4 - -  o,5~7 + ~176176 + O,o7,~ + o , , ~  -[ = cos  72 ~ . o,45s* < 
[ 4 9 4 : 4 j  

4 25 4 25 

COS ~ 2  ~ �9 0,4S98 ~ O,z42x. 

I1 f a u t  s ' a s s u r e r  q u e  l ' e x t r e m u m  d e  l ' i n t e r v a l l e  o i e s t  i n f 6 r i e u r  ~ o,,43. A 

8' (b) 
ce t  e f fe t ,  e a l c u l o n s ,  p o u r  b ~ o,4, la d6 r iv6e  l o g a r i t h m i q u e  ~ - .  On a 

II est peut-6tre utile d ' insister  ear co point  qui set uno consequence du fait  snivant:  
si on a u n e  suite de fonctions Fn(b) qui tend uniform6ment vers une fonction F(b), si en outre 
les fonctions F(b) et Fnib) admettent  des d~riv~es continues, et si, enfin, Fr(bo) ---- A, on pourra 
d4terminer b e t  un nombre n assez grand tel que l ' ona i t  I F '  n ( b ) - A [ < e  et [ b - - b o l < h ,  �9 et 
h dtant aussi petits que Yon veut. En effet, on a F(bo + a)-- F(bo) = ~ (A + ~); supposons a < h 

t 
et assez petit ,  pour avoir aussi ~ < ~ .  Or, pour n assez grand, on a, quelque soit b dans l ' intervalle 

consid6r~, [ Fn(b) -- F(b) [ < ~-~. Par consequent, 
4 

Fn(bo + 4) -- Fn(bo) = ~(A + ~) + "-~-, 

avec d < e .  Donc, pour une certaine valeur de b ( b e < b < b e + 4 ) ,  
o n  a 

E F 
s 

Fn(b )--  A + ~ + -2 

eL! 

IF'•(b)-- A |  < t. c . q . f . &  

' L e s  ~galit~s sent approch6es et remplac6es ~ la fin de chaque calcul par des in~galit6s 
6xactes qu'on obtient en additionnant toutes lee erreurs. 
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S'(o,,) 
S (o,,) 

F / ( o , 4 )  @ 
2 �9 0 , 4  �9 O~o4ox 2 �9 0~4 . 070765 2 �9 0 ,  4 . 0 ,  t2~5 

0,4586 
tg 7 20 = 

~ 9 , 4 8 , ~ 9 , 6 6 9 ~ 0 , ~ 8 8 .  

D'ofl  

Ainsi 

~ r  . 0 ,  x 8 8 = - - 0 , o 2 6 7  . 

o > S ' ( o 7 4 ) > ~ o , o 3 .  

Done,  si S(b) peu t  a t te indre  la valeur  0,,43, cela arr ive  pour  b < 0,4, et  il faut  

que 0,4 - -  b > 0,oo9 = 0,o3. 
O~o3 

Pour  6tre certain qua le m a x i m u m  n ' a t t e in t  pas 0,,43, il suffira done de 

r o m a r q u e r  que S(0,375) < 8(0,4). 

Or, 

F(o,375) = cos 67 ~ 30' [0,304 - -  o7357 + _ _ _ _ _  
4,0, + 070765 0 , , , . 5  ] =  

I 9 9 - 9 +  ; V4 ? 94 j 
0 ,  r4x57. 

Cherchons ensuite le max imum de I S(b)] dans l ' interval le  ( i  2). Caleulons 

S(b), pour  b =  I,~. On a 

0704oi + 0 , o 7 6 5  0 , t225  -1 
- - S ( I , i )  = cos 3 60 0 , 4 4 5 - - 0 7 3 5 7  36 I 9 36 + 2 ~  ~ 6 !  = c ~ 1 7 6 1 7 6 1 7 6  

25 4 4 7 of j 
0,o337o + 0,o9444 + 0,o,547] = cos 36 ~ . o, t742' < COS 36 ~ . O, iTS < 0, x4~6. 

Caleulons encore 

S ' ( I , , )  --~ cos 36~ + 070680 + o,,#8 + O,ox27]--~ sin 36 ~ . O,,742x < COS3 6~ . O,4*7-- 

Zr sin 3 60 . o , 1 7 ) 6  ( 0,34546 ~ 0,32056 < O,o25. 

D'aiUeurs, N( I , , )  < o. 

Done, le module de S(b) ne pour ra  a t te indre  o,,43, e 'est  k dire augmente r  

de O,oo,4 que, si b augmente  do plus que O,oo,4 _ O,os6. Or, 
O~o2S 

0,040, -I- 0'~ 0,x225 'l 
- - S ( I , , ~ ) = e o s 4 5  ~ o,448--o,3s7 25_5__I 9 25 + + 

16 4 4 i6 4 16 _l 

~1- 0 , , H 2 6  "~- O7026I 3 ~ 0,03055 ] ~ 0 0 8  45 ~ . 0,x9784 < 0 ,707 . 0 , , 9784  < 0,x399.  

Acta raathematlea. 37. Imprim~ le 12 avril  1913. 5 
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IS(b)l a done ddpass6 son ma x i mu m avan t  b =  1 , 2 5 ;  ce max imum est donc in- 

f6rieur s o,,43. 

I1 reste encore s examiner  l ' in terval le  (2 3). 

Calculons 8(2,~). On a 

S (2,:) = cos 3 60 [o,47s - -  o,3s7 - -  

D ' au t r e  pa r t  

O~o4ot 0,o765 

4 ,84~0 ,2s  4 ,s4--2 ,25 

o > 8'(2,~) > - -  O,o,,. 

+ 6,~s--4,s4J 

< cos 3 60 . o,,7 < o,,377. 

Le  max imum de S(b) ne saura i t  done d6passer 0,,43 que s'il 6tai t  a t t e in t  

pour  b <  2,,. Or on v6rifie que 8 ' (2 , , )>  o. 

Ainsi tous les maxima de lS(b)l  sont  inf6rieurs ou 6gaux il 0,,43. 

I1 en r6sulte qu 'avec  le choix indiqu6 des coefficients on const rui t  un  po- 

lynome Q(x) de degr6 2n tel que, pour  n assez 61ev6, on a 

l l x l _ Q ( x ) [  < o,,+, + ,. 

oh ~. t end  vers o; a f o r t i o r i  

E2.1 xl < o,,s__~6 (36) 
2 n  ' 

pour  n suff i samment  grand.  

Si l 'on veu t  abaisser la borne sup6rieure, il fau t  prendre  un nombre plus 

considerable de termes dans  Q(x), et  il y a lieu de remarquer  que les coefficients 

d6j~ trouv6s n '6prouveront  que des var ia t ions  tr~s faibles. Mais a v a n t  d 'en t reprendre  

cette nouvelle 6tude il sera essentiel de former une table plus exacte des fonctions 

F(b) et F(b).  

27. DJtermination d'une borne in/grieure de E~, I x I. 
Pour  la d6terminat ion d 'une  borne inf~rieure de E~n on pourra  proc~der de 

la faqon suivante.  

Prenons  sur le segment  ( - - i ,  + I) les points o, =t= ill, 4-/~2, " " ,  + ~io, 

+ sin ioz ~: sin (io + I ) Z  2n 2n --., 4-sin nzr et  d6terminons le polynome ~ de degr6 non  
~ 2 3  

sup6rieur & (2n + I) qui en tous  ces points  rcqoit successivement les valeurs 

1 Ce sera, d'apr~s le w 16, le polynome d'approximation de [ z [  relatif ~ la suite consid6r6e 
de points. 
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I~l•  

< s i n - - .  
2 n  

Au sujet des fil nous ferons ensuite l 'hypoth~se que sin 

Posons 

( i - - ~ ) ~ < f l i <  
2 n  

(x) = ~ - -  x ~ . sin 2 n arccos x 

et 

&(~) ( a : ' - -  t ~ ? ) .  �9 �9 ( a ~ ' - -  f l ' a ) .  S(x) 
(x, sin~__~) / ~ . ~ 2 g i  ( i . - -  I)z~ ) 

En appliquant la formule classique d'interp61ation, le polynome cherch6 sera 
6gal 

Ii  . in: , ,i i ~  
~ ,  sm ~--~-- (--  i ,  Q i-.~ s i n - - - -  (--  I)iQ ' ~ l i i : ~ l  l (x )  -- S~ (x) . . . .  2 n 

[.  ( ( �9 
(37) 

+ ~s',(o) + (x - f i i ) s ' , (~  + ~o _~,+ (_~)i e �9 " *)~ 

La condition que le degr6 de ](x) soit inf6rieur g 2n + 2 conduit h l '6quation 
suivante pour d6tcrminer 

D'ofi 

Or, 

~Tg 
i - . s i n - - - -  (--  x)ir i - r  

2 ~ 2n 2 ~ fli + (-- I)iq r 
s '  l i ' /  + , s ' M i )  - + 

- - ~ 0 .  

2nq --- 

i-~ . i - n  s i n ~  

= i-io 8't (sin 

2n,S',(o) i~ n#" (~i) 

I h ' i ' - -  f l , ' )  "" �9 ( i l l  - -  ~ )  
�9 ~ ~ ( i _  i ) ~ l  S (&) ,  f f  l (fli) = 2 fli " (f l i '  - -  s m  - ~ )  " " ( f i t ' - s i n '  2 n  / 

(38) 
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e t  

= 2 n ( - - I ) i  izr "- zr 
( s i n ' s - - s i n ' s ) - '  ~ i~  . ( i . - -~)~r  t �9 - (sin ~nn-- sm~ 2 n  ! 

p o u r  i < n ,  e t  

S', (sin~-~} �9 " I 

. . . . .  sins (io - -  I ) ~  / Y,; / 

Pa r  eons6quent ,  en p o s a n t  

o h  X~ seront  fixes, et n e ro i t ra  ind6f in iment  (i0 sera 6galement  un  n o m b r e  f ixe) ,  

o n  a 

~ z  (z~ ~ - -  z J ) . . .  (Z~ ~ - -  ~)  
lira nS'~(~h) = (~i~--~_ ~ . . - ~ i ~  -- (~o - -  i ~  ] sin ~,~r. 

Donc,  le num6ra t eu r  dans  la formule  (38) a la m6me limite que la somme  

~-~ ( Z ~ ' - - ~ )  . .  . [ & ' - -  ( i o - -  ~)~] + 
i'6~1 (~i~ - -  Z~) �9 �9 - (Zi ~ - -  ~ )  sin ~ r  

i= ~ s in i~z 
+ ~ ( - ~ ) '  ~" 

sin '  i~r _ sin '  I~ / . . - ( s in  ~ i ~  _ sin '  ( i o - - I )  zv) 
2n  2n! ~ 2 n  2n  

�9 , izc I .  ~ i~  
n ( sm ~ - - / 3 , ' ) -  .-~sm ~-~ - -  f12o) 

don t  la seconde par t ie  peu t  6tre miso d ' abord  sous la forme 

i m r $  

Y, (-~),. 
i = i  o 

n s in  i ~  
2 ~  

(sin'  ~-~ - -  s in '  ~n)  �9 �9 �9 (sin'  ~--~-- sin~ (i~ 2 I )  z ) 

Or, pour  no su f f i samment  grand,  

~ a n  

( . ~ ) ' .  
i ~ n  o 

i : r g  
n sin - -  - 

2 n  

o a 

n ( s l n ' ~ - - f l l ) ' " ( s l n ' ~ - ~ n  --/~io ) I 
< 
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< 
sin noZ sins --sm -- ... sin s --sin s n 

2n 2n 2n 

nS [sin s no ~f 
2n 

< 
n sin no eg 

2 n no - - <  
j i~z ~' 

nS [sin s n o z __ fig~ nas 
L 2n  4 

ear  les te rmes  de cet te  s6rie altern6e v e n t  en diminuant .  

D 'au t re  part ,  apr~s avoir  fixd no, on vol t  que la somme 

�9 izr 
n .  sin * z (sins ~ - - s i n s  ~-n) --/ ' ./sln"iz-~- sln" ~ (i~ - -  I)7Ct2n f i - ~ - - I  2g& 

(_  i)i 
i-to nS(sin ,2_ni~ f l , , ) . . . (s inl ,  si~2n_fl,~o) 

tend vers 

2 i = ~  -1 ( - -  I) ~ . i ( i  ~ - -  I ) ' - "  [i s - -  ( io - -  I)S] 
7 - - •  i=/o 

( i  s - -  Z~s) ''" ( i  ~ - -  tio") 

lorsque n eroi t  ind6finiment. 

Pa r  eons6quent,  le numdra teur  de la formule (38) a pour  limite 

i=i~ ~ 2 i=~o W (z~, - -  ~ ) . . .  [ k  s -  ( i o - -  ~ ) s ]  i ( i , - -  ~)... [i s -  (io - -  ~)'] 

i=io 

i~~ ( l i ~ - - I ) " - - [ t i s - -  ( i . - -  I) s] 2 ~=~ ( - - I ) ~ . m ( m s ~ I ) . . .  [ m s - - ( i o - - I )  s] 
i_l(Zi'--Z,') (&'-- i~ u,.=~ 

i~"(l,'-- I)...[li'--(io-- i)s] [ i i ] 
= ~ ( - Z ? - - ~ ( ~ - - ~ ; ~ -  sin&u +-'/'(t~)er ' 

i--1 

(39) 

oh 

=-|  2m ._,(-- i )  m 
/ , ( Z ) =  ~ m-'*---> " (4~ 

!,n~l 

28. Le d6nominateur  de l 'expression (38) aura  la m~me limite que 

( ) -  : . I 1 . 2 " - ' ( i o - - I )  s '~z~ _,i()~ i - - I ) ' ' ' [ ~ i  - - ( g O - - I )  2] I 

sml 
t .  , i~  �9 ~  1. ~i~ (io--I)~) 

,~ ,  Ism - - - -  sm ~  lSm - -  - -  sin ~ 
i ~ 2 n  2 n !  ~ 2 n  2 n  

i-lo sin s - - f i t  s ... nSsin s ~  
2n  4 l 
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En prenant  n o suffisamment grand, on peut rendre la somme 

... (sin I ~-~ ~ sin z ~-. '~'~/(sin' i.2n -- sin' ~)  . i~ (io --_2n 1 < 2 I )  "l 
i = n o  . , i z  ,i 1 , �9 , i z  it~/'g~l i z  X~z* 

sm ~ - - f l ~ ) . . .  4 I 2 n  4 ~n sin 2n ' - ' n ' s i n '  

aussi petite qu'on le veut. 
Donc 

i - .  isin" 
l i m ~  t 

i~r . ~ ~ ( s i n ~ i ~ _ s i n , ( i . - - i ) g )  

2 ~-~ (i ' --  ~)... [ i ' --( io-- ~)'] ~_%;| ( i ' --  ~).-. [ i ' - -  (io-- ~)'1 

Par eons6quent, le d6nominateur de (38) a pour limite 

i(i. 
~ 2  

off 

2-.-( io-- i))"  i - , ~  (Z'i--x).-. [it 'i--(io--X)'] 
~-, ""-~io - - ~ ( - - I ) i "  -~-)~Vi---~---(~---~---~) s i n ~  + 

i--1 

m--| 2 (m'--x)-.-[m'--(io--x)']  
+ ~ ~, ( ,~,_~:)7..N,_--~ ~ = 

m ~ l  

Ains i ,  

(4x) 

t2 (it) = + 2 m ' - -  it' = Z' ~ e o t g  zJ , .  (42) 
ra.--1 

i : l  ]. (4,) 

i--1 

29. I1 convient encore de faire les transformations suivantes. On sait que 

x "-| ( --I)= 
s i n ~ r ) = ) §  2it ~ ~ l _ m  ,. 

m--1 
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Done, 

z ,n=oo (__ i),n m ~  2m ( - -  I) m 
sin-----~ + ]' (g) = ~- + 24 ~ g . _ m  . + 2~ m-T~_~ 

1 
i I i 2 ( : )  

m-, ) ' + 2  

d'apr~s les formules (33) et  (4o). 
D'autre  part, posons ~ = i - - i  + sl. Dans ces conditions 

( - -  I ) i  + l I I I § 2 I cotg z ~ = 
4 ~ s i n 4 ~  + ~/2(4~) = ( i - - I  +~i) s i n , ~  ~ ( i - - i  +~)' ( i - - I  + ~ )  

�9 /g$i 

2 z - -  cos z ~  2 ~g 2 -  
~c ( i - -  i + ei)~ + ( i - -  i + el) sin rc~i r c ( i - - i  + ei)2 + ~ - - i  + el" 

Posons enfin 

q~(x) = (x ' - -  ~)... [~ ' - -  (io-- x)'], 
'P (:~) -- (~ ' - -  ZD"" (x'-- 4',0. 

(44) 

Nous aurons ainsi 

lim 2 n 
'~;~ ~(4~) [ 2  . - ~ l  

= B i o  �9 (45) 

D'apr6s le th6or6me (i6), on a 

E2.>e; 
done, 

2:nE2. > Bi. (46) 

pour n ~ r 

3o. I1 s'agit de d6terminer les constantes 41 de fa~on h rendre maximum 1 

la valeur de Bio. Ce maximum, qui existe, 6videmment, pour ehaque valeur de 

1 N o u s  v e r r o n s  p lu s  loin que  )4 t end  ve r s  i -  1, e t  la diff6renee 2k ' - - ( i - -1)--- -6i  t e n d  ve r s  
1 

O, c o m m e  -:-. 
$ 
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i o, et va en croissant avee io, 
Nous allons mont re r  plus loin 

tend 2nE2,,. En  d 'au t re  te rmes  

tend vers une limite d6terminde, pour  i o : ~ .  
que cette limite est ggale ~t la limite vers laquelle 

l im  Max .  B a  = lira 2nE2,,. 
~Br V$~ tla 

Or, le m a x i m u m  de B~ et sa limite, pour  i o =  co 

approximat ions  successives convergentes  tr6s rapidement .  
Posons d 'abord  i 0 =  I .  On aura  

, peut  6tre calcul6 par  

B 1 

2)~,i F ( Z , +  2I) 
Zl  + -  

2 

2 tg Jr g l  
~r g--~ + 2 

Pour  kt : o.4, on t rouve  

Ainsi, 

8 
I - - - -  �9 0 , 4 i 9  

BI 9 = o,*j 
5 _[_0,717 2 ' 3 t 8  

3~t4 t6  

Bt > o,:7. 

2nE2n > 0,27  - -  U . ,  

0,2709 

off a .  t end  v e r s o .  

Prenons  ensuite i o = 2. On aura  

B 2 = 

2z, F z , +  + 
Z~ +I_ z 

2 ~ 2 

Jrk-~2 + tg ~rZ,2 -~- Jtt ( J ~ -  I ) [ ~  + I I  - -  Z~ ~ tg [ ~ ]  

Conservons 2, = o,4 et posons 2 2 = 1,,4. Nous aurons 

B~ 

o,6~8 + o,~996[ I 2 ] 
- -  - -  �9 0~465 

2~x L I , x 4  1 ,64 0~628 7 t- 0~o442 

0 ) 2 9 9 6 [ 0 , 6 3 6 6  O)=x61 2~3t6 "@ 0)0958 
2,3,8 + 2,, LI,--=99--6 + z,,-~] 

0~278 ~ . 
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L 'erreur totale ne d~passe pas O,ooo~. Done 

B2 > o,27s. 

Ainsi 

41 

2 h E 2 .  > o,27s. 

Finalement, nous avons, pour n assez grand, 

0,278 < 2nEon < 0,284. (47) 

Passons ~ present ~ la d6monstration des th~or~mes qui montrent  que 
chacune des m6thodes que nous venons d' indiquer permet de caleuler 2nE~. avec 

une approximation infinie. 

31. Th6or6me. Le polynome d'approximation de ]x I sur le segment ( ~  I, + i) 

admet comme expression a,ymptolique 

O (x) = R (x) + ~ - -  E ~  T (x) + - - ~ n  (48) 

o~ yn(x) tend vers o, d$a que nx  cro~t indg/iniment. 
La d6monstration est assez longue et fair appel a des consid6rations de 

nature  diff6rente. II y a lieu de remarquer  que notre proposition serait 6tablie, 

si l 'on pouvait d6montrer direotement que l 'une ou l 'autre des m6thodes employ6es 
pour le calcul approch6 de E~n est capable de fournir une approximation ind6finie 

pour 2nEon. Pour le moment,  e'est Ia marche inverse que j 'ai due adopter.  
Un des ]emmes que je me bornerai d'6noncer, en renvoyant  pour la d6monstration 
s la page 6 du M~moire de l 'Acad6mie de Belgique, eat le suivant. 

Lemme. Si un polynome P (x) de degrd n reste, en valeur absolue, in/drieur 
M sur le segment ( - - i ,  + i ) ,  sa ddrivde re,tera, en valeur ab,olue, in/drieure 

n M  
VI-----~ h ~ dans l'intervalle ( - -h ,  + h). 

32. On se rappelle la formule (I5) que l'on peu t ~erire 

I1 est clair que la meilleure approximation 2hE2,  de 2n[x[  par un polynome 
de degr6 2n est la m6me que celle de e,(x).  T(x);  et on a la relation 

P (x) --  R (x) + 2-~ [~v (~) + ~ (x)] 

A ~ a  ra~hemu~ca, 87. Imprim6 le 14 avrll 1813. 

(49) 

6 
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entre le polynome d'approximation P ( x )  de Ix[ et le polynome d'approximation 

Y2(x) de en(x). T ( x ) .  Nous voulons t rouver  une expression asymptot ique du 

polynome ~2(x). A cet effet, nous prenons un nombre A, aussi grand que l'on 

veut, et nous introduisons la fonction ~,(x) telle que 

~.(x)----~.(x). T(x), pour Ixl< A- 
n 

et 

A 
On(x)~o ,  pour Ixl>~. 

De eette fa~on, on a, en supposant  an aussi peti t  que l'on veut  

I~- (x ) -  ~.(~). T(x) l < - - .  

I1 est 6vident que, si ~ (x) est le po]ynome d'approximation de O.(x), il 

servira d'expression asymptot ique pour ~(x) .  En effet, si kn est l'6cart maxi- 

mum de Y2~ (x) par  rapport  k 0n(X), on a la relation 

I l c , ,  - 2nEr  < a . ;  

C'est le polynome 

done 

lim k,  . . |  2 n E 2 ,  = x .  (5 o) 

Y~, (x) = co + c~ x '  + . ' .  + c , ,x  ~n (50 

.% (~) - -  ~ .  (x) . T (~) = o (52) 

4tant de la forme 

Ao + A t x  + A 2 x '  + A 3 z  4 + ""  + A,+lx2"----o,  

ne peut avoir plus de n + I racines positives. Par  eons6quent, le nombre de 

points d'6cart sera n + 2, et il y e n  aura un s l'origine. On a ainsi 

~-~1 (O) = - -  I + ]r  (53)  

que nous a|lons 6tudier. 
L'6quation Y2, (x) - -  ~n (x) = o, aussi bien que l'6quation ~, (x} - -  ~n (x). T (x) = o 

a n6eessairement, au moins, une racine entre deux points d'6eart, (e'est ~ dire 

entre deux points off le maximum de [~, (x) - -  3, (x) ] est atteint). Or l '6quation 



Sur la meiUeure approximation de Ix] par des polynomes de degr6s donnfis. 43 

33. D6montrons  ~ pr6sent  que ~ t  (x) n'admet que des maxima positi/s M e t  
des minima ndgati/s m, tels que 

o,~ > M > o,o9 et  - -  o,n < m < - -  0,09. (54) 

On voi t  d ' abord  que, pour  x >---~ 
4 ~ '  

lim I ~ (x).  T (x) [ ----- I (z F (b) - -  i ) .  cos ~ b  ] < o,,s; 

z~ 
donc,  pour  x > 4 3 '  

- -  o , , s  - -  k~  < .q, (x)  < o , , s  + k , , ,  

et entre  deux  racines de l '6quat ion (52) ~ (x) adme t  un max imum M ou un 

minimum m qui  sa t isfont  n~eessairement aux in6galit6s: 

o,~ > k .  + o,,s > M > k . - -  o,,8 > 0,09, 
(55) 

0,09 > ~ k ~  + o,~a > m > - -  k ,~--  o,~s > ~ o,~, 

puisque  o,3 > k ,  > o,~7. 
II faut  examiner  deux hypothbses .  Soit  d ' abord  .ql (o) un minimum. Dans  

oes conditions,  on a eons tammentJ  

et, puisque  l 'on a d ' au t re  pa r t  

~ l (x )  > - -  x + k~; 

~ . (x) .  T(x)  < o, 

il en r~sulte que 

-ql (z) < k~ + o,,8 

lorsque x < z__ 
4 3 '  

sur tou t  le segment  ( - - x ,  + I) .  

Donc,  sur  tou t  le segment  

I~1 (x) + 0,4, - - k . I  < o,~9. (56) 

Pa r  eons6quent ,  en ve r tu  du  lemme ~nonc6 plus hau t  on a dans  l ' interval le  
7g 

 our 
4 3 '  47~! 

1 L'impossibilit~ d'un minimum absolu different de Q1 (0)dans l ' intervalle 0,~-~ sera 

mise en 6vidence par le raisonnement qui d6montrera l'impossibilit6 de la seconde hypoth~se, 
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I da ,  [ < dx I x,,sn. (57) 

Si l 'intervalle o, contient k son int~rieur au plus un soul point d'dcart 

de s (x) ~ ~, (x). T (x), il y aura n points, oil [ Y~ (x) [ a t te int  son maximum en satis- 

faisant aux indgalitds (55); tous los maxima et minima de ~ l (x)sa t i s fe ron t  donc 

aux indgalitds (54). I1 s'agit A prdsent de voir que le hombre de points d'dcart 

de I ~ (x) - -  6. (x) T ( x )  I dens l 'intervalle o, ~-~ est inf6rieur ~ 2. 

~ be En offer, soit x0 =ffi le premier point  d'~cart. On aura n6cessairement 
2 n  

[2F (b0) - -  I] cos ~bo ---- e,~(Xo) . T (xo) > - -  x + 2k,, > - -  0,444. 

Mais la fonction 

[~F(b)--i]oos~b 

eroit  dans l 'intervalle o, , et on rooonnait que, pour b = - o : , ,  clio se r6duit 

h --o,446 (h O,oox prgs). Doric, b. > o,.x, ou xe > ~ D'autre  part ,  si xl est lo 
2 n  

second point d'6eart, on a 

~ (%)  - -  ..Q~ (x0) > 2/,:,, > o,5~,  

et puisque 

I , z 8 n ,  

donc 

I , x s n  "- -~ '  

d'oh, enfin, 

O,~x ~'~ 
n 2n 4 n 

Remarque. Par  un raisonnoment semblable on reconnaitra  que la p lus  

petite racine de ~ ( x ) ~ o  est sup~rieure d ~-~-. Cela r6sultora de l'in~galit~ 
4n 



Sur la meilleure approximation de ]x[ par des polynomes de degr~s dennis. 45 

[~ ~b l z o,,7 + [x--2F(b)]cos~b > x, ,Sk-~--~-  j qui a lieu pour o < b < ~ - ,  comme on le 

v6rifie facilement en utilisant le tableau (z4). 
Seconde hypoth6se: ~2~ (o) est un maximum n6gatif. Dans ces conditions, 

l '~quation ~2~ ( x ) =  o n e  pourrait  avoir plus de ( n - - x )  racines positives. 

Si la plus petite racine a~ de ~,  (x)----o 6tait sup6rieure h __z il y aurait, 
4 n '  

d'apr6s ce qui pr6c6de, au moins une racine de ~-----o entre deux 6carts maxi- 
mum de [ ~l (x) - -  e, (x) . T(x)[ ;  il n 'y  aurait  done que n - - x  6carts maxima 

droite de a~; il y aurait  done z points d'6earts ~ gauche de a~ (sans eompter o), 

et aussi ~ gauche de ~ De m~me, si a~ < ~ il ne peut  y avoir plus d 'un point 
4-~" 4--n' 

d'6cart entre deux racines successives de ~ = o. Done, il faudrait  en tout  cas, 

que, pour x<=~u, x<a, ,  on air deux points d'eoart (sans compter  l'origine). Ainsi, 

au second point d'6cart x~ on a encore f~ (x~)< o, d'ot~ 

Par  cons6quent, 

Soit, d 'autre  part,  

e . ( x , ) .  T (x,) < - -  0,.7. 

x, <6-n" 

m-------i + k.--h 

la valeur du minimum de f~1 pros de o. La variation totale de ~, lorsque x 

varie depuis o k x L en passant par le point, off f~ est minimum et ensuite par 

le premier point d%cart xo, est suPerieure 

h + 2k.>h + o,~. 

Mais on a, comme preoedemment, dans le voisinage de |'origine 

d~- I < (~'~' + h) n, (58) 

puisque 

De Boric que x, satisfait ~ l'in6galit6 

xl(z,,8 + h)n >h + o,~5; 
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donc 

d'oil 

Serge Bernstein. 

(I,18 "~ h) > h "3 L 0 ,~ ,  

<~ O,:~. 

Par  consequent, au premier point d'~cart So on aurait  

~ ( % ) .  T(~o) > - - ~  + ~Ir > - - ~  + o , ~ - - o , , ~  ~ - - o , ~ ,  

d'oi~ so > ~-~-~, et s~ - -  so < 6~ ~5n -- I O n '  

x _ _ % >  o,~ qui r~sulte de (58 )e t  (59). 

n~gatif doit donc ~tre rejet.~e. 

co qui 

(59) 

est on contradiction avec 

L'hypoth~se que ~ a un maximum 

Les indgalitds (54) sont donc d6montr6es. 
En d'autres termes le ~olynome s (a:) admet (2n + I) maxima  et m i n i m a  sur 

le segmen$ i - - I ,  q - I ) ;  et, en outre, rant que Inx[  > A ,  ces max ima ou min ima  sont 

&yaus, en valeur absolue, e~ b,,, gandi8 que le8 autres sont, en valeur ab$olue, infJrieurs 

d 31r et 8updrieurs h ~ k,~. 
4 

34. Les dquations 

et 

S~' ( x ) -  k'~ -- o (60) 

(d~, (s) I '  
- - d ~ - !  " ( ~ ' -  ~) - -  o (6~) 

dont la seconde a toutes ses racines r6enes, auront  des racines communes: /~ 

savoir, routes les racines qui, en valeur absolue, sont sup~rieures h, --.A Soient, 
n 

d'autre  part, o < fll < ~2 < "'" < flk routes les racines positives de ~2~ ix) ~ o inf~rieures 

ou 6gales ~ A. L'~quation (6o) aura au moins 2 raeines positives (distinetes ou 
n 

confondues) entre ~ et ~+1 ,  dans le cas oh le maximum (ou minimum) de Y~z 

compris entre ~ et fl~+l est, en valeur absolue, sup6rieur ou ~gal ~ k , .  Dans 

le cas, oh le maximum ou minimum correspondant est inf~rieur ~ kn, l '~quation 

(6o) n 'admet  plus de racines r6elles dans l 'intervalle considerS, mais on peut  
d6montrer que 

8 i  l'on con~truit un  trapeze fl~ fl~ + l C D ayant pour base fl~fl~ + l et pour hauteur 4 
n 
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et dent lea cot~s lateraux fl~ D et ~ +1 C ]orment avec la base des amyles int~rieurs 

~qaux d 3~,  il y aura au moina une racine de l'dquation (60) d l'intdrieur du tra- 
2 

# z e  fli #~ +1C D . 
En effet, sur une parall~le quelconque h la base fl~{~+l il y aura au moins 

un point, oh la partie imaginaire de Y~ (x) eat nulle, car, si l 'on pareourre eette 

parall~le de droite ~ gauche depuis le cot6 fl~+lC jusqu'au cot6 ~ D  on fait 
varier l 'argument de Y~ d 'une quantit6 sup6rieure h ~ .  Par  consequent, la 

courbe 5~, oh la partie imaginaire de Y2~ est nulle, passant par le point 7~, racine 

dY~t de -d-x-~ o comprise entre f i l e t  fli+l, rencontrera chaque parall~le h la base; 

dY2~ o mais toutes les racines de -dx = 6rant r6elles, la courbe 8 n 'aura pas de points 

multiples ~ r int6rieur du trapeze, de sorte que la patt ie r6elle de ~ variera 
dans le m6me sens, lorsqu'on suit la courbe ~ depuis 7i jusqu'au premier point 
H d'intersection de 8 avee CD. Pour reconnaitre  que l'6quation (6o) admet 

une racine /t l 'int6rieur de fl~fl~+~CD, i l  suffira donc de prouver que 

p) ----- ~ (H) > k',~. (62) 

A cet effet, prenons le polynome 

T (z) ~ cos 2n arc sin x, 

et d6signons par ~ son argument pour z -~ H; soi l  pour fixer los id6es o < ~ < -~. 

Du point H menons une parall~le k ~/~D qui rencontre l 'axe r~el en un point 

E;  soit x o la plus grande racine de T ( x ) ~ o ,  telle que x 0 < E ;  menons ensuite 
la droite xoH et perpendieulairement k celleci H E  r, le point E r 6rant 6galement 

sur l 'axe reel; on pourra alors d~terminer entre E r et x0 un point Yo tel que 
l 'argument de la fraction 

H - - y o  
H - - x o  

I soit 6gal & --cp, son module 6rant 6videmment sup6rieur k ~-~2" 

Ceci pos6, le produit 

H - -  Y0 cos 2 n arc sin H 
H - -  ~o 

sera r~el. Mais, par hypoth~se, on a, en supposant o < 0 < I ,  
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n n 

D'oh,  aux  inf iniments  pe t i t s  prbs,  

I [(eS + e_S) cos 2 0 A  + i (e  - s -  e s) sin 20A].  cos 2n  aresin H = cos (zOA + 8 i) = 

Done,  

i (es - -  e-s)  > x I). I cos 2n  arcsin H I = ~2 Ve'6 + e- le  + 2 cos 40A => 2 2 (es - -  

off 

P a r  cons6quent ,  l '6quat ion  ~ coefficients r6els, 

~, (x) ,u" (x- -  Yo) cos 2n  arcsin x,  (63) 
X - -  ~o  

H -  X a ( t  2 V 2  

" " =  H --Y0 " cos 2n  arcsin H < e s ~  !~, 

au r a  une  racine complexe  dgale g H (on supposant ,  p o u r  f ixer  les id6es, ~ l (H )  ~ ~0. 

Mais ceci exige quo l 'on ai t  pr6cisement ,  comme je l 'aff irmais,  

,u > k,,. 

E n  effet,  s'il en 6tai t  au t r emen t ,  on t i re ra i t  de l 'in6galit~ #t =<k. que 

tt u < ~ kn < 
k_~ 

' 84 

eL darts ces condit ions,  comme nous le ve r rons  faei lement ,  t ou tes  les racines 

de l '6quat ion  (63) devra ien t  r  r6elles, de sorte  que  H n 'en  serai t  pas une  racine.  

En  effet,  en 6cr ivant  

x - -  Yo. c o s  2 n a r c s i n  x = c o s  2 n a r c s i n  x Jr x ~  - -  Yo cos 2 n a r c s i n  x ,  
x - -  x o ~ ~ ~o  

A A on vo i t  que,  pour  - -  2--c2-'" < z < 2 

I I cos 2 n a r e s i n x  < I + 2n(Xo--Yo)  < i Jr 2• -4- < 
X - -  ~ o  2 ~ ,  4 

n 

< I + 2 n [  8 

puisque  E - -  x, < ~ r  
2 n  
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Sur le reste du segment ( - -1 ,  + i), on a l X - - Y ~  donc afor t ior i  
IX--Xol 

] x - - Y ~  cos2narcs in  xl  < r L 
x - -  X o 

Par cons6quent, si #t"< k,, . le polynome 
4.21 
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~,  (x) -- if' �9 x -  Y____~o cos 2n arcsin x 
gg - -  X 0 

aura le signe de O,(x) en t ous l e s  points, off O,(x) est maximum ou minimum; 

toutes les racines de ce polynome seraient r6elles. 
Ainsi l '6quation (6o) admet  bien une racine h l'int6rieur du trapbze flifl(+t OD. 
En construisant le trapeze flifli+~ C' D' sym6trique ~ fl~fli+l C D par rapport  

la base fl~fli+l, on en conclut que l'6quation (6o) admet  au moins une paire 

de racines r6elles ou complexes ~ l'int6rieur de Ia figure fliD'C'fli+aCD. En 
ajoutant  la racine de (6o) comprise entre o e t  /~ et en remarquant  que l'dquation 
(5o) est paire, on voit qu'elle n'a pas d'autres racines que celles que nous 
venons de trouver ainsi que les racines 6gales et de signe contraire. 

35. I1 r6sulte de ce qui prbc~de que l'on doit avoir 

4 n~ [~] (x) --k2~] = / ds (x)l~ ~---d-x--] " (x~--  ~) Y(x), (64) 

oh 

Y (x) = ( x* - -  '7~ ) [ x '  - -  (g, + '~, )~] [x ~ - -  (~', + '~,)'] �9 �9 - [x '  - -  (,ak-1 + ~2~,- 2) 2 ] 
X2[ x ~ ( f l l  dr 81)$] zl" " " [ x $ - ( ~ k - 1  "~ 8k--1)~] 2 

avec leil < fli+l--fli et }~a~-ll < 4n + fli+l - -  ill, ] ~2:il < 4 .  + f l i+l-- f l l .  

Par  cons6quent, 

"" "[I + 2(Sk--l--~2k--2)[~k--lx2 + 82k--1--  ~22k '2  + 30Zk- -2 tX)  ] , f l h  ~t 

ca 10~1<i, lorsque Inxl>eA. 
Ada mathcrnatica. 3L Imprim6 le 15 avril 1913. 
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Done 

Y(X) = I -I- h ( I  q- cj0), (65) 

off 

+ + . . .  + [ ~ k - 2 ) f l  ~ - l + ~ " k - 1 -  
x~ -t- 

cf tendant  v e r s o  avee h. 
Mais, lorsque x varie de fli ~ ill+l, ~2~(x) passe par un maximum ou mini- 

mum qui, en valeur absolue, d~passe ~ k . ,  de sorte que la variation totale de 
4 

~,(x) dans eet intervalle est sup~rieure ~ I k , > o , , 3 .  Done, en vertu de l'in~galit~ 
2 

(57) qui est va|able pourvu que A soit assez petit, on a 
n 

fl,+l - -  ~, > ~  > ~ .  
l,xSn IO~  

On en conelut que 

et 

[/]2il < 4_ 21_ ~'+1 - -  ffl < 4 1 (•i'l'l - - / ~ ' )  
n 

I ~72,- 11 < 4r  (fli+, - -  fll ). 
Done 

[ h i <  fl~+x ~ ~-~[(fl2--fl~)(4+ 6 f l z ) + ' " + ( f l k - - { t k - - ~ ) ( 4 + 6 ~ k ) ]  + 

' -~ (~ )  + 60 ~ ~ 336A 5o4 A~ 
( f l i - - f l ' - l ) n <  n--~i~x~ + n~z~ + - -  

i - - 2  

6oA 5 
~4 X4 

(67) 

Par consequent, on peut ~erire 

A 5 
(68) 

off A ~tant suppos6 fixe, It[ reste born~ (infSrieur ~ 500, par exemple), lorsque 
n x  crolt ind6finiment. 

Or, de l 'dquation (54) on tire 

(66) 
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d ~ ,  . dx r: A~ A5 
2 n V ~ . - - ~ ]  V z - - x ~ L  + / (n--~x~ + ni-#)]  ' (69) 

l 6 tan t  born6 comme t. 

D'ofi 

a r c e o s - -  
~,(x) 
• k~ 

1 

n - ~ _ _  I + /  + 

1 

r r . / l , , ~ .  
= 2n arccos x + P LJ,,~;V,- 

FA. V~ - x~ 
= 2n  arccos x + p /  ~Z  

l 

+ r 

AsV~ ] 
+ 3nsz------~x*(i + z~*) , 

p 6 tan t  born6, lorsque nx  c ro l t  ind6finiment.  

signe - -  qu ' i l  f au t  p rendre  d e v a n t  ka. 

Donc, 

En  supposan t  n pair, c 'es t  le 

- -  ~ ,  (x) = k ,  cos [2 n arccos x + e,], (70) 

I 
off e. t end  vers o oomme ~-~, le hombre  A 6rant  fix6 d ' av an ee  aussi grand que 

l 'on veut .  

P a r  cons6quent ,  le po lynome  d ' app rox ima t ion  P(x) a pour  expression asymp-  

to t i que  

G{x)= R(x) + 2!n[cos zn arecos x - -  k,, cos (zn arccos x + ~,,)] = 

= R ( x ) +  ~n s c~176 

= R(x) + ( ~ n _  E~,,} T(x) + 7"(x) 
?l ,  ' 

(48) 

I oil 7,t(x) t end  v e r s o  avec  - - .  G . q . I . d .  
n x  

Remarque .  Les formules (48) subs is tent  encore  p o u r  n impair,  p o u r v u  que 

l 'on  y pose T(x) ~ cos 2n  aresin x. 

36. Th6or~me. En reprenant les notations du w 3o, on a lira 2nEon 

Max. B| Constante .  
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En effet, C 6tant un nombre suffisamment grand, on aura, aux points 

l i ~ l c  <c 
sin~--~ > n '  e~ aux points i l l= n d'6cart maximum, 

n 

oh e,, est aussi peti t  qu'on veut, s i n  croit  ind6finiment. 

Par  cons6quent, si on construit le polynome d'approximation de ]xl relatif 

k cette suite de points, comme nous l 'avons fait au w 27, on trouvera,  en choisis- 

s a n t i  0 assez grand, que la meilleure approximation # en ces points est 

avec o < e < Max [e,,I. 

Done, a fo r t io r i  

37. Th6orbme. 
de la [orme 

lim 2 n E2,~ = Max. B| = Constante. 

C.q . / .d .  
En ddsignant par r le maximum du module de l'expression 

S (b) = cos ~rb IF(b)  - - B  a, ( z / - -  z)a~ ] 
b' I b , _ _ ~ )  ~ 1 _ _  

4 

qui s'dcarte le moins de o, lorsque b ~ o, on a 2 l im ~ i = l i m  2 h E 2 . .  
�9 csO n r 

En effet, d'apr~s le w 25, on a 

off p~ est 

la forme 

l .  n , u n  
I m  7 = I ,  (71 ) 

n-~o dl  

la mei l leure  a p p r o x i m a t i o n  de [x]  par un p o l y n o m e  de degr6 2n de 

T•[ at ( 2 i - -  i)a~] 
Q(x)=R(x)+ B+b~ b ~+. . .+ -b-~ ~ j 

a,  12 i - -  i )  a~] = R ( x ) + T ( x ) + T ( X ) r B , I - + b  ' + . . .+  
2n-- n L 2 ---b----~ ~ b i 2 ~ ~ J  ' 

(34) 

en posant, comme auparavant  b= 2nx, et en d~signant par bt, b2, "-  les racines 

successives de l'~quation 
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(zb) 2n  sin z b =  ~ T - -  = c o s 2 n a r c  
2 n  

53 

Le produit  

[B ~ ai Z(x)--- T(x) -- + b --b, 
( 2 i - -  i)a~] 

- -  + ... + b ~ - - ~  j 

reprdsente un polynome pair arbitraire de degrd 2n ayant  2n--2i  racines 

( 4gales ~ 4- sin i + h - -  ~--~, pour h = i , 2 , - - . n - - i .  

Prenons i trgs grand par rapport  au nombre A, dont d6pend 

~,  (x) = --/~,, cos [+. n arc sin x + ~.], 

I 
ot~ en tend v e r s o  comme nx'  et  d&erminons les coefficients de Z(x) par la con- 

dition que Z ( x ) ~ - o  admette  les 2i plus petites racines de ~, ( x ) =  o, et de plus 

zZ(x) 
que I - - 2 B = k ~ .  La dernibre condition exprime que, pour x tr~s grand Y~(x) 

tend vers i, e'est ~ dire que les coefficients de a~ n au num~rateur et au d4no- 

minateur sent 6gaux. Par consfiquent, on a 

2Z(~) 
n, (~) 

(72) 

I o~ a~ est une quantit6 de l 'ordre de k.  

Je  dis que, i &ant  pris assez grand, ee rapport  diff6rera aussi peu que 

I,  lorsque n croitra ind~finiment, pour x-~s in  ( ~ / ~ r ,  oh h diff~re l'on v e n t  de 

I 
d'un entier positif ou nul de moins que Q <~,  ou bien est une quantit6 n6gative quel- 

conque. Pour  fixer les id6es, posons h ~ o, car on verra sans peine qu'il n 'y 

aura auouu chaugemen% ossentiel ~ faire dans Iv calcul pour les autres valeurs 

consid6r6es de h. On aura donc 
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o 

�9 ~:rt: . ~ [sin, 2_n_ sin. (i + ~)~] . .  r . .  L sm .,~ _ sin. (n-- ~) ~ ]  
�9 i ~ r  ( i +  2 2 [ sm '~-~- -s in '  + at)2__n] . i~r (n + ~r i ~r �9 �9 [sin' ~-~-- sin' _ _ I  an- t )  ~~ 

( sin I i + 2 2 3  

= I +  . , , ~ r  ( z )~r  " 
sm - - - - s i n  ~ i +  + a l  

s in ' (  R - x - +  2 a " - l )  - - - -  sin' ( n - I  ) 2n 

�9 "- I + �9 s i f t  �9 . I  I ) ~ " 
sin ~ - s in-  In - -  ~ + ~ . _ ,  

II suffira par cons6quent de montrer  que la somme 

sin t i + I - + a t  - - s in  i +  - -  sin s n - -  2 + a n _ l  - - - - s i n  s n - -  - -  
2 ~ 2 n  2 3  2 ~  

mn - - - - s l n -  i +  + a t  - -  s i n  - - - - s i n  ~ n - - - + a n _ l  
2 n  ~ 2 3  2 3  2 

tend v e r s o .  Or celle-ci tendra v e r s o  en m6me temps que la somme 

s i n ( / +  2I- + a,) ~-n--s in (i + I ) ~  n sin ( n - - I  + a,,_O ~ - - s i n  (n- - I )2- -  ~ 
�9 + . . - +  

sin ~ ~ sin i + i_ + al s i n - -  ~ sin n -- - + an - t 
2 3  2 2 ~  2 n  2 

done, on m6me temps que la somme 

a___~_~ + a t + ~  + . . .  + a , , - t  
x_ + a~ 3 + at+l n - - i - - I _  + a,,_ 1 
2 2 2 

D 
Mais nous avous remarqu6 qu'on peut fixer un nombre D tel que a~ < ~ .  

D D �9 + + . . .  II suffit done de prouver que la s6rie L + D 3 (i + i) + D 

2 2 

OU 

I I I 8 = = + - - +  + - - .  
3 ( i + ~ )  5 ( i + 2 )  

prolong6e ind6finiment a une somme aussi petite que l'on veut, si i e s t  pris 
assez grand. Or, ceci eat 6vident, puisque 
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dx x log2i I 

s<J (2!~ + x)(~+ i) + ==~----, 2,--x + :', 
0 

2Z(x) 
Du fair que, pour h~<o, ~t(x ) diff~re infiniment peu de i, on conclut que 

n[Q (z) - -  G(x)] = 

tend vers o, lorsque [ z l < s i n ~ ;  de sorte que pour ces valeurs de z le rapport  
�9 " ~  2 n  

du maximum de ]O(x)--[z~[ au maximum de [O(x)- - lx~  qui est 4gal 

I +  n.Max.]a(x)--Ixll 

tend vers I. 

D'autre part,  d~s que nx devient suffisamment grand, 2n (G(z)-- ~ z[ ) diff~re 

infiniment peu de Y21(x ), et son maximum sera at teint  en des points sin brc, off 
2 n  

b diff~re infiniment peu d 'un entier positif. En ees points on a, h des infini- 
ment  petits pros, 

12 z(~)I = In,(~)l = k.; 

et, s i x  s'6carte de ces points, de sorte que b varie d 'une quantit4 finie, par 

exemple, sup6rieure h ~, on pourra indiquer un nombre fixe 0 < i ,  tel que (aux 
4 

infiniment petits pros) 

12 z(x) I = [ n~ (x) I < ok.. 

On en conolut que ]2Z(x)] a aussi un maximum 6gal ~ kn pour b infini- 
ment  voisin d 'un entier positif. Puisque entre deux racines de Z(x), il n'existe 
qu'un seul maximum de [Z(x)l , le maximum de 2]Z(z)]  dans ces interva]les est 
4gal h k,; e'est h dire que dans ces intervalles 6ga]ement le rapport  du maxi- 
mum de IQ(x)--Ixl[  ~ celui de [G(x)--[x[[ tend vers i. Done 

i. 2ntU. l m ~ = i ,  
~aO ~n 

et, en tenant  oompte de (7I), on a finalement 

2 lira ~i= lira kn ~, lira 2n E~,, 
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Les deux  derniers  th~or~mes m o n t r e n t  r e spec t ivemen t  que  les m~thodes que  

nous avons  suivies, soit  pour  d~terminer  une  borne  sup~rieure (w167 25--26) de 2nE2,~, 

soit pour  en d o n n e r  une  borne  inf~rieure (w167 27--3o ), p e r m e t t e n t  de calculer  

lira 2nE2n avec une  app rox ima t ion  infinie pa r  d~faut,  eomme par  execs.  
n m ~  

38. G~ral i sa t ions .  Je  voudrais ,  en t e rminan t ,  faire observer  que ] '6tude 

par t icul i~re  de la meil leure app rox ima t ion  de Ix] fa i te  dans  co M~moire est sus- 

cept ible  d ' impor t an t e s  g6n6ralisations, x 

En  ce r e p o r t a n t  au w r5, on  vol t  d ' a b o r d  que  les m~thodes  employees  peu-  

vent ,  sans modif icat ions  essenticlles, ~tre appliqu~es ~ l '~tude de la meil leure 

approx imat ion  E2n[X a] de ~ pa r  un po lynome  pair  de degr~ 2n  sur le segment  

o I. On devra  t rouver ,  en part icul ier ,  que le produit (2n) ~ . E~n[x ~] tend vers 

une limite par]aitement dgtermin~e ~(a), lorsque n ero~t ind~]iniment. 

Mais on peu t  gen~raliser de plusieures mani~res le th6or~me I5. 

Nous  dirons que le po lynome  

P(x)  = Ao + A t x  ~' + ...  + A k x  ~k + . ' .  + Ak+.x~k+.  

est  un po lynome  osei l lateur  d'ordre (k + n) et  de genre k. s ' i lposs~de  (n + i )  

ex t r ema  ~gaux et  de signes altern~s dans  l ' in terval le  o i .  

Ceci pos~, voil~ un  th~or~me, d e n t  la dSmonst ra t ion  est pareil le ~t eelle du 

th~or~me (I5): 

Si  Q ( x ) ~ B  o + Btx~ t + . . .  + Bk+nxak+n est le polynome oseillateur d'ordre 

(k + n) et de genre o, il ne peut y avoir plus d'un point d'dcart maximum b~ du 

polynome P(x )  de m~me ordre et de genre di]/&ent de o entre deux points d'dcart 

fli et fli+~de Q(x); d'ailleurs, si P a ~n point d'deart con/ondu avec un point d'dcart 

/~i de Q, il n'en aura pas d'autres dans les intervalles fl~fli+~ et fl~fl~_~. 
k 

On en d~duit  imm~dia tement  que, si le rapport ~ du genre d'un polynome 

oscillateur h son ordre tend vers o, on a 

lira (fl~ ~ b i )  ~ -  o 

Ainsi, en par t icul ier ,  dans  le cas, oh ai-----i, on a 

I ~ C O S  - -  

lim bl = l ira.  n (73) 

II serait tr~s int~ressant do rechercher, si la limito do 2nE2n est u~e transcendante 
nouvello, ou bien s'exprime au moyen dos transcendantes connues. Sans r~soudre cette question, 

1 
je signalerai, comme une coincidence curieuse, que l'on a aussi ~ = 0,2s2 (h 0,0005 pros). 
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Nous pouvons en tirer ]a cons6quence suivante:  

Si la ]onction ](x) ]ouit de la propridtd qu'5 une inJinitd de valeurs de n on 

E.+k[l(x)]  peut ]aire correspondre des nombres k tels que les rapports k et tendent 
n Z~[/(x)] 

vers o, les polynomes d'approximation de/(x)  de ces degrds n auront des expressions 
asymptotiques, dent les points d'dcart bl satis/eront ~ la condition 

i z  
I - -  C O S  - -  

lira bl ~ lim n z 

En partieulier, routes les ]onctions analytiques (r6guliiires sur le segment o i)  

]ouissent de cette propridtd. 1 
En effet, soit z~+k le polynome d 'approximation de /(x) de degrd (n + k), 

et  soit r le polynome d'approximation de degrd n de z .+k ,  on volt que 

I I (x) - -  ~',,(x) I<  E,,El(x)] + 2.E,,+kEl(x)]; 
En+k 

la condition que ~ tend vers o, exprime done que zr,~(x) est une expression 

asymptot ique du polynome d'approximation de degrd n de /(x). Mais 

7~:n + k - -  9Trn 

sera un polynome oseillateur d 'ordre n + k et de genre k, dont  les points d'~eart 

jouiront de la propri4t4 indiqu~e, puisque k tend vers o .  
n 

Pour voir que routes les fonetions analytiques satisfont ~ la condition du 

th~or~me, rappellons que pour toute fonction analyt ique on peut  indiquer un 

nombre ~ < I, tel que 

lim VE-~< q. 

Il existera done une infinit~ de valeurs de n tels que, si pet i t  que soit 

e, on air 

En+k 
-E,, s (e + ~)k; 

k 
de sorte que ee rapport  pourra tendre v e r s o  en m~me temps que - .  c .  q . / .  d. 

Les fonctions analytiques ne sont  pas les seules pour lesquelles la distribu- 

tion asymptot ique des points d'6cart des polynomes d'approximation satisfait 

]a condition (73). 

Voir ma Note des Comptes Rendus, 26 novembre, 1912 ~St~r la valeur asymptotique de 
la meilleure approximation des fonctions anaiytiques~. 

Acta mathcmattcao 37. Impr im6 le 11 juiJa 1913. 8 


