
UBER EINE KLASSE V0N GANZEN FUNKTIONEN UND IHRE 
ANWENDUNG AUF DIE ZAHLENTHEORIE. 

Vo~ 

J. F. STEFFENSEN 

in KOPENHAGEN. 

Die folgenden Auseinandersetzungen sind in der Hauptsache ein Auszug aus 

meiner d/inisch geschriebenen Habilitationsschrift ~>Analytiske Studier reed An- 

vendelser paa Taltheoriem>. 1 Da ieh in der zitierten, ziemlieh umfangreiehen Ar- 

beit alle Beweise in Detail gegeben habe, daf t  ich reich hier auf die Wiedergabe 

der wesentliehsten Resultate nebst einigen Andeutungen des Beweisganges be- 

schrs Derjenige Leser, der die vollst/indigen Beweise zu besitzen wiinscht, 

wird sie dann  leieht - -  nStigenfalls unter Zuhilfenahme des ds Originals 

--  selbst rekonstruieren kSnnen. 

Der Zweek meiner Arbeit war ursprfinglich, die nieht nut  in der elementaren, 

sondern leider auch in tier analytischen Zahlentheorie eingebiirgerten diskonti- 

nuierlichen Funktionen dutch analytisehe Funktionen zu ersetzen. Wie man 

in der Theorie der Gammafunktion das nut  fiir ganze, positive Argumente 

definierte Fakultdt dutch eine analytische Funktion, die Gamma/unktion, ersetzt, 

so kann man prinzipiell in der analytisehen Zahlentheorie die nur fiir ganze, 

~quidistante Argumente definierte zahlentheoretisehe Funktion dureh eine zweck- 

m/~ssige Interpolation als analytisehe Funktion ausgestalten. Dies war sehon lange 

bekannt, aber die Simplifikation, dutch welehe die Methode erst fruchtbar werden 

konnte, war bis jetzt  ausgeblieben. Zwar hat  VON Koc~  * die Divisorfunktion 

als ganze Funktion in einer Weise definiert, welche im wesentliehen mit der in 

dieser Arbeit vorgeschlagenen identisch ist; aber er hat die Konsequenzen nieht 

Kopenhagen I912 (VILHE~M TRYDE}, XIV + I48 S. 
C. R. de I'Ac. des Sciences, Paris, vol. 118 (t894) S. 850. 
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gezogen, indem er die Primzahlfunktion in kiinstlieher Weise aus der Divisor- 
funktion ab]eitet, anstatt  zu erkennen, dass diese beiden Funktionen und viele 
andere aus einem und demselben Prinzip einfaeh abgeleitet werden kSnnen. 

Dieses Prinzip ist die sehr naheliegende, vielleieht zuerst von HAX)AI~ARD ~ 
ausdriieklieh angegebene, Interpolationsforme] 

g ( t ) ~  sin~__~t ~ at_~m~)" ' (I) 

we offenbar g (m) ----- a,~. 
Nachdem ieh die Bedeutung dieser Formel fiir die analytisehe Zahlentheorie 

erkannt hatte, fasste ich iibrigens meine Aufgabe etwas weiter, indem es wiin- 
sehenswert ersehien, die Funktionenklasse g(t) naeh verschiedenen Riehtungen 
hin genauer zu untersuehen, um sehliesslieh die zahlentheoretisehen Anwendungen 
folgen zu lassen. 

Fiir meinen Zweek ist es gewiihnlieh bequemer, die folgende Interpolations- 
formel zu benutzen 

w e  

/(x) sin 2ZXb(x)  ' (2) 
2 ~  

" ( : )  
- -  �9 / (n). (3) 

1 

Es wird hierbei vorausgesetzt, dass (3) gleiehm~ssig in jedem endliehen Bereieh 
konvergiert, weleher keinen der Punkte x ~ I ,  2 , . . .  n , . . .  enth~ilt (aueh nieht 
auf seiner Begrenzung). Dann stellt (2) eine ganze Funktion dar. 

Sehr oft werde ieh die speziellere, jedoeh fiir die zahlentheoretisehen An- 
wendungen geniigende Voraussetzung maehen 

/ (n) = 0 (n 1-~) (~ >o) ,  (4) 

wodurch bekanntlich ausgedriickt wird, d a s s  

lira sup i / ( , )  I 
n - |  n -~ -~-~  < ~176 

Man kann iibrigens leicht die notweudige und hinreiehende Bedingung fiir die 
Konvergenz einer Partialbruehreihe, deren Pole ganze Zahlen sind, angeben. 
Sie lautet: 

1 La  s~r ie  de  TaYLoR e t  son  p r o l o n g e m e n t  a n a l y t i q u e ,  P a r i s  I9oi (~Scientia~), S. 2 7. 
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E8 sei ct, konvergent; dann i~t ~ ~ a, gleichm2iasig konvergent in jedem 
- -co  

endlichen Bereich, welcher keine 9anze Zahl enthglt, und umgekehrt. 

Der Beweis erfolgt sofort, wenn man bemerkt, dass 

x + v  v v ~ x + v  

Man kann (2) gewissermassen als die Umkehrung yon (3) betraehten; durch 
(2) wird dann der Koeffizient der Partialbruehreihe (3) als ganze Funktion 

des Index gegeben. Uber eine Klasse yon Partialbruohreihen, we]ehe (3) als 
Spezialfall enth~lt, beweise ieh das folgende Umkehrtheorem: 

Es 8ei die Partialbruchreihe 

B ( x ) = oJ,, - -  
1 

gleichm~issig konvergent in jedem endlichen Bereich, welcher kein co, entMilt. Die 

Zahlen wn bezeichnen die nach wachsenden absoluten Betr541en geordneten Nullstellen 

der ganzen Funktion 

e d x,  
~b 

wo �9 (x) eine beliebige ganze Funktlon ist. Es 8el ]erner ~p(x) eine ganze Funktion 

mit der Eigenscha]t ~p (wn)= i /i~r alle n. Dann kann man ,elzen 

l(x)=-- ~(x)e-~r ( f  e~("dx) B(x), 

wo ] (x) eine ganze Funktion ist, welche ]i~r x ~ oJ1, eo 3 . . . .  ~ . . . .  die Werte / ( ~ )  

annimmt. 

Ganz s Umkehrtheoreme erh~lt man fiir die DIRmHLET'sehen Reihen. 

Fiir die Auwendungen auf die ana]ytische Zahlentheorie ist der folgende Satz 
fundamental: 

Es sei eine D1RICHLET'SOhe Reihe 

9 ( x )  = ~ r - x / ( r )  (5)  
1 

gegeben, wo ~r -2  /(r) konvergent vorausgeaetzt wird; mann kann dann setzen 
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[(x) s i n 2 z x  ~ x ' q ~ ( v  + I) ,  (6) 
2 :Zlr 

1 

we [ (x) eine game Funkt ion  ist, welche [i~r z = 1, 2 . . . .  r . . . .  die Werte l (r) an- 

nimmt.  Die Reihe ~ x ~ 9 ( v  + 1) ist mindestens [i~r I x ] <  i konvergent. 

Der Satz folgt sogleich, wenn man (3) naeh Potenzen yon x entwiekelt und 

(5) benutzt, also 

b(x)=~x~(v+I) (Ixl<I). (7) 
1 

Aus (6) erhs man beispielsweise die folgenden Darstellungen yon zahlen- 

theoretisehen Funktionen, welehe als Koeffizienten in DmlCHL~.T'schen Reihen 

auftreten (als ganze Funktionen):  

(x) s in  2 ~ x  = z" s ; + l ,  (8)  
1 

we v (n) die Anzahl der Divisoren yon n bezeichnet, ws sn wie gewShnlieh 
fiir ~(n) steht; 

(iv 

oS(x) -- sin 2 ~ x  ~ x ~ l s ~ + l  ' (9) 
2 ~  

1 

we 5(n) die bekannte RIEMA~'sche Funktion ist, welche fiir n = p',  we p eine 

Primzahl und r eine ganze positive Zahl ' ist ,  den Wert  z_ annimmt, aber fiir alle 1" 

anderen ganzen Werte versehwindet; 

_4(z) ~ ~(v+~)' 
1 

ao 

,. (x) s i n z z x  N x ~ s _  1 ( I I )  
2 r  ~ v + l  ~ 

1 

;t (x) = - -  sin 2 n: x ~ X" 82v+2 , ( I 2 )  
2 ~" 81,+1 

1 

we l / ( n ) ,  !t(n), • (n) die in LANDAU'S Handbuch der Lehre von der Verteilung 

der Primzahlen 1 benutzte Bedeutung haben; 

* Le ipz ig  u n d  Ber l in  19o9, vol. I - - I I ;  im fo lgenden  als *LANDAU' zi t ier t .  
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9o (x) sin 2 z x ~ x �9 s~+t, 
X 2 7g 8v+2 

1 

79 

(i3) 

we ~Oo(n ) die gew6hnlieh mit ~o(n) bezeichnete EvL~R'sehe Funktion ist; 

a (x) s in 2 z x 
x == -2-~- z'~x~s~+ls'+~' (14) 

1 

we a (n) die Summe aller Divisoren von n bedeutet .  

Wie in dem Falle der Partialbruchreihen kann man aueh hier ein Umkehr- 

theorem fiir eine viel allgemeinere Klasse yon Reihen aufstellen. Es lautet:  
Es 8ei eine DtRICHLET'sehe Reihe 

gegeben, we 

e o  

~f Cx) = ~ ~,7"1(o,,) 
1 

! ( ~ )  = 0 (r-~-~) (~ > o). 
(.O r 

Die Zahlen o~,~ (~1 =l = o) bezeichnen die nach waehsenden absoluten Betrdgen geordneten 
Nullstellen der ganzen Funkt ion  

J 'e  ~ ( ~  d z ,  

we q)(x) eine beliebige ganze Funkt ion  ist. Es  sei /erner ~p (x) eine ganze Funkt ion  

mit  der Eigenscha/t ~p ( w n ) =  I /i~r a l l e n .  Dann  kann man setzen 

tf  eo,.,dx) +i, ,ix <lol, 
0 

we ](x)  eine ganze Funkt ion ist, welche ]iir x = eel, a~2,... ~ov . . . .  die Werte /(~a~) 
annimmt .  

Um die dureh (2) und (3) definierte Klasse yon ganzen Funktionen niiher zu 

studieren, miissen wir die versehiedenen Darstellungsweisen, welehe sie zul~sst, 

untersuehen, im besonderen ihre Produktentwieklung, Potenzreihe, Faktoriellen- 
reihe und Integraldarstellung. 

Die Form der WmERSTRASS'sehen Produktentwicklung unserer Funktionen- 

klasse h~ngt bekanntlieh yon der Verteilung der Nullstellen ab. Hierfiber hat 
man zuerst den Satz: 
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Es sei ](n) > o /iir alle n. Dann hat 1(x) lauter reelle Nullstellen; diejenigen 
NuUstellen, welche nicht dem Faktor sin 2 ~r x angehSren, sind aUe positiv. 

Der Satz wird sogleich bewiesen, indem man in ( 3 ) x = ~ +  i~ setzt und 
den reellen Teil yon dem imaginiiren trennt.  

Unter  der genannten Voraussetzung ] (n )>o  hat, wie aus (3) erhellt, b(x) 
hSchstens eine Nullstelle zwisehen ~ und ~ + i .  Werden die Nullstellen yon /(x) 

mit a~ bezeichnet, ist also ~ ]a~l -~ konvergent, so muss /(x) die Form 

! (xl - -  e~c~. x'  i - -  ~ e ~ (~5) 
r--3 

haben, wo A (x) eine ganze Funktion bezeiehnet. 

Dureh ganz elementaren Betraehtungen fiber die Variation des Vorzeiehens 

yon (3) beweist man iibrigens den folgenden 8atz fiber die genaue Anzahl der 
Nullstellen yon l(x): 

Es s e i l  (n) > o fiir alle n, und es sei N eine solche positive ffanze Zahl, dass 
f(N)=[= o, wdhrend e eine geniigend kleine positive Grdsse bezeiehnet. Dann hat 
] (x) innerhalb eines Kreises mit Zentrum im Nullpunkte und Radius N + e yenau 

4 N + I Nullstellen. 
Wir werden jetzt die V o r a u s s e t z u n g / ( n ) > o  fallen lassen. Unter  der An- 

nahme (4) erh~lt man aus (3), indem �9 = ~ + i~, 

[ b(x)[< ~ K (I6) 
%- n~ V ( ~ - -  n)'  + ~" 

Eine n~here Untersuehung dieses Majorantwertes zeigt, dass b(x)gleiehmiissig 
x 

versehwindet, wenn sieh x ins Unendliehe entfernt,  ohne einem Pole yon b (x) 
unendlieh nahe zu kommen. Andrerseits ist bekanntlieh sin2zx----O(e2"l~l). 

Mit Bezug auf die Pole finder man aus (2) und (3) fiir x----~ + h (]hl __< Z) den 
Majorantwert 1(~ + h ) -  O(~').  Zusammen genommen besagt dies, dass man ffir 
das Maximum M(r)  des absoluten Betrages yon ](x) fiir ix] ~ r die Ungleiehheit 

M (r) < e ~+~ (e beliebig klein > o) (I7) 

hat, welehe yon einem gewissen Werte yon r ab stattfindet. 
Aus (I7) folgt nach dem Satz yon HADaMARD, dass tf (~) die folgende Form 

hat  

fi( ) f ( x ) = k e ~ . x  ~ ~--~ e "~, (I8) 
r--8 
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wo iibrigens 

k = --  ~' l (n). (19) 
1 

Man erhiilt die Potenzre ihe  ffir /(x),  indem man die Potenzreihe fiir b ( x )  

sin 2 ~rx 
oder (7) mit der Potenzreihe fiir multipliziert, also 

2ff 

2 

(2 ~)2 . , (2 ~)' 
a ~ = - - 9 ( v ) + - - ~  �9 9 ( v - 2 1 -  5! 9 ( v - - 4 )  + . . . .  

(20) 

Da ] (x) eine ganze Funkt ion ist, konvergiert diese Potenzreihe fiir jedes endliche 

x. Die Entwickelung fiir a~ enthiilt nur eine endliche Anzahl yon Gliedern und 

bricht mit r oder ~ (3) ab, je nachdem v gerade oder ungerade ist. 

Man erh~ilt zum Beispiel aus (20) 

5 ( X ) - - ~ - 2 X v - - 1 8 ~ , +  . 18~-2 5l l & , - - 4 + " "  , 
2 

(~i) 

�9 (x) - -  ~" - ~  + ~ , L ~ -  s - - - 7 ~  + . . -  , (22) 
2 

) ,23, 
2 

Uberhaupt kSnnen die Koeffizienten der Mehrzahl der in der analytischen 

Zahlentheorie auftretenden Potenzreihen dieser Art einfach durch die ,Potenz- 

summem> s~ ausgedriickt werden, 1 doch erfordert die Reihe ffir l / (x )  auch Kennt-  

his yon ~'(v). In Bezug auf die yon  KocH'sche Divisorfunktion hat  dieser 

Verfasser schon erkannt, dass ihre Koeffizienten rationale Polynome in z sind. 

In Bezug auf die GrSssenordnung yon a~ ist, da ](x) das Geschlecht i hat, 
nach POr~CAR]~ 

lira a, Vv! ~ o, (z4) 

In Bezug auf die numerischen Werte der s~ siehe die in N. NIELSEN *Handbuch der 
Theorie der Gammafunktion* S. 39 angegebene Literatur. 

Aeta mathematlca. 37. Imprim6 le 25 septembre 1913. 11 
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also speziell 

(25) 

Man kann dieses Resultat verschgrfen, indem man in (2) die IdentitKt 

sin 2 ~r ( ~ - -  n) =fcos (x-- n) 
0 

t d t  

einfiihr~ und differentiiert. Man erhiilt 

~ 2 r + l - ~ -  

(-- z)'- | f a ~ , = 2 ~ r ( z r ) !  ~ J ( n )  t2"cosntd t ,  
n--1 0 

2tt 

2 ~ r ( 2 r + z ) !  + tg-~+lsinntdt ' 
n--1  0 

(26) 

woraus durch leichte Rechnungen 

( 2  :;rg- ) v---I 
la, l < K ( , , _ z )  !' 

i ~ l l (n) l  
K ---- 7r n ~ 

Entwickelt man /(~) nach Potenzen yon lx ,  so erh~lt man eine fiir jeden 
endlichen Wert yon l x geltende Potenzreihe 

WO 

t(~) = ~,m,(z~)", 
0 

I ~n ~ ~.. ~ av ~}n, 
2 

n! ( v - - z ) !  
r 

x <K(n+~) l l ,~+[  ! 2 ~  n, --/ 
(2s) 

(29) 
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Uber die MSgliehkeit, Reihen yon der Form (28) fiir numerisehe Rechnungen 

zu benutzen, gibt (29) leider keinen Aufsehluss. 

Der Versueh, /(x) in eine Eaktoriellenreihe, das heisst in eine Reihe naeh 
den Polynomen 

x ( " ) = x ( x - - i ) . . .  ( x - - n  + i) 

zu entwiekeln, fiihrt auf interessante Resultate. Wir nehmen zum Ausgangspunkt 
N~.wTol~'s Formel fiir Interpolation mit dividierten Differenzen 1 

u (x) = u (a) + ( ~ - -  a) ~ (a, b) + (x - -  a) (x - -  b) ~ (a, b, ~) + - . .  

+ (x - -a ) ( z - -b ) . . .  (z--g) ~(a, b, . . . .  h) (3o) 

+ (x--  a) (x--  b).. .  (x-- h) ~ (a, b, . . . ,  h, x), 
WO 

u (x) 
(~(a, b . . . . .  h, x )= ( x - -a ) ( x - -b ) . . .  (x--h) 

,~ u(e) 
+ "-~(e--a)(e--b)... (e--x)" 

Fiir die spezielle Argumentenreihe 

erhiflt man hieraus 

o~ I~ - - i ~  2~ - - 2 , . . . ~  n~ - - n  

x ( x " - - z ) . . .  (x"--n") ~ v ( v ~ _ i ) .  2_ (# - -n" ) (v - -x ) - -  

=u(o)  + X_du(o) + . . .  + i 
x ( x ' ,  I ) . . .  [ x ' - -  ( n - -  i ) ' ] .  ( x - -  n) , ~ ,  u ( - - n ) ,  

(2n)! 

wo im Nenner der Faktor  ( u - - r )  fiir r = v ausgelassen wird. Um in dieser 

Formel n ohne Grenzen wachsen lassen zu dfirfen, kann man 2 ] ~ -~1  konvergent 

annehmen. Man  erh~lt dann durch einfache Uberlegungen den Satz: 

- - o o  

-'~ (32) 

+ ~ d ~'+1 u ( - -  r) + ~2 r + 2/ ' 
o 

1THIELE: Interpolationsrechnung, S. 5 (Leipzig 19o9). 
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eine Reihe, die gleichmdsdg in #dem endlichen Bereich konvergiert. 
Fun~ion yon dem Typus 

u ( x ) ~  s i n ~ x ~ ( - - i ) ' u ( v )  

Jede ganze 

ldsst sioh dahev unter der gegebenen Voraussetzung in eine Fakt~riellenreihe der ge- 
nannten Art entwickeln. 

Man erh~ilt z. B. fiir U ( O ) ~ I ,  U(V)-~-O(V@O), 

~rx o [(r + i ) l ]  ~ 
sin z z ~ (o  - -  x ~) ( i  ~ x ~) (4  - -  zg)  . . .  ( rs - -  ~ )  
- - - - I +  (33) 

und  fiir x----i 
2 

2 ~_ o ~  I ~  4 . . . .  r~--  
& 
o [(r + i ) ! ] '  

(34) 

Eine wichtige Folgerung aus (32) ist, dass die Interpolations/ormel yon DE LA 

VALLI~E-POUSSIN 1 ~ welche nichts  als die linke Seite yon (32) fiir eine endliche 
Anzahl yon  u (v) ist - -  ~ich immer in eine bestdndig konvergierende Faktoriellenreihe 
der genannten Art entwickeln ld, get, Bei dieser En twick lung  ersetzt  man  nati ir l ich 

die fehlenden Funkt ionswer te  du tch  Nullen. 

Unsere Funkt ionenklasse  ] (x) gehSrt  zum Typus  u (x); um ihre En twick lung  

nach (32) zu erhal ten,  ersetzt  m a n  einfach darin x durch  2 x und  setzt  

u(o)-~u(-n)  = u(2n + x) - - o ,  

~, (2 n )  ff i  ! (n_). 

t t inre ichende Bedingungen fiir die Entwick lung  einer ganzen Fu n k t i o n  in eine 

Interpolat ionsreihe  sind neuerdings yon  G. FABER ~ e lementar  aufgestel l t  worden, s 

Die FA~V.R'sche Bedingungen scheinen jedoch auf  die Funk t ionenk la s se / (x )  n icht  

unmi t t e lba r  anwendbar  zu sein. 

Acaddmie Royale de Belgique, Bulletins de la classe des sciences, I9o8, S. 319. 
2 Mathematische Annalen, vol. 70 (1911), S. 48. 
8 Das exakte Restglied in NEWTOn'S Yormel ist yon J. L. W. V. J~.~sEs angegeben worden 

(Bull. de l'Ac. Royale de Danemark, 1894, S. 251). 
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Der wiehtigste Bestandte i l  y o n / i x ) ,  n~mlich die meromorphe F u n k t i o n  b (x), 

kann  unter  gewissen - -  freilieh ziemlich einschr~nkenden ~ Bedingungen naeh 

FakultSten (in engliseher Bezeiehnungsweise ~)inverse Faktoriellem>) entwiekel t  

werden. 

Es muss offenbar  eine Ident i t i i t  yon  der  F o r m  

bestehen.  

I n d e m  man  

Satz : 1 

Es sei 

Man erhiilt d u t c h  den allgemeinen Indukt ionsbeweis  

b~ = a ~ -  i a~+l + 2 a~+~ . . . .  + ( - -  (36) 

in (35) n ohne Grenzen waehsen I/~sst, erh~lt~ man  den folgenden 

: a ,+,  ( r-~ o, i 2 , . . . )  (37) 
~'--0 

und ~ r N  flr konvergent; es sei /erner der absolute Betrag der Summe der ersten m 
1 

Glieder yon (37) kleiner als eine yon m u n d  r unabMingige Konstante; dann ist 

~ ( - -  IF+l_ ~a ,  ~ r!flr 
x + ~ ~ (x + r) '  iF..:-(x + (38) 

wo die Partialbruchreihe in jedem endlichen Bereich, und die Fa]cultgtenreihe in je- 
dem endlichen, ganz reehts yon der Geraden ~ ( x ) ~ -  N Hegenden Bereich (nach 
Ausschneiden der Pole).gleichnlgissig konvergiert2 

Diese Bedingungen sind ffir aUe iV immer erfiillt, wenn die Reihe ~ a , t "  
o 

einen Konvergenzradius  grSsser a|s 2 hat .  In  diesem Falle finder also die Be- 

ziehung (38) immer s ta r t  (Satz yon  PISCH~RLE). a 

Wir  werden sehliesslich b(x) und  somit  /(x) mi~tels bestimmter Integrale 
darstellen. Man kann  auf  die Potenzreihe (7) die allgemeinen Summations-  

Cfr. Hilfsatz yon H. BOHR in ~Bidrag til de D~RmHLET'Ske Rmkkers Theori}~, Kopenhagen  
I9Io, S. 58--59. 

Ober Beziehungen zwisehen Partialbruchreihen und Fakultatenreihen siehe ferner 5L 
NI~LSEI~: Handbueh der Theorie der Gammafunktion ~ 96, 97. 

8 Rendiconti del Cireolo lVlatematieo di Palermo, t. 2, p. 225--6; i888. 
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formeln x anwenden; wir werden in (5) der Bequemlichkeit halber f i r ) =  O(H -~) 
annehmen und erhalten zuerst (LINDELOF, S. 6I, Formel IV) die Formel 

�9 + iO--z'-~(2--iOdt, (39) b(~,)= ~ xqD(2) + + + e ~ . t _  i 
1 o 

welehe fiir I xl < ~, I Arg. x l < 2 z giiltig ist. Hier ist af = e "u, we l x den Haupt-  
weft des Logarithmus bezeichnet. Das zweite der in (39) auftretenden Integrale 

stellt fiir I xl > o, I Arg. x I < 2 z  eino holomorphe Funktion dar. Das Integral  

I (x) -----fx" ep (~ + r) dv 
I 

(Ixl < x) (4o) 

muss deshalb eine Funktion mit denselben Singularit~ten (Polen) wie b(z) und 

ausserdem einem kritisehen Punkt  in x ~  o darstellen. Das Studium der Funk- 

tion fix) ist demnaeh wesentlieh auf eine Untersuchung des Integrals I (x) re- 
duziert. 

Man erh~ilt eine Best~itigung dieses Resultats,  indem man in (4o) die DI- 

mCHL•T'sche Reihe fiir ~(~ % I) einfiihrt. Man erhiilt da~lurch die wichtige 

Formel 

1(,) 
/ - i  

I 

zJ r~ lr ~ lx 
1 o 

t /  

odor 
o o  

 lO')r, z + f e-nq (e +  )at, 
1 o 

(4 2 ) 

wodurch eine Reihe yon neuen Beziehungen zwisehen zahlentheoretischen Funk-  

tionen und den zugehSrigen DmmHL~.T'sehen Reihen hergestellt ist. Die linke Seite 

yon (42) konvergiert gleiehm[issig in jedem endliehen Bereich (nach Ausschneiden 

der Pole in gewShnlicher Weise); die reehte Seite konvergiert  gleichm~ssig fiir 

9 t ( z ) > ~ > o .  

Durch Anwendung einer anderen Summationsformel [LINDELSF, S. I I I ,  

Formel (4)] erhi~lt man die Darstellung 

t E. LINI)~.LOF: Le calcul des r6sidus et sos applications ~ la th6orie des fonctions, Paris 
I9o~, chap. III (als ~LI~DEI,6F~ zitiert). 
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b (~) -=- - - j  -g~ ~ ; - - -  
a - - , ~  oo 

(43) 

wo o < a < I ,  z - - c ? < a .  ~ In x * = e  ~ bedeutet  lx  nicht mehr  den Hauptwert ,  
sondern hat  unterhalb der posit iven Aehse einen anderen Wert. Das Integral  in 
(43) konvergiert ,  wenn x nicht  der Strecke o- . .  + oo angehSrt.  Die Konvergenz 
ist gleiehm[i.ssig in jedem endliehen Bereich, welcher keinen Teil dieser Strecke 
enthi~lt. 

Fiir ](x) erh~lt man  demnaeh die Hauptdars te l lung 

a + i ~  

sin z~rx ~x"qD(z + i) dz, (44) 
I (~)= ~ j ~ - - T  

a--,/oo 

welehe unter  den soeben angegebenen Bedingungen giiltig ist. Wenn x der ver- 
botenen Strecke angeh6rt,  kann man  jedoch [ (x) aus (44) durch einen Grenziiber- 
gang erhalten. 

Man kann in (44) a ~ x  setzen, wenn man  zum I n t e g r a l - - - I x ~ ( 2 )  addier t  

(LINDEL6F, S. II6). Wir setzen zur selben Zeit x = - - r  und  verstehen jetzt 
wieder unter  l den Hauptwer t  des Logari thmus.  Fi ihr t  man  die Bezeichnung 

l 

ein, so kann (44) demnaeh in reeller Form gesehrieben werden 

oo 

] ( _ ~ )  ~ s i n 2 z ~ [  i _ f Z ( t , ~ )  z,1 
= ~,~ - ~ o ( ~ l + ~ j ~ , _ ~ _ ~ , ~ j .  

o 

(46 ) 

Als sehr speziellen Fall erh~lt man fiir ] ( i ) ~ i ,  / ( r ) = o ( r > i ) d i e  leicht zu 
verifizierende Formel 

eo  

I I /" sin (t ~/_~) 

o 

(47) 

1 W e n n  d i e  DIRICHLET'sche R e i h e  f i i r  ~ (s) f i i r  $/(s) > i a b s o l u t  k o n v e r g i e r t ,  b r a u c h t  m a n  
d ie  B e d i n g u n g  i -  ~ < ~ n i ch t .  
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Nachdem wir einige der wichtigsten Darstellungen unserer Funktionen- 

klasse untersucht  haben, wird es yon Wichtigkeit sein, die endliche Summe ~ ] (z), 
1 

weleho yon besonderem Interesse fiir die analytisehe Zahlentheorie ist, zu studieren. 
Wir benutzen die Bezeiehnung 

( h i  - -  (48) 

diese Summe l~isst sich bekannt]ich mittels BERNOVILLI'scher Zahlen ausdriicken; 
man findet 

n ~+1 n" ~-1~. ~-' B~ (~ln,_~, t[t,+l (n)~--- u + ~  ~ + ~ - " ( - - x ) T r  + x ~r! (49) 
r--l_ 

W O  

B2~ o ;  B l = 6 '  B, I ~ - - ~  , . o o  

3o 

Wendet  man dies auf (20) an, so erh~lt man zunttehst /iir jedes ~ositive ganze n 

f t - - 1  c~ 

ZI(-)= (50) 
l- 'v--2 

n - - 1  

Man findet z. B. fiir die Summe ~ &(x), welche mit  der Primzahlmenge eng 
a 

verwandt  ist und als ,Menge der dividierten Primzahlpotenzem> bezeichnet woro 
den ist, den exakten Ausdruek 

1 ~ - - 2  

(25~)4/8~--4 + "" ) .  (5I) 

Wir werden sp~iter sehen, wie man (50) so modifizieren kann, dass man 
eine ganze Funktion yon n bekommt. 

Auch die Faktoriellenreiheu fiir f(x) und f i i r / (x )  lassen sich leicht glied- 
x 

weise summieren und zwar so, dass man unmittelbar ersieht, dass man hier eine 
ganze Funkt ion yon n bekommt. Wir werden jedoeh die schwer verwend- 
baren Ausdriicke nieht hier niederschreiben. 
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Man kann ferner die PLANA-CAUCHY'sche SummationsformeP auf ] ( x ) a n -  

wenden~; dies gibt 

:~ 10',1 = ~ (52) 
q/ 2 I*D 

[ ] 
ra 0 

W O  

i 1(~ + it) l ( ~ - i 0 ] .  
q(v, t ) = ~ [ - ~ -  U-/~ ' ~- - i t  J (53) 

Diese Darstellung ist jedoeh yon unserm gegenw~rtigen Gesichtspunkte aus 

yon wenig Wert, da die rechte Seite yon (52) im A1]gemeinen keine a~alytische 

Funkt ion yon n darstellt. Dieses ist zwar der Fall, wenn z. B. 

l(~ + it) l e . - , .  / 
z + it  ---- o l l t - /~ f  (~ > o) (54) 

fiir allo z, welehe einem zweidimensionalen Bereich angehSren, und fiir z = m; 
aber unsere Funktionenklasse ] (x) befriedigt im Allgemeinen nicht die Bedingung 

(54). Man finder ni~mlich aus (16) durch einfaebe Rechnungen gleichmgssig fiir 
alle ~, welche zwischen zwei beliebigen endliehen Grenzen liegen, 

odor 

[ 0(,~-~) 
b(x)=~ I 0(~-1l~) 

/ o (~-1) 

0 (e~"'~ Vl-~) 

] ( x ) =  0(e2,,,71~2) 
i 

' 0  (e2",) 

(~ 1 
(~ = i) (55) 

(~ > i) 

(o < ~ < i ) ]  
/ 

(d -- i) ~, (56) 
/ 

0 > 1 ) /  

Relationen, die weniger genau als (54) sind. 

Auch die Reihe (28) kann gliedweise durch die PLA~A-CAvc~Y'sche Formol 
summiert  werden; man erhglt dadureh neue exakte Ausdriicke fiir die Primzahl- 

menge und ghnliche Funktionen. Wir werden jedoch hierauf nicht  r~iher ein- 
gehen. 

I LINDELOF S. 6 I  F o r m e l  I I I .  

Nicht aber auf f(x), welches an s~ch eine ziomtiche Besehl~nkung ist. 
Acta mathematlca. 37. Imprim6 le 25 septembre 1913. 
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Dagegen miissen wir eine Summationsformel bespreehen, welche der  Formel 

yon LUBBOCK 1 darin ~ihnlich ist, dass sic nicht die Kenntnis der Differential- 

quotienten, sondern nut  die der gquidistanten Differenzen der zu summierenden 

Funkt ion voraussetzt.  Die neue Formel l~isst sich leicht dutch die sogenannten 

~symbolischen~ Methoden formell ablei ten, '  1Ksst sich aber fiir unsere Funktionen- 

klasse strong begriinden. Man hat  niimlich identisch 

0 k--O0 
(57) 

wo nur vorausgesetzt wird, dass F(z) in dem Intervall o . . . n  integrabel ist. 

Ha t  die Funkt ion die Form 

F(z + k) sin = z ~  (-- I) 'F(,, + k) 

so erhiilt man aus (32) fiir alle k 

s in  = (z + k)~ (-- t),F(~) 
_ | ,,-- (x + k)' 

F(x  + k) = ~'(k) + ~'L~zr + t /  ~zr + zl 

und duroh Einsetzen in (57) 

n--I 

0 

WO 

- ]} m==f-~(X) dx- ~ 9"r+l z~2r (F (n-r) -- ~I (-- r)} ~- 
o o 

+ P~,+2LI"+*(F(n--,--t)--F(--r--I)) , 

1 1 

0 0 

(58) 

(59) 

Man finder 

' Cambridge Philosophical Transactions I829; siehe auch Inst i tute of Actuaries' Text 
Book I I  S. 467 (io Ed., London I887). 

2 Tm~LE: Interpolationsrechnung S 29 (Leipzig 19o9). 
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PI= i 

p $  ~ i 

24 

p 5  = I I  

I44o 

p~__..~ 191  

120960 

Ps= 2497 
7257600 

und durch den }>Zweiten Mittelwertsatz,  

Wenn ferner 

I P2r+l I < x . (r > o). (6o) 
(8r +4)  r 

lim P~r+x d 2~ [F(n - -  r) - -  F ( - -  r)] = o, 
r~oo 

eine Voraussetzung, die z. B. immer erfiillt ist, wenn F(=k m ) = O ( z ) ,  so kann 
man schreiben 

n-1 -" I } 
]~ ~(~) = i f (~ )d~- -  ~ [~ (~ ) - -F  (o)1-- 
o g 

- - ~ P ~ , + t A ~ ' - I [ F ( n - - r )  + F ( n - - r  + i ) - - F ( - - r ) - - i v ( - - r  + :~)]. 
0 

(6I) 

Wenn mann (58) und (61) mit den gewShnlichen Summationsformeln I vergleieht, 

so erhellt, dass wghrend diese letzteren durchgehends ,halbkonvergent ,  sind, 

(58) und (6I) immer konvergieren, wenn F(x) zum Typus u(x) geh6rt. 
n--1 

M.it anderen Worten: ~ F(/c) kann dann als die Summe einer ganzen Funk- 
0 

tion yon n, n~mlioh.;E(x)d~, und einer best~indig konvergenten Reihe yon Kor- 

0 

1LINDELOF 8. 75--83. 
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roktionsgliedern dargestellt werden, so dass das Summationsproblem hauptsiich- 
n 

lich auf die Berechmmg der ganzen Funkt ion f F ( z ) d x  zuriickgefiihrt ist. 

o 

Um den Satz au f / ( z )  anzuwe~denl, setzt man 
X 

F(o) = F(-- ~) ----- F(2~ + I) = o, 

F(2~)= f(~); 

man erhlqt dann, wenn in (58) 2n ffir n gesetzt wird, 

~-l~ ,, = j z l f(x) dz + Korrektionsglieder. 
0 0 

(62) 

Dass die Summe dutch das zweilache Integral  approximiert  wird, ist eigentiim- 

lich und stammt yon den vielen Nullstellen der Funkt ion /(z)  her. 

Wir fragten oben nach den analytischen Eigenschaften yon (5o). A. HUR- 
WITZ m hat  die allgemeine Frage geliist: 

Die Differenzengleichung 

(63) F, (z + i) -- FI (z) = F (z), 

wo F(z) eine gegebene ganze Funkt ion ist, durch eine ganze Funkt ion zu inte- 

grieren. 
Es sei in der Tat  

iiberall konvergent und 

F (z) ---- ~.~ a, z" (64) 

w ! 

ff (z) =- ~ (z ~/z)-+l  (65) 

fiir ~zl>/  konvergent;  s die ersto ganze Zahl > l  werde durch r + I bezeichnet; 

1 Auf f(x) selbst ist er nicht anwendbar. 
' Acta Mathematica XX S. 285. 
s Auch der Fall, dass (65)nirgends konvergiert, wird yon HvawITz behandelt; wit brauchen 

dies bier nicht. 
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endlich werden die Summen z~, ~ eingeffihrt, definiert durch 

k I - -  e " ' ' z ' z  
~m,~(z)= m ! k ~ . l  (zk~i) 'n+l '  (66) 

wo k s~imtliohe positiven und negativen ganzen Zahlen yon ~: I bis + r inklusive 

durchl~uft. 

Der Satz yon HURWITZ lautet dann mit unserer Bezeichnung (48): 
Eine ganze l~unktion, welehe (63) be/riedigt, ist 

OO 

F 1 (Z) = 2 ~ [~m+l (Z) - -  Fgm, r(Z)], (57) 
0 

eine Reihe, die gleichmiissig in ]edem endliehen Bereieh konvergiert. S(imtliche ganzen 

L6sungen werden erhalten, indem man zu (57) eine beliebige ganze Funktion mit 
der Periode i addiert. 

Fiir Fl(z ) gibt ttURWITZ die Integraldarstellung an 

; s  I 

(=) =.] 62,-  ------=:- i g 
C 

(6s) 

wo fiber einen Kreis C u m  den Nullpunkt mit einem Radius grSsser als l aber 
kleiner als r + r integriert wird. 

Wegen (27) kann man diesen Satz auf F(z)~- / (z )  mit l ~  I ,  r ~ i  anwenden 
und hat  also 

S--I co 

2 I (x )  = 2 a ,  [!iv'I~arl (Z) - -  :?'g,, 1 (~)], (69) 
1 ~--2 

wo dia rechte Seite eine ganze Funktion ist; fiir z ,~ n wird diese Formel mit (50) 
identisch. Die IntegraldarsteUung (58} gilt bier, wenn C einen Radius zwischen i 

und 2 hat. 
Hierdureh kann man z. B. die Menge yon dividierten Primzahlpotenzen als 

ganze Funktion in einer Form darstellen, in welche die Primzahlen selbst nicht 

eingehen. 
In der fibrigens sehr sehSnen Abhandlung yon HURWITZ scheint es der 

Aufmerksamkeit des Verfassers entgangen zu sein, dass (69) sich dureh eine 
kleine Modifikation der allgemeinen Summationsformel darstellen liisst. Man hat  

in der Tat  
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f, ] ~ / ~ _ fq(z ,  O - q ( o ,  t)_,. 
l ( x ) =  (~)d~-- t ( z ) - - l ( o )  + ~ j  e2.~(e2=$__i) ~,  -t- 

0 0 

1 

+ 2 z f f ( z ~ )  cos 2 ~ z ( i - - ~ ) d ~ ,  
0 

W O  

(70) 

I 
q (z, 0 = -~ [l(z + it) - -  l ( z - -  it)]. (7 x) 

Man erkennt  dieses nach einigen Rechnungen, wenn man die rechten Seiten von 

(69) und (7 o) nach Potenzen yon z entwiekelt. 

Die Formel (7o) behalf ihre Giiltigkeit, wenn man iiberall /(e) dutch f(s) 
8 

ersetzt. 

Man kann (7 o) etwas vereinfachen, wenn nicht verlangt wird, dass die 

~ f ( x )  darstellende ganze Funktion mit der HURWITZ'sehen identisch sein soil. 
1 

Das letzte Glied in (7 o) kann n~mlich folgendermassen geschrieben werden 

2 cos  2 zf/(t) cos  ~ ~, t d t  + 2 sin 2 zz. t) sin 2 z t d t ;  

0 0 

fiir ganze z wird dies auf 

2 / / ( t )  cos 2 ~ t d t  

0 

reduziert. Man hat  also die Summationsformel 

; / z - -1  I 
~ I ( X ) =  (I + 2 COS 2 ~ ) / ( ~ l d ~ - -  ~if(z) - - / (0 ) ]  + 2 

,2 
1 0 

q(z, t ) - - q ( o ,  t) 
e2~t (0" ' - -  ~) dr, (72) 

wo die rechte Seite eine ganze Funkt ion yon z darstellt. Diese SummatioDs- 
formel ist die einfachste, welche wir aufstellen kSnnen, wenn gefordert wird, dass 
sie eine ganze Funkt ion darstellen soll. 

Man erh~lt zum Beispiel fiir die Menge der dividierten Primzahlpotenzen, 
als ganze Funktion aufgefasst, 
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WO 

,-I f ( ~  ,;, ( z )  = + 

1 0 

o~ 

2 ~q(~' t ) - -q(o,  t) dr, 2 cos 2~)~(~)dv~D(z)+ , ]  ep..t(e2,~_i) 
0 

q ( z ,  t ) =  ~ " ~ [~,(z + i t ) -  ,;, (z - i t ) ] .  

(73) 

(74) 

Eine Summationsformel, welche (72) als Spezialfall enthiilt, ist yon LIND~- 
L6F gegeben worden; 1 dieser Veffasser hat jedoch nicht die Eigenschaften der 
Formel als analytische Funktion der oberen Summationsgrenze vor Augen. Je- 

denfalls sind dutch unsere Untersuchung die Resultate yon HURWITZ und LI~DWL6~" 
in einen interessanten Zusammenhang gebracht worden. 

Wir werden hier nur noch die einIeuchtende Summationsformel 

~/(n)  = 2~i/b(z)dz (75) 
1 

7 

erw~ihnen, yon welcher wir spiiter einen wichtigen Gebrauch maohen werden. 
Der Integrationsweg 7 ist ein passend gew~hlter Kreis um den Nullpunkt. 

Zum Summationsproblem gehSrt noch die Frage fiber den Zusammenhang 

zwischen ~ / ! n )  und ~ / ( n ) .  Auch in den F~llen, wo die Summationsformel di- 
n 

rekt auf beide Summen anwendbar ist, muss mann - -  wie yon LANDAU hervor- 

g e h o b e n -  gewShnlich vorziehen, nur die eine direkt zu berechnen und den 

Ubergang auf die andere durch partielle Summation auszufiihren. Man hat 
hierzu, indem wit die Bezeichnungen 

einfiihren, die Formeln 

1 1 

x--1 

s (~) = xs ,  (x) - ~ s,(n), (77) 
1 

~- ~ ,S'(n) 
S t ( z )  ---- x +~ S(x) q- /'~1 n(n + I) (78) 

1LINDELOF S. 6~. 
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Die Benutzung yon (78) ist einfach, w e n n  S(x) positiv ist. Es kann jedoch bis- 

weilen notwendig sein, auf (77) zuriickzugreifen, da ja nicht alle unsere Summa- 

tionsformeln S(x), sondern bisweilen nur SI(x) geben. In diesem Falle kann 

der folgende einfache Satz niitzlich sein: 
Es sei S,(x) eine integrable, positive, nicht abnehmende Funktion yon x. 
Dann ist 

. } 8 (~) = x8,  (~) - - / 8 1  (t) dt + [8, (~) - -  8, (z)] ~ ,  1791 
1 

o<~<_ I. 

Wir gehen jetzt  zu der fiir die Zahlentheorie so wiehtigen Frage fiber die 
asymptotischen Formeln fiber. Zuerst werden wir die asymptotischen Eigen- 

schaften der Funkt ion f ( - -~)  untersuehen; man hat  naeh (2) 

1' (-- ~') = - -  b (-- ,,) r } 

1 

(80) 

Wir mfissen hier die Bemerkung einschieben, dass man in gewissen F~llen aus 

(80) die exakte Formel 

~ l ( n )  = t' (-- ~) 18x) 
t t  

1 

gewinnt, niimlich wenn fiir gegebenes ~ und alle n die Relation t(~' + n)ffi= f(n) 
besteht, das heisst, wenn 1 (n) periodisch in n mi$ der Periode ~, ist. Dies 
ist zwar ein sehr spezieller, aber ziemlich wichtiger Fall, da DmmHLET'scho 

Reihen mit periodisehen Koeffizienten in der analytischen Zahlentheorie h~ufig 
auftreten. Der einfachste Fall ist ](n)----i fiir alle n; man erhKlt dann ffir f(x) 
eine ganze Funktion, welche ffir ganze, positive Werte yon x den Weft  x an- 

nimmt, niimlich 

l ( x )  ~ s i n  2 ~ x [ C  + T (x - -  x ) ] ,  
2 ~  

wo ~ die GAuss'sche Funktion und 0 die EuL~.R'sche Konstante  bedeutet.  
Hieraus erh~lt man, wie zu erwarten war, 
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I' ( - -  r)  = 
1 

= ~ ( i  + v) + C. 

Unsere Betrachtungsweise liefert aber auch eine Darstellung yon ~ als ganzo 
1 

Funktion yon x, n~imlich [durch Differentiation der Formel fiir das spezielle f(z)] 

I l'(--x)=~ 
1 

----[C + ~ ( I  + z)] cos z ~ x  + - -  

sin 2 ~ x T , ( i  + x) 
2 ~  

oder noch einfacher die andere Funktion 

~ n  ~ i = C +W(I  + x) + sin2z2zxTl(i  + x). 
1 

Es lgsst sich jetzt zeigen, dass (81) in solchen Fgllen, wo sic ihre exakte Gfil- 
tigkeit verliert, nooh immer eine asymptotische Formel liefern kann. Wir neh- 
men zungchst / ( n ) = O ( i )  an, eine Bedingung, welche z. B. yon b(n) ,  /~(n), 

Z (n), q~o (n) erfiillt ist. Summiert man in (8o) rechts yon i bis N und untersucht 

das Restglied, so erhiilt man, indem wir die Bezeichnung 

hr 

3 ( N )  = ~ l l ( n ) l  (8~) 

einffihren, 

o[;+ ,,,.,=o,,,. 
1 

welche niitzlich sein kann, wenn man eine vor|Kufige Kenntniss der GrSssen- 
ordnung yon S(N)  besitzt. Fiir N = v erh~ilt man speziell 

~ /~_A) =/, (_ v) + 0(~) if(n) = o(x)) .  (84) 
I 

Acta mathema~ica. 37. Imprim~ le 25 svptembre ]918. 13 
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Man kann sich yon der Voraussetzung l(n)= O(i)  frei machen, indem man 
schreibt  

~ l(n) | "-~+" Z , t(-), 
1 1 k - 1  n - k v + l  

woraus naeh einer kleinen Rechnung 

= l ' ( - - v )  + 0 k' kv  
1 k--1 

(8s) 

Diese Formel ist auoh genauer als (83); ist z. B. ~ (N)-----0 (~N)' so erhiLlt man  

N den besten Wert  des Restgliedes in (83)niLmlichO ( -~N) ,  wiihrend fiir v = V1N 

das Restglied in (85)sich als O ( / ~ ) e r g i b t .  

Man kann iibrigens eine vorliLufige Idee yon der Gr~ssenordnung yon 

~ f ( n )  bekommen in dem Fail, wo ](n)>o fiir aile n, da alsdann 
n 

1 

1 I 

oder 
~l(n)- , , ,  

--if-- --- 21 t - -  , ' )  if(n) > o). (86) 
1 

Wi~hrend alle diese Formeln weniger genau sind als diejenigen, welehe dureh 
Benutzung der Eigensehaften spezieller Formen yon l(x) abgeleitet werden kSn- 
hen, besitzen unsere Formeln andrerseits  eine grosse Allgemeinheit., welche sie 
zur vorlKufigen Orientierung geeignet machen. Es wird hierbei die Kenntnis  
yon / ' ( - -v )  vorausgesetzt;  wit  besitzen zwei Darstellungen dieser Funkt ion,  wo 
yon tier Zahlenfolge ](n) kein Gebrauch gemacht  wird. Erstens ist nach (zo) 

I ' ( - -  ~') = ~ ha.(-- ~,).-1, 

a , , =  - -  99(n) + --~-.--t tp(n-- 2)-- qg(n--4)-F "" ,  

(87) 

wodurch 1 '(--v)  als ganze Funkt ion  von v definiert ist. 
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Noch wichtiger ist die aus (43) fliessende Darstellung 

1' (-- v) b (-- v) t 
- -  f ( - - ~ ) m ~ ( Z  J- I) 
- - J  e 2ai~ - -  I d z ,  

(88) 

we o < a < I ,  I - - •  < a. Hier kann • jede komplexe oder reelle Zahl bedeuten, 

welche nicht der Streeke o . . . .  oo angeh5rt. Die dureh ( 8 7 ) u n d  (88) dar- 
gestellten analytisehen Funktionen werden natiirlich nur fiir ganze, positive v als 

identisch vorausgesetzt. 

LI~rDEL6F t hat untersueht,  wie Integrale yon der Form (88) sieh asympto- 

tiseh verhalten. Aus seinen Resultaten folgt fiir unsere Funktionenklasse der 

Satz: 

Die durch das Integral (88) dargestellte meromorphe Funktion yon v ist = va ~( v), 
we ~(~,) gIeivhmiissig verschwindet, wenn ~, sich ins Unendliche ent/ernt innerhalb 
eines Winkels, welcher nivht die negative Achse enth(ilt. 

Speziell ist also fiir ganze, positive ~, 

r (--) ' )  = vae (~,). (89) 

Wenn die DIRmHL•T'sehe Reihe fiir q (z + r) absolut konvergiert fiir 9~(z)> o, 

kann man a beliebig klein, doch fest und > o annehmen. Durch Vergleich mit 

(86) erh~lt man den Satz: 

Die Summe ~, f(n) we / (n) > o w f f ~ s t / a ~ e a m e r  a/~ ~a. 
1 

Dieser Satz ist zwar trivial fiir ] ( n ) =  O(~), kann aber Bedeutung erhalten, 

wenn ](n} ohne Grenzen mit n waehsen kann. 

Es folgt ferner aus IUNDEL6~'S Resultaten der folgende Satz: 

Es sei q~(z + i) holomorph [iir 9~ (z)>_o, und es sei in diesem Bereiche 
qD(z + I )=O(e~' l ' l ) ,  we e beliebig klein abet > o  ist; dann konverg ier t - -b ( - -v )  
gleichnnissig gegen qD (x ), wenn r sich ins UnendUvhe ent/ernt innerhalb eine~ Win- 
kels, weleher nicM die negative Aohse enth~t. 

Speziell konvergiert f ( - -~ , )  in diesem Falle gegen ~(z), wenn ~ mit ganzen, 

positiven Werten ohno Grenzen w~ehst. 

Der Kern der soeben abgeleiteten asymptotisehen Formeln kann bequem, 

wenn auch etwas ungenau, so ausgedriiekt werden: 

I LINDEL~F S II~--II 9. 
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(I) 

Desgleichen hat man nach (62) den Satz: 

5',/(n-) ia Der prinzipale Tell yon • n (n) 

Man kann hierzu den, wie wit sehen werden, viel genaueren Satz fiigen: 

Der prinzipale Tell yon El(n)n ist f ( I  + zcos 2zv)/(V)dv,v (Ili) 

und zwar besteht bier ausserdem ein analoger Satz fiir ~ / ( n ) .  

Um dieses einzusehen, muss man das in (72) auftretende Integral 

oo 

2 f -  J(z)= Je2"*(e 2"~-I) 
0 

dt 

mSgliehst genau unter Zugrundelegung der Annahme [ (n )=  0 ( #  -~) absch~tzen, 
indem wit z positiv ganz annehmen und auf die Definition yon f(x) dutch (z) 
und (3) zuriickgreifen. Man erh~ilt in dieser Weise nach einigen Rechnungen, 
welche wir hier unterlassen miissen, die zwei Hauptformeln 

und 

~/-~-)  -----/(I + 2COS 2~;v) f(V) + O(n - l  + n -~ ) ln  (9 o) 
1 0 

1 0 
(91) 

AIs eine spezielle Anwendung yon (91) k6nnen wir / ( z ) -  &(x) und ~ ~ I 
setzen; man erhKlt 

/ ~t~(v)--~ (I +2cos2~rv)~o(v)dv+O(Zn),  (9 2 ) 
1 0 

so dass man, um das asymptotische Verhalten der Primzahlmenge zu erkennen, 
nur die verhgltnismdssig ein/ache ganze Funktion van n 
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J '(I + 2 cos 2 ~ , ) o ~ ( , ) d ,  

0 

zu studieren braueht. 

Man erh~ilt leicht die Potenzreihe der ganzen Funkt ion 

g /(i 
0 

+ 2 cos 2z~v)/(*)d*, 

n~mlich 

1 + 2  /'~ = ~p (v) + 
l 

ar 

+ 2 cos 2 ~ . ) 1 ( , ) ~ .  = ~ t  ~_,, 
0 3 

(I + 2 3) (2~)~ '9(v__2)  (I + 2 ~) ( 2 z P  
3! 5! r + .""  

. (93) 

Speziell findet man fiir die Menge der dividierten Primzahlpotenzen die 

asymptotische Formel 

K~=I[. I + 2 i  

~&(v )  = O(lz) + ~ K , , z  ~, 
1 3 

(I + 2 s) (2~)~ls * , (I + 2 5) (2~)~l,~,_5 + . . . ] .  
- -  - -  l s , ~ - -1  + 3 ! - 5 ! 

(94) 

Eine andere Klasse yon asymptotischen Formeln wird durch Anwendung 

der Integraldarstellung (44) f i i r / (x)  erhalten. Da diese Darstellung leider nicht 
fiir positive x gilt, muss man zuerst einen Hilfsatz ableiten. Es sei ,~ > o eine 

GriSsse, welehe fiir v = ~ versehwindet. Man erh~It aus (2) und (3) 

, , . §  . 

und durch Benutzung yon ] (n) = O (n I-6) nach Rechnungen, welehe unterbleiben 

k6nnen, 

/(v + i *~ )= / (v )  + O(: + v l -o )~ lv .  (95) 

Speziell wird 

,96, 
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Unter  Anweudung dieser Formel erhiilt man aus der Integraldarstellung (44) nach 

einer leiehten Rechnung 

a + i ~  " 

f( ~, + qD(z + I )  

1(~) = e 2 " I , -  z d z  + 0(~  ,-x + r ' -~  '. (97) 

Es ist hier ~ positiv und g ~ z  vorausgesetzt worden; fiir komplexe 

kann man im Integral, welches jedoch ffir solohe Werte nieht die Funktion / 

darstellt, ~ + i - ~  a setzen; das Integral konvergiert dann absolut und gleich- 

m~ssig fiir alle a innerhalb des endlichen Teils eines jeden Winkels, weleher nicht 
die positive Achse einschliesst. Man kann z. B. immer einen rechteokigen Bereioh 

in der Ebene der komplexen Variablen ~ bestimmen, weleher die Punkte  ~ = i ,  
2 . . . . .  N enth~lt und innerhalb dessen das Integral absolut und gleiohm~issig 
konvergiert. 

Man ka~n iibrigens in (97), ohne den Genauigkeitsgrad einzubfissen, die 

unendlichen Integrationsgrenzen z. B. durch z _  i~ s und -I + iv  s ersetzen. 
2 2 

I 
Nimmt man e yon ~ unabhiingig an und setzt a = ~ ,  so erhiilt man aus 

(44) fiir ganze positive ~, 
co 

~ - J  " e - 2 ~  + I - - d r ,  

- - o r  

also 

was sieh auf 

](~,) = lim~.o ~ f ( ~  e - 2 ~ t  + I 
dr, (98) 

oo 

; ) l ( ~ ) ~ l i m ~  (~, + ie)~ +' q~ + i t  d t  

0 

(99) 

reduzieren l~sst. Man findet hieraus die asymptotische Formel 

u 

/ ( ~ ) = l i m ~  (~,+i~)~+'~p + i t  d~ + O e - ~  . 
e - - 0  

o 

(zoo) 
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Wichtiger als diese Formeln ist eine asymptotisehe Formel ffir ~ ] ( n ) ,  welche 
1 

man aus (75) unmittelbar erh&lt, indem man fiir b(z) die Integraldarstellung (43) 

einsetzt. Man integriert dann auf dem Kreis 7 yon v + x_ + i~ in positiver Rich- 2 

tung nach v + _I _ i~ und sueht far  das Integral den Limes dieser Integration 
2 

fiir ~ == o. Das Resultat  ist ~ 

a+icv �9 ( ' -  ''+' 
,, - ~, v + - + i ~  

~ i  ~ 1 ( ~ ) =  2 2 J ~(z + ~) dz. (~o~) 
e 2 ~ i m -  I Z + I 

I a--~,oo 

indem man die Bezeiehnung 

a+io~ 

~(x)=~-h'-~J. e~'-~'----~ z +  i 
a----$ oo 

{xo~) 

einfiihrt, kann (xoi) folgendermasson gesohriebon werden 

+.)] 
e - 0  :2 2 1 

Die Funkt ion O(x) kann offenbar im Allgemeinen keine eindeutige Funktion sein; 
es ist demnaeh notwendig, bei der Benutzung yon (iox) zu beriicksichtigen, in 

welcher Weise man yon v + I + iv nach v + I _ ie gelangt ist. Das Integral (io2) 
2 2 

konvergiert iibrigens absolut und gleiehm&ssig in dora endlichen Teil einer jeden 

WinkelSffnung, welehe nicht die Strecke o . . .  + 00 enth&lt. 

Ffir die Summe ~ / (n) erh~lt man in entsprechender Weise die Darstellung 
n 

1 

a+iQo ' ) ' ( '  )" 
2~i~f(n)  v + z - - i e  -- v + ~ + i ,  9(z+Z)dz 

n = ' e ~ * "  x z 
1 a-- i~  

(Io4) 

Dieso Formel  ist f r t lher  in ie icht  abgeltnderter Gestalt  yon MteLLIlq in anderer  Weise  
abgelei te t  worden (Acta Mathematica,  vol. 28 (x9o4), S. 46--47). 
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In den folgenden Ausfiihrungen werden wit zur Abkiirzung immer 

I 
v + - = ,u ( I o 5 )  

2 

schreiben. Um aus den exakten Formeln asymptotisehe zu gewinnen, integrieren 
_ i 

wir in derselben Weise in (75) yon ~ + i nach ~ - - -  und erhalten 

~ 4 .  s - 
/z ( ')- 

1 i 
/* 

( i o 6 )  

wo das Integral auf der linken Seite fiir grosse v geradlinig genommen werden 
kann. Nach (3) und (4) erh~ilt man fiir dieses Integral in iiblicher Weise die 
Abschiitzung 

i 

a + i ~  

l(n) = 2 ~ i d  ~ ~. ~(zz + ~ + ~) dz + O(u -~ + U-:~)lU (TOT) 
1 

a-....i ov 

also 

und in entspreehender Weise 

a + i ~  

7 n 2~:i,.] e~""--~, z 
a--~ oo 

I Setzt man in diesen Formeln a - ~ - ,  so kann man, wie sich leicht verifi- 
2 

zieren l~isst, in den Integrationsgrenzen oo dutch ~s ersetzen, ohne die Genauig- 
keitsgrenze zu iiberschreiten, und erh~ilt in dieser Weise die grundlegenden For- 
meln 
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2 +i.a s 

l I f (  t i -  l l ( n )  = 2 ~ i J  
$ 

1 ~--i ft s 

"+1 (.  + ,I -+1 

e 2 ~ i z  - -  I 
~p(z + I) dz + 0 (~t -1 + ~t -6)  l / l ,  (IO9) 

z + I  

1_ +//x s 
2 

f( l(n)_ + 

l~d /b - - 2 7 g  e 2 ~ I ~ - I  
I 

2- --i 'a3 

z 
(iio) 

Aus diesen lassen sich alle iibrigen asYmptotisehen Formeln durch passende 
Deformation des Integrationsweges ableiten. Die Formeln (IO9) und ( i io ) f inden  
sich nicht bei M~LLI~, der fiberhaupt die Konsequenzen seiner interessanten 

Darstellung nur unvollstgndig gezogen hat, indem er sieh an >)heuristisch>) be- 
grfindeten asymptotischen l~esultaten genfigen l~isst. 

Wir gehen jetzt zu den speziellen zahlentheoretischen Anwendungen fiber. 

Es wird dadurch nicht angestrebt, eine ersehSpfende Behandlung zu geben; nach 
dem Plan dieser Arbeit t rat  ja die allgemeine Theorie der Funktionenklasse /(x) 

an die Spitze; jedoch wiirde unser Zweek verfehlt sein, wenn sich nicht schliess- 

lich an Beispielen nachweisen liesse, dass aueh die rein zahlentheoretischen Er- 
gebnisse unserer Methode wenigstens eben so tief gehen wie diejenigen, welche 

man mit frfiheren Methoden erreicht hat. 
Nach dieser Richtung hin leistet zwar die Funktion f ( - -~)  vorl~iufig nicht 

mehr, als was man aueh mit rein elementaren Methoden erreichen kann. Man 

kann z. B. zuerst aus (89), auf ~(x) und ~(x) angewandt, sehliessen, dass die 
x 

Summen 

1 1 

langsamer als eine beliebig kleine Potenz yon v wachsen. Um ein genaueres Resul- 

ta t  zu erreiehen, bemerken wir, d a s s - -  wie aus den bekannten Eigenschaften 

der Zetafunktion folgt 1 - -  

~ ( I  + s) = ~ + ~ -  + Co + sR(s),  ( I I I )  

LANPAU: I S. I54 und  I69. 
A c t a  matTtematlca.  37. Imprim6 le 29 septembre 1913. 14 
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wo C die EULER'sche Konstante  bedeutet,  w~hrend s R(s) eine ganze Funktion 
z~N 

ist mit der Eigensehaft R ( s ) ~ - 0 ~  auf der Geraden s=it.  Fiir ](n)=~(n), 

el(x) =~2(x) erh~lt man aus (43) 

a + i ~  

--b(--z)  =j'(--z)" ~(~ + s) ds 
�9 e 2"~is - -  I 

a - - $  oo  

und dureh (II~:) 

--b(--z) ~ i l ( I ~  t) dt + 2 C . I ( I  
t J  

o 

a-l-i~ 

+ z) + ~ + f(--  ~)' s_R (~) 
a---/Qv 

(iIz) 

wie man leicht erkennt, indem man s ta t t  der drei ersten LINDELOF'sehen Inte- 

grale die durch sie dargestellten Potenzreihen einfiihrt. Es sei jetzt  z = r positiv 

ganz; man kann dann in dem letzten Integral nach den LINDEL6F'sehen Resul- 

taten a = o setzen und erhKlt, da ja R(it)~ o-[~, 

--b(--v)= f l ( z  +t)dt+ 2C./(I +v)+O(I), 
t ( 1 1 3 )  , . /  

0 

= ~, (-- ~). 

Man finder demnaeh aus (86) die verbesserte Formel 

s ta t t  

~ v(n_) = 0 (l~,) (Ir  4) 
?/, 

1 

~! n ) =o0 ,~  ) (~> o). 
n 

1 

Um die genauere Relation (85) anzuwenden, muss man eine vorlKufige Kenntnis 

voraussetzen; man yon ~ ~(n) 
1 

winnen: 1 

kann diese folgendermassen ganz elementar ge- 

1 k ~ l  1 

Mittels dieses Majorantwertes gibt (85) naeb einfaeher Rechnung 

a BACH~ANN: Die a n a l y t i s c h e  Z a h l e n t h e o r i e  S. 312. 
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~T(n)_ l~ ~ + O( l v ) ,  (116) I 

n 2 
1 

wodureh (114) wesentlieh versehgrft isL Es muss zwar zugegeben werden, dass 
sieh aueh (116) rein elementar beweisen lgsst; man kann sieh aber dann nioht 

mit dem einfachen Majorantwert (115) begniigen, sondern muss die asymptotische 

Formel 
,v 

~ v(n)=vlr + O(v), 
1 

welehe sieh bekanntlich elementar beweisen l~tsst, ansetzen. Dureh Anwendung 

yon (78) gelangt man dann ohne Miihe zu (116). 
In  analoger Weise beweist man den aueh elementar beweisbaren Satz 

~ = ~ -  lv + O ( i ) .  (~I7) 
1 

Um eine andere Anwendung yon f ( - - ~ )  zu machen, setzen wit l ( n ) =  ~(n), 
~(x) ~ ~-1 (x), also 

a + i ~  

a~iOo 

Da 9 (i + s)-----~-1 (i + 8) fiir 9r ( s )>  o holomorph und = 0 (e *181) ist, hat  man nach 

einem oben zitierten Satz yon LI~DEL6F, indem man sich der Bedeutung yon 

b (w  z) erinnert,  lira b ( - -  z) = o, oder 

~1 z gu(n) O, (119 ) lim ! i ~ + z  n 

wenn z in der geforderten Weise, z. B. mit positiven Werten w~ehst. 

Ferner  erh~lt man aus (84) die bekannte Formel 

~ ' t  (nn)= 0(I). 
1 

Aus (119) daft  man natiirlieh nicht schliessen, dass 

( I 2 0 )  

•(n)  o, 
n 

1 

sondern nur, dass, falls diese Reihe konvergiert, der Grenzwert Null sein muss 
(da dann, wie leieht zu beweisen, der Bereieh der gleiehm~ssigen Konvergenz 



108 J . F .  Steffensen. 

den Punkt  z = + oo enthiilt); eigentliche Divergenz kann wegen (Izo) nicht auf- 

treten, so dass es sich nur um Oszillation zwisehen endlichen Grenzen oder Kon- 

vergenz handeln kSnnte. 

In entspreehender Weise erhiflt man 

z t t (n)ln 
- -  - -  - -  I ,  ( I 2 I )  lira ~n-+ z n 

n 
1 

Obgleich wir somit aus den Eigensehaften yon /' ( - -v )  bisher nur solche zahlen- 

theoretisehen S~tze haben herleiten kSnnen, welehe man auch elementar beweisen 

kann, haben wir diese Funktion mit Absieht ziemlich eingehend behandelt. Es 

klar, dass ,f(--~,) als erstes alied einer Entwickelung l~r ~ [ ( * )  he- ist n~,m]ich 

1 

traehtet werden kann, und f ( - - v ) ,  als analytische Funktion yon r betrachtet, hat 
den gorteil, dass sie in einem Bereich, welcher die positive Achse enthdlt, dutch ein 
absolut-gleichmdssig konvergierendes Integral darstellbar ist. Es ist daher zu hoffen, 

dass kiinftige Untersuchungen iiber diesen Gegenstand interessante Resultate zu 

Tage bringen kSnnen. 

Ein im Augenblieke fruehtbareres Arbeitsfeld wird yon den Formeln (IO9) 

und (rio) abgegeben. Als Exempel der Anwendung yon (io9) nehmen wir die 
Funktion 

1 
welche ffir 

erhalten wird. 

~'(z) 
l ( n )  - 11 (n), e (x) = ~ (x) 

M a n  f i n d e t  a u s  ( i o 9 )  f i i r  z = 8 - - i  

3 �9 3 ~ - + ~  

I ~A 71- - -  # t -  ~r d S  _t_ O(~[t__l+,) ' (124) 

3 

wo die Konstante  ~ > o beliebig klein angenommen werden kann. Hierin ist nach 
Voraussetzung 
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und 

i 
(o 

] / /~T 1 i 
e =  + p = ~  + o(g), 2 ga 

0 = a r c t g  i z I _ 0 (~s) 
#~ ~ t~ 3 ~ t~ § . . . .  " 

(126) 

Wir fiihren jetzt  die Funkt ion 

1 qJ (n)  ~ 4 ( n )  ~(~) 
~ T ~ ) -  ~ ~ 

(127) 

ein. Fiir ~ / ( n )  erh~lt man aus (IIO) 
~ '  Tb 

1 

n z ~ i  
1 

3 ~-~ 

"4- 0 ( ~ - - 2 + e ) ,  ( I 2 8 )  

und man finder demn~chst aus (127) und (124) nach einer kleinen Reduktion die 
Hauptformel  

3 . 

f( ~-~ ~(n)  z ~t + ~! ~t ~I ~'(s) ds 
~ n ( n  + i) 2 z i  e2•18  1 I ~ ( 8 )  8 ( 8 - - I )  

1 
3 - - -  i/xa 
2 

~'(s) d s  

~ ( s )  s 
+ 0 (~t-:+9, 

(x29) 

I 
(~' + i) ~ Is + 0 (~,-1+9 (i3o) 

8 . 

i 

( ~ 2  + i )  z e * ~ "  - -  1 
3 

welche wir zur Abkiirzung 

.-1 ~p(n) i I i  
~ n ( n +  1) 2 z i  

1 

schreiben werden. 



110 J . F .  Steffensen. 

Bei der  Behandlung  der  In tegra le  I~ und  12 k an n  m an  dem von  LANDAU in 

einem ~hnlichen Fal le  1 eingeschlagenen Weg  folgen, indem wir  bemerken ,  dass  

die kleine Kompl ika t ion  unserer  In tegra le  im Vergleieh mi t  den LANDAU'schen 

nur  anscheinend ist. Man kann  zuers t  den Satz S. 179 (in LANDAU'S H a n d b u c h  I) 

fiber die Ze ta funk t ion  anwenden,  indem man  # s >  3 a n n i m m t  und  den In tegra -  

t ionsweg A B C D E F A  benu t z t ,  wo 

A = - 3 - - # s i ,  
9. 

B = 3 _  + # s i ,  
2 

I 
C = I - -  c l" (#s------] + #" i ,  

I 
D = I - -  el9--- ~ + 3 i ,  

I 
E = I - - c / ~ 3 - - 3 i ,  

I t, s i .  F = I c 19 (gs) 

Die Stiicke AB,  BC, DE, FA sind geradlinig,  w~ihrend CD das Kurveno  

sti ick ( indem s = o + i t) 

I t ' s ~  > t  > 3 
= I c l g t ,  = 

u n d  E F das Kurvens t i i ck  

I 
a = I  el9 (__ t ) ,  - -  3~> g~> - - / t  s 

bezeichnen.  

Das  z u  I t gehSrige R e s i d u u m  R t wird,  w e n n  

i # + - = ?  
tt 

i # - - - = q  
# 

(x3t) 

gese t z t  wird, 

1 Lx~DAu: I S. 186 fig. 
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=--2zi l'q--2l~p + (lp--lq)(~i + C + I) 

= ( ~ - - ~  ( / ~ - - O - - z )  

= l~L - -  (O + i)  + 0 (,"-~+0. 

Entspreehend erhglt man fiir I2 

I 
R 2 - ~ - ~ ( - - l q  + ~ i  + U + i )  

= 0 (l~,). 

�9 -1 ~V(n) wird Der yon diesen Residuen herrfihrende Teil der Summe 2 n (n + I) 
1 

2 z i  
R, (,u ~ + i) z R2 = lp - -  (C + I) + O (,u-l+q. (I32) 

Die Teilintegrale werden alle nach einigen Reehnungen, welche wir auslassen 

( ' )  miissen, = O ( s r l + q ;  nut  auf der Streeke E D  erh~ilt man 0 .u-~-ga und auf  den 

Streeken DC,, F E  O (e-~)z;) .  Zusammen genommen  gibt dies, de  /, = v + ~ und 

g'(,,)=O(~,Iv), 
~V(n) [ 11 ~ 

2; + i)  + o (i33) n (n + I) 

11 1 0 + z  

we noeh V/vv dureh ~ (z > o) ersetzt werden kann. 

Durch ganz elementare Betraehtungen schliesst man hieraus in einer mit 

der LANDAU'sehen 1 analogen Weise 

( " )  tP(x-~)=I+ O e--VVx (134) 
X 

und hieraus ffir die Primzahlmenge 
a~ 

(x) = i  'd $ ( (135) - a  + . 

2 

Man kann endlieh, wenn man den sehgrfsten Satz fiber die Zetafunktion t an- 

wendet und den modifizierten LAI~DAU'sehen Integrationsweg 8 fiir unsere Integrale 

1 LANDAU: I w167 52, 53. 
LAI~DAU I S. 321 und S. 326. 

8 LAI~DAU I S. 328 fig. 
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benutzt, auch durch diese den genauesten, bisher bekannten Primzahlsatz be- 

weisen: 

z (x) = df~ + O (xe-"V~), 
2 

(I36) 

i 
wo man z .  B .  a = -  setzen kann. Diese Formel ist bekanntlich zuerst yon DE 

5 
LA VALLI~E-PoussIN bewiesen worden. 

In Bezug auf die zahlreichen Konsequenzen des Primzahlsatzes ffir die 

analytische Zahlentheorie, insbesondere ' f i i r  die schon beriihrten Summen 

~ , ( n )  und ~ , t ( n ) l n  
- -  muss auf LA~DAU'S Handbueh verwiesen werden. 

1 1 

Hier wollen wir noch zum Schluss einen merkwiirdigen exakten Satz er- 

w~ihnen, welchen man durch Anwendung eines Satzes yon HADA~tARD* auf die 

Potenzreihe (7) fiir die meromorphe Funkt ion b(x) erhiilt. Zur grSsseren Priignanz 

werden wir die Funktion (p(x) spezializieren und gleich l~(x) annehmen. Man 

findet dann den Satz: 

Es bezeiehne •, die v te Primzahlpotenz und d,,, r die Determinante 

Dann ist 

lSn+l 18n+2 . . .  18n+r 

18n+2 18n+a . . .  lSn+r+l 

. . . .  . . . . . . .  

lSn+r 18n+r+l . . .  18n+2r--1 

(I37) 

t l  

I lira Vz/., r. 
/ / : l  7173 * " " ~ ' r  n ~ Q o  (~38) 

1 Boam,: Leqons sur les fonctions m6romorphes (Paris x9o3), Chap. III. 


