
SUR QUELQUES FONCTIONS ARITHMI TIOUES. 
PAR 

S. WIGERT 

~t STOCKHOLM. 

Introduction. 

Le pr6sent travail contient les r6sultats d 'une 6rude sur certaines fonctions 

ayant  un rapport  intime avee la somme des diviseurs d 'un entier. Je  commence 
par 6tablir pour cette fonction arithm6.tique un th6or~me sur le vrai ordre de 
grandeur de ses valeurs maximales, th6or~me analogue ~ celui que j 'ai d6montr6 

autrefois sur le nombre des diviseurs. 1 Dans ]a seconde partie je m'occupe de 

la fonction sommatoi re / (x)  = ~ a ( n ) ,  en d6signant par h a (n )  la somme des di- 

viseurs de n. Dans les deux paragraphes suivants j 'ai examin6 les fonctions 
a9 

= ~ ( n )  ~ ( n )  log n et ~ ~ ( x - - n )  k dont la seconde s'obtient de /(x) 
~_-(x 1 '-" n-(  x 

par int6gration it6r~e entre Ies limites i e t  x. J 'a i  trouv4 pour la derni~re 
fonction une ~epr6sentation analytique assez remarquable, dont l'expos6 sera 
fair dans le quatri~me paragraphe. Enfin l'~tude de certaines s6ries figurant 

dans la dite formule de representation m'ont  conduit h une g~n6ralisation du 
th6or~me de STIELTJES sur la multiplication Dirichletienne de deux s6ries infinies. ~ 
La cinquiSme et derniSre partie de ce m6moire est consacr4e h la d6monstration 
de ce th6orSme g6n6ralis6 et & ses applications aux recherches pr6c~dentes. 

1 Arkiv  f6r matematik,  astronomi och fysik, Tome 3. Voir aussi le grand trait~ do M. 
E. LAI~DAI~: Handbuch  der Lehre  yon der  Ver te i lung der  Pr imzahlen ,  I S 6o, off l 'on re t rouve  
cet te  d~monstrat ion un peu simplifi~e. 

2 LANDAU: Handbuch,  I I  SS I84, 185. 
Aeta mathematlea.  37. Imprim~ le 2 Janvier 1914. 15 
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w I. La f o n c t i o n  a(n) et ses v a l e u r s  m a x i m a l e s .  

Soit n u n  entier positif et ddsignons par a(n) la somme de ses diviseurs, 

divisde par le nombre n lui-m~me. D'apr6s ee que nous allons montrer dans le 

7g ~ 
second paragraphe, la valeur moyenne de a (n) est dgale ~ ~-. Cependant les 

valeurs maximales de la fonetion a (n) sont d 'un ordre de grandeur plus dlevd, 

et je commeneerai par ddmontrer le thdor~me suivant:  

En dgsignant ~3ar 7 la constante d'EULER (ou de MASCHERO~I) on a: 

lira, ,7!n) =e~. (I) 
n-| log log n 

Ecrivons en effet 

d'oil il suit 

= pt:..-po  

$~+1  I _ , t ~+ l  

--1 ~,--1 I - -  - -  
~Oa~ 

et par consdquent 

I ~ I I ,,(,---~ > - . 

-- l  

Or, apr6s avoir fixd un nombre g >  o arbitrairement petit,  on peut trouver 

un n' tel que 

~_1~ Pa,/ log logn 

pour tout  n > n'. 1 Ayant  choisi un e > o tel peti t  que ce soit, il suffit donc de 

faire g <  ~--+--~, et nous aurons pour toutes les valeurs de n > n r 

a(n) < (I + ,)er log log n.  

Cf.  LANDAU: H a n d b u c h ,  I S 59. 
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Main tenant  il f au t  mont re r  aussi que l ' indgalitd 

a(n) > (i --e)eV log log n 

a lieu pour  certaines valeurs de n au de l l  de tou te  limite finie. 

un  nombre positif  quelconque, k un entier  positif, et posons 

ot~ l ' indice p doi t  parcourir  tous les nombres  premiers < x .  

Nous avons ainsi 

I 
log n ---- ~ log p 

et, comme il est bien connu 

lim z ~ log lo = I 

de sorte que nous aurons  cer ta inement  pour  x assez grand 

I 
X < ~ l o g n < -  z x  
2 

ou bien 

Or, on a ici 

et  de plus 1 

log x + log k < log log n < log x + log 2 k.  

I 
I-- ~+--~ 

P 

p~x 

lira I - -  �9 

115 

Soit donc x 

i LANDAU: H a n d b u c h ,  I,  w 35. 
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En par tant  d 'un ~ > o  arbitrairement petit ,  on choisit d 'abord d < e ,  d'ofi 

I -- l~ # I -- ~f 
- - >  I ,  puis on prendra k assez grand pour que: i <~ (k  + I } < - - ,  et par 
I --8 I--~ 

I--8 
suite: I ,#~(]r + I ) > O .  Ayant  fix6 le nombre k de cette mani~re, on peut  

i - -  

ensuite faire x tellement grand que 

2 < ] o g p < 2 ;  I > I - - 2  e7 
p ~  p(=x I - -  

P 

l o g 2 b  l o g 2 b  I - - , ~  ( ~++1) ( d) I 
log logn  < k < I -  e , ~ ( / r  H I - -  > I - - ~ - ~ ( k + i )  

log x + log 2 I - -  p__<~ 

I1 en rdsulte 

et enfin 

e7 g7 
log z > (I --  d) (log log n - -  log 2k) + I)  ~(k + I)  

a(n) > (I - -  ~) er log log n. 

C. q. f. d. 

w 2. Sur la fonction sommatoire ~ ( n ) .  
n(=z 

En partant de l'dgalit6 connue 

ns m-I ns+l  
n--1 m--1 n--I 

valable pour R ( s ) >  I ,  on arrivera de la mani~re suivante il une nouvelle ex- 

pression pour la fonction ~ a ( n ) .  Dans chaque membre de l '6quation on ne 

retient que les termes oi~ l 'exposant s appart ient  ~l un nombre < z .  Pour  une 

valeur arbitraire de s on aura ainsi une dquation identique entre deux sdries 

finies off l'on peut  faire s = o. On en tirera 



Sur quelques fonctions arithm~tiques. 117 

en d6signant  par  [x] le plus grand ent ier  contenu  dans x et pa r  q(x) la diff6- 

I ~2 
renee x--[x]. Puisque  ~=~-, il s 'ensui t  

n - - 1  

et, en m e t t a n t  
9T 2 

2 a (n) - -  ~-  x - -  ~0(x) (2) 

nous  aurons  

fonet ion qui  sera posi t ive pour  toutes  les valeurs  de x. Cherchons-en une pre- 

miere approximat ion.  A cet .effet nous allons rappeler  quelques relations con- 

nues, valables pour  x > I ,  s savoir  

[x]+l n> x [x] 

o < e  < i - -  n 

r l , X . < l o g x + 7 +  n i < l ~  < i o g x + ~ +  2(xI - - i )  qx = 2 ( x - - I ~  
I 

I1 en r6sulte 

~a 5 5 
< ~ ( x ) < l o g x +  I + 7 - - -  5- + - -  1 0 g x - - 0 , 0 0 6 7 7  + 2(z I) (4) x + I 2 ( x - -  i )  - -  

Par  ces in6galit~s, valables pour  x >  i ,  nous ne savons p o u r t a n t  pas encore si 

la fonction ~p(x) a t tc in t  r6ellement des valeurs  d 'ordre  log x. 
P o u r  arr iver  s des formules plus pr6cises nous allons nous servir  de l ' iden- 

tit6 su ivante  1 

1 Cf. GRA~: Undersogelser  angaaende mmngden av pr imtal  under  en given grmnse. 
Kjobenhavn  I884. Pag. 2I 7. La dire identi t6 n 'y  est d6montr~e que pour les valeurs  enti~res de x, 

d'ofi l 'on t i re:  [ f x ]  = [ f ~ ] .  
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n=_(~ n_'-l/~ n=l/~ 

F = 

nS-x 

(5) 

En prenant [(n) i = -  nous pourrons 6crire avec la notation commode de M. 

LANDAU,1 

F(x) = log x + 7+0(~) 

et l'6quation (5) prendra la forme 

n n + l ~  --[V~] l o g x + 7 + O  ~xx[ 

d'ofi, cn posant pour abr6gcr: [Vx]= q 

~ l o g ~  ~ 0~I~ ~ 

n, V~ n~V~ 

Or, on sait que 

log]q= l o g q + q l o g q - - q + O ( i ) = ~ l o g x +  qlogx--Vx+O(i) 

co qui nous donne 

Puisquo 

on a aussi 

~p(x)~-x 2 ~ - - l / x +  4 x  I-]~ 2 nQ +O(x). 

i x ~ < x  ~ < - -  

X 2 I 

n , V ~  

1 Voir Handbuch, I S 5- 
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d'oh finalement 

+ ; l o g x  + 0(I) .  
n'=V~ 

(6) 

Quant g la somme figurant dans le membre droit de l'6quation (6), nous avons 

n r < ~ n - = I - l ~  

ce qui nous permet d'6noncer le th6orbme suivant: Ayant choisi un e > o tel 
petit que ce soit, on peut trouver un x' assez grand pour que l'on air 

( 4 ~ e )  log x < ~P(x) < (~ + ~) logx (7) 

d$s que x > x'. 

Si maintenant  on calcule l'int6grale 

la valeur Ix] log x - -  log [~_] et par suite 

t kt/ 
1 

on en trouve sans difficult6 

1 1 

I1 est done ~ pr6sumer que l'allure de la fonetion qJ(z) pr6sentera en g6n6ral 

des oscillations autour de la valeur moyenne I log x, et il serait tr6s important,  z 

si l'on savait d6terminer la grandeur r6elle de ces oscillations. On peut montrer,  

en effet, qu'il existe des valeurs de x au dels de toute limite, pour lcsqudles 

1" t �9 
~P (x)>  ~ log x, mais il m'a 6t6 impossible de dec~der, si la fonction qJ(x) peut 

s'61oigner de sa valeur moyenne autant  que veut la double in6galit6 (7). Ce- 
I 

pendant,  pour i l 'ordre de grandeur de la diff6renee q~(x)--~ log x nous pouvons 

assigner une limite inf6rieure ~ l'aide du r6sultat trouv6 dans le premier para- 

graphe. Faisons d'abord usage du th6or~me suivant, dfi ~ M. PHRAGM~N: 1 

Sur le logarithme integral et la fonction f@)  de R I E ~ ' .  (}fversikt af K. Vetenskaps- 
akadomiens f0rhandlingar, Stockholm I89 I. 
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~)Soit ~(x) une fonetion r6elle de la variable r6elle x ' e t a  une eonstante 

?~ (x) dx 
positive > x, et supposons que l'int6grale I x*+~ soit convergente pour R(s) > I 

,) 
6 

et qu'elle soit 6gale, dans le voisinage de s--~ i ,  ~ une sdrie procddant suivant 

les puissances positives de s - - I  et eonvergente darts un cerele dent  le rayon 

est > i ;  si x0 et $ sent deux quantit6s positives ehoisies h relent6, aueune des 

deux indgalit6s 

~(x)> ~, ~(~) < - -~  

ne pourra subsister pour routes les valeurs de x > x0. Si l'on sait de plus que 

r a une suite infinie de points de diseontinuit6 x,, tels que, m, d6signant une 

valeur positive plus petite que toutes les valeurs de l'expression ~(x ,  + h ) - -  

- -  ~v (x , - -  o) pour o < h < h,, ees quantit6s mr et h~ peuvent  6tre choisies de 

sorte que 

x,, + h, ~ x~+l 

m,,h,, ait une valeur infinie; on pourra pr6eiser encore et dire et que la s6rie ~ x~ + h----~ 

que ~(x) ehangera de signe une infinit6 de fois au-dessus de route limite finie.)) 

Aux hypotheses faites dans l'6nonc6 du th6or~me pr6c6dent nous pouvons 

satisfaire en posant 

7g 2 
(~) = ~ ~ ( ~ ) -  ~ ~ + ~0 

n ~ z  

I logx + a =  _I log x- - (p(x)  + a 
2 2 

oh a = I - ( 7 + l o g 2 z ~ ) > I .  Nous avons en effet 
2 2 

et puisque 

o o  

a(n 

1 _ n = x  I 

~(s)~(s + ~) (R (s) > ~) 

I 
(s + ~ ) = s  + 7 + s~ (s) 

I log z~r ~(o)=--~;  ~'(o) =--~-  

il vient 
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oo 

f ~(x)dx  ~(s)~(s + I) ~2 x + x I a 

d ~ = _ s 6 s - - I  2 ~ + s  
1 

121 

c'est-h-dire une fonction enti~re de s. Do plus, les points de discontinuit6 de 

rf (x) sont les entiers positifs, n, et l 'on trouve 

~ I l o g ( I + ~ ) > I - - ~ h  m (n  + h)  - -  9 (n  - -  o) = a ( ~ )  - -  ~ -  h + 2 

ce qui fair voir que, en prenant 

r ~ 
Xn-~- n, hn ~ - - ,  mn ~- I ~ - -  > O 

2 I 2  

la s6rie 

2 m n h n  ( zr ~) I 

deviont en effet divergente. Nous avons ainsi le droit de conclure quo la fone- 

tion ~ - l o g x - - ~ p ( x ) +  a sera n6gative pour eertaines valeurs do x au dels de 
2 

route limite, ou bien: La /onction qJ(x) surpassera une in/initg de /el8 la valeur 

i logx + a. 
2 

Quant ~ l 'ordre de grandeur de la diff6rence ~V(x)--~ logx,  nous pouvons 

du moins affirmer qu'il ne peut 6tre inf6rieur h log log x. Supposons en effet 

que le module de la dire diff6renee reste inf6rieur s I - e r ( i - - e ) l o g  logx,  d6s que 
2 

x >  z', et consid6rons la fonetion ~ n a ( n ) .  Par la m6thode employ6e plus haut  

on trouvera sans peine 

d'ofi, en observant que 

7 n__<: [ LnJ 

Aeta raathematiea, 37. Iml~rim~ le 3 janvier 1914. 16 
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e t  en u t i l i sant  la re la t ion  connue  1 

= x ( l o g x  + 2 ~ ' - - I )  + o(x) 

on d6dui t  

~ n ~ ( n ) = - - x 2 + z  l o g x - - q J ( x )  + O ( x ) .  
I2 n=~z 

(8) 

Avec la no t a t i on  J / = / ( n ) - - / ( n - - i )  nous au rons  ainsi  

na(n)ff i  # { ~ n log n - -n~p (n ) }  + O(n) 

et  p a r  sui te  

na (n) < er (I  - -  d) n log log n (d < e) 

p o u r  n > x ' + i ,  

g raphe .  

L ' indgalil6 

ce qui  est  en con t r ad ic t ion  avec  le r6su l ta t  du  p r emie r  p a r a -  

[ (p (x) - -  ~ log x[ > ~ er (i - -  ~) log log x (9) 

a donc lieu pour des valeurs de x au deld de route limite finie, , dtant choiai tel 
Tetit que l' on veut. ~ 

E n  c o m b i n a n t  les 6quat ions  (2) e t  (8) on ob t i en t  

a(n)(x-- n) z '  z '  . . . .  x log x + 0 (x) 
I2 2 n~z 

(io) 

off la  fonct ion  f iguran t  dans  le m e m b r e  gauche  n ' e s t  a u t r e  chose que  

Voir p. ex. LX~DAU: (Tber die Anzahl der Gitterpunkte in gewissen Bereichen, GOt- 
tingen 1912. 

' I1 y a lieu de remarquer que le seul r4sultat connu jusqu'ici sur r 6tait: ~(x)= O(Iog x). 
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On en conclut 

I 2  
lim '*-'* I 
~_| x log x 2 

(Io bis) 

Darts le paragraphe 4 nous arriverons k une meilleure approximation de la 

fonction (io). 

w 3. l~tude de la fonetion ~ a (n) log x. 
~b 

n b v  

Avant d'approfondir l 'examen de la fonction ~ a (n) ( x - -  n), 
n l x  

nous oecuper un peu d 'une autre fonction importante, ~ savoir 

nous allons 

x 

o(n) x =  ~ a ( n )  l~ �9 

On sait qu'elle peut 6tre repr6sent4e par l'int6grale 

c+i~o 

z ij. s' 
r  0o 

"~ I )d 8  

pourvu que c soit > I .  Etudions maintenant  la m6me int6grale pour un chemin 

ferm6 d ' int@ration,  R, eompos6 de la mani~re suivante 

):.i+l+. + I +  + �9 
- -  c + i h  i h  ~ .i-~ 0 - - i h  

a r g  s -- 2- 

I s l - - 0  

Les points singuliers de la fonetion x '~(s)~(s + i) 8' , situ4s ~ l'int6rieur de R, sont 

les p61es s = i et s = o dont  10 dernier est triple. Le r6sidu relatif h s = i e s t  
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6gal ~ ~ - x ;  quant  au coefficient de s dans  le d6ve loppement  en s6rie de puis- 

sances du num6rateur,  on en trouve  h l'aide des formules 

I ;-rl 8 a (s) = ~ (o) + ~'(o) s + ~ ~ (o) + . . .  

I 
~(8  § I ) =  8 " 4 - 7 §  A s +  . . .  

8 2 
x'---- i + s l o g  x + - - l o g ~ x  + ---  

2 

la valeur su ivante  

I S b--alogx--~log x 

oh a est  la cons tante  introduite  pag. 120, k savoir i_ (7 + l o g 2 z ) ,  et 
2 

A ~'"(o) b ~ ~ . l o  2 ~  + _. 
2 2 2 

Nous  av(ms ainsi l'6galit6 

[~rg2 I 
= 2 z i  ( - c x - - ~ l o g ~ x - - a l o g x +  b) 

qu'il  faut  examiner pour h = ~ .  Montrons  d'abord que: 

En effet 

r i h  

lira [ ' =  o .  

-4-~h 

c i  l h  c 

+ i h  0 

( ) I l o g 2 2 g +  + 2 A _ _ T ~  de sorte que l'on aura: i O n  peut montrer que: r " (0) ---- - -  2 

b = _ i { l o g 2 . ( l o g 2 ~ +  2 r ) + " 3  } 4 I2 + 4A-- I '~  " On a an outre: A = 0,073... (ToRELLI: Sulla totalit~ 

dei  numeri primi etc. Pag.  3I.) 
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c + i h  e 

~/1 < fz" I ~ (~ +/h)l I~a ~ +(z+o+ih)ldah ~ 

~ i h  0 

125 

Rappelons main tenant  les in6galit6s suivantes I vMables pour  h > I 

[ [~(a+ih) ,<Klogh  ~ [ ( a > i )  

[ ~ ( i + a + i h ) [ < ~ ( i + a ) < i +  = 

I~(~+ih)l< Kh~+~; (o<,~_< ~) 

off K est uno constante absolue. I1 en r6sulte 

c 

x ~  h [ ( I + a )  x~ 2 K l o g h  x * - - x  
a~+h ~ < K l o g  ,]  ~ f f ~  < i + h ~ "  logx 

1 1 
1 1 

/x.l~(a+ih)~(i+a+ih ld a 1 h ;  x"da K~logh  x - - x  
�9 a~ + h~ < K ~ h  ~ +~log j ~ - + - ~  < _~-_~ " log x 

o o m 

et  par  l& 

e• 
f ~  

lira / = o. h=coJ  
• 

On a done le droit d'6crire 

c+i~ 
I [x*~(a)~(s + I)da :Tg 2 I 

= ~ a (n) log ~ ~ -  x - -  ~- log ~ x - -  a log  x + b + 
nS~* 

3 ~  

(rio --i| I ~ = /  
i + - - ~  +)-~2 

arg s -- g | 
I s l - o  / 

(II) 

L~I~DXu: Handbuch II S 228. 
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Co 

z~' I r fxa~( i t )~( i  + i t ) + x - i t ~ ( - - i t ) ~ ( i - - i t ) d t _  
- ~ - - x - - - l o g ~ x  - a l o g x  + b - -  

6 4 ~ j  t '  
o 

3~ 

/ I iv 

2 

Cherchons d 'abord ~ 6valuer la premiere intdgrale. Elle est dvidemment  infdrieure, 
en sens absolu, 

o s  

'fl I 
o 

D'autre  part,  on aura s cause de l 'dquation fonctionelle de ~ (,) 

~(it) git F (I~i__~t) ~(I ~ i t )  

~ (i + it) V~ I" (~) ~ (r + it) 

et par  la thdorie de la fonction /" (s) 

�9 ' t ( e  ~ - -  e - ' a )  ~ 2 1 ~  21  

d'ofi, I ~5 (i = / t )  I 

V ~t ~t 
z = �9 < q -  ~ (+t)t)l = I r ( i t ) l  t e T - e  "q- 

e ~ - + e  y 

Puisque en outre I~ (i + it) I < K log t, on aura donc 

~f[~(it)~(l + it)]dt K_~s/log; t dt 6SK ' i 
t s < - -  < ~ ' T "  

o o t~ e2V2-~a q~ 

9 / / On a gdndralemont: u~e-Zudu= u~e-Z'u e-(~--~')udu< 4 e-{~-Y)u du---- �9 
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II nous reste ~ examiner la seeonde int6grMe figurant dans (xI). En d6signant 

par M ( q )  le maximum de I~(s)~(s + i ) l  sur le demicerele k rayon q, on aura 

pour l'int6grMe en question la limite sup6rieure 

2 1 

~e d ~ e  J V I - - t  ~ 
o o 

1 1 
2- 1 2 1 

M(~) + < . . . .  

- I Y S J  v -t, 
o 1 o x ~ 'f 

3# 

laquelle s 'annule pour x = o~, q 6tant fix& Nous sommes ainsi parvenus h ee 

r6sultat que la somme des deux int6grales dans le membre droit de ( i x ) e s t  

K' 
inf6rieure, en sens absolu, h une expression de ]a forme: -i- +6(x,  ~), K'  6rant 

q~ 

une constante absolue et lira 6 (x, q)----o. On en conelut imm6diatement que la 
X ~  OO 

fonction de x, repr6sent6e par ces int6grales, a pour limite z6ro quand �9 croit 

ind6finiment. En offer, ayant  choisi un t arbitrairement petit, on prendra q 

K' e 
assez grand, pour q u e -  i- soit < - .  Le hombre Q 6rant fix6, on peut toujours 

qg 2 

trouver un x' tel que d(x,q) sera < ~ pour x > x ' .  Le module de la fonction 
2 

sera doric < t pour ehaque x > x'. 
C. q. f. d. 

__ 4 e - - a  U.--)L') et, en  d 6 t e r m i n ~ n t  2' de  m a n i ~ r e  ~ d o n n e r  ~ 2 '~(2- -2 ' )  sa  v a l e u r  m a x i m a l e ,  
(e2') ~" 2 - -  2' 

1 Go 00 

f -- f , :  f ,  27e 8a~" - -  uge 2 d u  etc. on  ob t i en t :  u ~ e - - X u d u  < - ~ .  De p lus :  log d r _  - - u  

a O t2 log 0 
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Le rgsultat trouvd clans ce paraqraphe s'exprime done par l'dquation 

I 
x ~2  ~log*x--alogx + b  + o(I) .  (12) ~u(n) logn= ~x - -  

n(__x 

On pourrait  bien aller un peu plus loin et obtenir pour les termes = o(i)  une 

limite sup6rieure en fonction de x. Il suffirait pour cela de calculer une fonc- 

tion de Q pouvant remplacer M (~), en utilisant p. ex. la formule connue t 

oo | ~ S  

;(~)__4~ (l~+ t,)Teos[(~-- i)are tg~t] 
- s - -  I J ~ 4  (e.~ ~ + e _ . t ) ~  d t  

O 

valable dans tout  le plan de la variable s, et de donner ensuite k Q une valeur 

convenable d6pendant de x. Mais on n'obtient par eette voie qu'une fonetion 

de x d 'un ordre assez 61ev6, laquelle ne nous renseigne rien de nouveau sur la 

fonetion ~ a ( n ) .  C'est pourquoi je me eontente d'avoir d~montr4 l'~galitd (12). 

w Representation analytique de la fonetion 
I ~ ~ (,~)(~- .)~. 

nS-.~ 

En d6signant par z une variable complexe dont la partie r6elle R(z)> o, 

on d6duit sans peine les deux formules 

/(z)  = ~ n n a (n) e - -z  
~ e " - - i  2 

oo 

1,(~)= l o g ~  = ]~( . )  e---; 
z-'re- ) ,~-1 

P(x)=~(I--Xn), (l~l< i) 
n - - 1  

dont  la seeonde s 'obtient de la premiere par integration. La th$orie des lone- 

1 LINDEL(iF: Le calcul des  r6s idus  etc. Par i s  chez Gauth ie r -Vi l l a r s  I9o5. Pag.  Io3. 
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t ions elliptiques nous apprend que les fonctions /(z) et ], (z) satisfont aux 6qua- 
tions fonctionelles suivantes ~ 

~ _ ~  ~ 4~ '~ 
l(z)=6z, 2 z + 2 4  z ~ ' ( ~ - ~ )  

/ , ( z ) = ~ - -  2 ~  - 
(14) 

Rappelons de plus les formules int6grales eonnues 

a + i~ { X~t 
i {'~,dz= r07u x>o. 

2 ~ i J  $~t+1 

a+im 
I ~e  z t  log z dz Irwin,.  ] >=o ( i f + x )  V ( f f + x )  logx  , x 

O, X < O  

(a, ff > o). 

E n  supposant  ,u 6gal s un  entier k > i ,  on tire de la seeonde 6quation (I4) 

a+io~ 
i f e~z/t(z)dz {~,.x z '  X TM I 

2 ~ i J  -~-~ = a ( n ) ( x - - n ) k = 6 "  I k + I  2 ~  xkl~ x + 

a+i~ e"" 1, dz I l/re(k+ I) } I X k-1 I / 
+ ~ ~k log 2 zr ~ 24 Ik - -~ + 2 z i z k+l 

a ~ $  oo 

oh il faut  examiner de plus pr6s l ' int6grale figurant darts le membre droit.  
l~crivons d 'abord 

+ ~  

i Voir p. ex. HuRwI~z: Grundlagen einer indepenc~enten Theorie der elliptischen Modul- 
funktionen etc. Pag. 29--3o. (Th~se pour le doctorat, Leipzig 188Q. Pour les valeurs'r~elles et 
positives de z la premiere des deux 6quations a 6t6 d~montr6e d'une mani~re diff6rente aussi 
par SCHL(i~ILCB (Compendium der h(iheren Analysis, Tome II, pag. I54 et suiv.) 

Aeta raathematiea, a7. Imprim6 le 3 janvier 1914. 17 
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a+ioo 

R z_I_ f e  ~" ( ~ 4~m\ ~a(n)e-V}dz. " - 2  ~jLz'+'  _p 

La premibre intdgrale est dgale g 

a+iw 
p ~ l  I s z f 4 ~  

~ ( n ) - ~ - - ~ J ~  e �9 dz  
n ml a.--io~ 

et il est facile de voir qu'on a l e  droit de remplaeer i--- 

ment en sdrie 

suivante 

e'est-k-dire 

et d'en intdgrer les termes. 

4 ~ ,  

" par son ddveloppe- 

Nous obtiendrons ainsi l'expressiou 

a+im 

a(n) (__ i),, (4 gs n)+' I fe'*dz~ 
Y_/,3 ! 

~,--I ~--0 

et enfin, en introduisant les fonctions connues de BESSEL 

I ~  (,~) = ~(-~), I~l,' +k  
'I~--O 

(16) 

l'dgalitd suivante 

~ p- - I  

a--ira m--I n2 

off il nous reste g prouver  que lira Rp----o. A cet effet nous ddmontrerons les 
p m ~  

deux lemmes suivants. 

i. En ddsignant par  r un nombre positif que]eonque < I ,  on aura pour 
o<~<z 
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VogJ' 
~ a  (n) g" < (x - -  ~)'" 

n ~ p  

En effet, on peut toujours prendre p assez grand pour que a(n)  soit < n~, 

d~s que n ~ p ,  e t  par suite 

n - - p  

I +  
I g 2 

2. Pour o < u < l o g k  on a: < . Car la fonetion z - - e  - ~ - ~  
I ~ e - u  U / r  

t ~ �9 I s'annule pour u = o et sa derlvee: e - ~ - ~  est positive pour o < u  < log k .  

Posons maintenant  z =  a + it;  il s 'ensuit 

4 z* 4 z~ (a ~ it) 4,~= 4=~= 
z = a , + t ,  ," le * I_--e-~'+t*., ff~+}-*=4=*a <4Z'a- 

done, par le second lemme 

4 ~  

I e a 
4=,~, < (a j + t') 

r - - e  -~+-~ ~ 

et, d'apr&s le premier 

8 ~ 

a(n)e  u <poe ~ _i 4 = ~  < z6z4a~ 

de sorte que 

8 ~2 

e a~+t~dt IR~l < u a' p --k-3 
(a' + t ~) ~ 

4 z2ap  

~+t, (a ~ + t~)~ 
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Nous voyons par lk qu'il suffit de prendre k > 5 ,  pour que l'int6grale pr6e6- 

dente soit convergente et qu'elle soit inf6rieure ou 6gale 

4 ~2ap 2 / 4 , ~  t 
e a'+t~-dt x {~ -4~r I "e" " d t  J a ~- +~ a J  d~p=-~ -V~---~ 

o o o 
(I7) 

Or, on a g~n~ralement pour )~ > o 

1 
1 2 1 ~ 1 

f V e_ ied t  �9 e_Ztdt  - g  + e - 2  z 

v t ( z - t )  J . )  J vt v t ( i - t )  T 
0 0 1 O 1 

ce qui fair voir que les intdgrales (I7) sent  d 'un ordre de grandeur ne surpassant 

x x il en r~sulte: lira gp == o. p a s ~ .  Pour ~ < 2  p - |  

C. q. f. d. 

N o u s  s o m m e s  a in s i  parvenus  g t l a  ]ormule  

7[; 2 xk+ 1 
~n<__x ~ 2 a ( n ) ( x - - n ) k ~ - 6 " [ k  + I 

I I _ y _ J F ' ( k +  x) log zz~/xk - 2~  xt' Iog x + z ~ ' l  
! 

(~8) 
k 

I Zk--I X2 
~-4]f~--~i + (2~-) k ~ ~ /~ , (4zV~)  

6tablie pour le moment  sous l 'hypoth~se k > 5 .  Montrons d 'abord qu'elle subsiste 
encore pour k >  2. 

Pour cela il faut  rappeler une propri6t6 des fonctions de B E s s . .  On salt 

qu'elles sent, pour des valeurs grandes de la variable r6elle et positive v, d 'un 

ordre 6gal A ~ 1 De plus, on tire du d6veloppement asymptotique de la fonc- Vv" 
tion Ik (v) 

Ik (v) = _ _ ~  V ~  + 0 . (~9) 

I Cf. p. ox, FORSYTH: Lehrbuch  der Diff.-Gleichungen (Deutsch yon H. MASER). Braun- 
schweig x889. S xo5. 
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Rappelons aussi la relation suivante 

/'~ (v) -- (,_~ (v) -- -~ I ,  (v) 

laqueUe nous fair voir que, en diff~rentiant par rapport  ~ x l 'Jquation (i8), on 
n 'y produit  d'autre changement que de remplacer k par k - - i .  Or, k cause de 

(i9) la s~rie ~ ~ ( ~  I~ (4~Vn-x) sera absolument et uniform~ment convergentc 
~ffil ~ 2  

pour route valeur de x ~ x ,  rant que k=>z. La formule (xS) sera done aussi 
valable sous la mSme hypoth~se. Pour k -  ~, au contraire, la convergence de 
la s~rie n'est plus absolue, et il faut ~tudier ~ fond, pour embrasser aussi ee 
cas, les s~ries de la forme 

a (n) sin Vn-xx ~ a (n) cos Vn-x 
~ a  ' n a  

n. --1 n ml. 

off z > a > I_. Mais avant  d'aborder cette recherche, ~orivons la formule (I8) 
2 

pour k = z et tirons-en les consequences. On trouvera 

I ~2 ] x ~ -  - x ~ l o g  x + - - - -  + ~o ( x )  ; 4 ~- .! x* z4 

~ I  

D'autre part, un calcul simple nous donne 

~ o ([z] + ~) r (z) 

} ' cz:} § ,) r (z) ~' f (z )  = ~ ,~(n) + + 0(z) ,~([z] + ~) + 7 

(21) 

Les fonctions J F ( x )  et AsF(x) dtant connues, on peut done, sans laisser le 
domaine des sdries absolument et uniform6ment convergentes, former des ex- 

pressions analytiques pour  ]es fonctions ~ a(n) (x--n) et ~ a(n), abstraction faite 

de certaines termes compl~mentaires d 'un ordre ne surpassant pas log log x. De 
la premiere ~quation (2i) on tire en outre 
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~ a ( n ) ( x - - n )  = - - x ' - - - x  log x - -  a - -  
I 2  2 

n=(x 

(3) 
x + 0 xi  (22) 

off a est la m6me cons tante  que nous avons rencontrde pag. 120. Nous sommes 

arrivds par  1~ ~ un rdsultat  plus prdcis que celui de la formule (IO bis), b, savoir  

~T 2 

--I2 x ' - - ~ a  (n)(x - -  n ) -  ~ x l o g  x 
I 

lira " ~  = a - -  - .  (22 bis) 
x - -  ~ X 2 

Passons ~ l ' examen du cas off k =  I .  Pour  cela nous aurons  besoin d ' u n  

th~or~me gdndral sur les sdries infinies d 'une  certaine forme, d o n t  la ddmonstra-  

t ion sera donnde dans  le paragraphe  suivant .  

w 5. Un th~orbme sur les s~ries. 

Soient al, a2, �9 �9 bl, b2 . . . .  deux suites inlinies de hombres et f (z) une ]onction 

continue ?our route valeur /inie de x > a > o. Nous allons supposer en outre: 
o~ 

I. La Mrie ~ [ a,,I est convergente. 
~ r l - - 1  

z. Pour ehaque hombre positi], A ,  la sdrie 2 b , l ( n z )  converge uni/ormd- 

ment clans l'intervalle A > x > a. La ]onction 

co 

r  - -  (23) 

est done continue pour ehaque x ]inl > a. 

3. En  inerrant 

q~(x, y) = ~ b n / ( n x ) ;  $2(z)----lim [&(x, y)[ 
n(=y 

la sdrie ~ l a , , , I S 2 ( m x )  est uni/ormdment convergente pour A > z > a .  

hypotheses on aura pour route valeur /inie de z >  a 

~OUS CeS 
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~a,,,q~(m:~) = c,,,/(mx) 
tq l - -1  m . ~  l 

Cm ~ 2 a~ b~,. 
(:z4) 

Dans le cas sp$cial: / ( x ) = x ,  on retrouve le th6or~me de STIELTJES sur la 

multiplication DraICHL]~T'ienne de deux s6ries, dent  l 'une est absolument con- 
vergente. 1 

Faisons quelques observations sur l'6nonc~ du th~or~me et les hypotheses 

sur lesquelles il est bas& Si pour x > a  la fonction O(x) est bernie,  l 'hypothSse 
z 

3 est contenue dans i ;  si au contraire ~--~ ne dSpasse pas une limite fixe, 

rhypoth~se  z devient une consequence de 3. Dans le cas g4n6ral il faut  les 

retenir  routes los deux. A cause de l 'hypoth~se 3 la s6rie ~la,,q~(mx)l sera 
~ u l  

convergente, mais cola ne suffit pas, Y2 (x) pouvant  ~tre d 'un ordre de grandeur 

plus 61ev~ que Ifp(x)l. ~ Quant h la s~rie double ~ ~ ar~bn/(mnx), elle ne 

sera pas en g6n6ral absolument convergente. 

1 Lxz~vAu: Handbuch, I I  w167 I84, I85. 
L'hypoth~so 3 est essentielle, co qu'on pout voir de l 'oxemple suivant, off le th~or~me 

est  en d~faut, bien que los deux autres hypotheses soient satisfaites. 
Posons 

I a m = - - "  b. - -  f(x) x 

co 

on d4signant par p(n) los facteurs de MOBIus. I1 on r~sulte: ? ( x ) =  x ~ p ( n )  = o  pour toute 
n 

n - - 1  

valour finie de x. Or, la fonction •(x) est ici ~gale h x,  de sorte que la s~rie ~ ]am[ P, (rex) 
r t l u l  

est divergente. On trouvera de plus 

e--'~P(n)k--Za'--~-=mn-l~ { ~ p o u r k = x , ,  k >  t 

et l '~quation (24) devient:  o =  x, ce qui est absurde, la valour de ~ ~tant suppos~e diff~rente 
de z~ro. 
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Consid6rons d'abord le cas oh la convergence des deux series ~b,/(nx) 
e g g |  

et ~ ~a,~g~(mx) est uniforme m6me pour un intelwalle illimit6 x>a. Alors la 
C n g l  

d~monstration peut so faire ~ peu pros eomme eelle d o n t s e  sert M. L ~ D A ~  

pour 6tablir ]e th~orgme de STIELTJ~.S. NOUS avons en effet 

c . . /  ( m z )  = 1 
i~,vm,trl. 

d'oh 

k 1, k " k" 

m - -  1 tw~=k /(--I vs k #--1 

et par suite 

~ r l ~ l  m = l  r n = l  

Maintenant il existe certainement un nombre fixe, g, tel que l 'on a pour toutes 
k 

les valeurs de k: ~ [ a , ~ l  <g .  Ayant  choisi un ~ arbitrairement petit, on peut 

done assigner un nombre p assez grand, pour que 

I,=,,,l-e ( , -x)  < 

(26) 

d~s que y > p ,  et quel que soit z. En prenant  k > p  s on aura par consequent 

~ m  

< 2-g-" g 2 

< 2 - ~ -  
4 2 

et enfin 
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c,,,l(mx)-- ~a,,,ep(mx) <a 
~?t~l Tti~l 

ce qui ach6ve ]a d6monstration. 

Passons au cas plus g6n6ral, off la convergence uniforme des sdries ne 

subsiste plus pour x = co. Le nombre p ne sera done pas ind~pendant de x, 

mais puisque les s~ries convergent uniform6ment dans chaque intervalle d'4tendue 

finie, on peut  certainement construire une fonction positive de x ~ croissance 

monotone, soit oJ(x) telle que les in~galitds (26) sont valables pour 
X ' 

y ~ C O ( x ) ;  m>~(x) 

la valeur de x ayant  6t6 fix6e. Divisons ensure  la s6rie (25) en deux parties 

o'est-h-dire 

k_~ ~{vatc) k o~rax) 
m - - -  m x  m ~ m x  

+ 

m ~ ~ m > c~ 

en d6signant par  w-l(x) la fonction inverse de ~(x).  La premiere s6rie est 

donc en valeur absolue < d; la seconde le sera aussi, pourvu que 
2 

~o- ~ (kx) > ~ (x) 

ce qui revient k dire qu'il suffit de prendre: k~ w (co(x)) 
X 

compl/btement d6montr& 

�9 Le thdor~me est done 

Nous allons appliquer ce th~or~me au cas suivant 

x x [ sin 
a, .=m~+~; b.=---n~, / ( x ) =  ] cos (V~) 

A c i a  m a t h e m a t l e a .  37. Imprim~ le 5 janvter  1914. 18 



138 S. Wigert. 

oft 

I i ~ a > - .  
2 

D'apribs la  fo rmule  d'EULER-MACLAURIN 1 on a u r a  alors  

~o ( z ,  p) = xi--,~ j ~ = i  + 2 + 2 ~ sin Vx + 
n - - 1  ] / ~  

p I 

+VxJ~--Q(z){ asinV~zz~ V~ 
1 z a +  

ce qui  nous  m o n t r e  que la sdrie 

~p(x) = i sin 1/n-x =l ira q0(x, p) 
R a  

n ~ l  Jp~ m 

es t  eonvergen te .  P o u r  I(x)= cos Vx on t r o u v e r a  de  m ~ m e  

2jcostat ioos  
n ~ x V--~ t ~ -1  + P" . + I c o s l / x +  

n - - I  _ 2 2 
V z  

+ V~- 1 a 
1 z ~+~ V~zz 

I cos 1/-~xz }dz  
2 

- -  + ~sin2 Vx--z}dz 

et  ce cas n ' e s t  pa s  essent ie] lement  di f fdrent  du prdcddent .  E n  a y a n t  recours  

a u x  fo rmules  

0o 

fsintdt cos ~ , f cos tdt I /"sin Idtl 2 

fcostdt sin ~ . f sintdt I ~c~ 9 

C f .  p .  e x .  W m z l s o g R :  A c t a  M a t h e m a t i c a ,  T o m e  26.  
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et  en observant que 

o o  

~ sin Vn-~ ) z ('sin tdt i sin V ~  

.-p+1 1/~ 

139 

i 
- c o s  dz 
2 

nous voyons aussi sans difficult6 que: O ( x ) ~ O ( V ~ ) ,  et que ia convergence 

des s6ries figurant dans nos hypotheses est uniforme dans ehaque intervalle fini. 

Pour x = ~ cola n'a plus lieu, mais on pout prendre ici 

2s 

Nous avons ainsi ddmontrd quo: Les sdries 

sin Vn-x; ~ ~ cos Vn-x (x > o) 
n ~1 ~ I  

sent converqcntes pour a> I-. 1 ~ Darts le eas off k = i ,  on aura maintenant  
2 

1 

n m l  ,~2 n ~ l  ~ 4  

I / l ' 

1 

~-4-z ~---~ ~ sin 4,~ Vn-xx --a cos 4~iTnnx + 0 ( m--i)3 
n = I  n 4  

puisque la s~rie "%~ -~ est convergente. Quant au premier terme du membre 
n = l  ~ u  

(3 droit, il est ~=0 x~ , ce qui fair voir quo la sgrie 

Pour a < -~ les s~ries ~.  COS ~ ~t~CJ 1 

rim1 

- -  n o  c o n v e r g e n t  p l u s .  
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" -x  m ~ "-~ (n x) ~ 

1 

=2qo 
m--1 m 2  ~X4 t 

est absolument  et  uni form6ment  convergente.  Or, on a formellement  

" - :  n ~ / . - i n  2 . - 1  

et, d 'apr6s ce que nous venons de voir, cet te  ident i t6 subsistera ce r ta inement  

pour  k = 2 sous la forme 

d / ' ~  ~ ~ I ,  (41rVm --n-~) o s =2~r 2 -~ I'(47rVmnz), 
~-1 m ~ ,~-1 (n x) ~ 

x ~ a ( n ) i , ( 4 ~ r V - ~ ) "  
T 

~"t--1 

L'~luation (i8) correspondant ~ k = i est done, rigoureusement d~montr&, ~ savoir 

~ a ( n ) ~ x - - n j = - - x  - - - x l o g  x - -  + - -  
n,_z I2 2 ~ 21 2 4 2 ]~ 

_ n - - I  ~r&2 

Stockholm, mars i913. 

' En formant la premiere difference on en tire 

] _ ,  

n--1 ft 2 

et ensuite (cf. (2)) 

(1) 
~(~)= -xl~ ~ + a -  ~',2 + ~ + ,)p(~)_ v~2~ s ~ {r,(4 ~ r  - I ,  (4 ~ vg~)} + 0 ~ - i  �9 

n--I  n ~ 


