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PAR 

M. GEORGES R]~MOUNDOS 

~t ATH~NES. 

Introduction. 

z. On sait que en i9o 4 M. LANDAU a ddcouvert un thdor~me qui apporte  
au premier des cdl~bres thdor~mes de M. PmARD une prdcision nouvelle, qui 

consiste ~ donner une propridtd commune s toute une famille de fonctions holo- 

morphes admet tant  des valeurs exceptionnelles dans un domaine. 

Les valeurs exceptionnelles jouent  u n  r61e important au point de vue de la 

convergence uniforme des sdries de fonctions holomorphes, d'apr~s les rdsultats 

de recherches rdcentes de M1VI. VITALI, SEVERINI, LANDAU, CARATH]~ODORY et 

MONTEL. 
Comme tous ces auteurs ne se sont occupds que de fonctions holomorphes 

ou mdromorphes dans un domaine, je me suis proposd d'dtudier ]es m~mes pro- 

blames pour les fami]les de fonctions multiformes dans un domaine et cette 

dtude fair le sujet de ce  travail. 
J 'dtab]is des thdor~mes analogues s celui de M. LANDAU et concernant des 

familles de fonctions algdbroides finies dans un domaine qui admet tent  deux 

valeurs exceptionnelles ou un domaine exceptionnel ou une ligne exceptionnelle. 

Pour  dtudier le r61e des valeurs exceptionnelles au point de rue  de la convergence 

uniforme des sdries de fonctions algdbroides, je donne les ddfinitions suivantes: 
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E tan t  donn~e une sSrie: 

l , (z) ,  h ( z ) , . . . , / . ( ~ )  . . . .  (s) 

de fonctions alg6broides ~ ~ branches finies dans un domaine D, je dis qu 'un 

nombre a est une limite de convergence d'ordre de mu]tiplicit~ K de ]a s~rie (s) 

en un point  z 0 de D, lorsque, 6rant donn6 un nombre arbitrairement peti t  e, 

l'in6galit6: 

I I -  (Zo) - a l  < 

est satisfaite h partir d 'une valeur de n pour K branches de / ,  (z). 

Si K ~ I  le nombre a est une limite simple, si K > I  le nombre a est une 

limite multiple de convergence. 

Nous dirons que la s6rie: 

l,(zo), I,(zo) . . . . .  / . ( z . )  . . .  

converge, lorsque la somme des ordres (de multiplicitY) de toutes ses limites de 

convergence est 6gal h v. On peut, alors, dire que la s6rie admet  ~ limites de 

convergence distinctes ou non. 

Supposons que la s6rie (s) converge en t o u s l e s  points du domaine D et 

soient iL~ (z), il 2 (z), ~t 3 (z) . . . .  ~ ( z )  les limites de convergence d 'ordre respective- 

ment Sgal h KI, K2, K3 . . . .  Kin. 
Nous dirons que la convergence est uniforme lorsque, k ehaque nombre 

positif e, arbitrairement petit, nous pouvons faire correspondre un entier nl tel 

que pour n >nl et  pour t o u s l e s  points du domaine D les in4ga]it~s: 

I Z , ( ~ ) - / . ( ~ ) l < ~ ,  l ~ s ( ~ ) - / . ( ~ ) l < ~ ,  I Z , ( ~ ) - / . ( ~ ) l < ~  . . . . .  l ~ , ( ~ ) - / . ( z ) l < ~  

soient satisfaites la premiere pour les K 1 branches, la seconde pour les K s 

branches, et ainsi de suite, la derni~re pour  les K,n branches de / ,  (z). 

Les limites itl(z), ~2(z) , . . . ,  i(~(z) peuvent  6tre constantes pour tous les 

points du domaine D. 

Nous dirons aussi que |a eonstante infinie est une limite de convergence 

uniforme de la s6rie (s), si h chaque nombre positif ~ correspond un entier nl 

tel que l'in6galit6: 

I 

I/,,(z)] < ~ 

soit satisfaite pour n > nl pour tout  point z int6rieur ~ D et pour une au moins 
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des branches de ],,(z). S'il en est ainsi pour K branches de l l ( z ) ,  la eonstante 

infinie sera une limite de convergence uniforme d'ordre K.  

Je  d6montre que les fonctions algebro~des ~ v branches finies dans un 

domaine D, qui y admet tent  un domaine exceptionnel ou une ligne exception- 

helle, forment une famille normale; j 'entends par  1~ que: de route suite infinie 

de fonctions de la famille nous pouvons extraire une nouvelle suite infinie 

convergeant uniform6ment vers des fonetions alg6bro~des et finies darts le 

domaine D ou vers la constante infinie, dont le hombre total des branches est 
6gal b~ v. 

Une limite eonstante est consid6r6e comme ayant  un hombre de branches 

6gal ~ son ordre. Nous 6tablissons ensuite l 'extension aux s6ries de fonctions 

alg6broides dans un domaine des th~orbmes bien eonnus de STIELTJ~S et de 

MM. OsoooD, ARZ~LX, VITALI et MO~TEL sur la convergence des s6ries de fonc- 
tions holomorphes. 

Nous raisons des applications des r~sultats ei-dessus indiqu6s aux fonctions 

ayant  une infini~6 de branches en compl6tant ainsi d 'autres obtenus par M. 

BOUTROVX. Nous obtenons aussi d 'autres th6or~mes se ra t taehant  intimement 
au but  de co travail. 

Les principaux r6sultats de ce travail ont 6t6 6nonc6s dans deux Notes 

ins6r6es dans les Comptes rendus des sgances de l'Acad~mie des sciences de Paris: 
Tome CLVI (i ~r semestre i9x3) , I) Sur les familles de fonctions alg6broides 

(86z~865), 2) Sur les s6ries et les familles de fonctions alg6broides dans un 

domaine ( H 4 I ~ I I 4 4 ) .  

C H A P I T R E  I. 

Un th6or~me sur les valeurs exeeptionnelles de quelques families de 
fonetions alg~bro~des. 

2. Dans un travail publid rdcemment dans les Rendieonti  del Circolo 

Matematieo di Palermo (Le th6or~me de M. PICARD et les fonctions a|g6broides, 

tomo XXXV,  Anno x9z3, Adunanza del 22 Dieembre I9iz ) nous avons 6tabli le 
th6or~me suivant:  

Thdor~me I. Soit u ~ a(z) une /o~t ion alg~bro~de /inie ~ distance ]inie et 
ddtermln& 2~ar l'dqua.tion: 

~' (z, u) = ~" + A ,  (z) u"-~ + . . .  + A~_~ (z) u + A,, (z) ~- o (~) 
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AI (z) = a ,  + b~z + . . . .  

A 2 (z) = a 2  + b3z + . . . .  
(2) 

�9 . . �9 ~ �9 �9 �9 �9 o �9 �9 * 

A,, (z) = an + b,, z + . . . .  

et u, un  hombre di]]drent des racines des dquatio,z:  

P (u)  = u "-1  + a, u " - z  + . . .  + a , - ~  u + a, , -1 = o 

1o, [o.-lb.-,I 
Q ( u ) = b ' ~ u " - l + l a , , b , ,  ] + ' " + l a , ,  b,,, ] + a .  b. }-~-o. (2') 

8 i  nous envisageons aussi  la /onction alg~bro~de u = a ~  (z) dg]inie par lYquation: 

/ ( z ,  u ) = u " - ~  + A , ( z ) u " - ~  + A , ( z ) u  "--~ + . . .  + A , , -~ ( z )  = o 

il exlste un  cercle 

lzl < R = R (n ,  u , ,  a~, b , ,  a~, b , , . . . ,  a, , ,  b , )  

dont le rayon d@end seulement des n o t a t e s  n,  u~, a~, b,, a2, b2 . . . . .  a,,, b,, let 

nullement des autres coe]/icients des s~ries (2)], ~ l'int~rieur duquel l 'une au moins 

des gquations : 

(z)  = o ,  a (z) -~  u , ,  a ,  (z)  = u ,  

admet des racines. Le rayon R est ?lus grand que la ]onction q~(7o, Y,) indiqu~e 

par M.  LA:S'DAU clans ses travaux 1 et dgtermin~e compl~tement ~ar M.  C~LR~,TH~O- 
DORY t, lea 70 et y~ ayant les valeurs 

a ,  ~ q ( u , )  (3) 7 0 ~  u , P ( u , ) '  7 ' = - - u , [ P ( u , ) ]  m" 

~Tous retrouverons ici co th6or~mo eomme eas partieulier d 'un autro (th6o- 
rbmo IV de co ~ravail). La fonetion a, (u), qui figure dans l'6nonc6 du th4orbme 
pr6e6dent, sera appel6e adjointe par rapport ~ l'alg6brofde donn6o a (z). 

~a) ~be r  eine Verallgemeinerung des Pxc,lm'schen Satzes [Sitzungsberichte der Kgl. 
Preussischen Akademie dot Wissenschafton, 3ahrgang I904, s. 1118--1133]; b) l~ber den 
P1o,nv'schen Satz [Viertoljahrsschrift  der Naturforschenden Gesellschaft in Ziirich, Bd. LI  
(19o6), s. 252--318]. 

9 Sur quolques gdndralisations du thdorbme de M. PIc~nv (Comptes re~dus de t 'Acaddmie 
des sciences de Paris, t. CXLI (2e semestre x9o5), pp. 1213---1215]. 
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Nous  util iserons co thdor6me p o u r  6tabl i r  u n  au t re  eonce rnan t  les familles 

de fonct ions ana ly t iques  alg6broides d6finies p a r  une 6quat ion de la forme:  

F ( Z ,  q-/,) = '/2 ' n  "4- A i ( z )  u n - 1  --~ A 2 ( z )  u n ' - 2  + . * . . - 1 - -  A n - 1  (z) u + 9' (z) - - ~  o .  (4) 

At (z) = a t  + btz + c~z ~ + . . . . . . .  

A2(z) = a 2  + b2z + c~z s + . . . . . . .  

�9 �9 �9 . . . �9 �9 �9 �9 , . �9 . . . .  , . , 

A~-1 (z) = a~_l  + b , -1  z + c~-i  z s + . . . .  

g(z) ~ - a  + ~t~z + ~t 2z 2 + ~t~z s + . . . .  

(5) 

off les coefficients aj, b~, c t , . . . ,  a2, b2, c~ . . . .  , a , - 1 ,  b,,-1, c~_~, . . . .  des 

fonet ions  ent ibres At(z), A~(z) . . . . .  A,,-l(z) sont  donn6s et  fixes ainsi que le 

p remie r  coeff icient  a de la fonet ion  ent ibre  g(z), tandis  que  les coefficients  

~t~, ~t2, t q , . . ,  sont  des param~tres variables. D6signons p a r  (/) ce t te  famille de 

fonot ions  alg6broides d6pendan t  d ' une  infinit6 de pa rambt re s  variables  et  d6finie 

pa r  l ' 6qua t ion  (4). 

Si nous consid6rons un hombre  u~ diff6rent  des raeines de l '6quat ion:  

P (u) ~ u " - I  + a~ u " - 2  + a~ u " -3  + ..- + a , - 1  ~ o 

l 'a lg6broide adjointe ,  qui  est  6v idemment  /ixe eomme ne d6pendan t  pas  de 

param~tres  variables,  ne p rend  pas en z ~ o la va leur  u I . P a r  cons6quent ,  si 

nous  d6signons pa r  at (z) r a lg6bro ide  ad jo in te  e t  p a r  r le plus  pe t i t  des modules  

de z6ros de l '6quat ion  

a, (z) = u,  

nous  aurons  r # o. R e m a r q u o n s  que  les nombres  ~ e t  7o sen t  fixes, tandis  que 

le nombre  71 d6pend du  pa ram~t re  var iab le  ftt. 

D 'apr~s  le th6or~me de M. CARATH]~ODORY, nous avons :  

2 1 [v (70)] I 
,p (70, 7,) = 17,1 I r  (7o)1 = H K, (re) (6) 

v(y) d~signant  l ' inverse  de la fonet ion modula i re  e t  I [v  (y)] sa par t ie  imaginaire;  

la q u a n t i ~  Kt  = Kt  (70) est  6v idemment  fixe. 

Cherchons les valeurs  du  param~t re  91 qui  sa t i s font  /t l ' in6galit6: 

Ka I t  ff;l<e ou 17,1>  
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ou bien : 

elle s'derit: 

en posant :  

Georges Rdmoundos. 

IQ(u,)l K, .  
l u , [ P ( u , ) ] ' l  > r ' 

K! 
IQ(u,)l > - - Iu ,  llP(u,)l' ou bien IQ(u,)l > K2 

e 
(7) 

Pour  
la formule:  

Q ( u ) ~ , q u  "-1 + I : '  b ' l u  - - ~ - , , ,  

ou bien: 

K ~ g l  ' - T lu, I IP(u,)l '  (s) 

notre famille (/) de fonctions alg6broides la quantitd Q (u) est donnle par 

u ,~-3 + ... + 

Q (u) ~ ,u~ ( U  n - 1  "~ a I U n - 2  -~ a 2 u n - 3  .-}- . . .  -Jr- a r t - 1  ) ~ a (b~ u " - 2  + b~ U n - 3  "-}- * ' "  -~ b.-1); 

on peut  derire: 

Q (u) = fl I P (u) - -  a N (u) (9) 

en posant  : 

N (u) ~ blu "-2 + b2u "-a + . . .  + b,~-l. (xo) 

Nous avons, donc: 

]Q (u,)J = [~l P ( u l ) - - a  N (u,)i ~[$h J [P (ul) i - -[aJ [N (u~)J 

st, alors, l'indgalit6 (7) sera satisfaite si l 'on a: 

J,ulJ JP (u~)J -  JaJ iN (u~)J > Kz 
ou bien : 

(~) 
IP(u,)l 

gappelons-nous que P(ul )  ~ o. 

Le second membre  de cette indgalitd (z~) dtant  fixe, si nous posons: 

K2 + lal IN(u~)l 
IP (u , ) l  : K (x2) 
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Les formules 

K qui est: 

Les families de fonctions multiformes darts un domaine. 

eP(Yo, r~ )<e  sera bien satisfaite si l 'on a: [~ l  > K .  

(6), (8), (Io) et (I2) d~terminent compl~tement 

K ~  K'lu'llP(u~)l~+QlallN(u')l off K, 2I[~(70)] 
c W ( u , ) l  = W ( r o ) l  " 

247 

la valeur do 

Remarque. Nous remarquons que nous pouvons supposer: 7~ ~ o ot 70 ~' I, 
parce que, si Z o = o  toutes les fonctions de la fami[le ( / ) p r ennen t  la valeur 

z~ro pour z = o; de m6me, si 70 ~ i nous avons: 

- - a  

ul P(ul) - - - -  I ou bien u~P(u~) + a=F(o,  ul) =o 

et, par  eons6quent, toutes Ies fonctions de la famille prennent, pour z = o ,  la 

valeur u ,  L'in6galit6 171] > K t  qui est satisfaite avec (I3), montre que, si l 'on a :  

]~l~] > K le nombre ?~ sera diff6rent de z6ro. 
Appliquons maintenant le th6or6me I aux fonctions de la famille ( ] ) e n  

choisissant le rayon R de fagon ~ satisfaire aux in6galit6s: 

eP (70, y~) < R < Q .  

Cela est toujours possible pour routes les fonctions (f) qui satisfont s l'in~galit6 

(I3) et qui consti tuent une nouvelle famille (l~) faisant partie de la famille 
�9 . / 

donn4e (]). Par  ce choix du rayon R, l'alg6broide ad]omte de toute fonetion 

de la famille (/~) ne prend pas la valeur u11dans le cercle (c): 

Izl<R 

et, par cons6quent, ~ l'int6rieur du m6me eercle, d'apr~s le th~or~me I, toute 
fonetion de la famille (]~) prend l 'une au moins des valeurs zgro et u~. I1 en 

est, donc, de m6me s l'int~rieur de tout  cercle, dent  le rayon est plus grand 

K, 
que (f (70, 71)= ~y-~; ce hombre el(y0, Yl) n'est pas fixe, puisqu'il d6pend du para- 

m~tre variable ~tt, mais il ne d4pend nullement des param~tres variables 

tt2, /~s, P4 , . . . :  il d6pend seulement des hombres n, u~, al, bl, a2, b2 . . . . .  an-l ,  

b n - - l ~  a ,  ,{/1.  
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Si nous donnons  au param6tre  ~q une valeur  f ixe /~  = b > K ,  nous obtenons 

une troisi6me famille (/2) do fonetions, d6pendant  des param6tres  variables 

gt2,/~s, ~t, . . . .  pour  laquelle la quant i t6  q0(7o, },~) sera [ixe. 

:Nous avons ainsi 6tabli le th6or6me su ivant :  

Thfiorbme II .  Considgrons une /amille ([) de [onctions alg~bro~des dg/inie 

par l' ~uat ion : 

F ( z , u ) = u " + A ~ ( z ) u " - l + A 2 ( z ) u " - e +  ...  + A . - l ( z ) u + g ( z ) - - - - o  (z4) 

o~ les [onctions enti~res 

rids et /ixes: 

A ~ ( z ) = a ~  + b~z + e t z  j + . . . . . .  

A~ ( z ) ~  a2 + b~ z + e, z z + . . . . . .  
�9 �9 . �9 . �9 �9 �9 �9 �9 ~ . . . . . .  �9 �9 

A . : I  (z) ~ a n - 1  "]" b,,-1 z + c . - 1  z s + �9 

A~ (z), A2 (z) . . . .  , A , , - I  (z) ont tous leurs eoe//ieients don- 

(xs) 

et g(z) d~igne une /onetion enti~re: 

g ( z ) = a  + t ~ z  + ti2z s + t~3z s + . . .  

dent le premier coe//icient seulement est /ixe tandis que tents les autres ~q, ~2, tq . . . .  

sent des param~tres variables; considgrons aussi un hombre ut di//grent des racines 

de l' gquation : 

P (u) =- u "-a + a, u n-2 + a, u"-8 + . . .  + a,,_l = o. 

I1 existe un nombre positi[ et [ixe K tel que toute ]onction de let ]amille (/) satis- 

]aisant dt la condition: 

I,",1 > K 

prenne une /ois au moins l'une des valuers o et ul ~ l'int~rieur d'un cercle: 

Izl < R 

dent le rayon ddpend seulement des hombres n,  ul,  a, ,  b,, a2, b2 . . . . .  a,,-1, b,,-1, a, ~q 

let nullement des autres coe//cients des sgries (r5)]. Le rayon R dolt satis/aire 

d l'inggalitd: 

R > ~p (}'o, r,) 
oh 

- - a  Q(u,) 
70 ~ u ,  P (u ,~'  7, = u~ [ P  (ut ) ]  2 
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Les valeurs de Q(ul)  et de la constante K se donnent par les formules: (9), (io) 

et (I3'). Nous compl6tons le th6or~me pr6e6dent par le suivant:  

*)Si nous donnons de ~ une valeur /ixe ~t~ ~ b > K nous obtenons un~ nouveUe 

/amille (/2) de /onctions alg6bro~des pour laqueUe la quantitd q~(7o,7~) est / ixe;  

il existc, done, un cercle 

]z] < R =  R ( n ,  u 1, al ,  bl, a2, b2 . . . . .  an - l ,  b,~-l, a, b) 

dont le rayon est /ixe (constant), de l'intgrieur duquel chacune des /onc t ions  de la 

/amille (/2) prend une ]ois au moins l 'une des valeurs z6ro et ul.~) 

CHAPITtCE II. 

Le module  des alg6broYdes admet t an t  des valeurs  exeept ionnel les  

darts u n  cerc le .  

3. Consid6rons de nouveau l 'alg6broide u = a (z) d6finie par  l '6quation (i) 

et d6signons ses diverses branches par ul,  u2, u 3 , . . . ,  u,~. Si, h l'int6rieur d'un 

eercle: 

Izl < R (i6) 

la fonetion a (z) ne prend ni la valeur z6ro ni la valeur u', les fonetions: 

An(z) et F(z, u ' ) =  u'/(z, u') + A.(z) (I7) 

ne s'annulent pas h l'int6rieur du meme cerele; il e n e s t  de m6me de / ( z ,  u') 

si l 'adjointe al(z) ne prend pas la valeur u' clans le eercle (i6). 

Avec ees hypothbses, l'6galit6 (i7) nous montre que la fonetion: 

F ( z , u ' )  6 0 + 6 1 z + 6 2 z  ~ + ' ' "  (z)= A. (z) (is) 

qui est r6gulibre en z----o, ne prend pas, dans le cercle (i6) les valeurs zdro et 

un et, par cons6quent, nous avons: 

cette in6galit6 6rant satisfaite pour ] z ] < O R ,  off ,9 d6signe un hombre positif 

quelconque plus petit  que l'unit6 et -q(30) d6signe une quantit6 d6pendant 

seulement de 6~ let nullement des autres coefficients 6,, 62 . . . .  ]; nous appliquons 
ici un th6orbme bien eonnu de M. ScItoTTxY [Uber den PmAaD'schen Satz und 

Acta math~at ica .  37. Imprimfi le 22 avril 1914. 32 
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die BOREL'schen Ungleichungen. Si tzungsberichte der  KSniglich Preussischen 

Akademie der Wissenschaften,  Berlin, i9o 4, s. 1244--1262]. 

Or, nous aeons :  

~v (z, u') -- (u'--  u,) (u ' - -  u2) (u' - -  u3) . . . .  (u'--  Un), 

il s 'en suit :  

A n ( z )  = ( - -  x)" u,  u ,  u ,  . . . .  Un 

u, il u, il ~, I " ' '1~ ' -~"  I u. 1" (20) 

Cette formule (zo) 

l'in~galit~ su ivante :  

mont re  que r o n  aura,  pour une au moins des branches, 

Un i 

Ur- -  Ul [ ~> 

ul I 

il en r~sulterai t :  

car si, pour un point  situ6 dans  le cercle I z l<OR,  on avai t :  

, 

I,, , . . . .  ,l"'-"~l>ly~(,)l . , , .  , 
L'in~galit~ (2x) en t ra lne :  

I~ I>  lu'l 
+ 1[~(~0)]~' (22) 

pour  une au moins des branches de la fonction u. 

D'apr~s l'6galit6 (i8), nous avons:  

I 
~o = [(u') n + a, (u') "-1 + a= (u') n-~ + .-- + an-1 u ' +  an] ~-~ (23) 

et, pa r  consequent,  la quant i t~  Y2(6o) ne d~pend que de u r, a , ,  a~, . . . .  a . _ , ,  a . .  

Pour  abr6ger le langage, adoptons  la d6finition suivante:  Une valeur  ut # o sera 

dire hyperexceptionneUe d 'une  fonction alg6broide a (z) dans un cercle (c) si 



Les familles de fonctions multiformes dans un domaine. 251 

cette fonction a (z) et son adjointe at (z) no prennent pas la valeur u~ dans le 

cerc]e (c). 

Nous avons ainsi obtenu le thdor6me suivant:  

Thdor6me III.  Soit une [amille (G) de [onetions alggbro~des u = a (z) ayant 

les propridtda suivantes: i o. Toute [onetion de la [amille prend, en z----o, les n 

valeurs qui sont des racines de l'gquation: 

u n + a t  U n - 1  + a~ u n - ~  + . . .  + a n - 1  u + an  --~ o .  (24) 

2 ~ Toutes les /onctions de la /amille ont le m~me hombre n de branches. 3 ~ La 

valeur o est exceptionnelle et la valeur u t # o est hyperexceptionnelle pour toute 

[onaion de la ]amille dans un cercle 

[ z l < R .  (25) 

II existe, alors, un nombre positi/ ]ixe K (ut, a~, a2 . . . .  an) > o tel que nous ayons 

l' indgalitd : 

lu] > K 

satisfaite pour une au moins des branches dans le cercle [z i < R .  Le hombre K 
2 

est donn6 par la formule: 1 

K = lu,I (26) | 1 |  

oh l'on a: 
228 

en ddsignant par ~t le plus peti t  des nombres 

lion/ 0)l 
les Iogarithmes 6rant pris en valeur r6duite, c'est-k-dire de fa~on que leur partie 

imaginaire soit comprise entre - - r r  (excl.) et rr (incl.). 

L'dgalit6 (23) montre que le hombre ~0 est fini et diff6rent de z6ro, parce 

que, par hypoth~se, les hombres o et ul diff6rent des racines de l 'dquation (24); 
d 'autre  part, nous avons: 

t II ddpend aussi du degrd n. 
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~ o ~ I  

paree que, dans le cas eontraire, nous aurions l'~galit~: 

u'~ + a, u7 -1 + a2 u7 -'2 + "'" + a ,  = a ,  ou bien u7 -I  + a, u?-2 + ... + a n - - 1  ~ O 

ce qui est en contradiction avec l 'hypoth~se que radjointe  de toute fonction de 

la famille (G) ne prend pas, dans le cercle (zS), la valeur u~. 

Nous avons, done, $0 ~ o e t  z et fini et, par consequent, le nombre ). est 

fini et plus grand que z4ro. 

Nous remarquons que, d'apr~s le th6or~me ci-dessus ~nonc~, si nous d~sig- 

nons par ( E ) l e  cerele d~crit dans le plan de la variable u ~ a ( z ) d u  point 

u ~ o comme centre et avec un rayon Sgal ~ K, les n points u ~ a ( z )  [correspon- 
dants aux diverses branches des /onctions a (z)] ne pen~trent ]amais simultandment 

clans le cercle (E), lorsque le point z se dJplace d'une /agon quelconque clans le 

eercle [z[< R.  L'intdrieur du cercle (E) est, dans ce sens, un domaine exceptionnel 
2 

R clans le cercle [z[ <-~ par rapport ~z l'ensemble des branches de routes les /onctions 

de la /amiUe donnde ( G). 
Pour nous rendre eompte de l'int~r6t de cette proprietY, rappelons-nous 

que, dans le eas d 'une famille de fonctions holomorphes, eette propri~t6 suffit 

pour que la famille soit normale. [Voir: P. MeNTaL. Sur les familles de fone- 

tions analytiques qui admet tent  des valeurs exceptionnelles dans un domaine. 

Annales scientifiques de l']~cole normale sup~rieure. I9x2, tome 29 (3 e s~rie), 

p. 493 et 494.] 

CHAPITRE III .  

G~n~ralisations du th~ori~me II.  

4. Consid6rons de nouveau la famine (/) du th~or~me II, d4finie par 

l 'dquation (I4) et deux valeurs quelconques ul et u2. La substitution: 

u ~ u l  + w  fair eorrespondre ~ la famille ( / )des  fonctions u(z) une nouvelle 

famillo (f) do fonctions w(z) et aux nombres u~ et u~ les nombres o et u , -  u~; 

la nouvelle famille sera d~termin$e par l'~quation: 
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F,  (z, w) = F (z, u~) + w F ' .  (z, u~) + 

253 

W ~ 
1.2F::~(Z' U~) + "" 

W"--I ~(n--1) f~ W" 
+ 1 . 2 . 3 . . . ( n _ _ I ) ~ t . , , , ~ _ _ l ~ , u ~ ) +  o 

dans laquelle les Fr,,(z,  ut),  F'~ ( z ,  u , )  F ~ ' - 1 ~  , . . . .  , , -1  t~, u~) ne ddpendent  que des 

A~ (z), A2 ( z ) , . . .  A , -1  (z) et, par  cons6quent,  sent  fixes (sans parambtres  variables), 

tandis  quc le premier terme F (z, ut) d6pend aussi de g (z) et, par  cons6quent,  

cont ient  les param~tres  variables ~tj, ~t2, ~ t a , . . . .  Si nous posons:  

F (z,  u~) =- a' + m~ z + m2 z'  + m~ z 8 + -.. 

nous avons 6videmment:  

a' = u': + at  u? -1  + a2 u~ "~'2 + "" + a,~_~ ut  + a 
(27) 

m l  --- bl ~n-1  + b2zt~-~ + . . .  + bn -1  ~Q + ~1 

grgce ~ l '6galit6: 

.F (Z, Ul) = Ur + A t (z) ui  n'-I + A2 (z) u~ '-2 + . . .  + A , -1  (z) u, + g (z). 

Si nous posons aus~i: 

F'u (z, ul)=--a't + b'l z + . . . . . .  

l~'(,,(z, u ~ ) = a ' ~  + b'2z + . . . . . .  

. . . . . . . . .  ~ . . . . . . .  , ~ 

F(,,"~-----1)l(z, u,)  = a',~-I + 5 ' , -1  z + . . . .  

Ies coefficients all, brl, at2, b'2, �9 �9 �9 a~_ 1, b~_ 1 ne d6pendent  que des coefficients 

at ,  b~, a2, b2 . . . .  a~- l ,  b,-1 et  des ul et  n.  

D'apr~s le th6or~mc II ,  il existe un nombre positif  et  fixe K tel quc toute  

fonction de la famille (f)  sat isfaisant  & la condi t ion 

]mt] > g (28) 

prenne une lois an  moins l 'une des valeurs o e t  u ~ - - u l  s l ' int6rieur d ' un  cerele 

Izl < R (28')  

d e n t  le r ayon  R d6pend seulement des nombres  n,  u 2 - - u t ,  a'~, bit, a'2, b'2 . . . .  , 
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a '~-l ,  br~-l, a r, mi;  ee rayon ,  done,  ne d6pend que  des coefficients al, a~ . . . .  , a~-z, 

a,  bL, b2 . . . .  , b,~-l, gt  e t  des nombres  n ,  ul e t  u2. Si nous donnons  ~ m z aussi 

une va leur  fixe, le r ayon  R sera fixe. 

D ' a u t r e  par t ,  en ve r tu  de l 'dgalit6 (27), nous avons :  

ira1[ > I~Q[-- [bt u~ n--1 + b2 u~ n-'2 + " "  + ba-i u~ [, 

il en r6sulte que l ' in6galit6 (28) sora sat isfai te  si l 'on a :  

Ig, I -  Ib, u? -1 + b2u? -~ + - . .  + b ~ - ~ u , l > K ,  

ou bien: 

] ~t, ] > g + [ b, u? -1 + bz u? -~ + "'" + b,~_~ u, ]. 

Nous pouvons  6erire: 

]!,,[ > K + [ut[  IN (u , ) [ ,  (29) 

en t enan t  compte  de la no ta t ion  donn6e par  la formule  (IO). 

Done, si le pa ram~t re  /~ sat isfai t  ~ l ' indgalit6 (29), rou te  fonet ion de la 

famille (f) prend,  ~ l ' in t6r ieur  du eerele (28'), une  fois au moins l 'une des valeurs  

o e t  u2 ~ u t  et, p a r  eons6quent ,  t ou te  fonet ion  de la famille donnde (/) p rend ,  /~ 

l ' in t6r ieur  du m6me eercle, l 'une  des va leurs  u~ et  u~. Le  second membre  de 

l 'in6galit6 ( 2 9 ) e s t  6v idemment  /ixe. Nous avons  ainsi d6mOntr6 que le thdor~me 

H est valable pour deux nambres quelconques u: et u~ : c'ea-~-dire, dans l'gnonc6 

de ce thdorbme, on peut remplaeer la valeur o par une valeur quelquonque u2. 

5. Envisageons  ma in t en an t  la famiUe (F) de fonct ions algdbroides ddfinie 

pa r  l '6quat ion:  

qJ(z, u) = u'* + At ( z )  u '~'1 + ... + A~-I (z) u '*-'+l + 
(3o) 

+ (t (z) u " - "  + . . .  + A,,,-I (z) u + A, ,  (z) = o 

off l 'on  a: 

g(z) ~ a  + ~hz + #2z l + / z s z  s + . . . .  

A t ( z ) ~ a l  + b~z + c~z I + . . . . . . .  

�9 �9 . . . . .  , ~ �9 , �9 ~ �9 . . . . .  

A,~-I (z) = a,,-1 + b,,-1 z + c,,-1 z ~ + . . . .  (3I) 

Av§ (z) = a~+l + b~+l z "4- C~+l Z a + . . . .  

. . . . . . . . . . . . . . . . .  �9 . 

A , , ( z ) = a , ,  + b,,z + c,,z ~ + . . . . . .  
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les fonctions enti~res A~(z), A ~ ( z ) , . . .  A~-I (z), A~+I (z) . . . .  An(z) & a n t  fixes, 

tandis  que la fonction enti~re g (z) cont ient  les param~tres  variables ~1, t%, ~ . . . .  

Posons: 
~0 (z, u) 

un_ ~ ----- Q (z, u), (32) 

et eonsid6rons la fonet ion 

o (z) = Q (z, ul) - -  Q (z, u2) 
Q(z,u,) =~'0 + y,z  + " -  (33) 

ul et  u2 & a n t  deux hombres queleonques diff4rents de z6ro. 

D'apr~s le th6or~me do M. L~'~DAU, 1 il existe un eerele 

I z [ < R ()'o, Yl), (34) 

d e n t  le r ayon  R d6pend seulement  des coefficients ~'0 et  )'1, h l ' intgrieur duquel  

la fonet ion a(z) ou bien adme t  au  moins un point  singulier ou bien prend au 

moins une fois l 'une des valeurs o e t  i ;  done, h l ' int6rieur du eercle (34), une, 

au moins, des 6quations:  

Q(z ,u , )=o ,  Q(z ,u , ) - -o ,  (35) 

Q (z, ul)  - -  Q (z, u2) = o ,  (36) 

adme t  des raeines. Or, nous averts: 

Q (z, u~) --  u~ + A~ (z) u~ -1 + . . .  + A~--1 (z) ut + 
i A,~(z) 

+ g (z) + . . .  + An_~ (z) ~ + u?---- V , 

Q (z, u2) = ug + A~ (z) ug -1 + ... + A~-.1 (z) u2 + 
I A,, (z) 

+ g (z) + . . .  + A,_~ (z) ~ + u~-~ ' 

v--1 v--1 Q(z ,u , ) - -Q( z , u~ )=u  I - u  ~, +(u.  - - u ,  )A,  + . . . +  

+(u  __u2) A , _ l + . . . +  A , ( u @  u: ~I ), 

et  nous voyons  qua la fonet ion Q(z, u~)--Q(z,  u2) ne eont ient  pas le coefficient 

variable g(z); par  consequent,  les racines de l 'gquat ion (36) s e n t / i x e s  (ne d@en-  

d a n t  pas des paramgtres  variables / ~ , / ~ 2 , . . . ) .  Si, done, nous d6signons par  Q 

celia qui a le module minimum, nous ehoisirons le p a r a m g t r e / ~  de fa~on qua 

l 'on aig: 

i T r a v a u x  ci tes  darts le No 2. 
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w(70, ~,) <le l ,  

�9 (~'0, ~'~) 6 t a n t  la  f o n c t i o n  b ien  c o n n u e  de  M. LA~DXU. 

Si nous  p o s o n s :  

Q(z ,uD---qo  + q~z + q2z ~ + ... 

n o u s  a v o D s :  

Q (z, ul) - -  Q (z, u2) -~ Ko + K~ z+  K2 z ~ + " -  

(37) 

u,  n + a~ u~ ' -1  + . . .  + a u~ "~-~ + . . .  + a~ b~ u n-1 2[_ . . .  -~ ~l 1UT---v - ~  . . .  -Jr- b~a 

qo = uT-"  ' q~ = uT--" ' 

- - - - - - (u~ - -u~)+a , (u~  u ,  ) + . . -  + a ~  u,~--~ u ' 

K~=b,(u]-X--u;-l)+-"+bn( x-,,...~, ; ~ ) '  "u~ u 

(37') 
Ko 

N o u s  s a v o n s  q u e :  1 

Ko qo K1 - -  Ko q, 
70 = qT'  r , -  q,o (37'9 

I 
(70, r,) = I N  ~ (r0), 

et ,  p a r  c o n s 6 q u e n t ,  l ' in~ga l i t6  (37) e s t  ~ q u i v a l e n t e  h 

It, I > r (n___2}. (38) 
I~l 

Les  n o m b r e s  (~, 7o, qo, K0,  lf~ 6 t a n t  f ixes,  il e s t  faci le  de  d ~ m o n t r e r ,  e o m m e  

n o u s  l ' a v o n s  fa i r  d a n s  la  d 6 m o n s t r a t i o n  d u  t h 6 o r b m e  I I ,  que  l ' in6ga l i t6  ( 3 8 ) s e r a  

s a t i s f a i t e  si l ' o n  a :  

I q, I > C,,  (39) 

C~ 6 r a n t  u n  n o m b r e  pos i t i f  f ixe.  D ' a u t r e  p a r t ,  n o u s  a v o n s :  

, ql , >_ , ,u, I - -  I bl u~-~ + b2 u~-' + " " + ub~2~ l 

et ,  p a r  c o n s e q u e n t ,  l ' in~gal i t6  (39) se ra  s a t i s f a i t e  si l ' o n  a :  

1 Voir  le travail  de hi. LANDAU: Uber  den  PIOARD'SChen Sat,z (Vier te l jahrscl l r i f t  der  Na- 
tu r fo r schenden  Gesellschaft :  in Ztirich, Bd. LI,  1906, S. 252--318). 
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, ,q ,  > C, + lb, u"i'-l + b2 u;-2 + "" + ub-~ [ �9 (40) 

Pour  les valeurs, donc, du param~tre tq satisfaisant h cette indgalitd on aura:  

�9 (70, 7,) <1~1, 

et comme le thdor~me de M. LANDAU est vrai pour tout rayon plus grand que 

~~ nous prendrons le rayon /2 de fa~on que l'on air: 

~~ (70, 71) < R <  I l. 

Alors, s l'int6ricur de ce cercle [z[ < R l 'dquation (36) n 'admet  pas des racines 

or, par  cons6quent, l 'une au moins des 6quations (35) a des racines. Nous en 

coneluons que, s l'int~rieur de tout  cerc]e I z [<  R dent  le rayon est plus grand 

que fP(70,71), l 'une au moins des 6quations: 

~0(z, u l ) = o  et Ip(z, u2)~---o, 

a des raeines, puisque l'on a: 

tP (z' u,) = Q (z, u,), ~P (z, u2) ~_ Q (z, u2). 

Remarques. Notre procdd6 exige que l e l >  o; pour cela il faut  supposer: 

v--1 v--! Ko = (u~ ~ u'~) + al (u~ - -  u~ ) + ' . .  + a~-l(Ul - -  u.~) + 

+ a~,+l  - -  + . . .  + a n  ~, ~ o ,  
U 

ce qui entralne 70 ~ o. Nous pouvons aussi supposer 70 ~ x, parce que, dans le 
cas contraire, toutes ]es fonctions Q (z, u2) s 'annuleraient en z ~ o et, par  consd- 

quent, toutes les fonctions de la famille (F) prendraient en z = o la valeur u2. 

Les formules (37 r) montrent  que la quantit~ r ne d~pend que des 

nombres n, r ,  u ,  u2, et des coefficients 

al,  bl, a2, b~ . . . .  a~-l, b,-1, a,  fq . . . .  a . ,  b..  

Nous avons ainsi ~tabli le thdor~me suivant  qui est aussi une g~ndralisation 
du th6or~me II. 

Thdor~me IV. Soit une /amille (F) de ]onctions alggbro~des dd/inie par l'dqua- 
tion : 

A ~ a  mathematlca. 37. Iml~rlmd le 23 &vril 1914. ~ 
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~p(z, u) = u" + A~( z )u  "-1 + .. .  + A,,-1 (z) u "--'+l + 

"k- g ( Z )  u n'-'~ + A~,+I  (z)  u n ' ' ~ - I  "t- "'" + A,, (z) = o, 
O~ l ' o n  a /  

A1 (z) ----- al + bl z + . . . . . .  

A2 (z) ---- a2 + b2 z + . . . . . .  
�9 , ~ . . . . . . . .  * * . . 

A , - I  (z) = a~,-1  -t- b~,-1 z -t- . . . .  

g ( z ) - - - - - a + ~ q z + / ~ z  ~ + .  �9 �9 

A , + l  (z) ----- a~,+l + b,,+x z + . . . .  

�9 �9 �9 . ~ . . . . . . . . . .  

A,,(z)  = a , ,  + b,,z + . . . . . .  

(4x) 

les ]onctions enti~res A ,  (z), A~ (z), . . . A ~ I  (z), A,+x (z) . . . .  A,~ (z) dtant ]ixes, tandis 

que la /onction enti~re g (z) a une in/initd de paramktres variables (le premier coe//i- 

cient a seulement grant /ixe) tq ,  tt2, tq . . . . .  S i  nous considdrons aussi deux nom- 

bres quelconques u~ et u2 di]]drent~ de z~ro et ne satis/aisant pas ~ l'dgalitg: 

~ ~ a l  (u~ -x  u~ -x)  + a , - 1  (ul u,)  + . . . .  + ( u , - - u ~ )  + 

+ a, ,+l  - -  + .-- -1- an ~ o ,  u 

(4z) 

il existe un  hombre posi tq ]ixe C tel que to'ate /onction de la ]amiUe (F) assujettie 

la condition 

I~'ll > C, (43) 

prenne une /ois au moins l'une des valeur, ul et us ~ l'intdrieur d 'un cercle: ]z I < R ,  

dont le rayon ddpend seulement des hombres n,  ~, ul, us, a ,  b ,  a2, b2, . . . a ,-1,  b,-x,  

a, I~t, . .  . a,~, b,~ [et nuUement des autres coeHicients des sdries (4x)]. 

Le rayon  R dol t  ~tre plus g rand  que ep(y0, 70,  oh les nombres  Y0 et  71 sont  

bien d~termin~s par  les formules  (37 r) e t  (37")- La  cons tan te  C est d~termin~e 

p a r  les formules (37r), (37"), (38), (39) e t  (40)�9 

Si nous donnons  au pa ram~t re  /~1 une  valeur  fixe $~1 = b tel]e que  [ b [ > C ,  

nous  obtenons  une  nouvel le  famille (F1), d o n t  chaque  fonct ion p rend  au moins 

une  fois l 'une  des valeurs  u~ e t  u2 dans le cercle [ z l < R  ci-dessus indiqu& L a  
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famille (F~), qui d4pend d 'une infinit4 de parambtres variables ~t2, ~ts, ~ , . . . ,  

fair ~videmment partie de la famille donn~e (F). 

6. Remarquons ~ encore que les th~or~mes [ I e t  IV peuvent  visiblement 

s'~tendre au cas off les fonctions alg~broides des familles consid~r6es poss~dent 
des infinis ~ distance finie. C'est ainsi, par exemple, que I'~quation (z4) peut 

6tre remplac~e par une ~quation: 

F (z, u) = g (z) + A, (z) u + A~ (z) u~ + . - .  + A,_t  (z) u "-~ + A,  (z) u" -~ o, 

les g(z), A~ (z), A2 (z), . . .  A ,  (z) d6signant des fonetions enti6res, il suffit de mo- 

difier leg6rement le sens des valeurs exceptionnelles: une valeur u-~  u, sera dire 

exceptionnelle dans un domaine (D), si aucune [onction F ( z ,  u~) n'y Trend la 

valeur zdro. Cette d6finition est analogue ~ celle de l '4quation exeeptionnelle 

utilis~e par M. BOREL pour g6n6raliser le th6or6me de 1VI. PICARD dans le eas 
des fonetions m6romorphes: []~. BOREL. Lemons sur les fonctions m6romorphes 

profess6es au coll6ge de France. Paris, Gauthier-Villars, i9o3, pages 55--55]. 
Je  ne veux pas insister davantage sur ce point facile, parce qu'il ne s'agit pas 
de changer les m6thodes suivies pour les th6orbmes en question. 

CHAPITRE IV. 

Les famil les  born6es en module.  

Envisageons une famille (F) de fonctions ](z) alg6broides et ayant  le m~me 
nombre r (fixe) de branches ~ dans un domaine (D) et supposons que eette famille 
soit compos6e de fonctions borndes dans leur ensemble dans l'intgrieur du domaine 

D: Nous entendons par 1s qu'il existe un nombre fixe M tel que nous ayons 
l'in6galit6: 

I/(z)l < M, (44') 

satisfaite pour routes les branches de route fonction [(z) de la famille et  pour tout  
point int6rieur s un domaine DI, en d6signant par DI un domaine queleonque 
int6rieur ~ D. Soit: 

11 (z), 12 (z), 1, ( z ) , . . .  1, (z) . . . .  (44) 

une suite infinie de fonetions appartenant  k la famiUe (F); nous d6montrerons 

1 I[ f au t  auss i  r e m a r q u e r  clue le th4or~me  I I  se d4dui t  c o m m e  cas par t icu l ie r  du  t h4o r~me  
IV:  c ' e s t  le cas off ~ = n et, par  consequen t ,  l 'une  des  va leurs  ul e t  u,  peu t  ~tro ~ga]e ~ zdro. 

2 Nous  supposons  auss i  que les fonc t ions  do la fami l le  so ien t  finios darts le d o m a i n e  D. 
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que l'on peut en extraire une suite nouvelle convergeant uniform6ment ~ l'int~- 

rieur du domaino D v e r s  une fonetion limite. 

La fonction u-~  In (z), 6tant alg6broide ~ v branches dans le domaine D,  

satisfera ~ une 6quation: 

u ~ + A . ( z )  u " - 1  + B . ( z )  u ~-~ + C . ( z ) u  ~-3 + . . . .  o. (45) 

oh les A .  (z), B .  (z), C. {z) . . . .  sont des fonctions holomorphes dans le domaine D. 

suite (44) de fonctions alg6broidcs dans D correspond h v autres Ainsi la 

suites: 

A1 (z), A ,  (z) ,  A ,  (z) . . . .  , a .  (z),  . . . 

BI (z), B, (z), Bs (z) . . . . .  B .  (z) . . . .  

C, (z), C, (z), C, (z) . . . . .  C.  (z) . . . .  
(46) 

de fonctions holomorphes dans le mfme domaine. 

Nous avons: 

- -  A.(z) = 1.1 + 1.2 + 1.3 + " "  + ] .* , ,  

B.  (~) = ~ t . ,  l.~, 

-c.(z) =~t.,l,,,l.~, 
�9 . �9 o �9 �9 �9 �9 o �9 . �9 . �9 �9 ~ �9 �9 

(47) 

en d6signant par ] . l ,  ].2, ].3 . . . .  ].~ les branches de la fonetion ].(z),  par 

~ f . 1 ] . 2  la somme de tous les produits des branches prises deux-h-deux, par 

].1 [.2 ].3 la somme de t o u s l e s  produits des branches prises trois-Z-trois et 

ainsi de suite. 

Les formules (44') et (47) nous donnent  les in6galit6s: 

IA.(z)I<~M, I B . ( z ) l < -  * ' 0 ' - ~ )  M' ,  IC . (z ) l<  
1 . 2  

v ( v - -  I) (v - -  2) M" . . . . . .  
1 . 2 . 3  

qui montrent  que les fonctions A .  (z), B .  (z), C.  (z) . . . .  sent  born6es en module dans 

leur ensemble dans le domaine (D), paree que les nombres v et M sent  fixes. 

Or, on sait clue de route suite de fonctions holomorphes born6es on peut  

extraire une nouvelle suite convergeant uniform6ment vers une fonction [Voir: 
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P. MONTEL. Sur les suites iufinies de fonetions. Paris, i9o7, Gauthier-Villars, 

pages 67--70, th~se de doetorat. P. MONTEL. Lemons sur les s6ries de polynomes 

une variable eomplexe, p. 22--27. Paris, Gauthier-Villars; 191o ]. 

On peut, donc, extraire de la suite: 

A, (z), A, (z), As (z) . . . . .  A,, (z) . . . .  (48) 
une nouvelle suite: 

A,1 (z), Aa~ (z), A,,, (z ) , . . . ,  A , ,  (z) , . . .  (49) 

eonvergeant uniform6ment vers une fonetion a (z) holomorphe dans tout  domaine 

D~ int6rieur ~ D. Ensuite, si la suite: 

B.I (z), B~ (z). B~. (z) . . . .  , B~,~ (z) . . . .  (50) 

ne converge pas uniform6ment vers une fonction limite, nous pouvons en extraire 

une nouvelle serie: 

B~(z), B:,(z), B~(z) . . . .  , B ~ . ( z ) , . . .  ( 5 ~ )  

convergeant uniform6meut vers une fonetion holomorphe b (z) dans le domaine 

D~; la suite: /~, r r . . . .  , f ~ , . . ,  est 6videmment extraite de la suite a~,%, 

~3 . . . . .  a . , . . ,  et, par eons6quent, de la suite z, 2, 3 . . . .  , n , . . . .  

Nous consid6rons maintenant  la suite: 

c~, (z), c~  (z), cpo (z) . . . . .  ep, ( z ) , . . .  

de laquelle nous pouvons extraire une nouvelle suite: 

C~,(z), C~,(z), C~(z) , . . . ,  C~,(z),. . .  (52) 

eonvergeant uniform6ment vers une fonction limite e(z) holomorphe dans le 

domaine D,. En continuant ainsi nous arriverons enfin ~ une suite infinie de 

nombres entiers: 
~ r ~ l :  ~ g ~ ,  / / g 3 ~  �9 �9 . ~  ~ n ,  �9 �9 �9 

extraite des toutes les suites pr~e6dentes: 

I ,  2, 3 , . . . ,  n , . . .  

C~t~ C~2,  C t 3 ~ . . . ,  C~n~ . .  �9 

~,, ~ ,  ~ . . . . .  ~. . . . .  

Yl,  72, 7 a , - . . ,  Y~ . . . .  
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telle que chacune des suites:  

.4..,(z), A.~ (z), A . .  ( z ) , . . . ,  A ~ .  (z) . . . .  

B,~ (z), B,~ (z), B,~ ( z ) , . . . ,  Bin,, (z) . . . .  

C~, (z), C.~ (z), C. .  (z) . . . . .  C~.  (z) . . . .  

. . . . . .  . . . . .  . . . . . .  , �9 

(53) 

converge uniform~ment  vers une 

premibre vers a(z), la seconde vers 

En  effet, la premiere des suites 

converge vers la fonction a (z), la 

fonction b(z), la troisibme de la 

et  ainsi de suite. 

Or, la fonct ion alg6broide u = 1,,, (z) sat isfai t  ~ l '6quation:  

il en r6sulte 

suite:  

fonct ion holomorphe dans  le domaine D,;  la 

b (z), ]a troisi~me v e r s c  (z) et  ainsi de suite. 

(53) peut  ~tre ext ra i te  de la suite (49) qui 

seconde de la suite (5I) qui converge vers la 

suite (Sz) qui converge vers la fonction c (z), 

u" + Am. (z) u ~-' + Bin. (z) u "-z + C~.  (z) u "-3 + . . . .  o, (54) 

que les v suites (53) de fonctions holomorphes correspondent  /L la 

1~ (z), l~,(z),  lm, (z) . . . .  , 1 ~ ,  ~z ) , . . .  (55) 

qui converge, par  cons6quent,  vers les fonetions w = 1 (z) sat isfaisant  h. l '6quation:  

w ~ + a (z) u f  -a + b (z) w "-~ + c (z) w "-a + . . . .  o, (56) 

parce que les suites A , , ,  (z), B , , ,  (z), C ,~  ( z ) , . . .  convergent  uni form6ment  dans le 

domaine D, respeet ivement  vers ]es fonctions a (z), b (z), e (z) . . . .  qui sent  aussi 

holomorphes dans D~, d'apr~s un th6or~me classique de WEIERSTRASS; la suite 

(55) est 6videmment  extrai te  de la suite initiale (44). Si l '6quation (56) est irr6- 

ductible, la suite (55) n ' ad me t  qu 'une  fonction-l imite qui est alg6broide ~ ~, 

branches et finie dans  le domaine D; si I '6quation (56) est rdductible,  les fone- 

t ions-limites sent  au  plus v et  le nombre  tota l  de leurs branches est 6gal ~ ~. 

7- Donnons ma in tenan t  la ddfinit ion suivante :  Soit:  

~, (z), r (z) . . . . .  ~ (z) . . . .  (57) 

une suite infinie de fonctions alg6broides h un nombre  fixe ~ de branches et  

finies dans un domaine D, et d6signons par  ~ 1 ,  9~2, ~f~ . . . . .  f f~  Ies valeurs de 

~ (z). Soit aussi ~p (z) un  ensemble fini de fonctions, den t  ie hombre  tota l  des 
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branches  dans le domaine  D est 6gal ~ v. Nous  dirons que la suite (57) con- 

verge  uni/orm$ment, ~ l ' intdr ieur  de D,  vers  les fonct ions  w ~ e p ( z )  si, Dt d tan t  

un domaine  quelconque compl~t r  int6rieur  s D ,  on pout  faire correspondre  

chaque  n o m b r e  posit if  e a rb i t r a i r emen t  pe t i t  un  en t ie r  p,  tel que, Tour n > P 

et Tour tour point z du domaine D~, le tableau des v ~ hombres: 

W~ - -  q~nl, wl - -  9n2, wl - -  9n3 . . . .  , w~ ~ ffnv, 

W 2 - -  fJ0nl, g02 ~ 0 n 2  , ~s162 �9 � 9  W2 ~fp r~v ,  

w ~ - - ~ . x ,  w ~ - - r  w ~ - - r  . . . . .  w ~ - - r  

oh w~, w2, w3 . . . .  , w~ sont le8 v valeurs des /onctions ~o (z) au point z, contienne 

au moins r di]/drences dont le module eat in/drieur ~ , .  

Cela pos6, nous d6mont re rons  que  la sdrie (55) converge  uni]ormdment, 

l ' in tdr ieur  de D ,  vers les fonct ions-l imites  w = / ( z ) .  

Si nous ddsignons pa r  u~l,  u,2,  u~3 . . . . .  u.~ los valeurs  de u ~/,n,~(z) et  par  

wl,  w~, w 3 , . . . ,  w~ los valeurs  des fonct ions w = [(z) ,  il suffi t  de  d6mont re r  que,  

chaque  hombre  posit if  , nous pouvons  faire cor rcspondre  un  ent ier  P tel  que, 

pou r  n > P et  pour  t ou t  po in t  in t6r ieur  k D ,  lo tab leau :  

W t - u r ~ l ,  W l ~ u n 2 ~  W l ~ u n 3 , .  � 9  Wl- -~n .~ , ,  

W 2 - - U n l ,  W 2 - u n 2 ~  W 2 ~ U n 3 , . . . ,  W~Un~,~ 
(58) 

W v - - U n l ,  Wv- -Un2 ,  W v ~ U n 3 , . . . ,  Wv--Unv~ 

cont ienne  au moins v diffdrenees de module  infdrieur  it , .  

Comme lea fonet ions  w = / (z) sont  des l imites de u ~ ]m,~ (z), il eat clair  que, 

lorsque n c ro l t  inddfiniment ,  il exis te  v diffdrences de ce tab leau  (58) qui  t en d en t  

vers  zdro; c 'est-~-dire ~ chaque  po in t  z intdrieur  au  domaine  D cor respondent  

v diffdrences du  tab leau  (58), d o n t  le module,  ~ pa r t i r  d ' une  va leur  de l ' indice 

n ,  eat plus  pe t i t  q u ' u n  nombre  ~ a rb i t r a i r emen t  pe t i t  donn6 d 'avance .  P a r  

cons6quent ,  si nous consid6rons l '6quat ion:  

y~ + HI (z) y , - I  + .. .  + H~--2 (Z) yS + H~-I (z) y + H/~ (z) ~--- O, ~ = V~, (59) 
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qui, pou r  chaque  po in t  int6r ieur  h D,  ad m e t  comme racines les diff6rences du  

t ab leau  (58), il y a v au moins racines de  ce t t e  6quat ion  qui  t en d en t  vers  z6ro 

I 
avec  - "  il en r6sul te  que les coefficients / / e  (z), H~-a (z), He_2 (z) , . .  Hv_,+l  (z) ~ ~ 

t enden t  vers z6ro dans  le domaine  D.  D ' a u t r e  pa r t ,  il est  facile de voir  que 

routes  les fonct ions  H t ( z ) , ' H  2(z) . . . .  , H e(z) sont  ho lomorphes  dans  D et,  p a r  

cons6quent ,  d 'apr~s  un th6or~me de M. M. OsGooI) x e t  MOI~T~.L ~ les v s6ries 

Hu (z), H~- I  (z), He_~ ( z ) , . . . ,  He__,+1 (z) convergen t  uni form6ment ,  g l ' in t6r ieur  de 

D,  vers z6ro. s 

Si nous d6signons pa r  r~, r~ . . . . .  r~, les racines de l '6quat ion  (59), nous avons :  

He (z) = ( - -  x)e r , . . .  r . ,  

et  g chaque  nombre  posit if  0 cor respond  un  en t ie r  p tel que, pour  n > p e t  pour  

t o u t  po in t  in t6r ieur  g D,  l 'on ai t  

[ r~ r2 r s . . .  r~[ < O, [ He_l (z) I < O, I H~_z (z)[ < 0 . . . .  
I l l  

or, pa r  cons6quent ,  le module  d ' u n e  au  moins racine sera inf6rieur ~ 10~1: soi t :  

Or, nous  avons" 

Ir, l <  

He_x (z) = ( - -  i )e-a  ~ r, r2 r 3 . . .  r e - l ,  

en d6signant  ainsi la somme des p rodu i t s  des racines r l ,  r2 . . . .  , re prises # - - i  

/2 - -  I .  Si nous posons:  

H~-1 (z) ---- ( - -  x)~-I r,  r , . . .  r~ + g~,-1, (60) 

e t  si nous ddsignons pa r  M le module  m a x i m u m  dans  t o u t  le domaine  D1 de 

routes  les fonct ions  de  la s6rie (55) e t  des fonct ions-l imites  w - ~ / ( z ) ,  le module  

de chaque  te rmc de  g~-x sera inf6rieur ~. 

2e-2 Me-2 0 , 

x Annals os Mathematics, 2e s6rie, t. III, no I, 19oi. 
2 Sur les suites infinies de fonetions (Annales de l']~eole normale, 3e s6rie, t. XXIV, 19o7 , 

p. 307). Voir aussi : P. MosrzL, 8ur lea familles de fonclions analgtiques qui admettent des valeurs 
exeeptionnelles dans un domaine. Annales de l'~cole normale, tome 29, 3 ~ s(4rie, x9x2 , p. 529--535. 
C. ARZZLL Sulle serie di funzioni analitiche. Rendieonti dell. R. Aecad. delle Scienze di Bologna, 
I 9 0 2 - - I  903  . 

8 I1 est facile de voir quo los modules dos fonctions Ht(z), H2(z), . . .He ( z ) son t  born6s 
dans le domaine D. 
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et, par cons6quent, l'in6galit6 I H,_l(Z)[ < 0 et la formule (60) nous donnent:  

I'l I r2 r s . . .  r,I < 0 + (~e-- i)  2" -2 M"-~ 07" , 

il en r6sulte que le module d'une au moins des raeines r2, rs . . . . .  r~ sera inf4- 

rieur ~ [ d2 (0)[, oh 
1 

F I 1 i-i~-i 

Soit: [r2[<[~2(0)[. En continuant ainsi de proehe en proehe, k l 'aide des in6- 

galit6s: 

I H , -2 ( z ) l  < 0, IH, -~  (z)l < 0 . . . . .  IH~-,+~ (z)l < 0, 

suceessivement utilis6es, nous pouvons 6videmmcnt d6montrer qu'il y a au moins 

racines r~, r2, r~, . . . .  r~ satisfaisant aux in6galit~s: 

Ir, l<lO.~[, Ir~l<lO~(O)l, Ir~l<lO~(O)l,..., Ir~l<lO~(o)l, 

oh ~2(0), ~s(0) . . . .  , ~(0) d6signent des quantit6s d6pendant seulement des 0, ~,, 

v, et M e t  tendant  vers z6ro avec 0; d6s lors, &ant  donn6 un hombre positif 

quelconque nous pouvons choisir 0 assez petit pour que l'on air: 

ou bien: 

]o~,[<,, IO~(o)l<,, Io~(O)l<, . . . .  , IO~(O)l<~, 

Ir, l<~, Ir~l<~, Ir~l<~, . . . ,  Ir~l<~, 

pour n > p e t  pour tous les points z int6rieurs au domaine D. 

Nous avons, done, d6montr6 la convergence uni/orme de la s6rie (55) vers 

les fonctions w ~ / ( z )  et 6tabli le th6or6me suivant: 

Theorbme V. Si nous consid&ons une /amiUe (F) de/onctions algdbro~des h 

un nombre ]ixe v de branches clans un domaine D, dent les modules sent bornds 

dans leur ensemble dans le m$me domaine, une teUe /amille a la proprigtd suivante: 

De route suite in/inie de /onctions appartenant h la [amiUe (F) on peut extraire unc 

nouvelle suite convergeant uni/ormdment, ~ t'intdrieur de D, vers des /onetions algg- 

bro~des ou holomorphes dans D, dent le nombre total de branches est ggal h v. 

Adoptons la d6finition suivante: Une famille (F) de fonetions alg6broides 

un nombre f i x e v  de branches dans un domaine D sera dire normale dans D si 
Acta mathcmatiea.  37. Imprim6 le 23 avri l  1914. 3 4  
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de toute suite infinie form6e de fonetions de la famille (F) on peut  extraire une 

suite nouvelle convergeant uni/orm~ment, dans l'int~rieur de D, vers des /onctions 
alggbro~des dans D, do'at le hombre total de branches est dgal dt ~,. Le hombre des 

fonetions-]imites, qui peuvent  ~tre aussi des constantes finies ou infinies, sera, 

par  cons6quent, au plus 6gal k ~; si ~-----z nous retombons imm6diatement ~ la 

notion des familles normales de fonctions holomorphes dans un domaine, utilis~e 

par M. P. MO~T~.T. dans ses importants t ravaux ci-dessus indiqu6s. 

l'aide de la d6finition que nous venons d'adopter,  le th6or~me V peut  

s'~noncer aussi de la fa~on suivante: 

Toute /amille de /onctions alg~bro~es h u n  hombre /ixe ~, de branches dans un 
domaine D, borndes clans leur ensemble dans le m$me domaine, est une famiUe nor- 
male clans D. 

C'est une extension aux fonctions alg6broides dans un domaine d 'un th6- 

or6me 6tabli par M. P. MO~TEL [Sur les suites in]inies de /onctions, Annales de 

l'Eeole normale, 3 �9 s6rie, tome XXIV, i9o7, p. 67--7o]. 
8. Soit: 

h ( z ) ,  h ( z ) ,  �9 . . ,  1,. ( z ) , . . .  (6I) 

une suite infinie de fonctions alg6broides A ~ branches et born6es dans un do- 

maine D; si nous supposons que cette suite converge vers les fonctions w = / ( z )  

satisfaisant h l '6quation: 

F (z, w) = w ~ + B, (z) u f  -1 + B~ (z) w "-2 + -.- + B,-1 (z) w + B, (z) = o, (6z) 

la convergence, d'apr~s le N ~ pr6eddent, est uniforme et les fonetions Bl(z) ,  
B2 (z), . . . .  B~-I (z), B,  (z) sont aussi holomorphes dans le domaine D. Si la font- 

t/on u =/,~(z) est d6finie par l 'dquation: 

F ~ , ( z , u ) = u "  + A,,l(Z)U~'--l+ A . ~ ( z ) u ~ - 2 + ' " +  A , , , . - l ( z ) u +  A , , . ( z ) ~ o ,  (63) 

les fonctions A. l (z) ,  A . 2 ( z ) , . . . ,  A,,~(z) convergent uniform6ment vers les fonc- 

tions-limites respeetives B 1 (z), B2 (z) . . . . .  B. (z). 
Supposons maintenant que, 6tant donn6 un nombre a, aucune des fonctions 

limites w ~ f ( z )  ne soit 4gale h la constante a;  slots la fonction holomorphe 
F(z ,  a) n'est pas constamment ~gale ~ zdro. I1 est clair que, pour qu'une au 

moins branche de /,,(z) prenne la valeur a dans D, il faut  et il suffit que la 

fonetion holomorphe F .  (z, a) s 'y annule; de m6me, pour qu'une au moins des 

fonetions /(z) prenne dans D la valeur a, il faut et il suffit que la fonction 

holomorphe F (z ,  a) s 'y annule. Or, d'apr~s un th~or~me 6tabli par  M. MONT~L 
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dans son travail d6js cit~ [Bur les ]amilles de ]onetions analytiques qui admettent 

des valeurs exceptionnelles dans un domaine, Annales de l'l~cole normale, tome ~9 

de la 3 ~ s6rie, I912, page 49o], si nous consid6rons un point z0 situ6 ~ l'int6- 

rieur de D, pour que l 'on air: F(zo, a ) -~o  fl faut  et il suffit que, ~ partir  d 'un 

certain rang, les fonctions holomorphes F,~(z, a) s 'annulent toutes dans le voi- 

sinage du point z ~ z o :  en effet, la suite des fonctions holomorphes F n ( z , a ) c o n -  

verge uniform6ment vers la fonction F (z, a). Nous obtenons, donc, le th6or~me 

suivant: 

Th~or~me VI. Soit: 

1, (z), h ( z ) , . . . ,  l,,(z) . . . .  

une suite in/inie de ]onctions alggbro~des & ~, branches born&s dans un domaine D 

et convergeant uniformdment vers des [onetions w = f (z), dons le hombre total des 

branches est ggal & ~,. 

S i  aueune des tonctions-limites ] (z) n'est ~gale h une constante a, pour q~te 

l' une au moins de ces ]onctions prenne en z = z o la valeur a, il ]aut et il su[[it que, 

partir d 'un certain rang, les ]onetions ],~ (z) prennent routes la valeur a clans le 

voisinage de Zo. 

C'est une extension aux suites de fonctions alg6broides du th6or/~me ci-dessus 

indiqu6 et utilis6 de M. MO~TEL. 

CHAPITRE V. 

La convergence des s6ries de fonctions alg6broYdes. 

9. Soit : 

], (z), ]2 (z), ]3 (z) . . . .  , ]~ (z), . . . (64) 

une s6rie de fonetions alg6broides ~ un nombre fixe v de branches duns un do- 

maine D; nous supposons aussi qu'elles soient born6es duns le m~me domaine. 

Nous eommencerons par donner la d6finition suivante: 

Nous dirons que la suite (64) converge en un point zo du domaine D, lorsque 

la s~rie: 

/, (zo),/~ (zo), h (Zo) . . . .  , l,,(zo),... (65) 

peut donner naissanee ~ v s6ries eonvergentes: 
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a l l ,  a 1 2 ,  a t  3, . . . ,  a l n , . . .  

~ 2 1 : *  a 2 2 ~  a 2 5 ~ . . . ~  a2n, . . .  

�9 . . �9 . . . . . . . . .  

(66) 

a~l,  a~2, a v a ,  . . . ,  t ~ , n , . . .  

en d6signant, d 'une fagon g6n6rale, par al,, ,  a 2 n  . . . .  , a,, ,  les v valeurs de /n (zo); 
chacune des s4ries (66) doit contenir une valeur de ehaque terme de la s6rie (65) 

et une scule; soient bl, b2 . . . . .  b, les limites respeetivement des s4ries (66). I1 en 
r6sulte que, si la fonction alg4broide u = / n ( z )  est d6finie par  l '6quation: 

les s6ries : 

u" + A l , , ( z ) u  "-I  + A ~ , , ( z ) u  "-2 + . .  + A ~ , , ( z ) =  o, 

A ,  (zo), A,2 (Zo) . . . . .  AI, ,  (Zo) , . . . 

A n  (Zo), A22 ( z o ) , . . . ,  A 2 ,  (Zo) . . . .  

A,1 (zo), A, ,  (Zo) . . . .  , A,,,(zo) . . . .  

(67) 

(68) 

convergent  aussi, la premi6re vers --(bl  + b~ + . . .  + b,), la seconde vers le nombre 

bl b~, la troisi6me vers le nombre - - ~  bl b2 bs . . . . .  la derni6re vers le nombre 

( - - i )  ~ bt b2 b3. . .  b~, en d4signant par ~ b~ b2 la somme des produits des hombres 

bt, b2 , . . . ,  b~ pris deux-h-deux par ~ b ~ b 2 b 3  ]a somme des produits des m6mes 

nombres pris trois-h-trois et ainsi de suite. En effet, nous avons: 

A l n  (2:0) ~ - -  ( t t ln  q- a2, ,  + -'" q- a . . ) ,  

A~,, (~o) = ~ a~,, a~,,, 

A,, ,  (Zo) = (-- i)" a~,, a~ , , . . ,  a,,,, 

pour route valeur de n. 
Supposons maintenant  que la s6rie (64) converge en une infinit6 de points 

du domaine D ayant  au moins un point P de condensation (un point limite) 
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l ' int6rieur de D et dGsignons par  (E) l 'ensemblo de ees points;  alors, eomme 

nous venons de voir, les s6ries de fonetions holomorphes 

A u  (z) ,  A , ~  (z) . . . .  , A I , ,  ( z ) , -  �9 �9 �9 

A++ ( z ) ,  A++  ( z )  . . . .  , A , . ( z ) , -  �9 �9 �9 

�9 . . . . . �9 . . , . . . . �9 . 

(69) 

A + t ( z ) , . 4 + , ( z )  . . . . .  A + .  ( z )  , . �9 . �9 

convergent  aussi en tous les points  de l 'ensemble (E); nous en concluons, d 'apr~s 

un  th6or~me de M. VrTAT.I ~, qu'elles convergent  uni form6ment  dans I ' int~rieur 

de D v e r s  des fonctions holomorphes B~ (z), B , ( z ) ,  Bs ( z )  . . . .  , B~ (z).  Done, la 

s6rie (64) converge vers les fonctions w = ! (z) sat isfaisant  ~ l '6quat ion:  

w ~ + B,  (z) w ~-1 + B2 (z) w v-* + .-- + B~-t (z) w + B~ (z) = o, 

qui sent  alg6bro~des dans le domaine  D:  En  d 'au t res  termes,  si nous consid6rons 

un point  quelconque z, situ6 ~ l ' int6rieur du  domaine D,  on peu t  avec les 

valeurs en ce point  des termes de Ia suite (64) construire v s6ries eonvergentes:  

~ ' ~ 1 1 ~  ~ 1 2 +  ~ 1 8 ~ " "  " +  U l n +  . . . .  

. . . . . . . . .  . . + . + 

( ? o )  

Uvl, U~,2, UvS, �9 � 9  Uvn~ . . . .  

oh les ul~, u21 . . . .  , u~l s e n t  les valeurs  de /~(z,), les u12, % ~ , . . . ,  u ~  sen t  les 

valeurs de [2(zl), les u~3, u 2 8 , . . .  , u~s sent  les valeurs de ] ~ ( z l ) e t ,  en g6n6ral, 

les uln, ~e~, . . . . .  u~n sent  Ies valeurs de [~(z~); les s6ries (7 o) convergent  respec- 

t ivement  vers les v racines de l '6quat.ion: 

W v -t- B~ ( z l ) w  v - I  -]- B ~ ( z l )  w v--2 A- . . .  A- B~,_l(Zi) W -t- B~(z l )  ~ o,  

qui sent  toujours  toutes  finies. 

1 G. VITALI 80pra le serie di funzioni analitiehe [Rendicon t i  del R. Ins t .  Lombardo ,  20 s6rie,  
t. X X X V I ,  ~9o3, p. 772; A n n a l i  di  Ma tema t i ca  pu ra  ed  appl icata ,  3a s6rie,  t. X,  x9o4, p. 73]. 
Voi r  aussi:  H. PORTER Concerning series of Analytic Fonctions [Annals  of Ma themat i c s ,  2e sdrie, 
t. VI ,  ~9o4--I9o5, p. 190]. 
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J e  dis m a i n t e n a n t  que  la sui te  (64) converge  uni/ormdment, h l ' in tdr ieur  de  

D, vers  les fonct ions  l imites  w = ] (z). Soit  D~ un  doma ine  que lconque  in t6r ieur  

D .  Si la convergence  n '6 t a i t  pas  un i fo rme  dans  D,,  il ex i s te ra i t  un n o m b r e  

e tel que,  en un po in t  au moins  z~ de D~ et  pou r  une  infinit6 de  fonct ions  

1,,,, (z),  l,,,, (z) . . . . .  /,,,,, ( z ) , . . . ,  

de la s~rie donn~e le t ab l eau :  

ne  con t ienne  pas  ~ differences  au  moins  de  modu le  inf~rieur ~ ~, les w~, w~, . . . ,  w~ 

d~s ignant  les va leurs  p o u r  z ~ z I des fonct ions- l imi tes  de  la s~rie donn~e. 

Mais, alors,  il est  clair  que  l ' on  ne  pou r r a i t  ex t r a i r e  de ce t t e  sui te  (7 x) une 

nouvel le  suite c o n v e r g e a n t  uni/ormJment, ce qui  est  absurde ,  pa r ce  que, d 'apr i t s  

le th6or~me F, les fonct ions  de  la s~rie donn~e (64) a p p a r t i e n n e n t  ~ une  famflle 

norma]e.  L a  convergence  uni/orme de la s~rie (64) cst  ainsi  d~montr~e.  Nous  

avons ,  done,  6tabl i  le th6or~me s u i v a n t :  

Th6o r~ m e  V I I .  Soit unc sdrie: 

l, (z), 1, (z) ,  h (z) . . . . .  t , ( z ) , . . .  (7"4 

de ]onctions alg~bro~des d u n  hombre Jixe ~, de branches clans ur~ domaine D et 

borndes clans le m~me domaine. 

S i  ceUe sJrie converge en ~ne infinitg de points du domainc D ayant au 

rnoins un point de condensation (1~oint limite) ~ l'intgrieur de D, elle converge unio 

]ormJment dans tout l'intgrieur du domainc D v e r s  des ]onctions alg~b'fo~des ou holo- 

morphes, dent le hombre total de branches est ggal h ~,. 

C'es t  v i s ib lement  une extens ion  a u x  fonct ions  a ig~broides  dans  un doma ine  

des th6or~mes bien connus  de  STn~LTJES ~ e t  de MM. OSOOOD ~, A~Z~L~, MONTEL ~ 

e t  V~T~L~* sur  les fonct ions  ho lomorphes .  

1 Corres~ondance d'HERmTE et d~ STIELTJES, t. II, lettres nOS 399 et 4o0, p. 368; Recherches 
sur los fractions continues (Annales de la Facult6 de Toulouse, t. VIII,  i394 ). 

Annals of Mathematics, 2e s~rie, t. I I I ,  no I, ~9oI. 
" Sur lea suites infinies d~ fonctions (Annales de l'l~cole normale, 3 �9 s6rie, t, XXIV, I9o7, 

p. 3O7). 
4 Dans son travail ci-dessus cit6 et utilis6. 
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zo. Nous remarquons que le th4or&me VII, ei-dessus ~nonc6, peut s'4tendre 

au cas plus g6n6ral oh les fonctions de la s6rie consid4r6e ne sont soumis qu'k la 

condition d 'appartenir  s une famille normale: c'est-h-dire l 'hypoth~se que les 

fonctions de la s6rie soient born6es peut  6tre remplac4e par la condition plus 

g4n4rale qu'elles appart iennent k une famille normale de fonctions alg6broides. 

La d6monstration 6rant identique ~ celle du th6or&me VII, je crois inutile 

de l 'exposer en d6tail. Remarquons d 'abord que si les fonctions de la s6rie 

(72) appart iennent ~ une  famille normale, il en est de m6me des s6ries (59) de 

fonctions holomorphes dans D; d~s lors, nous n'avons qu'h employer un th6.o- 

r~me g~n6ral de M. MO~T~.L 6tabli r~eemment dans son travail  d6jh cit6 [P. 

MOrTaL. Sur les ]amilles de/onctions analytiques qui admettent des valeurs excep- 

tionnelles dans un domaine, Annales de l']~cole normale sup4rieure, tome 29, 

3 ~ s6rie, ann6e ~9~2, pages 531 et 532] et r6p6ter les autres raisonnements faits 

pour la d6monstration du th6or&me VII pour obtenir le th6or~mc suivant:  

Th~or~me VIII. Soit une suite in/inie de /onctions 

/ l (z) ,  h(z)  . . . .  , / , ( z ) , . . .  

algdbro~des ~ un nombre /ixe ~ de branches /inies clans un domaine D et appar- 

tenant ~ une /amille normale dans ce domaine. 

S i  la suite converge en une in/initd de points du domaine D ayant au moins 

un point-limite intdrieur ~ D, ells converge dans tout le domaine D et la conver- 

gence est uni/orme ~ l'intdrieur de D. Les /onctions-limites 8ont algdbro~'des ou 

holomorphes dans le domaine D et le nombre total de leurs branches y est dgal ~ ~,. 

C'est visiblement l 'extension aux s6ries de fonctions aIg6bro[des du th~o- 

r~me de M. Mo~VrEL ci-dessus mentionn~, qui joue pour la d~monstration du 
theorems VIII  le m6me r6lo q u e  le thdor~me de M. VITAL1 pour la d~monstra- 
tion de notre th6oritme VII. 

CHAPITRE VI. 

Les familles de fonctions alg6bro~des qui admettent dans un domaine un 
cercle exceptionnel fixe. 

i i .  M. MONTEL a d~montr~ qu'une fami]le de fonctions ho|omorphes dans 
un domaine D admet tan t  dans D un cercle exceptionnel /ixe est une famille nor- 

male dans D [P. MONTEL: Sur les /amilles de /onctions analytiques . . . .  Annales 
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de l'l~cole normale, t. 29, 3 ~ sdrie, z9z2, pag. 493 et 494]. Ces families comprcn- 

nent comme cas particulier les families de fonctions borndes dans leur ensemble, 

pour lesquelles il n 'y  a qu'un cercle non exceptionnel ayant  comme centre l'ori- 

gine des coordonn6es. Nous allons 6tendre aux families de fonctions alg~broMes 

dans un domaine D l e  th6or6me ci-dessus indiqu6 de M. MO~T~,L en suivant sa 

m6thode elle-m~me pour les ramener aux familles de fonctions alg6broides 

born6es en module. 

Soit (F) une famille de fonctions alg6broides I/~ v branches dans un domaine 

D admet tant  dans D u n  cercle exceptionnel fixe et u = [ (z) une fonction quel- 

conque de cette famille; si le centre du cercle exceptionnel est le point a du 

plan u et son rayon est 6gal h K nous aurons l'in6galit6: 

II (z ) - -  al > K (73) 

satisfaite pour toutes les branches de toutes les fonctions ](z)et pour tout  

point z du domaine D; en d'autres termes, les points u = / ( z )  ne pdn6trent 

jamais dans le cercle: 

lu--ai<K. 
Posons: 

i 
1 (~) - .  = ~ ) ,  

et eosid6rons ]a famille (F') compos~e des fonctions 

z (74) (z) -- 1 (z ) - -  a' 

qui sont borndes dans D, puisque nous avons: 

I 
I~(z)l < R' 

pour routes les branches de toutes les fonctions r et pour tout  point z du 

domaine D; la famil]e (F t) est donc normale d'apr~s notre th~or~me V. 

Consid6rons maintenant une suite infinie de fonctions de la famille(F) 

11 (z), 12 (z), h (z) . . . . .  / , , ( z ) , . . .  (75) 

' Suppos6es finies dans le dornaine D; nous supposons, c'est h dire, qu'elles ne prennent 
pas dans D la valeur ~. 
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laquelle correspond, moyennant  l'4galit6 (74), une suite infinie: 
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% (z), r (z), ~ ( z ) , . . . ,  ~ (z) . . . .  (7 6 ) 

de fonctions de la famille (F').  De cette suite (75) nous pouvons extraire une 
nouvelle suite: 

r  Cz) ,  r  ( z )  . . . . .  ~ n  ( z ) ,  . . . (77) 

convergeant uniform4ment vers des fonctions alg4broides ou holomorphes dans 

D, dont  le nombre total de branches est 6gal ~ g; ~ cette suite correspond 
une suite: 

M (z), t ~  ( z ) , . . . , / ~ ,  (z) . . . .  , (78) 

de fonctions de la famille donn4e (F). Soit O(~) une fonction limite de ]a suite 

(77); si cette fonction est identiquement nulle, il lui correspond l ' in/ini comme 

fonction-limite de la suite (78); si q~ (z) n'est  pas identiquement nulle, elle ne 

prend pas dans le domaine D la valeur o, puisque il en est de m~me des fonc- 

tions ~ml(z), ~m2(z) . . . .  , ~mn(Z) . . . .  , (d'apr~s le th4or~me VI): en effet, par 

hypoth6se, les fonctions ](z) restent finies dans le domaine D; donc, ~ la fonc- 

i 
tion alg6broide q)(z) correspond une fonction a %~-(~ alg~bro~de et finie dans le 

domaine D, qui est unc fonction-limite 1 de la suite (78). Or, la suite (78) est 

extraite de la suite (75); nous en concluons que l'on peut  extraire de ]a suite 

(75) une suite nouvelle convergeant uniform6ment vers des fonctions alg4broides 

et finies dans le domaine D ou vers l'infini, le nombre total  des branches des 

fonctions limites (l'infini compris) dtant 4gal ~ ~. Nous avons, donc, 6tabli 
le th6or6me suivant:  

Thdor~me IX. Soit une ]amille (F) de ]onctions u ~ / ( z )  alg~bro~des ~ ~, 
branches et ]inies dans un domaine D. Si  cette ]amiUe admet dans le ~lan u un 
cercle quelconque exceptionnel ]ixe, elle est normale dans le domainr D. 

i2. Envisageons la famille (F) compos4e de toutes les fonctions alg4brofdes 
u ~ a (z) d4finies par 1 equation: 

a (z, u) = u ~ + A, (z/u ~-1 + -42 (z) u ~-e + -.- + A~--1 (z) u + A~ (z) = o, (79) 

oh les A~(z), A2(z) . . . . .  A~(z) ddsignent des fonctions holomorphes dans un 
cercle [z] < R 

1 La  conve rgence  de la sui te  (78) est  un i fo rme ,  parce  que le modu le  des  fonc t ions  (77)est  
bo rn6  i n f d r i e u r e m e n t  et, pa r  consdquent ,  celui  des  fonc t ions  (78) es t  bo rn4  sup4r i eu remen t .  

Avta ~nathernatica. 37. lmprim4 le 24 avril 1914. ~5 
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A~ (z) = a, + b, z + . . . .  

A~ (z) ---- a~ + b2 z + . . . .  
�9 ~ * �9 * �9 * ~ �9 , * . �9 �9 

A,_~ (z) = a,-~ + b , -~z  + .  �9 �9 

A ,  (z) = a ,  + b, z + . . . .  

(8o) 

les coefficients a~, b~, a2, b2 . . . .  , a~-l ,  b~-l,  a~, b, 6rant fixes, tandis que les 

coefficients non 6crits sont quelconques (des paramJtres  variables). Ainsi les fonc- 

tions de la famille (F) sont algdbro~des et f in ies  dans le cercle (C): 

Izl < R .  (8I) 

Supposons que, lorsque le point z se dSplace dans le cercle (C) les points 

u ~ a ( z )  ne p6n~trent jamais (pour aucune fonction de la famille) dans un 

cercle (K) du plan u; en d 'autres termes, nous supposons qu'i] existe un nombre 

7 fixe tel que l'inSgalit6: 

I ~ -  ~I > q, (82) 

soit satisfaite pour  toutes les branches de chaque fonction de la famille et pour 

t o u s l e s  points situ6s dans le cercle (C), q d6signant un nombre positif fixe. 

Le cercle (K) d6fini par  l'in6galit6: 

l u - - 7 1  < q, 

s'appelle alors except ionnel  dans le cercle (C), parce que tous ses points sont 

exceptionnels dans ( C ) p a r  rapport  h l 'ensemble des fonctions de la famille: 

cette d6nomination est d6jh utilis6e dans le N ~ pr6c~dent. 
Si nous d~signons par u,,  u2, u, . . . . .  u, les branches de u = a ( z ) ,  nous 

aurons: 

lu , - -71>q ,  l u ~ - - 7 ' l > q ,  lu~--71>q . . . . . .  l u , - - r l > q ,  

et,  par cons6quent: 

Or, nous avons: 

I(u, - -  r) ( u , - -  7) (us - -  7 ) . . .  ( u , - -  r)l > q~. 

I ( u , - -  r) (u, - -  r) (u, - -  7 ) . . .  ( u , - -  r)l = I o (z, r) l. 
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On en d6duit;  

l a ( z , r ) l > q  " ou ~ < ~ .  

I 
La fonction a(z ,  7-----) est holomorphe dans le cercle (C), puisque a (z, 7) est holo- 

morphe dans le m6me cercle et  ne s 'y  annule pas; si nous posons: 

I 5o + ~ z  + 8~z 2 + - . . ,  
a (z, 7) 

nous avons; 

~0 
I 

7 ~ + a~ ~ , - i  + a2 ~/~--2 31_ . . .  _[_ a~--i 7 + a , '  

$1 = - -  bl 7 ~-1 + b2 ~ , - 2  + . . .  + b~-I 7 + b~ 

(7 ~ + a~ if-1 + . . .  + a,--17 + a,)2 

D'apr6s un th6or6me elassique de CAVe,Y, nous averts: 

Ib ~ g~--1 + b2 7 v-2 + ""  + b , -17  + b,,I < 

17~' + a17 ~-1 + "'" + a~,-17 + a~] ~ - -  

ou bien: 

Max de [ ~ l  pour ]z ]  R x 
z f 

R < R '  
2 2 

R . Ib~ ~ -1 + b~ ~ -9  + . . .  + b,,-17 +b, I  < ~ l ~  + a, ~/~''1 + az ~ ~''2 -4-"" + a,-~7 + a d '  

On en d6duit:  

R < 2 1 7 ~  + al ~ ' - I  + a2 7 ~-9 + "'- +a,,--17 + a,] s, 
Ib, ~-1 + b~ ~-2  + ... + b ~  ~ + bd (83) 

on supposant  que le nombre 7 ne soit pas une racine de l '6quation: 

b~ x ~'-1 + b 2 x ~-~ + - . .  + b , -1  x + b,  = o .  (84) 

Nous voyons que le second membre de l'in6galit6 (83 )d6pend  seulement des 

hombres donn6s fixes ~, q, 7, al, a2 . . . . .  a~, bl, b 2 . . . . .  b~ [et nullement des para- 

m6tres variables qui figurent dans les s6ries (8o)]. Nous remarquons que l'6qua- 

tion (84) ne doit pas 8tre une identit6, si nous voulons tirer un patt i  utile de 
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ces e o n s i d 6 r a t i o n s ;  il f a u t ,  donc ,  s u p p o s e r  que  les coe f f i c i en t s  bt ,  b2, b s , . . . ,  b~, 

ne  s o i e n t  p a s  tous nuls. 

N o u s  a v o n s  a ins i  6 tab l i  le t h ~ o r ~ m e  s u i v a n t :  

Th~ior~me X.  8oit (F) la famiUe compo,de de routes les /onaions u-~  a ( z )  

dd/inies par l' dquation : 

a (z ,  u) = u" + At  (z) u ''-1 + A~ (z) u "-2 + . . -  + A ~ I  (z) u + A ,  (z) ----- o ,  (85) 

ah tea A~ (z), A2 (z) . . . .  , A~ (z) d6sianent des /onctions rdguli~res on z ---- o: 

A l ( z ) = a l + b t z + .  �9 

A ~ ( z ) - - a 2 + b 2 z + .  �9 �9 

�9 . . ~ �9 �9 . . . . . .  (86) 

A ,  (z) ---- a,  + b, z + 

es coefficients at, bl, a2, b~ . . . . .  a,, b, grant fixes, tandi8 que les coef//vients non 

dcrits sont des param$tres variables. Nous supposons que les bt, b2, b 3 , . . . ,  b~ ne 

soient pas tous nuls. 8i  nous consid~rons l'ensemble (E) des valeurs u qui satis- 

font d l'indgalitd: 

l u -  ~'1 < q, (87) 

7 dtant un hombre 1 quelconque /ixe et q un nombre positi[ aussi ]ixe, il existe 

un cercle : 

IzI < R = R O', ~', q, al , a2 . . . . .  a , ,  bl, b3 . . . . .  b~), (88) 

dont le rayon est /ixe ne ddpendant que des hombres donnds ~, ~, q, al, a~ . . . . .  a~, 

bl, b2 . . . . .  b~ [et nuUement des param$tres variables des sdries (86)J, h l'intdrieur 

duquel route/onction de la /amiUe (F) ou bien prend au moin8 une ]ois une valeur 

de l'ensemble (E) ou bien admet un point singulier transcendant [c'est-dt-dire: eUe 

n'est pas algdbro~de dans le cercle (88)]. 

Ce t h ~ o r ~ m e  n o u s  f o u r n i t  auss i  la  p r o p o s i t i o n  s u i v a n t e :  

i diffdrent des racines de l'dqation: 

bl ~ - 1  + b, a~-~+. -  .+  b,~--I x + b~---- o. 
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E~tant donnD ~, couples de hombres (al, bl), (a2, b2), (a3, bs), . . . ,  (a~, b,) tds  

que le8 b~, b2, b3 . . . . .  b~, ne soient pus tous nuls, si nous d$signons lxtr (E) 

l'ensemble de routes les valeurs u qui saris]out dt l'inggalitg: 

lu--rl<q, 

le nombre 7 n'~tant pas une racine de l'r 

bt x ~-l + b2 z "-2 + ""  + b~-i x + b~ = o, 

il existe un hombre positi[ ~ (v, 7, q, a l ,  a 2 , . . . ,  a~, bl, b2 . . . . .  b~), d$pendant seule- 

ment d ~  nombres donnds ~,, 7, q, al ,  a2 . . . .  , a~, b,, b~ . . . . .  b~, jouissant des ~ropridt~s 

suivantes: a/) $ dtant un nombre positi[ arbitrairement petit, route [onction de la 

/amiUe (F),  dd/irde par l'~quation (85) et les ]ormules (86), alg~ro~de dana le 

cercle : 

I~1<~+~, 

prend, dans ce cercle, au moina une ]ois l'une des valeurs de l'ensemble (E) ou 

l ' in/ini,  fl!) S i  ~ > o e t  o < ~ < ~ ,  il existe au moins une ]onction de la ]amille 

( F)  algdbro~e et ne prenant darts le cercle : 

Iz[ < a~--,~, 

aucune des valeurs de l'ensemble (B) ni  la valeur ~ .  

Remarquons  clue l 'ensemble (E) est repr6sent6 sur un  plan u par  l 'ensemble 

des points  situ6s dans le cercle a y a n t  comme centre le point  7 et son  rayon  

~gal ~ q; ce eerele peut  avoir  un  rayon q a rb i t ra i remeut  peti t .  

Le th6or6me X peut  s '6noncer d 'une  fagon abr6g6e comme il suit ;  

Aucune  ]onction u ~ -] ( z )  de la ]amitle (F) algdbro~de et ]inie darts le cercle 

de centre origine et de rayon 

2 [7 ~ + a , 7  ~ - 1 + a 2 7  ~ - ~ + ' ' ' + a ~ - l T +  a~] ~ 
R > q~- [bilLY--4 - b-~:-~-+ ~ - +  b~-i ~' + b~] ' 

ne eaurait admettre, dans ce cercle, un domaine exceptionnel du plan u ren]ermant 

compl~tement dans son intdrieur le cercle 

]u--  7] < q. 
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C H A P I T R E  VII. 

Remarques  sur  les s~ries eompos~es. 

I3. Soit: 

1, (z), Is (z), h (z) . . . . .  t,, (z) . . . . .  (~ )  

une s~rie de fonctions alg~broides ~ un nombre fixe ~, de branches finies dana 

un domaine D et d~signons par a,~, a,2, an3 . . . .  , a , ,  les ~, valcurs de f~ (z0), oh 

zo eat un point  quelconque du domaine D. 

Toute sSrie de la forme: 

alKl, a2K~, aajr~ . . . . .  a~ ,~  . . . . .  (2) 

contenant une d~termination e~ une seule de chaque terme de la sdrie: 

/ ,  (Zo) , / ,  (Zo) , / ,  (z.) . . . .  , / ~  (z.) . . . . .  (3) 

s'appelle branche de cette sdrie (3). 

D'apr~s la ddfinition du N ~ 9, /a s~ie (3) eat dire convergente, 8'il existe des 

branches convergentes de cette 8grie, dont le hombre eat au moins ~a l  h ~,.1 Nous 

dirons qu'un tel ensemble de ~ branches convergentes de la s~rie (3) forme un 

8yst$me /ond~mental de branches. Soit (S) un tel syst~me de branches conver- 

geant vers los limites ~1, 2~, 23 , . . . ,  ~ qui no sont pas n~eessairement distinctes; 
je dis que route s~rie (quelconque) fortune par des d~terminations des termes 

de la s~rie (3) [e'est-~-dire: toute  s~rie, dont  chaque terme a une valeur unique 

qui est une d~termination d 'un tcrme de la s6rie (3)] ne saurait avoir d 'autres 

limites clue les nombres ~t~, ~t~, ~3 . . . .  , L~. 
Supposons, en effet, qu 'une telle s~rie (~ )  ait une limite b diff6rente des 

nombres ~ ,  ~(2, ~ , . . . ,  ~t~; on pourrait, alors, en extraire une nouvelle sSrie ($2) 

eonvergeant vers le hombre b. La suite (S~) Stant infinie, il est clair qu'elle 
contient  une infinit~ de termes d 'une au moins des branches du syst~me fonda- 

mental (S); on pourra, donc, extraire de la s~rie ($2) une nouvelle sSrie (Sa) qui 

peut  6 t re  aussi extraite d'une branche (B) du syst~me fondamental (S). Nous 

voyons que la s~rie ($3) converge d 'une par t  vers lc hombre b [comme extraite 
de la s~rie ($2) ] e t  d 'autre par t  vers un des nombres ~t~, ~ ,  ~t~ . . . . .  ~ [comme 

extraite de la sSrie (B)]; donc, la limite b n'est  ~ga|e qu's un des nombres 
~ ,  ~t~, ~ , . . . ,  ~ .  

i e t  dont l'ensemble contient toutes los ddterminations de chaque terme de la sdrie (3). 
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La s~rie (3) sera appel4e composge, puisque ehaque terme a ~ valeurs, que 
nous ne voulons pas s6parer comme ~tant les ~ valeurs en z0 d'une fonetion 
multiforme. 

Toute s~rie, dont  chaque terme n 'a qu'une valeur unique, qui est une valeur 

d 'un terme de la s6rie (3), sera appel~e s~rie simple eztraite de la s~rie compos~e 

(3). Nous avons ci-dessus ~tabli le th~or~me suivant: 

Th~or~me XI. Soit: 

l,(z), h ( z ) ,  h(z) . . . . .  l . ( z ) , . . .  (4) 

une sdrie de /onctions algdbro~des ~ un hombre /ixe ~, de branches ]inies clans un 

domaine D et z~ un point de ce domaine. 

S i  vette sgrie converge en z~ route sgrie simple extraite de la sdrie composde 

tl (Zo), h (Zo), h (Zo) . . . .  , 1 -  (zo) . . . .  (5) 

ne saurait admettre d'autres limites que ceUes des branches /ormant un syst~me 

]ondamental. Parmi les s6ries simples extraites de (5) les plus int6ressantes sont 
les branches de (5), dont ~ au moins sont des s6ries eonvergentes. 

14. Consid6rons une s6rie compos~e 

/m~ (Zo),/,~ ( zo ) , / , ,  (Zo), � 9  (zo) . . . .  (6) 

extraite de la s~rie (5) suppos~e convergente; il est clair que l'ensemble de routes 
les s6ries simples extraites de (6) admet toutes les limites it1, 22, 2s , . . . ,  )~ d 'un 
syst~me fondamental de branches de la s6rie (5). 

Inversement,  supposons que de toute s~rie (6) extraite de (5) nous pouvons 
extraire au moins une s~rie simple eonvergeant vers un hombre fixe ~1; je dis 

que, alors, une au moins des branches de la s~rie multiforme (5) converge vers 
le m6me nombre ~1. 

En effet,~ d4signons par (E) l'ensemble des points du plan u, qui repr~sen- 
tent  les d6terminations de tous les termes de ]a s~rie (5) et d6crivons un cercle 

(U) de centre 21 et de rayon quelconque r; d~signons aussi par (A) l'ensemble 
des points de (E) qui sont situ6s dans le cercle (C) et par (AD l'ensemble des 
points qui repr6sentent toutes les d~terminations de tous l e s  termes d 'une suite 
infinie: 

/~,  (Zo), hr~ ( z ~  (7) 

extraite de la s6rie (5). Si t ous l e s  points de l'ensemble (At) 6taient en dehors 
du cerele (O), il serait impossible d 'extraire de la suite (7) une s~rie simple con- 
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vergeant vers le nombre ~1, ce qui ,est en contradiction avee notre hypoth~se 

ci-dessus indiqu~e; nous en concluons que les ~ points In(z0) ne sauraient ~tre 

tous en dehors du cercle (C) sauf, peut-etre,  pour un nombre fini de termes de 

la s6rie (5) ct, par cons6quent, il existe au moins une branche: 

aim, a21,~, as~,, . .  �9 (8) 

de la s~rie (5) te|le que t o u s l e s  points aim, a ~ ,  a 3 ~ , . . ,  de cette branche (8), 
saul, peut-6tre, un hombre fini d 'entre eux, soient int~rieurs au cerele (C), aussi 

peti t  que soit le rayon r. Si, donc, rensemble d~riv~ (E') de (E) est fini, nous 

pouvons prendre le rayon r assez petit  pour que le centre du cercle (C) soit le 

seul ~l~ment de l 'ensemble (E r) qui se trouve ~ l'int6rieur du cercle (C); alors, 

l 'ensemble (A) n'a d 'autre point  limite et la branche (8), dent  les termes appar- 

tiennent ~ rensemble (.4) [saul, peut-6tre, un hombre fini de termes], converge, 

par  consequent, vers le nombre 2z. 

Supposons maintenant qu'il existe ~ hombres ~ ,  42, ~.s . . . .  , ~ tels que l'en- 

semble des valeurs des termes de route suite infinie: 

IK, (z0), l ~  (Zo), IK, (z0) . . . .  (9) 

extraite de la suite (5) poss6de les limites ~ ,  ~2, ~3 . . . .  , ~,; alors, comme nous 

venons de d~montrer, il existera ~ branches convergentes de la suite (5) ayant  

comme limites respectives les nombrcs ;~1, ~2, JL3,-.-, L~ et, par cons6quent, la 

s~rie (5) sera convergente. 
Ces considerations nous am~nent & adopter  la dfifinition suivante:  Nous 

dirons qu'un hombre ~ eat une limite ,imple de convergence de la 8~rie (5), si tout 

cercle de centre ~ et de rayon su//isammeut petit ren/erme, dans son intdrieur, une 

valeur (et une seule) de chaque terme de cette sdrie [saul, peut-~tre, un hombre ]ini 

de refines]. 

En g4n4ral, nous dirons qu'un nombre ~ est une limite de convergence multiple 

d'ordre P de la sdrie (5), si tout cercle de centre ~ et de rayon su//isamment petit 

ren/erme, dans son intdrieur, P valeurs (exactement) de chaque terme de cette sdrie 

[saul, peut-~tre, un nombre ]ini de termes]. Une limite d'ordre de multiplicit~ ~gal 

p comptera pour p limites distinctes (simples). 

l'aide de ces notions nous pouvons donner sous une forme tr~s simple la 

d~finition de la convergence d 'une s~rie compos~e. 

Une ,~rie: 

At ,  A~, As . . . .  , A .  . . . .  

dent chaque terme a ~, valeurs, s'appelle s~rie compos~e d'ovdre ~,. 
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Une sdrie composde d'ordre ~ sera dire convergente, si eUe poss~de exactement 

limites de convergence [c'est-~-dire si la somme des ordres de multiplicitde de routes 

les limites est ~gal h ~]. 

I1 est 6vident que eette ddfinition est dquivalente h cello que nous avons 

donnde duns lo paragraphe 9; nous remarquons que, d'aprbs le thdorbme XI, les 

limites de la s~rie eompos6o: 

(zo), h (zo), h (zo), �9 � 9  �9 � 9  

sent los seules limites de l'ensemblo des valeurs de tous cos termes. Dans eer- 

taines questions, l '~tude des limites d 'un ensemble d6nombrable de nombres se 

ram~ne d'une fagon naturello s l '~tude des limites de convergence d 'une s4rie 

compos~e: c'est surtout  duns les cas oh los nombres de l'ensemble peuvent former 

des groupes tels que los nombres de chaque groupe se trouvent en liaison in- 

time: soient, par exemple, los ~ valeurs en un point zo d'une fonction algSbroido 

duns un domaino D contenant ce point et ayant  ~ branches dans le m6me do- 

maine. 

CHAPITRE VIII. 

Application aux  fonetions ayant un nombre inflni de branches 
dans un domaine.  

15. M. PIERRE BOUTROUX a publi4 des t ravaux int4ressants sur les fonc- 

tions analytiques d'uno variable complexe ayant  un nombre infini de branches 

et sur leurs branches-limites ou fonctions limites. 1 Soit y(z)  une fonction multi- 

forme poss6dant une infinit~ de branches born6es en module dans un domaino D e t  

soit z ~ ~ un point qui n'est pus point-limite de points singuliers d 'un ensemble de 

branches yL(z), y~(z),..., alors, on peut extraire de eet ensemble unaut reensemble  

YKl(z), Y/~2(z),..., eonvergeant uniform6ment vers une fonction-limite holomorphe 

dans le voisinage de z ~ :  cela r~sulte du th6or~me de M. MONTEL d~j~ utilis6 

pour ~tablir le th6or~me V, qui est son extension aux s~ries do fonctions alg6- 

broides duns un domaine, l~ous consid~rons comme point critique distinct (avec 

M. ]3OUTROUX) tout  point autour  duquel se permutent deux d~terminations de 

y (z): ainsi, un point autour duquel se permutent  ~ d6terminations comptera pour 

~ - - x  points critiques distincts; si, donc, le point ~ n'est pas point-limite de 

Fonctions multiformes ~ uno infinitd do branches [Annales scientifiques de l']~cole Nor- 
male supdrieure, 3e sdrie, t. XXII (~9o5), p. 441--469l. 

Acta mathematica. 37. Imprimd le 24 avril 1914. 36 
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points-critiques, les termes de la s6rie: y,(z), Y2 (z ) , . . . ,  y ,  (z) . . . .  seront, ~ partir  

d 'un certain rang, holomorphes en z ~ ~. 

M. BOUTROUX a d6montr6 que, si le point ~ n'est pas un point-limite d'inter- 

sections des branches  y i (z )  ~ et si la s6rie y~(z),  y ~ ( z ) , . . . ,  y , ( z )  . . . .  converge 

pour z = $ ,  les branches yi sont n6cessairement born6es en module au voisinage 

de ~ et, par cons6quent, la limite Y de cette s6rie (branche-limite ou fonction- 

limite) est une fonction holomorphe au voisinage de ~. De plus, la convergence 

de la s6rie est uniforme, au voisinage de ~. 

Supposons que le point ~ soit un point-limite d'intersections des branches 

y~ suppos6es holomorphes ou m6romorphes darts un certain cercle entourant  le 

point ~ et qu'il existe un entier m tel que deux branches yi quelconques se cou- 

pent moins de m fois s l 'int6rieur de 7, aussi grands que soient les indices i. 

Dans ce cas, M. BOUTROUX d6montre que, si la s6rie y~(z), y=(z) . . . .  sur un 

chemin aboutissant au point $ converge vers une fonction-limite Y ( z ) ,  cette 

fonction scra m6romorphe au voisinage de z = $ [Voir son travail2 z, pag. 3--5]. 

Notre th6orie de s6ries et familles de fonetions alg6broides dans un do- 

maine D nous permettra d 'obtenir  un nouveau r6sultat sur le sujet 6tudi6 par 

M. BOUTROUX et concernant le eas des points qui sont des limites de points 

critiques de nStre fonction multiforme y(z). 

i6. Considdrons un ensemble infini (El de branches de y ( z ) a l g 6 b r o ~ d e s  

dans le voisinage d 'un point z = z0 et born6es en module, dans leur ensemble, 

dans un domaine D auquel appartient le point z0. Si une branche y~ ne se per- 

mute qu'avec ~ - - I  autres branches, dans le voisinage du point z,, nous dirons 

que la branche yi est d'ordre ~, en z = z0. Si l 'ordre des branches de l'ensemble 

{E) est bornd, il y a 6videmment une infinit6 de branches de (El d'ordre fixe 

6gal ~ un nombre v. On peut alors former une suite infinie 

/1 (z), h (z), h ( z ) , . . . , / ,  (z) . . . .  (io) 

de fonctions alg6broides k ~ branches dans le voisinage du point Zo, toutes les 

branches des termes appartenant  s l'ensemble (E); soit: 

Ze v + A l n ( Z )  u v-'-I + A 2 n ( z )  u v -2  + " "  -~ A , , _ l , n ( z ) u  + A ~ , n ( Z ) = O ,  ( z I )  

l '6quation qui d6finit la fonction u ~ f,, (z), les coefficients A1. (z), A~. (z) . . . . .  A,,. (z) 

6tant holomorphes dans le voisinage du point %. D'apr~s le th6orbme V, on 

peut extraire de la s6rie (io) une autre sdrie 

Supposdes ho l om or phes  en  z = ~. 
Sur les fonct ions- l imi tes  dos fonct ions  mu] t i fo rmes  [Rendicont i  del Circolo ma tema t i co  

di Pa le rmo,  tomo X X I V ,  anno  I9o7]. 
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~ (z), ~ (z), ~ (z) . . . .  , 9 -  ( z ) , . . .  
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(12) 

convergeant uniform6ment vers des fonctions alg6broides dans le voisinage de 

zo, dont le nombre total de branches est $gal s v; soit: 

u~ + BI~(z) u"-I + B2n(z)u~-~ + " " +  B~-I, , ,(z)u + B ~ n ( z ) ~ o ,  (I3) 

l '6quation qui d6finit la fonetion u ~-9~ (z) dans le voisinage du point z = z0. 

Si les fonctions Aln(z) ,  A2~(z), . . . .  A~,~(z) sont holomorphes dans le voisi- 

nage d 'un point z ~ z  1 du domaine D, quel que soit l'indiee n, ce point sera 

appel6 normal pour la suite (io). Le m6me point ne sera pas normal pour la 

suite (IO), si la condition d'holomorphie ei-dessus indiqu6e est en d6faut pour 

une infinit6 de termes de ]a suite. 

Si nous d6signons par  w -  [(z) une fonction-limite de la s6rie (i2), il est 

clair que eette fonetion est alg6broidc dans le voisinage de tout  point normal 

de ]a suite (12); nous remarquons qu'un point normal de cette suite peut  bien 

&re un point limite de points critiques de notre fonction multiforme y(z) .  

]1 existe, done, une branche-limite qui sera alg6broMe en tout  point normal 
de l a  suite (I2). 

Une s6rie eompos6e telle que (lO), dont chaque terme satisfait s une 6qua- 

tion de la forme (11) oh le d6gr6 r est fixe et les coefficients A~(z) sont holo- 

morphes dans le voisinage d 'un point z = z0, sera appel6e s6rie canonique dans 

le voisinage de z = z0 form6e par des branches de n6tre fonetion multiforme; 

elle admet  comme point  normal tout  point  dans le voisinage duquel elle ne cesse 

pas d'etre canonique. 

Nous avons ainsi &abli le th6or~me suivant:  

Th~or~me XII. Soit y (z) une ]onction multi]orme & une in]initg de branches 

et supposons qu'il existe une s$rie comloos$e ou simple (S) canonique dans le voisi- 

nage d'un point z = z o [ormde ~oar des branches de y (z) bornges en module, dans 

leur ensemble, dans un domaine D. I l  existe, alors, des ]onctions-Iimites (branches- 

limites) alg~bro~des en tout Iooint normal de la sdrie (S) intgrieur au domaine D. 

Si, done, la s~rie (8) est canon~tue en tons les poinis du domaine D, les branches- 
limites sont alg$bro~des darts tout le domaine D. 

Nous dirons que la s6rie canonique (S) est de degr6 ~, si l 'entier v e s t  6gal 

au degr6 fixe de l '6quation ~ laquelle satisfont les branches de chaque terme de 

la s6rie: alors, ehaque terme poss~de v valeurs distinctes ou non, et la s6rie (S) 

admet, d'apr~s le th6or~me V, des fonetions-limites dont  le nombre total  de 
branches est 6gal ~ r. 
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Si la s~rie (S) converge en une infinit~ de points tendant  vcrs un point zo 

comme point-limite, il e n e s t  de m~me, d'apr~s le th~or~me VII, dans tout  le 

voisinage de ce point: c'est-~*dire: la s~rie (S) convergera dans un cercle (C) de 

centre z0 vers des branches-limites alg6brofdes dans le m~me cercle, dont  le 

nombre total de branches est 6gal ~ ~. Par  cons6quent, d'apr~s le th~or~me 

XI,  l 'ensemble (E) ne saurait avoir plus de ~ valeurs limites pour tout  point  z 

int6rieur au cercle (C). 

Nous obtenons, donc, le tb~or~me suivant  qui complete le pr~c&lent: 

Th~or~me XIII.  8oit un ensemble (E) de branches de y (z) bornges en module 

et /ormant une Mrie (S) canonique de de~r~ v dana le voisinage d'un point zo. 8 i  

la sdrie (S) converge en une in/init~ de points z tendant verb le point zo eomme point 

limite, l'ensemble d~rivJ de (g) aura au plus ,, valeurs pour tout point du voisinage 

de zo: c'ezt-~-dire: pour tout point int~rieur ~ un certain cercle de centre z 0. 

Ces deux th~or~mes X I I  et X I I I  fournissent visib]ement des relations entre 

la distribution des points critiques de ]a fonction multiforme y (z) et la distri- 

bution de ses d~terminations pour une va]eur de z. Ils compl/~tent, d 'une fa~on 

naturelle, les r~sultats de M. BOUTROUX plus haut mentionn~s. 

Lorsque le point z0 n 'appart ient  pas ~ l'ensemble d~riv6 de l 'ensemble (~) 

des points critiques de la fonction multiforme nous sommes dans le cas de M. 

BOUTROUX. Notre cas est celui oh le point z 0 appart ient  ~ l 'ensemble d~riv~ de 

(~) de faqon qu'il soit point ]imite de points critiques alggbriques pour chaque 

branche de l 'ensemble (E). 

C H A P I T R E  IX. 

Families et sdries de fonetions ayant use inflnit6 de branches. 

z 7. Envisageons une famille (F) de fonctions u~90(z)  ayant  une infinit6 

de branches, born6es en module dans un domaine D, et ddtermin6es par une 

dquation: 

g (z, u) = o, (I4) 

g(z ,  u) d6signant une fonction des deux variables z et u holomorphe dans le 

domaine D pour  z et dans un certain cercle (C) de rayon Q pour la variable u. 

D'apr~s notre hypoth6se, il existe un nombre positif fixe K tel que, pour route 

fonction de la famille ct pour tout  point z0 du domaine D, le module des z6ros 

do la fonction q ( u ) ~  g(z0, u) est inf6rieur ~ K; si nous consid6rons le cercle fixe: 
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I , I<K,  

ce cercle contient (duns son int6rieur) toujours tous les z6ros de la fonction q (u). 

Nous en concluons que, si cette fonction q(u) poss~de une infinit4 de z6ros, nous 

aurons l'in6galit6: 

~ < K ,  (~5) 

puisque la fonction q(u) n'est pas holomorphe dans le cercle (C~): 

lul<K, (16) 

l 'int6rieur duquel elle admet  une infinit6 de z6ros. 

Si, done, nous faisons l'hypothb, se que chaquo fonction u = l (z) de la famille 

admette une in/initd de valeurs pour ehaque point z du domaine D, l'in6galit6 (I5) 
sera satisfaite pour route fonction de la famille eL pour tout  point z du do- 

maine D. 
D'autre  part, si nous posons: 

e(z .  u)-----Ao(~) + A , (~)u  + A2(z )u  ~ + . . .  + A. .(z)u" + . . .  

le rayon de convergence de cette s6rie est 6gal g -~, L d6sig- n o u s  s a v o n s  que 

nant la plus grande limite (ou limite sup6rieure d'ind6termination d'apr~s du 

BOIS-REYMOND) de la suite des hombres: 

I A , ( : ) I ,  Iva-3 l, . . . . .  . . . .  

NOUS avons done: 

L < K  ou bien L > K .  (18) 

Avant  d'aller 

utiles ici. 

Si nous consid6rons une suite infinie de nombres positifs: 

plus loin nous donnerons quelques notions, qui nous sent 

(I9) 

il existe un nombre 0 ayant  la propri6t6 suivante: Tout nombre positif plus petit  

que 0 est inf6rieur ~ 0+ ~ partir  d 'une valeur de n e t  tout nombro plus grand 
quo 0 est sup6rieur h, 0 uour uno infinit6 de valeurs de n. Ce nombre 0 sera 

01, 0~, O~ . . . . .  0~, . . .  
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appeld limite in]drieure d'inddtermination et ]e maximum de la quantit~ [0,~-  O J 

sera appeld dcart maximum de la suite (zg). 

I1 est clair que la limite inf~rieure d'ind~termination de ]a s~rie: 

I I I I "''~ n ~ ' ' "  

I est dgale E ~ .  Supposons que l'$cart maximum de cette suite soit bornd dans 

le domaine D pour la famille F ;  alors, i] existera un nombre positif fixe /t tel 

que l'indgalitd : 

I I 

soit satisfaitc pour tout  point z du domaine D pour route valeur de n e t  pour 

toute fonction u = eF(z ) de la famille donn6e F. On aura done: 

I I 

I I 
ou bien: > K---+ t--~ 

On en d6duit: 

(23) [A,,(z)[ > {K + ~,)n' 

pour tout  point int6rieur au domaine D pour toute valour de n e t  pour toute 

fonetion de la famille donn6e F.  

Si nous d6signons par [,  la famille des fonctions holomorphes A,~(z), qui 

correspond ~ la famille donn6e F, nous voyons que, grs k cette in6galit6 (23) 

et ~ u n  th6or~me d6j~ mentionn6 de M. MO~TSL, la famille / ,  est normale pour 

toute valour finie de l'indice n: les fonctions de chacune de ces families sent 

born6es (dans leur ensemble) on module inf6rieurement. Nous avons ainsi 6tabli 

le th$or6me suivant. 

Th~!or~me XlV: Considgrons une ]amille {F) de /onctions ayant une in/initd 
de valeurs pour chaque point d'un domaine D, ddtermindes par une dquation de 
la /orme: 

g (z, u) = A0 (z) + A~ (z) u + A, (z) u '  + As (z) u 8 + .-. + A,  (z) u" + . . . .  o, 
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oh g (z, u) ddsigne une /onction holomorphe dans le domaine D du plan z et dans 

un cercle lul < Q du plan u; supposons en outre que l'dcart maximum des sdries: 

I I I I 

Iv - l 
soit bornd pour la /amille F dans le domaine D et ddsignons par /,~ la ]amille des 

]ouetions holomorphes An(z) eorrespondante ~ la /amille iv. 

Si la /amille donnde F est composde de /onctions bornde~ dans leur ensemble 

dans l'intdrieur de D, la /amille ],~ est normale dans le m~me domaine D pour 

route valeur /inie de rindice n. 

CHAPITRE X, 

Famil ies  de fonctions alg~broYdes admettant une eourbe exeeptionnelle .  

I8. Soit une famille F de fonctions u=ep(z )  alg6broides ~ ~J branches 

dans un domaine D du plan z et ne prenant,  dans ce domaine, aueune des 

valeurs repr~sent~es par les points d 'une courbe /" du plan des u. Nous d6- 

montrerons qu'une telle famille est normale dans le domaine D; pour faire ]a 

d~monstration, nous distinguons deux cas: 

A~ cas. Si la eourbe /~ est ferrule, e]le partage le plan u en deux r~gions 

J l  et z/~ et, par consequent, nous pouvons utiliser les raisonnements de M. 

MONTEL dans son M~moire [Sur les familles de fonctions analytiques qui admet- 

tent  . . . .  Annales de l'Eco]e fiormale, XXIX--l~ovembre I9x2, page 494]; Lorsque 

z pareourt le domaine connexe D, le point u----~0(z) d6crit un domaine connexe 

J situ6 tout  entier dans J l  ou tout  entier dans J2; par cons4quent, si nous 

consid~rons une suite infinie de fonctions de la famille, on peut en extraire une 

nouvelle suite (S) de fonctions pour lesquelles le domaine J e s t  contenu tout 

entier ou dans z/1 (pour toutes) ou dans L/2 (pour routes); alors pour les fonc- 

tions de cette suite (S) l 'un des domaines J1 et J~ sera exceptionnel et, par 

cons6quent, d'aprgs le th~or~me IX, nous pouvons extraire de la suite S une 

nouvelle suite S1 convergeant uniform~ment vers des fonctions alg~broides dans 

D ou vers l'infini, dont le nombre total de branches est 6gal ~ ~. 

La famille donn~e F est done normale. 

B~ cas. Supposons maintenant  que la eourbe F soit ouverte joignant le 

point a au point b. Je suivrai, dans ce cas aussi la voie indiqu~e par M. 
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MONTEL dans  son M6moire ci-dessus t i t6 (pages 495 et  496) et  utilis6e pour les 

familles de fonctions holomorphes.  

I1 est d ' abord  clair que le domaine J n 'es t  travers6 par  la courbe F pour  

aueune des fonctions u = ~ ( z ) .  Posons:  

u r e a  
g • 

to, w---- a tz) = Jog to, (24) 
b u 1 

ot remarquons  que los fonctions to no prennent ,  dans  le domaine  D, aucune des 

valeurs repr6sent6es par  los points  d 'une  eourbe (F~) cont inue joignant  l 'origine 

avec l ' infini;  par  cons6quent,  lorsque le point  z pareour t  le domaine  eonnexe D, 

los point  co ne t raversent  pas cetto eourbe F ,  et, par  suite, ne peuvent  tourner  

au tou r  de l 'origine. 

Pour  d6terminer compl6tement  la fonction 6 (z) eonvenons qu 'en un point  

de d6part  z0 du  domaine D la par te  imaginaire de log to sera comprise entre  

--z~ et  + ~r, la limite inf6rieure exclue. La  fonction to 6tant  alg6broide ~ 

branches darts le domaine D, soient:  

t o t = Q t e i S t  , t o z = ~ 2 e i O ~  , w s ~ - Q s e i O a , . . . , t o v ~ Q v e i O v ,  

]es v valeurs de to en z----z o, 

Les valeurs de o(z) en zo seront:  

log ~1 + i01, log Q~ + iO~ . . . . .  log Q$, + ion, 

avec : 

- - ~ r < O ~ < ~ r ,  - - ~ r < O 2 < z  . . . .  , - - z < O , , < z .  

oi~ los t~,, r r  r d6signent leurs modules. 

(25) 

Si maintenang nous passons ~ u n  au t re  point  quelconque zt du  domaine D par  

los divers chemins qui joignent  los points  zo et z, et  sont  situ6s dans  le domaine 

D, nous obt iendrons des valeurs  de o(z,) ,  don t  los part ies imaginaires sont  com- 

prises entre  - - 3  z et  + 3 ~r. D 'au t re  part ,  si nous d6signons par  

R1 ei rx, R2 ei'm, R3 e i ~  , . . . ,  R~, e i "/$,, (26) 

los valeurs en z = z~ de la fonction to, cellos de la fonction a (z) au m6me point  

z, seront  de la forme: 

log Rz + i (~fl + 2 K,  ~),  log R2 + i(72 + z Ks ~) . . . . .  log R,, + i (7~ + 2 K ~ ) ,  (27) 

los K~, K~ . . . . .  K~ 6tant  des entiers positifs ou n6gatifs. Mais ~ chacune de cos 

v formes ne correspond qu 'une  seule valour  de a(z,) ,  parce que chacune des 
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formes (27) ne contient que des nombr6es qui diffSrent d'un multiple de 2 z i: 
pour passer, par exemple, d 'une valeur log R~ q- i (71 § 2 K1 z) s une autre valeur 

de la forme, il faudrait  que, le point z parcourant  le domaine connexe D, le 

point R1 e st1 puisse tourner autour  de l'origine, ce qui est impossible. 

Nous en eoncluons que les fonctions w-~ a(z) sont aussi alg~bro4"des ~ ~, 
branche$ dans le domaine D et les points w ~ a (z) ne sortiront pas d 'une bande 

(B) du plan des w limit6es par deux droites parall~les ~ l 'axe des parties r~elles 

men6es ~ la distance 3 z  de cet axe: en d'autres termes toute la r~gion du plan 

des w situ~e en dehors de la bande B e s t  exceptionnelle pour les fonctions 

w ~ a ( z )  dans le domaine D et ces fonctions sont aussi finies dans le m~me 
u - - a  

domaine, puisque les fonctions oJ-~ u~--~ n 'y  prennent  ni la valeur zgro ni la 

valeur in]ini. Done, d'apr~s le th~or~me IX, les fonctions w = r forment une 

famille normale et, par cons6quent, de route suite infinie de fonctions a(z) nous 

pouvons extraire une nouvelle suite infinie convergeant uniform6ment vers des 

fonctions alg~broides finies dans le domaine D ou vers la eonstante infinie, dont 

le nombre total  de branches est 6gal ~ v. 

En disant que le nombre total des fonctions-limites est 6gal ~ v, nous en- 

tendons que toutes |es fonctions.limites W satisfont ~ une 6quation alg6brique 
du degr6 v par rapport  s W. 

Si nous prenons maintenant  une suite infinie de fonctions dc la famille 

donn6e, les formules (24) lui font correspondre une suite infinie de fonctions 

(z), de laquelle nous pouvons, puisqu'elles forment une famille normale, extraire 

une nouvelle suite: 

al (z), ~ (z), ~ ( z ) , . . . ,  ,~,,(z),..., (28) 

convergeant uniform~ment vers des fonctions-limites alg~bro~des finies dans D 

ou vers la constante infinie, dont le nombre total de branches est 6gal ~ ~. 

cette suite correspond une suite de fonctions: 

~ ,  ( z ) ,  ~ ( z ) ,  ~ ( z )  . . . .  , ~,~ ( z ) ,  . . . ,  (29) 

de la famille donn6e, la correspondanee 6rant d~termin6e par la relation: 

~n(z )  = a - -  b e~C,) (30) 
I - -  Can  (z} 

20. Distinguons ici quatre cas: 
A ~ a  mathcmat ica .  37. Imprim6 le 24 avril 1914, 37 
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a~ cas.  Supposons qu'aucune des fonctions-limites ~ ( z ) ,  ~ 2 ( z ) , . . . ,  ~ ( z )  de 

la suite (28) ne soit ]a constante infinie ou la constante 2 K z r i ,  o h  K d~signe 
un nombre entier ou z6ro; alors ces fonctions ne prennent  pas ~ ]'intdrieur de 

D, ni la valeur 2 K z~ i ni la valeur infinie, puisqu'il e n e s t  ainsi des fonctions 
u - - a  

a~(z); en effet les fonctions w----~-~-~ ne prennent  pas la valeur i. Nous 

app]iquons ici le th6or~me VI. La suite (29) converge vers les fonctions: 

a ~ b e a'(s) a - -  b e ~( , )  a ~ b eZ~ (*) 
qJ,(z) x--: ,~'~' ~ , ( z )  = ~ - - e ~ ' ~  , . - . ,  ~ ( z )  I - - e z d ' ) '  (3~) 

qui sont algdbroides et finies dans D et dont le hombre total de branches est 
6gal ~. v. 

~/ cas. Supposons que l 'une des fonctions-limites ~ ( z ) ,  ~ ( z )  . . . . .  ~ ( z )  

soit une constante 2 K z r i :  soit: 

~ q  (z) = 2 K ~ i. 

Les fonetions e~n(") convergent uniform6ment vers ]es fonctions e TM, e "~(*) . . . . .  

eaq-1 (') et la constante I e t  la suite (29) converge uniformdment vers les fonc- 
tions q) t ( z ) ,  q}2(z) . . . . .  ~ - l ( z )  et la eonstante infinie: Nous entendons par lk 

que, dtant  donnd un hombre , arbi trairement petit, les indgalit6s: 

sent  satisfaitcs pour une branehe au moins de ~.(z), ~ partir  d 'une valeur de 

n, et pour tous les points z int6rieurs au domaine D. 

7/ cas. Supposons enfin que l 'une des fonctions-limites ~ ,  (z), ~2  (z) . . . .  , 

2~(z) soit la constante infinie; soit, par exemple: 2 ( z ) =  ~ ;  alors, h. chaque 

hombre positif , arbitrairement peti t  on peut  faire correspondre un entier ~t tel 
que pour n >  ?t et pour t o u s l e s  points intdrieurs au domaine D l'on ait les 

in6galit6s: 

< < < 

chacune de ces indgalitds dtant  satisfaite pour une au moins branche de toutes 
les fonetions a n ( z ) .  Puisque la partie imaginaire des ~,(z) est comprise entre 

- - 3 r  et + 37r, nous aurons les in6ga]it6s: 
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satisfaites k partir  d 'une valeur ~t de n pour t o u s l e s  points intdrieurs k D et 

chacune pour une branche au moins de an (z), en d6signant par  Rn (z) la partie 

r6elle des fonctions an(z). La derni~re des in6galitds (32) peut  6tre remplac6e 

par l 'une des in6galit6s: 

1 1 

le~"("~l < e - ;  ou le-~ I < e -  ;-, 

satisfaite pour une au moins des branches. 

Nous pouvons, done, faire correspondre au nombre positif t un entier 

n tel que pour n > n, pour tous les points int6rieurs au domaine D et pour routes 
fonctions con(~) r on  air les indgalit6s: 

[e 2'ds) ~ Con (z) ] < e ,  

et l'une des indgalitds: 

le'~C=)- con(")] < ,  . . . . .  ]e~'q-a("~--e ~ < ~, (33) 

I,oo('~1 < t,  le-~ < t,  (34) 

chacune des (33) dtant satisfaite pour une au moins des branches des an(z) et 

l 'une des in6galitds (34) pour une branche au moins des an(z)de fa~on que 

chaque branche des an (z) satisfasse k l'une des in6galit6s (33) et (34). 
Les in6galitds (33) nous donnent:  

[ e on (e)] < ~ + e :~1(*) , 

D'autre  par, nous avons: 

l e~  (z) ] < e + e ~(*) , . . . ,  l e ~  (z)] < e + e'~q--1 is) . 

e On(.) = 9n (Z) - -  a 
ep,~ (z) - -  b 

Nous obtenons donc la conclusion que, 6rant donn6 un nombre positif t ar- 

bitrairement petit,  on peut  ]ui faire correspondre un entier n tel que pour n > n  

et pour tous les points du domaine D chaque branche de toute  fonction fPn (z) 

de la sdrie (29) satisfait g l 'une au moins des indgalit6s suivantes: 

I o , ( ~ ) - - * n ( Z ) l < * ,  I o , ( ~ ) - - ~ , ( z ) l  < * , - . . ,  I O ~ - - , ( Z ) - - * n ( Z ) I < * ,  (35) 

I ~ ( z ) - - a  I ] ~ ( z ) - - b  I < t. (36) {p~ (z) -- b < ~' ~-,~ (z) -- a 



292 Georges R~moundos. 

Les fonctions q)~(z), @2(z) . . . . .  ~e-l(z) &ant  finies dans le domaine D et le 

nombre e arbitrairement petit, il eu r6sulte que le module des fonctions q0n (z) 

est born& En effet, il existe un nombre M assez grand pour 6tre sup6rieur au 

module de t o u s l e s  q)l (z), O~ (z), . . . .  Oq_~ et de t ous l e s  (p~ (z) eorrespondant /~ 

n > n; il existe aussi un hombre fixe m plus grand que le module des q0~ (z), 

~ (z) . . . .  , ~0~ (z) .  

Done, les fonctions cp~ (z) de la suite (29) ferment  une famille normale et, 

par cons6quent, nous pouvons extraire de la suite (z9) une nouvelle suite: 

~0~ (z) ,  w~ (z) . . . .  , ~0c~ ( z ) , . . . ,  (37)  

convergeant uniform6ment vers des fonetions-limites alg6broides et finies dans 

lc domaine D, dent  le nombre total de branches est ~gal ~ ~. Les branches 

de ~oc~(z) qui ne satisfont s aueune des in~galitds (35) convergent ou vers la 
constante a ou vers la constante b e t  vers routes les deux, tandis que les bran- 

ches qui satisfont aux in~galit6s (35) convergent vers les fonetions e l (z) ,  

~)2 (Z) . . . .  , ~ - - 1  (Z). 

dl eas. Supposons que l'une des fonctions-limites ~ , ( z ) ,  ~ ( z ) , . . . ,  ~ ( z )  

soit la eonstante infinie et d 'autres soient 6gales h des eonstantes do la forme 

2 K ~ i ,  off K d&igne un nombro eutier positif ou n~gatif. Ce eas se ram~ne 

imm~diatement aux deux cas pr6e6dents et, en faisant los m~mes raisonnements, 

nous obtenons une suite de fonetions de la famille donn~e, extraite de la suite 

donn6e, e t  convergeant vers des fonctions-limites, dent  l 'une est ia constante 

infinie, une au moins des autres est 6gale h la constante a ou b et toutes les 

autres sent alg4broides et finies dans le domaine D; le nombre total des bran- 

ches des fonctions-limites est ~gal h ~. Mais il est n6eessaire de remarquer 

qu'une constante finie ou infinie, eonsid~r~e eomme fonction-limite, peut ~tre 

multiple ou ~ plusieurs branches, la multiplieit~ 6rant telle que le hombre total 

des branches soit ~gal ~ ~. Par exemple, la constante a sera une fonction- 

limite multiple d'ordre (de multiplicit6) tgal h P de la sdrie (37), lorsque eette 

constante est la limite de convergence de P branches des fonctions q0r n(z). On 

s'en rend bien compte par les consid6rations d6velopp6es dans le N ~ 14 sur la 

convergence des stries compos6es. 

Nous voyons que, dans t ous l e s  eas, de toute suite de fonctions de la famille 

donn6e nous pouvons extraire une nouve]le suite convergeant uniformtment  vers 

des fonctions alg~broides et finies dans le domaine D ou vers la constante 

infinie, dent  le hombre total des branches est ~gal ~ ~. Nous obtenons, done, 

le thdor~me suivant: 
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Th~or~me XV. Soit une /amille (F) de ]onctions u ~ go (z) alggbroides ~ ~, 

branches [inies dans un domaine D. Si  les /onctions de cette [amiUe ne prennent, 

dans ce domaine, aucune des valeurs reprdsentdes Tar les points d'une courbe F du 

plan u (cet te  courbe  est, alors, exeept ionnel le  pour  l 'ensemble des fonet ions  de 

la famille dans  le domaine  D), la [amiUe est normale dans le domaine D;  e'est-d- 

dire: de route suite in/inie de [onetions de la [amiUe nous Tauvons extraire une 

nouvelle suite in/inie convergent uni/orm~ment vers des [onctions-limites alg~bro~des 

et [inies dans D ou la constante in/inie, dent le hombre total de branches est 
$gal ~ ~,. 

20. Revenons  aux  consid6rat ions des deux  num6ros  pr~c6dents  e t  rap-  

pelons-nous que les fonct ions w-~ a(z) sent  alg6broides e t  finies dans  le domaine  

D o t  sat isfont ,  p a r  eons6quent ,  s une  6quat ion de la forme:  

W ~ + BI (z) W ~-x + B~ (z) W ~-~ + -. + B,_~ (z) W + B ,  (z) -~ o, (38) 

off les BI(Z),  B2(z) ,  . . . .  B,(z )  d6signent  des fonot ions holomorphes  dans  le do- 

maine  D.  

Les branches  W~ se l ient  aveo los branches  u ~  des fonet ions  u - =  go (z) pa r  

la re la t ion:  

WK ~ log u K - - a  u ~ - -  b (39) 

Comme on a les 6galitSs: 

--B,(z)=W,+W2§ B,(z)  = ~  W, W , , . . . ,  

= WI W2 W s .  �9 �9 W~, 

les nombres  B 1 (o), B2 (o) . . . .  , B~ (o), B'I (o), B'2 (o) . . . . .  B'~ (o) no d6penden t  que  

des valeurs  en z----o de la fonct ion  u = go(z) e t  de sa ddrivde u r ~  ~0f(z). 

Soit, done:  

u �9 + A, (z) u~-I + A~ (z) u~-~ + . . .  + A,_I  (z) u + A~ (z) = / (z, u) = o, (40) 

l '6quat ion qui  d6termine la fonot ion u = g0(z), e t  posons:  

Al(z)  -----a~ + blz + . . . ,  A2(z)---- a2 + b2z + . - . ,  A ~ - l ( z ) - - a ~ - i  + b~-lz + -- . ,  
(4x) 

A ~ ( z ) - - a ,  + b,z  + . . . .  

Les valeurs  de 90(0) sen t  les racines de l '6quat ion  alg6brique:  

u ~ + a~ u ~-1 + a2 u ~-2 + -.. + a~-i u + a~ ~ o,  (4 2) 
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et les valeurs de u (o) sont 6gales ~: 

1',(o, r,) / ' , (o,  r~) 
1 ' , , ( o , ~ '  1',,(o, r,) . . . . .  

Georges R6moundos. 

_ t', (o,  r,..1) / ' , (o ,  r,) 
1'=(o, r,-t)' f=(o, r,)' C43) 

off rl, r= . . . . .  r~-l, r~ d6signent les racines de l '6quation (42). 
Si le point z = o n'est  pas un point de rencontre de branches de la fonc- 

tion u = ~0 (z) les valeurs (43) ne d6pendent quc des coefficients al ,  as, �9 � 9  a ~ l ,  

a~, b~, b~ . . . .  b,~--1, b, des s6ries (4I) et  nullement des autres coefficients et il en 

sera, par  cons6quent, de m6me des nombres:  

B1 (o), B= (o) . . . . .  B ,  (o), B' ,  (o), B'= (o) . . . .  , B ' ,  (o). 

Nous savons que tous les points qui n 'appart iennent  pas h la bande B sont 

exceptionnels pour  les fonctions w = a(z). Si, donc, nous prenons un point }, 

ext6rieur ~ la bande B et si nous d6signons par ~ sa plus peti te distance d e s  

droites parallbles qui limitent la bande, l 'int6rieur du cercle 

lw- r l  < ~, (44) 

est exceptionnel pour les f o n c t i o n s  w ~ o (z) .  

O n  a" 

- - B ~ ( z ) =  log a - - u ~  + log a - - u 2  + . . .  + log a - - u , ,  
b - -  u~ b - -  u2 b - -  u,, 

( b - -  ut)  ( b - -  u2) . 

( a - -  u~) ( a - - u = )  . . . .  ( a - - u , , ) - - - - / ( a ,  z) = a "  + A l  (z) a "-1 + 

+ A~ (z) a "-~ + . . .  + A,,-I (z) a + A,, (z), 

(b - -  u~) (b - -  u2) . . . .  (b - -  u~ ) ~-- / (b,  z) ~ b" + A t  (z)  b "--1 + 

+ A3(z)  b "-~ + . . .  + A,...-x(z) b + A, , (z) ,  

et 

en posant:  

On en d6duit: 

- -  B,  (z) = log / Ca, z) 
/ (b, z) 

PCz) log 

/ Ca, z) ---- P (z), / (b, z) = Q (z). 

- -  B', (z) = Q (z) P'  (z) - -  P (z) Q' ( z )  
P (z) Q (z) 
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d'ofi:  

- - B ' , ( o ) =  
( b  ~ + a~ b v - 1  -1-- a s  b ~ - 2  -4- . - .  -I- a , )  (b~ a ~ - 1  A- b2 a ~'-2 + " "  -]- b~,) - -  

[P  (z). 

- -  (a" + a~ a "-1 + a2 a ~-2 -t- "'" "t- a , )  (b, b ' - '  + b, b ~-~ + . . -  + b , ) .  

(z ) ] , .0  

Si, donc, les nombres  a e t  b ne sa t is font  pas h la relat ion:  

a ~ + a~ a ~-1 + a2 a ~'-2 -1- .. .  + a~ = b~ a ~-1 + b2 a ~-2 -b .-- -1- b~ 
b ~ + a ,  b ~-q + a2 b ~-2 + .-" + a~ b~ b ' - '  + b2 b ~-9- + "-" + b~' (45) 

le nombre  B'~ (o) est diff6rent  de z6ro et, par  cons6quent,  l '6quat ion:  

B', (o) x ' - '  + B'2 (o) z ~-~ + . . .  + B',-1 (o) z + B'~ (o) = o, (46 ) 

no sera pas une identit6. E n  choisissant alors le nombre  7 de fagon qu'il ne 

soit pas une  racine de cet te  6quat ion alg6brique, nous pouvons  appliquer  le 

th6or6me X & la famille des fonctions w--~ o (z) qui a d m e t t e n t  le cerele exeep- 

t ionnel  (44)- Si, done, le domaine D est un  cercle de centre l 'origine et  de rayon 

R, ce r ayon  satisfera & l'in6galit6: 

R 2 [ 7 ~ + 7 ~ - ' B , ( o ) + 7 ~ - ~ B ~ ( o ) + . . . + T B ~ _ x ( o ) + B , ( o ) I  ~ 
< ~ 17"-' B'~ (o) + ~_9. B', (o) + . - - Z - + - ~ _ x ( - ~  + ~ ) l  ' (47) 

d e n t  le second membre ne d6pend que des nombres ~,, al, a3, as , . . . ,  a,, b~, b~, 
bs . . . . .  b~ et nul lement  des autres  coefficients des s6ries (4I); en effet, le hombre  

~, est arbi t raire  6 tant  seulement  soumis ~ des in6galit6s qui ne d6pendent  que 

des nombres ei-dessus indiqu6s, et le hombre  d d6pend seulement de ~,. 

I1 en r6sulte que, dans  un cercle de centre  l 'origine et  de r ayon  sup6rieur 

au  second membre de l'in6galit6 (47), tou te  fonetion u = ~ (z) de la famille donn6e 

prend au moins une lois l 'une au moins des valeurs repr6sent6es par  les points 

de toute  ligne du plan u jo ignant  les points  a et  b. Nous avons ainsi 6tabli le 

th6orbme su ivant :  

Th6or~me XVI. Soit (F) la /,mille tempos& de routes les fonctions u----q~ (z) 
d~/inies Tar l' ~quation : 

/ (z ,  u )  = u ~ + A ,  (z) u "-x + A~ (z) u , - 2  + . . .  + A , _ ,  (z) u + A ,  (z) = o ,  (48) 

o~ les AI (z), A2 (z) . . . . .  A ,  (z) ddsignent des lonc~ions holomorphes dans le voisinage 
de z ~ o :  
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A~ (z) --  a~ + b~ z + .. .  

A~(z) f a ~  + b~z + .. .  

�9 ~ �9 ~ , . . . . . .  

A, ( z )~ - -a ,  + b , z  + .. .  

(49) 

les coe//icients a~, b~, a~, b 2 , . . . ,  a, ,  b, et le degrd v dtant /ixes, tandia que les coe//i- 

cients non &rits sont des param~tres variables; soient aussi deux hombres quelconques 

a et b assu]ettis seulement d la condition: 

a ~ + a~ a ~-1 .  + a2 a ~'2 +. �9 -" + c t ~ - I  a + a ,  

b �9 + al b ~-1 + a~ b ~'~ + .. .  + a~-x b + a~ 

bx a ~'-1 -4- b2 a ~-~ + "'. + b~ 
b~ b ~-j + b~ b "-u + + b,," 

lgi le point z -~  o n'est pas un  point d'intersection des branches ~, il existe un cercle: 

z[<R----  R (v, a, b, ai ,  bl, a2, b2 , . . . ,  a, ,  b,), 

dont le rayon est fixe, ne d~pendant que de8 nombres ~,, a~, bl, a2, b2 . . . . .  a~, b~, a 

et b [et nul lement  des param~tres  variables des s6ries (49)], a l'int~rieur duquel 

route ]onction tinie de la [amille (F) ou bien admet un point sinqulier transcendant 

ou bien prend au moin~ une lois l 'une au moins des valeurs repr~sentden par les 

points de route courbe (ligne) joignant le point a au point b. 

Le second membre  de l'in6galit6 (47) est  u se  quant i t6  variable avee le 

nombre  arbi t raire  Z et  le rayon  du cercle du th6orbme ci-dessus 6none6 peut-6tre  

pris plus grand  que toute  valeur  de l 'expression (47), mais il est, bien entendu,  

avan tageux  d 'employer  sa valeur  min imum qui sera n6cessairement diff6rente 

de z6ro. 

2x. Le th6or~me XVI est visiblement la plus pr6cise des extensions aux  

fonctions mult iformes dans un domaine du th6orbme de M. LANDAU, que nous 

avons ~tablies dans ce t ravai l :  ces extensions remplacent  le eercle d 'holomorphie  

de M. LANDAU par  un eercle pouvan t  contenir  des points  critiques alg6briques 

quelconques de la fonction,  maia elles ne conservent  pas, au point de cue des 

x Cetto condition no eoneerne aussi que les nombres fixes ax, a2, as, . . . ,  a~,, puisqu'elle 
se ram~ne ~ supposer que l'6quation alg6brique: 

x" + ax x ~ - ]  + aa x ~ - 2  + . . .  + a ~ _ l  z + a ,  : o , 

n'ait pas des racines multiples. 
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valeur8 exceptionnelles, la pr6cision du th~or~me de M. LA~DAV, parce que ou 

bien l'ensemble des valeurs exceptionnel]es est continu ou bien la consid6ration 

de deux valeurs exeeptionnelles est accompagn~e de quelques restrictions. Dans 

deux Notes publi6es r~cemment dans le Bulletin de la Soci~t~ math6matique de 

France nous avons donn~ une autre extension qui conserve toute la precision au 

point de vue des valeurs exceptionnelles et qui est applicable dans un cercle, 
dont le centre est un point critique algdbrique de la fonction. 

J 'esp~re de pouvoir 6tablir proehalnement  l 'extension la plus parfaite aux 

fonetions alg~broides h ~ branches dans un cercle par la consideration de 2 r 
valeurs exceptionnelles (rinfini non compris). 

CI tAPITRE XI.  

Fonctions-limites d'une suite eonvergeant uniform6ment. 

22. Soit: 

/, (z), h ( z ) , . . . , / ~  (z) . . . .  (50) 

une suite de fonctions alg6broides h ~" branches finies dans un domaine D con- 
vergeant uniform6,ment et soit: 

F~ (z, u) = u ~ + A~I (z) u '~-1 + A ~  (z) u ~-~ + ... + An~ (z) = o, 

l '4quation qui d6termine la fonction u ~ / n ( z ) ,  oh les An1 (z),A~2(z) . . . . .  A,~(z) 
sont des fonctions holomorphes dans le domaine D. 

Si nous d6signons par )~1 (z), it 2 ( z ) , . . . ,  ~ (z) les limites de convergence de la 

s6rie (5o), les fonetions A~l(z) convergent uniform6ment vers la fonction-limite: 

- -  [~, (z) + ~2 (z) + . . .  + x~ (z)] = _4, (z),  

qui est aussi bolomorphe clans ]e domaine D, d'apr~s un th6or~me classique de 

W~IERSTRASS publi6 en I88o. De m~me, les fonctions An~(z) convergent uni- 
form4ment vers la fonction holomorphe: 

~/~ (z) ---- ~ ),, (z))~2 (z), [somme des combinaisons deux-~-deux] 

et ainsi de s u i t e . . ,  les fonctions An~(z) convergent uniform~ment vers la fonc- 
tion holomorphe dans D: 

Acta mathematlva. 37. Imprim~ le 27 avril  1914. 3 8  
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. ,4 , (z)=(--~) ,Z,(z)  Z~(z)... ~(z) ,  

et, par eons6quent, les fonetions-limites de la suite (50) satisfont ~ l '6quation: 

F (z ,  w )  = w" + . .4,  (z) w "-I  + 1 /3  (z )  w ~'-~ + ---  + . .4 ,  (z) = o .  (5 I) 

Nous avons, done, dtabli le thdorAme suivant:  

Thdor~me XVII. Si  une suite in/inie de /onctions algdbroides ~t ~, branches 
]inies clans un domaine D converge uni/orm~ment, les /onctions-limites sent aussi 
alg~oro~es et ]inies dans Ie domaine D et leur nombre total de branches est 
~gal ~ ~,. 

C'est une extension aux fonctions alg6broides dans un domaine D du th6- 

ermine elassique de W~,IERSTRASS ci-dessus utilis6. 

Nous pouvons aussi dire clue ce th6or~me est une cons4quence imm6diate 

du th4or~me VIII, parce que les fonctions de la suite consid6r6e ferment une 

famille normale: cela r~sulte d 'un raisonnement facile indiqu6 par M. MONTEL 

dans son M6moire: Sur les suites in/inies de /onctions (th~se de doctorat, x9o7, 

P. 74) et utilis6 d6jh par nous darts le N ~ zo de ee travail. 

Si dans l'expression: 

,)~'~ (z,  u) 
8u ~ u  "-I + 0 ' - - I ) A , , l ( z ) u  ~-" + "" + A . , ~ _ l ( z ) ,  

nous remplagons u par / ,(z) nous obtenons une fonction ~n(z)alg~broide h 

branches finies dans D telle que la s6rie: 

a, (z), ~ (z) , . . . ,  a, (z) , . . .  

8F(z ,  w) off w d~signe les fonctions- converge uniform6ment vers les fonctions i)w ' 

limites de la suite (5 o) qui satisfont h l'6quation (5I). 

Si les fonctions [,~(z) sent, s partir d 'une valeur de n,  multiformes dans le 

domaine D, les fonctions an(z) admettent  des z~ros h partir  d 'une valeur de n 

OF(z,w)  a(z) dans et il en est de m6me d'une au moins des fonctions-limites: 8w 

le cas oh aucune de ces fonctions n'est /a constante zdro [d'apr~s le th~or~me VI]. 

Nous en concluons que l'une au moins des fonctions-limites w = / ( z )  de la suite 

(5 o) admet des points doubles, e'est-k-dire il y a des points de rencontre de 

branches d'une au moins des fonetions-limites de la suite (5@ 
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Nous  pouvons ,  done,  compldter  le th6or~me X V I I  de la fa~on su ivan te :  

Si  les /onctions alggbro~des de la suite sont multi]ormes ~ Tartir d'une valeur 

de n et si aucune des /onctionsJimites ne saris/air aussi ~ l'dquation Fw(z,  w ) = o ,  

il y a tou]ours dans le domaine D des points d'intersection de branches des/onctions- 

limites w ~ / (z). 

Ath~nes, le I I  sep tembre  I g I  3. 
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