
LETTRES D'HENRI POINCAR]  A L. FUCHS.' 

I ~  

Caen, le 29 Mai I88o. 

Monsieur le Professeur, 

J 'ai lu avee le plus grand int6r6t le remarquable m6moire clue vous avez 

fair ins6rer dans la derni6re livraison du Journal  de Crelle ~ et qui a pour t i t re:  

Ueber die Verallgemeinerung des Umkehrproblems. Veuillez me permettre ,  Mon- 

sieur, de vous demander au sujet de ce travail, quelques 6claircissements. 

Vous d6montrez, page I59 que la fonction z e s t  fonction m6romorphe de ~, 

toutes les fois que ~ prend une valeur correspondant  s une valeur donnde de z; 

que cette valeur de z soit un point ordinaire ou un point singulier, qu'elle soit 

finie ou infinie. Vous d6montrez ensuite, page i6o que cela est encore vrai 

pour ~ = ~ et comme conclusion vous dites: 

. . . . .  so ist die durch die Gleiehung (H.) definirte Function z yon ~ ffir alle 

Werthe yon ~ meromorph, 

II s'agit ici de toutes les valeurs de ~ finies et infinies; cet 6none6 ferait 

done entendre que z e s t  fonetion m6romorphe dans toule l'~tendue de la sphere et 

par cons6quent fonetion rationnelle de ~; on en conclurait  que l '6quation (A.)est  

toujours int6grable alg6briquement ce qui n'est  pas exact  comme vous le faites 

voir un peu plus loin page i68. 

A ' q u o i  t ient  cette contradiction? C'est ~ ce que les valeurs de ~ sont de 

3 sortes: 

x. Celles qu'on peut  faire at te indre h la fontion t(z) en faisant d6crire 

la variable z sur la sphere un certain contour /ini un nombre jini de fois. 

2. Celles qu'on peut  faire at teindre s cette fonetion en faisant d6crire ~ z 

un contour infini ou bien un contour  jini un nombre inJini de lois. 

Les le t t res  que nous  pub l ions  ici sont  d ' impor t ance  pour  l ' h i s to i re  de la th6or ie  des 
fonc t ions  fuchs iennes .  Ce sont  en  effet ces le t t res  don t  par le  L. FUCHS dans  les ~ a c h r i c h t e n  
yon der  K0nigl .  Gese l l schaf t  der  Wis senscha f t en  und  der  G.-A.-Universit i i t ,  G( i t t ingen I882, S. 83. 
G e s a m m e l t e  M a t h e m a t i s c h e  Werke,  Band II ,  S. 286. 

t. 89, I88o, p. i5 I - - I69 .  
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l(z) 3. Celles qu 'on  ne p eu t  ja~nais faire a t t e indre  s la fonction r-~z) quel que 

soit le con tou r  d~crit  pa r  z sur la sphere.  

Rien ne p rouve  en effet  a priori qu'il  n ' y  ai t  pas des valeurs  de ces trois 

sortes et  m~me, en g~n~ral, on est certain qu'il  y en a de la 2 d~ ou de la 30 

sor te ,  sans quoi, je le r~p~te, ] '~quation (A.) serai t  intdgrable  alg~briquement .  

Mais alors il me semble qu'i l  f audra i t  encore d#mont re r  que z reste  m~ro- 

m o r p h e  quand  ~ prend une valeur  de la 2 e ou de la 30 sorte, et  que la d~mon- 

s t ra t ion  que vous avez donn~e dans  vo t re  m~moire ne s 'appl ique qu 'h  celles de 

la I~r~ sorte.  

On peu t  en effet  faire plusieurs hypothbses :  

i .  on peut  supposer  que  l 'on n 'a  que des valeurs  de la i ~re sorte  e t  alors 

z e s t  ra t ionnel  en ~'. 

2. on peut  supposer  que ] 'on a des va[eurs de la premibre et  de la 2 e sor te  

et  que z reste  monodrome  quand  ~ prend  une des valeurs  de la 20 sorte.  Dans  

ce t te  hypo thbse  vo t re  th6orbme t rouve ra i t  encore son appl icat ion.  

3- on peu t  supposer  que l 'on a des valeurs  de ]a I ~r~ et de la 2 ~ sorte ,  

mais que  z ne revienne  pas ~ la m6me valeur,  quand  ~ d6cri t  un con tour  infini- 

men t  pe t i t  au tou r  d 'une  des valeurs  de la 20 sorte.  

4- on peut  encore  imaginer  que l 'on air des vs!eurs  des trois sortes;  que les 

valeurs  de la i ire sor te  remplissent  la r6gion du p lan  

que je couvre  de hachures  sur la figure, que le p6rimbtre  

de ce t te  r6gion soit form6 de valeurs  de la 2 ~ sor te ;  

enfin que les par t ies  ext6rieures h ce p6r imbtre  corres-  

ponden t  h des valeurs  de Ia 3 e sorte.  Alors la fonc- 

t ion z n'existe plus quand  ~ sor t  de ce p6rimbtre,  et  ne 

peu t  p rendre  qu 'une  seule va leur  quand  .~ reste  dans ce p6rim~tre.  Alors z n 'es t  

pas, ~ p rop remen t  par ler  fonct ion  analytique de ~; mais elle est eindeutiq en ~, 

ce qui  vous suffit  pour  les consdquences que vous en tirez. 
5. on peu t  imaginer  que l 'on air des valeurs des trois sortes, dispos6es 

comme dans la figure ci-contre,  off la r6gion occup6e 

pa r  des valeurs  de la I ~re sorte  est couver te  de hachures.  

Alors z pou r r a i t  ne pas reveni r  s la m~me va leur  quand  

d~cr i ra i t  un con tou r  tel que H H H H. 
Enf in  on pour ra i t  encore faire mille autres  hypotheses .  

Je  dois avouer ,  Monsieur, que ces r~flexions m 'on t  

inspir6 quelques doutes  sur la g~n~ralit6 du r~sultat  que vous annoncez,  e t  j 'a i  

pris la libert6 de vous en parler,  dans l 'esp~rance que vous n 'aur iez  pas de peine  

les ~claircir. 
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Mon adresse est: HENRI POINCAR~, Professeur h la Facult6 des Sciences de 

Caen (Calvados). 

Veuillez agr~er, Monsieur le Professeur, l 'assurance de ma consid6ration 

respectueuse. 

Poincarg. 

2 .  

Caen, le I2 Juin i88o. 

Tr~s-honor6 Monsieur, 

Je vous demande pardon, d'avoir tant  tard6 s r4pondre ~t votre aimable 

lettre; mais j'~tais absent de Caen, lorsqu'elle est arriv5e ~ son adresse; je l'ai 

revue ce matin seulement et je l'ai lue avec le plus grand intSr6t. Je vous remer- 

cie beaucoup des ~elaircissements que vous avez bien voulu me donner et qui 

m'ouvrent des vues nouvelles sur cette question. Cependant, si je ne craignais 

d'abuser de votre obligeance, je prendrais la libert~ d'appeler encore votre atten- 

tion sur quelques points de d~tai], qui me semblent encore un peu obscurs. 

Je  suppose que sur le plan des z, je joigne tous les points singuliers au 

point ~ par des coupures, puis que je fasse mouvoir z dans son plan de telle 

sorte qu'il ne franchisse aucune des coupures. ~ va alors er]iillen dans son plan 

une certaine surface F 0 qui sera ~videmment zusammenhangend. Faisons main- 

tenant  mouvoir z dans son plan de telle sorte qu'il ne puisse franchir les diver- 

ses coupures plus de m fois; ~ va rester compris dans une nouvelle surface Fm 

qui sera toujours zusammenhangend. Quand m augmentera la r~gion Fm va 

s'~tendre de plus en plus et la surface q ue vous appelez F n'est autre chose que 

la limite de Fm pour m ---- oo. Dire que cette surface F ne recouvre le plan que 

ein/ach, c'est dire que, quelque grand que soit m, Fm ne recouvrira le plan que 

ein/ach. 
Or cola est-il une cons6quence n~cessaire de votre d6monstration? I1 me 

semble qu'il faudrait pour le faire voir ajouter quelques explications. En effet, 

comment ]orsque m grandit, la r~gion Fm peut-elle arriver h se recouvrir elle- 

m6me ~. Elle peut y arriver de deux mani~res ainsi que l'indique la figure suivante 

oh le trait  plein reprSsentc le contour de ]a r~gion Fm et oh cette r~gion est 

recouverte d 'une couche de hachures pendant  que les parties du plan oh Fm se 
recouvre elle-m~me sont couvertes d 'une double couche de hachures. 

Acta mathematica. 38. Imprim~ |e 17 aofit 1914. ~3 
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~,, , ~ , ' - -  ..- ~ -... 

i~re mani6re. 2e mani~re. 

Votre  d6mons t ra t ion ,  Monsieur,  me p a r a l t  faire voir  de la fa~on la plus 

claire, que la r6gion Fm ne peu t  se r eeouvr i r  elle-m~me de la i ~e mani~re; mais 

non pas qu'el le  ne peu t  se r eeouvr i r  elle-m~me de la 2 e mani~re. 

J e  vois bien que  eela est vrai  lorsqu' i l  n ' y  a que deux  points  singuliers ~ 

d is tance  finie. Dans ee eas j ' a r r ive  en effet,  pa r  des eonsid6rat ions un pen diff6- 

rentes  ~ d6mont re r  que F,n ne p eu t  se reeouvr i re  el le-mame ni de la i ~ ni de 

la 2 e manigre.  Alors  la fonct ion z res te  eindeutig dans l ' in t6r ieur  de la surface 

F qui est  iei un eerele. 

Mais il ne me p a r a l t  pas  6vident  qu' i l  en soit  de m~me dans le cas g6n6ral, 

de sorte  que je me demande  si le th6or~me est encore  vrai  quand il y a plus de 

deux points  singuliers s d is tance finie. 

Dans le cas oh ces points  singuliers ne sent  qu ' au  nombre  de deux  je t rouve  

que la fonct ion que vous avez  d6finie joui t  de propri6tds for t  remarquab]es  et  

comme j 'ai  l ' i n ten t ion  de publ ier  les r6sul ta ts  que j 'ai  obtenus ,  je vous deman-  

derai  la permission de lui donner  le nom de fonct ion Fuchs ienne  puisque  c 'es t  

vous qui l 'avez d6eouver te .  

Je  vous  demandera i  aussi la permission de communique r  vo t re  le t t re  h 

M. HERMITE qui s ' intdresse beaucoup  s ce t te  quest ion.  

Veuillez agr6er, tr~s honord Monsieur, l ' assurance de ma consid6rat ion respec- 

tueuse.  Poincar~. 

3 �9 

Caen, le 19 Ju in  188o. 

Monsieur e t c h e r  coll~gue. 

Je  ne saurais vous dire eombien je suis sat isfai t  d ' apprendre  que vous avez 

comp1~tement  r6solu le probl~me qui fai t  l 'obje t  de no t re  cor respondance  et  combien 

je suis ddsireux de recevoir  l ' ex t ra i t  que vous avez bien voulu me p r o m e t t r e  et  

d e n t  je vous suis bien reeonnaissant  d ' avanee .  

Les condit ions que vous aviez pos6es dans vo t re  m6moire,  pour  que z fSt  

eindeutig en ~, 6taient ,  si je me rappelle  bien, les su ivantes :  



Lettres d'Henri Poincar6 ~ L. Fuchs. 179 

et  

I 2 .I I 
r l , i = ~ I  + --, r 2 , i ~ - - I  + -- OU rl ,  i - - - - - ,  ~/'2. i =  

n l  n i  2 2 

8t i §  2 3 . . . .  = - ,  82~-~ i + -  OU 8 t ~  , ,% _ 5  
n n 2 

Or voiei d ' abord  ee que je t rouve au sujet  des 6quations qui sat isfont  s ces con- 

ditions. Si on les r6duit  ~ la forme canonique, de fa~on s fairc d ispara i t re  le 

terme en ~Yz' les points singuliers situ6s ~ distance finie et  tels que la diff6- 

rence des racines" de l '6quat ion fondamenta le  soit i disparaissent.  

Il peut  arr iver  alors que l ' on  a i t :  

Dans ce cas on posera 

81 ~ 0 ,  8 2 = - - I .  

Z - - ~ t  - I  , 

si a est un des points singuliers ~ distance finie; puis on ramenera  de nouveau 

l '6quation s la forme canonique;  le point  singulier t = o qui correspondrai t  au 

point  singulier z =  ~ disparal t .  Quand  routes ces op6rations sont effectu6es: 

i .  Pour  tous les "points singuliers, soit ~ distance finie, soit h dis tance 

infinie, la diff6renee des raeines de l '6quation d6terminante  est une par t ie  aliquote 

de l 'uni t6 e t e s t  diff6rente de i .  

2. Le nombre  des points  singu]iers & distance finie (qui n 'on t  pas disparu 

dans les op6rations pr6c6dentes) ne peut  ~tre plus grand que 3. 

I1 reste alors s consid6rer 4 cas. 

: r  c a s .  Le nombre  des points singuliers finis est plus pet i t  que 2. Alors 

z e s t  ra t ionnel  en ~. 

2 e c a s .  Le nombre  des points singuliers est 6gal ~ 2; et si r r r sont  

les diff6rences des racines des 6quations fondamenta les  d6terminantes  relat ives 

ces deux  po in t s  et s z =  ~ ,  on a:  

Q~ +Q2 + Q 3 > I .  

Alors z est encore rat ionnel  en ~. 

3 e cas. Le nombre des points singuliers est 2 mais 

O~ + Q2, + Q~ = :- 

Alors z e s t  une foneiion doublement  p6riodique de ~. 

4 ~ c a s .  Le nombre des points singuliers e s t 3  et  il faut  alors que la diff6rence 
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des racines de toutes les ~quations d~terminantes soit I .  C'est sur ce dernier 
2 

c a s q u e  je prendrai la libert6 d 'at t irer  votre attention. On peut en effet former 

l'~quation diff6rentielle correspondante de la fa~on suivante; soit . .4(u)une fonc- 

tion doublement p~riodique de u d~finie par l'~quation diff6rentielle 

d .,4 = V / / =  P~, 
d u  

H ~tant un polynome du 3 ~ degr6 en _4. Posons: 

on aura 

z=_4(u) 7= 1/QAe~"=Pe~", 
' v d u  

d u  I d2u 2 pr 
dz  - -  ff~' dz  ~ p s  ' 

et ~2 satisfera s l '~quation diff~rentielle 

d-" v~ [P" td ] 

OU 

( I )  

L'autre  int6grale sera 

d'ofi 

I H H "  ] d ~  4 - - ~ H I ~  + a ~ H  

-dz  ~ = ~; H ~ �9 

~ = p . e -a , ,  

~ ~ e 2 a u  " 

Pour que z, c'est-h-dire 1/ ffit eindeutig en ~, il faudrait  que la fonction _4 (u) 

admit  la p6riode iJr - -  ce qui  n 'a  pas  lieu en 9dndral. a 

Et  pourtant  si l'on pose 

3 
4 

~t se trouve li6 ~ z par une 6quation diff~rentielle lin6aire (2). 

L'~quation (z) admet 3 points singuliers h distance finie et l 'un h l'infini. 

Les racines de l '6quation d~terminante sont: 
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I ~ pour  les points  ~ d is tance  finie 

I I 2 
. . . .  I + -  e t  0 = - - I + - ,  

2 2 2 

2 ~ pour le point  h l ' infini 

3 = i + - I  et  2 = 1 +  -2. 
2 2 2 

L'6quat ion  sat isfai t  done aux condit ions 

I 2 
r 1 = - -  I + - -  e t  r2  = - -  I + - - '  

~b n 

181 

81 = I + I e t  s2 I + 2 - -  = _ 

n n 

et pourtant z n'est pas eindeutig en [, de sorte que dans ce cas part iculier  votre  

th6or~me me semble en defaut .  

Mais ce n 'es t  pas tout ,  et, si je ne craignais d 'abuser  de vot re  patience,  je 

vous ferais par t  de quelques r6flexions que m'a  sugg6r6es l '6tude de eette question.  

Les condit ions que vous avez pos6es: 

I 2 I I 
= _ _ - -  = rt---- n - - I ,  r 2 - ~ - . - -  i ~  ou rl 2' r2 --'2 

2 3 5 
- -  O U  81 ~ - -  82 = - -  81 = I + I ,  82 : I + Tb 2' 2 

vous les avez trouv6es en cherehant  ~ satisfaire s deux hypotheses :  i ~ z devai t  

~tre eindeutig e n  ~, 2 ~ toute  fonction rat ionnelle et symm6tr lque  de zl et  de z~ 

devai t  ~tre eindeutig en u 1 et  en u2. 

Mais si l 'on ne fair que la premiere hypoth~se (z eindeutig en  ~) ees con- 

ditions ne sent  p l u s  n6cessaires. Si en effet l 'objeet ion den t  je vous ai parl6 

d a n s  ma :derni~re le t t re  n 'existai t  pas, les condit ions que l 'on t rouvera i t  (en rai- 

sonnant  tou t  ~, fai t  eomme vous l 'avez fair dans votre  m6moi re ) se ra i en t  les sui- 

vantes:  que pour tous les points singuliers la diff6renee des racines des 6quations 

dSterminantes  ffit une part ie  a l iqu0te  de l 'unit6. On aura i t  ainsi une elasse 

d '6quat ions beaueoup plus 6tendue que eelle den t  vous vous ~tes oeeup6 et  aux- 

quelles votre th6or~me s 'appliquerai t .  Malheureusement  l 'objeet ion que j 'ai 

soulevSd exige une 6tude plus approfondie  de la question;  et  eet te 6tude, je n ' a i  

pu la faire que dans le eas oh il n 'y  a que deux points  singuliers ~ dis tance f inie .  



182 Henri Poincar~. 

Soient ql, q2, q3 les diff6renees des racines des trois dquations d6terminantes. 

Si on a: 

e, +o ,  + r  

z est rationnel en ~. 

Si on a: 

Qt + r + Q . ' = I  

z est doublement p6riodique en ~. 
Ces propri6t6s, je les ai d6jg 6none6es plus haut  et d'ailleurs vous les aviez 

sans doute d6jg d6couvertes. 

Tant que l'on suppose 

I 2 I I 
~ - - - - -  - -  OU r t - -  2 '  r2 ~ - - '  r~ I + n '  r 2 = - - I  + n  2 

I 2 3 5 
n " n 2 '  2 

on ne peut avoir 

~ t+  #2 +Ca<  I. 

Mais si l'on se borne k la premiere  hypoth~se (z eindeutig en ~) r e2, e~ ne sont 

plus assujettis qu'~r 6tre des parties aliquotes de l'unit6, et on peut avoir: 

Q ~ + Q 2 + ~ 3 < I "  

Alors z n'est plus ni rationnel, ni doublement p6riodique en r, mais je d6montre 

que mon objection peut ~tre lev6e et que z reste eindeutig en ~. C'est cette 

fonction nouvel]e que j'ai appeMe fonction Fuchsienne et s l'aide de cette trans- 

eendante nouvelle et d'une autre qui s'y rat tache j'int~gre l '6quation diffdren- 

tielle du 2 d ordre s z points singuliers finis, non seulement quand el, r Q3 sont 

parties aliquotes de l 'unit6; mais quand r Q2, Q3 sont des quantit6s eommensurables 

quelconques. 

La fonction Fuehsienne a beaucoup d'analogies avec les fonctions elliptiques; 

elle n'existe que dans l'int6rieur d 'un certain eercle et reste m6romorphe ~ l'int6- 

rieur de ce cercle. Elle s'exprime par le quotient de deux s6ries convergentes 

dans tout  ce cercle. 
Je ne sais rien au contraire sur les 6quations diff6rentielles quand il y a 

plus de 2 points singuliers ~ distance finie. 

Permettez-moi, Monsieur, de vous remercier de votre complaisance, de remer- 

tier aussi les ~quations lin6aires auxquelles je dois le plaisir d 'etre entr~ en eor- 

respondance avec vous. 
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Veuillez excuser Ia longueur de ma lettre et 

respeetueuse consideration. 

agreez l 'assurance de ma 

Poincard. 

. 

Caen, le 30 Juillet i88o. 

Monsieur, 

Je vous remereie beaucoup de l'envoi que vous avez bien voulu me faire de 

votre petit  opuscule. 1 Le tableau que vous donnez des int~grales de routes les 

6quations diff6rentieIles t~ve compl~ement  tous le s  doutes. 

C'est dens les cas III  (i) et IV (I) que s'appliquait mon objection; vous 

envisagez en effet l '6quation: 

d ~r i d l o g R d c ~  z ~ i 
dz  ~ + + eo = o, 2 dz  dz  ~ 

, ,, :Tg 2 

pour laquelle votre theoreme est 6videmment vrai; mais si au lieu de ~ vous 

aviez pris un coefficient num6rique quelconque u, le th6or~me se serait trouv6 

en d6faut, quoique les conditions que vous aviez 6none6es primitivement et qui 

sont relatives aux racines des 6quations d6terminantes eussent continu6 s ~.tre 

remplies. Comme vous aviez n6glig6 d'6noneer cette condition suppl6mentaire, 

I 
relative h la valeur du coefficient num6rique de ~ ,  je m'y 6tais laiss6 tromper 

et vous voudrez bien m'en excuser. 

Permettez-moi d'insister sur les fonctions auxquelles j 'ai donn6 votre nora 

et que j'ai rencontr6es dans ees recherehes. 

Ces fonetions pr6sentent aveo les fonctions elliptiques les plus grandes ana- 

logies et sont susceptibles d'6tre repr6sent6es par le quotient de deux s6ries con- 

vergentes, et cela d'une infinit6 de mani6res. Parmi ces s4ries, il y e n  a qui sont 

des s6ries enti6res et qui jouent le r61e de fonetion Th6ta. 

Elles sont convergentes dans route l '6tendue d'un certain cercle et, en dehors 

de ce eerele elle eessent d'exister, ainsi que la fonetion Fuehsienne elle-m~me. 

En dehors de ces fonctions, il en est d'autres qui jouent le m~me rSle que 

les fonctions Z4ta daus la th6orie des fonctions elliptiques et grs auxquelles 

j'int~gre toutes les ~quations diff~rentielles ]in'aires d'ordre quelconque s coef- 

ficients rationnels toutes les fois qu'il n 'y  a que deux points singuliers s distance 

1 Voir la note page I86. 
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finie et que les racines des trois 6quations d6terminantes sont commensurables. 

J 'ai  imagin6 aussi des fonctions qui sont aux fonctions Fuchsiennes ce que lea 

fonctions ab61iennes sont aUK fonctions elliptiqnes et grace auxquelles j'esp~re 

int~grer routes les 6quations lin~aires quand les racines des ~quations d6termi- 

nantes seront commensurables. 

Enfin des fonctions tout  s fait analogues aux fonctions Fuchsiennes me 

donneront, je crois, les int~grales d'un grand nombre d'6quations h coiifficients 

irrationnels. 

Veuillez, Monsieur, agr6er encore une fois rues remerciements, ainsi que 

l'assuranee de ma eonsid6ration ]a plus distingu6e. 

PoincarL 

5 �9 

Caen, le 20 Mars I88i. 

Monsieur, 

Je vous remercie beaucoup du m~moire que vous avez eu la bont6 de m'en- 

voyer et que j'ai lu avec le plus grand int~r6t. 

J 'ai  continu6 ~ m'oecuper des fonctions auxquelles j'ai donn6 votre nom 

et j'esp~re publier prochainement mes r~sultats. Ces fonetions comprennent 

comme cas particulier les fonctions elliptiques d'une part, et d 'autre part la fonc- 

tion modulaire. Ces fonctions et d 'autres que j 'ai appel6es z6tafuchsiennes per- 

met tent  d'int6grer: 

i ~ Toutes les ~quations diff6rentielles lin6aires h coefficients rationnels qui 

ne pr6sentent que trois points singuliers, deux ~ distance finie et Fun h l'infini. 

2 ~ Toutes les 6quations du 2 a ordre h coiSfficients rationnels. 

3 ~ Un grand nombre d'~quations de divers ordres ~ coefficients a]g6briques. 

Veuillez agr6er, Monsieur, l 'assuranee de ma consid6ration la plus distinguee. 

Poincard. 

A 
T 


