
L'(EUVRE MATH] MATIOUE DE POINCAR] . 
Par 

JACQUES HADAMARD 

PARIS. 

POINCARfi lui-m6me a fourni  aux  lecteurs  des Acta une analyse  d6taillde de 

son o e u v r e .  1 

On comprendra  que, sur t o u s l e s  points  qui on t  ~t~ p o r t , s  ~ leur  connais-  

sance dans  un  des styles les plus lumineux,  les plus d~finitifs que la ]angue scien- 

t i f ique - -  et la langue frangaise - -  a ient  connus,  nous nous croyions  dispenses 

d ' insister .  I1 nous a r r ivera  done tr~s souven t  de r en v o y e r  ~ ]'Analyse dont  il s 'agit .  

NOUS n 'essaierons pas, d ' au t r e  par t ,  de chercher  dans t o u t  l ' ensemble  de ce t te  

oeuvre une unit6, d 'en  d6gager une  personnal i t6  intel lectuelle.  Cette  t en ta t ive ,  

qui  s ' imposerai t  pour  tou t  autre ,  serait ,  h no t re  sens, chim6rique en ce qui concerne  

POINCAR]i, e t  nous croirions d iminuer  en m~me temps que d6na tu re r  son oeuvre 

en nous y essayant .  Ce serai t  m6conna i t r e  ce t te  pens~e (~capable de faire teni r  

en elle routes les aut res  pens6es, de comprendre  ju squ ' au  fond, e t  p a r  une. sor te  

de d6eouver te  renouvel6e,  tou t  ee que la science humaine  peu t  au jo u rd ' h u i  com- 

prendre)). ~ 

Assur6ment,  t ou t  penseur  t end  ~ m a r q u e r  de son sceau personnel  ce que son 

cerveau  fa~onne. Mais si ce t te  t endance  est une des forces de l 'ar t is te ,  le savant ,  

lui, bien loin de chercher  ~ l ' en t re ten i r ,  la subira i t  p lu tSt .  Elle est, chcz 

lui, comba t t ue  p a r  une n6cessit6 t ou te  contra i re ,  celle de l 'object ivi t6.  >>Nous 

sommes servi teurs  p lu tSt  que  ma i t r e s  en math6matiques)) ,  a imai t  h dire H~R- 

~I~TE, e t  l ' adage  t o u t  analogue de BACON est aussi vrai  des math6mat iques  

elles m~mes que des sciences exp6rimentales:  Le s av an t  ~ su r tou t  le math~ma-  

�9 1 Analyse de ses travaux scientifiques. Acta Math. tome 38. 
P.~IN].EV~, Temps du i8 Juillet I912. 
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t ieien - -  ne dispose gu6re, au fond, des moyens  d ' a t t aque .  T o u t  au plus suit-il  

en g6n6ral son t emp6ramen t  dans le choix du  terrain.  

POZ~CAR~ ne fit  m~me po in t  ainsi. I1 e m p r u n t a  ses sujets  d '6 tude  non aux 

ressourees de son esprit ,  mais aux besoins de la science. I1 a 6t6 pr6sent  p a r t o u t  

off il y ava i t  une laeune grave  s combler ,  un  grand obstacle s su rmonte r .  Lors-  

que nous aurons  essay6 d '6num~rer  ~ m6me aussi r ap idement  qu' i l  nous f aud ra  

le f a i r e -  les quest ions auxquel les  il s 'est  a t taqu~,  il nous sembl~ra avoir  touch6 

s routes celles auxquel les  p e u v e n t  s ' int6resser  les math6mat ic iens  et  qui n6cessi- 

t en t  encore leurs  efforts .  Son ceuvre est devenue ,  d~s lots, le pa t r imo ine  com- 

mun  de tous.  Si POINCAR~ a une (,mani~re,, si m~me on peu t  employer  h son 

6gard ce mot  qui ressemble s (,manic,), nous en avons  tous h6rit6, e t  elle est  en 

chaeun  de nous. 

De ses r~sultats  se d6gage souven t  une  uni t6;  mais celle-ci n 'es t  pas inh~- 

ren te  h l ' au teur .  Elle est, elle aussi, ob jec t ive  e t  r6side dans les fai ts  eux-m~mes.  

Nul  mieux que POINCAR~ ne sut,  en effet ,  d~couvrir ,  en t re  les diverses par t ies  de 

la science, des re la t ions impr6vues,  parce  que personne  ne sut  mieux dominer  

ce t te  science de t o u s l e s  cSt6s ~ la fois. 

Cette  souplesse et  ce t te  universal i t6,  ce t te  adap t a t i on  rapide et par fa i te  

tous les probldmes pos~s pa r  les ma th6mat iques  et leurs appl icat ions,  se sont  

manifest6cs de mani~re d ' a u t a n t  plus 6cla tante  qu 'h  no t re  6poque,  l 'une  des 

sciences qui d ic ten t  su r tou t  ces probl~mes, la Phys ique ,  6volue avec une plus 

d6eoncer tan te  rapidit6. On sait, - -  et d ' au t res  le d i ron t  ici mieux que moi - -  

quel degr6 PO~NCAa~, d~s qu' i l  s 'est  m616 s ce t te  6volution,  a su tou]ours  la 

suivre  et  souven t  la guider.  

L 'his toire  de l 'ceuvre de POINCAR~ ne sera done,  au fond, au t re  chose que 

l 'h is toire  m~me de la science ma th~mat ique  et  des probl~mes qu'elle s 'est  pos6s 

no t re  6poque. 

Le plus  impor t an t  d ' e n t r e  eux est encore  au jou rd 'hu i  le mfime qui est  appa ru  

~, la sui te  de l ' invent ion  du  Calcul infinit6simal.  

Nous  sommes loin d ' avo i r  r6solu les difficult6s qu ' i l  pr6sente .  Mais lb~ 

mfime off nous y sommes arr ives,  ce n ' a  6t6, le plus souvent ,  qu 'en  modi f ian t  

p ro fond6men t  nos id6es sur ce qu'il  f au t  en tendre  par  <,solutiom). Celles que 

nous avons  acquises au jourd 'hu i  se r6sument  tou tes  dans la for te  parole que 

POINCARk pronon~ai t  en i9o81: 

<<I1 n ' y  a plus des probl6mes r6solus e t  d ' au t res  qui ne le sont  pas, il y a 

1 Conf6rence prononc6e au Congr~s international des Math6maticiens, Rome; t. i, p. i73 
des Acres du Congr~s. 
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se:~flement des probl~mes plus ou moins r~solus~>, - -  e'est-~-dire qu'il y a des solu- 

tions donnant  lieu s des calculs plus ou moins simples, nous renseignant plus ou 

moins direetement et aussi plus ou moins compl~tement sur rob j e t  de notre 6rude. 

On peut  dire, s ce point de vue, qu'une premiere solution est aequise dans 

la plupart  des cas, - -  et cette conqu6te, 4bauch~e d~s N~wTo~, est sur tout  

l'ceuvre de CAuc~Y et de W~IEaST~ASS: - -  des relations entre ~tats in/iniment 
voisins, on sai~ d4duire, ee qui est fort different, la connaissance de tous les 

4tats su//isamment voisins d'un 4tat donn~. Si, par  exemple, le ph6nom~ne 

~tudier d4pend de Ia position d 'un  point darts un plan, on sait l'~$udier dans 

route une petite r~gion entourant  un point quelconque donn6. 

En un certain sens, il peut  ~tre ainsi consid4r~ comme connu, puisque, avec 

de petites r4gions de cette esp~ce accol4es les unes aux autres, on peut  constituer 

des r5gions plus dtendues et m6me aussi 4tendues qu'on le voudra. 

Mais cette connaissance est souvent tr~s insuffisante, beaucoup plus encore 

q u e n e  le serait, pour un voyage d 'un bout  s l 'autre d 'un pays, la possession des 

feuilles partielles de la carte ~ quelqu'un qui ne  disposerait d 'aueune autre donn~e 

g~ographique. Elle l'est s des degr~s divers suivant la nature du probl~me pos4 ; 

mais dans la plupart  des cas, le rdsultat est connu, dans chaque domaine partiel, 

par des op6rations d'une convergence mddiocre, c'est-'t-dire assez mal et assez 

p~niblement; d 'au tant  plus mal et d 'autant  plus pfiniblement m~me que le 

domaine en question est plus petit. 

Quoi qu'i! en soit, ees premiers r6sultats, m~me si t'on n'est  pas rdduit h. 
s'en contenter, servent tout  au moins d'interm~diaires obliges pour en obtenir de 

meilleurs, de sorte que, presque partout,  la marche de la science math~.matique 
actuelle comporte deux ~tapes: 

La solution locale des probl~mes; 

Le passage de celle-ci h une solution d'ensemble, si cette sorte de synth~se 
est possible. 

Le premier probl~me qui avait  arr6t6 le Calcu] infinit5simal, celui des qua- 

dratures, est, en somme, r6solu, au sens precedent, d 'une mani~re assez satisfai- 

sante. Cette solution diff~re assurdment beaucoup de celle que chcrchaient, - -  

sans aucune chance de suec~s, nous le savons maintenant - -  tes contemporains 

de L~N~TZ. Elle contient cependant l'essentiel de ce qu'on peut  savoir dans 

le cas g~ndral et des renseignements beaucoup plus importants dans t ous l e s  cas 
particuliers les plus usuels. 

~a i s  le probl~me g~n~ral des ~quatious diff4rentieUes est autrement  difficile. 

Les petites r6gions dont nous parlions ne peuvent  m6me plus 6tre consid6r6es 

ind~pcndamment les unes des autres. On dolt les ranger dans un ordre doe r -  
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minS, et les calculs relatifs s l 'une d'elles ne peuvent  ~tre commences sans qu'on 

air ex6cut~ jusqu'au bout  ceux qui coneernent les pr6c~dentes. En g6n6ral, il 

arrive m~me qu'on ignore a priori jusqu'~ l 'amplitude des pas successifs que 

l'on peut  ainsi effectuer, c'est-~t-dire jusqu'aux dimensions des r4gions partielles 

successives: c'est ce que l'on ne connait  qu 'au moment m~me off l'on atteint 

chacune d'elles. 

Les difficultds dont nous venous de parler s 'aggravent encore - -  et m~me 

d'autres routes diff~rentes apparaissent - -  si, au lieu d'6quations diff~rentielles 

ordinaires, on a s traiter des 6quations aux d~riv~es partielles. 

L'int~gration des ~quations diff~rentielles et aux d~riv~es partielles est rest6e 

jusqu'ici le probl~me central de la math6matique modcrne. Elle en restera vrai- 

semblablement encore l'un des probl~,mes capitaux, m~me si la Physique poursuit  

vers le discontinu l'6volution qui se dessine h l 'heure actuelle. 

La th~orie des ~quations diff6rentielles rut aussi la premiere ~ attirer Patten- 

tion de POINCAR~. Elle fair l 'objet  de sa Th~se (i879). 

Notons cependant que, sous l'influence du maitre qui gouverna la g6n6ration 

pr6c~dente, j'ai nomm6 HEa.~IITE, le d6butant  ne craignait pus de suivre presque 

au m~me moment une vole pour ainsi dire oppos~e ~t la premiere, celle de 

l'Arithm~tique. 

La Th~se de POINCAR~ contient d6jh sur les ~quations diff6rentielles un 

r6sultat d 'une forme remarquable, destin6 s ~tre plus tard pour lui un puissant 

levier dans ses recherches de m6canique c~leste. D~s ce premier travail, il dtait, 

d 'autre part, conduit s perfectionner le principal outil dont  se ffit servi jusque ]~, 
la th~orie des (~quations diff6rentielles, outil qu'il allait utiliser mieux que qui que 

ce soit, en m~me temps que, le premier, il allait enseigner h s'en passer: la th~orie 

des fonctions analy~iques. 

Celle-ci allait, presque imm6diatement apr~s, lui devoir une de ses plus belles 

conqu~tes: c'est en I88o que les ]onctions /uchsiennes vinrent d~signer POINCAR~ 

ra t tent ion  et s l 'admiration de t o u s l e s  g6om~tres. 

I. L a  t h6o r i e  des fonc t ions .  

w 1. Les fonctions fuchsiennes. 

Auxiliaire puissant pour tout  le Calcul infinitesimal, la Th6orie des fonctions 

analytiques a fair ses preuves de facon particuli~rement ~clatante dans la r~solu- 

tion du probl~me des quadratures, mais surtout  lorsqu'il s'est agi de celles qui 
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por ten t  sar des fonetions alg6briques, c'est-h-dire des int6grales elliptiques et 

ab61iennes. 1 

On salt - -  et, avant  de parler des fonctions fuchsiennes, nous rappellerons - -  

les circonstances grs auxquelles ce degr6 de perfection a pu ~tre a t te in t .  

La premiere d'entre elles n'est autre que la polydromie de l'int6gralc cher- 

ch6e, c'est-s par un ph6nom~ne qui n'est pas isol6 en M a t h 6 m a t i q u e s -  n'a 

t-on pas dit de CAuc~r que ses deux grandes forces furent ce qui avait  6t6 l'effroi 

de ses pr6d6cesseurs, l'infini et l 'imaginaire! - -  le fair m~me qui paraissait de- 

voir constitucr la principale difficult6 de son 6tnde. C'est ~ cette polydromie que 

]a fonction inverse, obtenue en prenant  l'int6gra]e consid6r6e u comme variable 

ind6pendante, doi~ s a  double p6riodicit6. 

Cette fonction inverse dolt, par contre, ~tre uniforme et, pour qu'il en soit 

ainsi, on dolt choisir de mani~re convenable l 'int6grale elliptique qui serf 

de point de d6par~. Ici, ce choix - -  eelui de l'int6grale de premiere esp~ce - -  

est ais6 h faire. 

La double p6riodicit6, ~ son tour, donne la clef de toutes les autres propri- 

6t6s. I1 y a plus. L 'Analyse  moderne laisse compl~tement de c6t6, au premier 

abord, le problSme d'in~6gration pos6 et prend pour  premier objet  l '6tude g6n6- 

rale des fonctions doublement p6riodiques d 'uue variable. Parmi celles lh, on 

d6couvre ensuite les solutions du probl~me en question. 

On obtient  ainsi tout  l 'ensemble de r6sultats qui font de l 'int6gration des 

diff6rentielles elliptiques l'un des probl~mes les mieux r6solus de l 'Analyse: celui 

mSme que POINCARg, clans la conf6renee s laquellc nous faisions allusion plus 

haut, prenait comme exemple typique h cet 6gard. 

Les propri6t6s des fonetions ab61iennes sont assur6ment moins simples et 

surtout moins commodes pour le  calcul num6rique que celles des fonctions ellip' 

tiques: ellcs sont toutes parall~les, n6anmoins, et ne contentent  pas moins com- 

pl6t.emcnt ce sens de la beaut6 dans lequel POlNCARg nous a appris ~ discerner 

le v6ritable mobile d u  savant.  

La notion de p6riodieit6 suffit b~ elle seule pour constituer ces deux th6o- 

ries, modules d'harmonie et d'616gance. 

Mais par eela m6me, on peut dire qu'elle avait  rcndu tous les  services qu'on 

en pouvait  attendre, et nulle autre notion fonctionnelle analogue ne paraissait 

offrir la m~me f6eondit6. 

Les deux exemples qui ont inspir6 POI~CAR~ 6talent cependant d6js con- 

Poi~cxafi a eu  ici m ~ m e  h r e t r ace r  l ' h i s to i re  de ces t hgo r i e s :  vo i r  sa Notice  su r  WEIEa" 
STRASS~ T o m e  22 des Acta. 
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nus :  je veux  par le r  de la fonct ion modula i re  et de l ' inversion de la sdrie hype r -  

g6om6trique,  objets  l 'une des admirables  t r av au x  d'HEnMITE, l ' au t r e  du M6moire 

fondamenta l  que l 'on doi t  h M. ScnwAaz.  Ils n ' ava ien t  pas fait  apereevoi r  aux  

g6ombtres la g6ndralisation hardie  qui deva i t  conduire  aux /onctions /uchsiennes. 

Cette gdn6ralisation dtai t  si audacieuse que le p remier  m o u v e m e n t  de PoIN- 

CAR~ rut  de la regarder  comme impossible. I1 nous apprend  lui-m~me ~ qu' i l  

s 'efforga tou t  d 'abord  de m o n t r e r  l'inexistence des fonct ions d en t  il s 'agit.  C'est  par  

une de ces in tui t ions  d ' appa rence  spontande d en t  on ve r ra  l 'h is toire  dans Science 
et Mdthode, qu'il  s 'engagea dans ]a voie oppos6e. 

POINCAR~ va se placer  dans  des condi t ions incomparab lemen t  plus g~n6rales 

et  plus varides que les fonda teurs  de la th6orie des fonct ions el l ipt iques;  mais la 

marche  suivie sera cependan t  route  semblable  de p a r t  et  d ' au t re .  

A ]a place du probl~me de quadra tu re ,  il consid~re une  6quat ion diff6ren- 

tielle lin6aire h coefficients alg6briques. Ce probl~me ddpasse le p remier  de rou te  

la d is tance qui sdpare l ' in t6grat ion des dquat ions differentielles de la simple 

recherche  des pr imi t ives ;  parmi  les dquat ions diffdrentie]les, toutefois,  les 6qua- 

t ions ]in6aires se pr6sen ta ien t  ~ lui comme les plus simples de routes.  

La  po lydromie  des fonct ions obtenues  pa r  quadra tu re s  se r e t rouve  chez cel- 

les qui sen t  d6finies par  des 6quat ions  lindaires; quoique  plus complexe que le 

premier,  ce nouveau  mode de po lydromie  6tai t  bien connu pa r  les recherches  de 

FUCHS, auquel  POI~CAR~ sera ainsi condu i t  h d6dier la nouvel le  concept ion.  

On apergoit  d~s lots imm6dia tement  co qui  devra  cor respondre  ~ la not ion 

de p6riodicit6:  ce rSle a p p a r t i e n t  s un cer ta in  groupe de subs t i tu t ions  lin6aires. 

T o u t  ceci appara issa i t  sur les deux  exemples que nous citions t o u t  

l 'heure,  de la fonct ion  modulaire  et de la s6rie hyperg6om6tr ique.  Dans ces deux  

cas, c 'est  bien un groupe de subs t i tu t ions  lindaires qui in terv ient ,  et  ce groupe  

satisfai t  s la condi t ion indispensable - -  nous r envoyons  sur ce poin t  h l 'expos6 

de POINC,~Rk ~ - -  d ' e t r e  discontinu, c'est-s tel  que les t ransform6s d 'un  m~me 

point  n 'ai l lent  pas en s ' accumulan t  en nombro  infini dans le voisinage imm6- 

dia t  de Fun quelconquc d ' en t r e  eux (saul dans cer ta ines  r6gions part icul i~res 

ou, plus exac tement ,  le long de cer ta ines  lignes du plan). 

1 L'exemple des fonctions fuchsiennes est prdcisdment, on le sait, celui que POINCAR~ a 
choisi pourddcrire au point de rue psychologique, l'invention math(~matique et montrer le r61e 
essentiel qu'y joue l'inconscient. 

Ajoutons que, chez POINC).R~, l'idde premibre d'une recherche est toujours raise en dvi- 
dence avee une merveilleuse nettetd qu'on est loin de trouver toujours au m~me degr(~ chez les 
plus grands maitres. C'est dire que l'accusation d'obscuritd lancde parfois centre hfi nous paralt, 
du moins au point de vue du lecteur qui va au fond des choses, exprilner le contraire de 1~ v~ritd. 

Voir son Analyse, p. 43 
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I1 poss~de m~me la seeonde propri~t~ par laquelle, entre Ies groupes finS- 

aires diseontinus, POINCAR~ distingue les groupes fuehsiens, ~ savoir celle de 

laisser invariant un certain cercle (dit eercle fondamental). 
Mais il restait s s'inspirer plus ~troitement encore de l'exemple des fonc- 

tions elliptiques: je veux dire, conform~ment ~ ce qui precede, ~ partir a priori 
du groupe en question, en laissant de cSt~ d'abord l'~quation diff6rentielle. 

I1 fallait m~me faire un pas de plus, et cette premiX, re transformation de la 

question, suffisante dans les cas trait6s ant4rieurement, ne l'~tait plus cette lois; 

c'est sans doute pour cette raison que les d~couvertes mentionn~es plus haut  

d'HERMITE et de SCHWARZ ~taient jusque lk rest6es isol6es et n 'avaient pas mis 

sur ]a voie de l'infinie multiplicit~ d'autres groupes analogues qui allait s'offrir h 

POINCAR~. Dans le probl~me aetuel, on ne remonte pas assez loin en s'adres- 

sant ~ la notion du groupe, trop complexe elle m~,me pour nous servir de fon- 

dement premier. Il faun, si nous osons nous exprimer ainsi, placer plus 

bas encore les fondations et appuyer ~ son tour la notion du groupe sur un 

autre substratum. 

Ce substratum est essentiellement g~om~trique: POINCAR]i le trouve dans 

le polygone .gdndrateur, c'est-~-dire ~ dans la figure qui est au groupe ee que le 

parall~logramme des p~riodes est h la double p~riodicit~. 

Cette notion intervenait forc6ment dans les exemples d'HERMITE et de SCHWARZ. 

Mais POINCARk montre qu'elle caract5rise tout  groupe discontinu. Pure intuition 

dans le premier M4moire sur les groupes fuehsiens, ce fait est 6tabli en toute 

rigueur dans un des M~moires suivants ~, et une r~gle g~n~rale est ~nonc~e d'apr~s 

laquelle, ~ chaque point, on peut faire correspondre un de ses transform~s et un 

seul (s des cas limites pros) de mani~re que, le premier prenant  toutes les posi- 

tions possibles, Ie second d~crive le po]ygone gdn4rateur demandS. 

Mais, nous l 'avons dit, loin de chercher syst~matiquement ce dernier en par- 

rant du groupe, PO~NCA~]i suit bien plut6t la marche inverse et part  de la notion 

du polygone, aussi intuitive pour nous que celle du groupe nous est, au fond, 

peu famili~re encore. L'expression de (~polygone g4n~rateur~) exprime d'une 

mani~re parfaite comment ]kS choses se passent dans l'Ana]yse de P o ~ c ~ :  

c'est lui qui engendre v~ritablement le groupe. Non seulement il suffit enti~re- 

ment h. le d~finir, mais on lit imm~diatement et sans la moindre difficultd, sur 

cette figure, toutes les propri4t~s essentielles que l 'on veut en connaltre: substi- 

tutions fondamentalcs, relations entre ces substitutions, etc, 

En particulier, il convient de noter, au point de vue des applications des 

t Voir Analyse, p. 44. 
"~ Acta, t. IV. 
Acta  rnathematiea. ;~. Imprim4 le 37 aoCtt 1914. ~7 
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fonctions fuchsiennes, la simplicit6 avec laquelle s'exprime ainsi la relation entre 

un groupe et ses sous-groupes: le polygone g6n6rateur P' du sous-groupe est 

form6 par la juxtaposition du polygone g6n6rateur P (correspondant au groupe 

contenant) et de quelques uns des transform6s de P. 

On voit combien serait chim6rique, ici, la distinction, dont on a tant  abus6, 

entre la tendance g6om6trique et la tendanee analytique. Tout n'cst que formes 

et qua rue g6om6trique s la base de cette s6rie de M6moires auxquels la baute 

Analyse allait devoir un de ses progr6s les plus importants; et route l'oeuvre de 

POI~CAR~ offre des exemples analogues. 

La thdorie est ainsi fondde moyenant une hypoth6se cssentielle, b, laquelle 

doit satisfaire un polygone g6n6rateur pour donner naissance s un groupe dis- 

eontinu: il faut que ce polygone et ses homologues successifs puissent paver, sans 

ehevauchement ni lacuna, le plan, ou plut6t une portion d6termin6e du plan 

(dans le cas des groupes fuehsiens, l 'int6rieur de ee cercle fondamental qui est 

suppos6 invariant par routes les substitutions du groupe). Nous ne redirons pas 

en d6tail, apr6s POINCAR~, ~ comment la condition qu'il indiqua s cet effet, si 

simple que ffit son 6none6 g6om6trique, 6tait d'une d6monstration particuli6re- 

ment diffieile, ni comment, pour triompher de cette difficult6, il fut conduit s 

faire intervenir un auxiliaire inattendu, la g6om6trie non euclidienne. La forme 

sous laquelle il l 'employa, --  voisine, au surplus, de callas de CAYLEY et de M. 

DArtBotrx ~ - -  diff~re 's peine, au fond, de l'image bien connue par laquelle, plu- 

sieurs ann6es plus tard, s i] mettai t  en 6vidence, d 'une mani6re frappante, l'im- 

possibilit6 de trouver une contradiction dans cette g6om6trie. 

La m~me m6thode est employ6e pour fonder la th6orie des groupes klein6ens 

(groupes lin6aires discontinus autres qua ]as groupes fuchsiens, c'est-'~-dire sans 

cercle fondamental invariant), mais avec un caract6rc nouveau sur ]equel il y a 

peut gtre lieu de dire un mot. PoI~cAR~ est conduit b~ une introduction de 

l'espace ~t trois dimensions tout  analogue s la th6orie des imaginaires qui est, 

g6om6triquement parlant, la g6om6trie du plan employ6e /x 6clairer calla de la 

droite. On salt qu'une telle gdndralisation de la th6orie des imaginaires h l'espace 

n'est pas viable en gdn6ral. Ella est possible, cependant, quand les raisonne- 

ments ne font intervenir qua certaines op6rations particuli6res, les transforma- 

tions cor~[ormes de l'espace (c'est-h-dire les inversions et leurs combinaisons); et 

c'est pr6cisdment ce qui a lieu pour l'6tude des groupes kleic6ens. 

Analyse, p. 4b 
PoIxe_~u~: se rapprocha plus 6troitement encore de ees dernibres davis les applicaiions 

qu'il fit des fonetions fuehsiennes et de la g6om6trie non euelidienne h l'Arithm6tique. 
:Revue g6n6rale des Sciences, t. III, 1892, p. 7~- 
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Mais nous n'en avons pas encore fini avec l'aspect g~om~trique de la question. 

Non seulement nous venons de voir qu'il fournit ~ la th~orie sa meilleure base, 

celle qui lui assure ta marche la plus claire et la plus intuitive, mais, en lui 

m~me, il r~servait h POINCAR~ de surprenantcs d~couvertes. 

Le groupe admet en effet toujours des points singuliers, en lesquels son ca- 

ract~re discontinu disparalt, c'est-~t-dire que, au voisinage de l 'un d'entre eux, 

les homologues du polygone g6n~rateur se font de plus en plus petits et de plus 

en plus serr6s, de sorte que les homologues d 'un m6me point quelconque vont 

en s'y condensant s l'infini: points qui sont forc~ment singuliers pour la fonction 

correspondante. 

Dans les groupcs fuchsiens, ces points sont forc~ment tons situ~s sur le 

cercle fondamental. Ils peuvent constituer par leur ensemble ce cercle tout  entier, 

lequel sera alors, pour la fonction, une ligne singuli~re ou coupure essentielle. 
La connaissance de ce genre de singularit~ des fonctions analytiques ~tait 

alors relativement r~cente. Toutefois, la fonction modulaire (qui, nous l'avons 

dit, est une fonction fuchsienne particuli6re) en avait d~js offert un exemple 

int~ressant. A c6t~ de ce premier exemple, les fonctions fuchsiennes viennent en 

offrir route une cat~gorie d'autres analogues. 

Le cas oppos6, off les points singuliers, tout  en 5tant encore en nombre in- 

fini sur la circonf~rence du cercle fondamental, ne l 'occupent pas tout  enti~re, 

de sorte que la fonction fuchsienne consid~r~e est prolongeable au del~ de ce 

cercle, semblait au premier abord plus simple et plus conforme ~ la norme ordi- 

nairc que celui off ce cercle est une coupure. I1 est, en r6alit~, beaucoup plus 

remarquable encore. La figure form~e par ces points singuliers n'est autre, en 

effet, que l'ensemble par/air no~ continu, l 'une des conqu6tes les plus importan- 

tes de la th~orie des ensembles. 

Or, ~ cette 6poque, celle ci n'~tait pas encore constitude. 

C'est seulement apr~s l 'apparition de la th6orie des groupes fuchsiens que 

!V[. BENDIXSON et CANTOR lui m~me retrouv~rent ces ensembles si paradoxaux. 

C'est avec elle, par consequent, qu'ils firent Ieur premiere apparition dans la 

Science. 

Ce n'est pas tout. Les groupes klein6ens peuvent, eux aussi, admettre des 

lignes singulibres. 1V[ais celles ci ne sont plus des cercles. Elles ne cessent d'affec- 

ter cette forme simple que pour prendre une de celles que l'ancienne Math6mati- 

que ignorait, que, sans le secours de l'Analyse, notre esprit est impuissant ~ con- 

cevoir, et auxquelles est attach6 le nom de M. JORDAN. 
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C'est une courbe jordanienne qui, comme le mon~re PO1NC.~]~, t ient la place 

du cercle lorsqu'on passe de l '~tude des groupes fuchsiens ~ celle des groupes 

klcin~ens, et une courbe jordanienne d~pourvue soit de tangente, soit de cour- 

bure en tous ses points. 

Certes, les exemples de courbes sans tangentes sont classiques depuis R~F- 

~AN~ et WEIERSTRASS; mais tout  le monde comprendra la diff~rcnce profonde 

qui existe entre un fair obtenu dans des cireonstances rassembl~es s plaisir, sans 

autre but  et sans autre int~.r~t que d'en montrer  la possibilitS, sorte de piece de 

mus6e tSrato|ogique, et le m~me fair rencontr~ au cours d'une th~orie qui a rou- 

tes ses racines dans les probl~mes les plus usuels et les plus essentiels de l'Ana- 

lyse gSnSrale. 

La th4orie des groupes klein~ens offre le premier exemple de eette esp~ce, 

- -  le seul m~me que ]'on connaisse, si nous ne nous trompons - -  en ce qui con- 

cerne la notion de courbe jordanienne. Le fair qu'on conduise ainsi n~cessaire- 

ment s cette notion nous fait sentir, d~s cet exemple, combien les r~sultats de 

P o ~ s c A ~  p4n~trent profond(~ment dans la nature  intime des choses. 

La notion des groupes fuchsiens et klein~ens ~tant ainsi fond~e, une/onclion 

/uchsienne (ou kleinSenne) est celle qui reste invariante par routes les substitu- 

tions d 'un de ces groupes. Pour  t rouver  un tel invariant, POINCAR~ forme d'abord 

un invariant relati/, c'est-fi-dire une fonction qui, au lieu de rester inalt~r~e par 

une quelconque des substitutions en question, est multipli~e par un facteur de 

forme connue et simple. C'est un interm~diaire classique dans beaucoup de re- 

cherches de cette nature non seulement dans la th~orie des fonctions elliptiques 

(lesquelles se pr~sentent comme quotients de fonctions th~ta) mais dans celle des 

invariants de l'alg~bre, ou m~me de certains invariants diff~rentiels. 1 Pour  les 

fonctions th~ta fuchsiennes, comme pour  les invariants a]g~briques, le facteur 

dont  il s'agit est une puissance du d~terminant de la substitution. Par  lfi, et 

par leur mode m~me de formation, les fonctions th~ta fucbsiennes different des 

fonctions th~ta ordinaires et tendent  bien plut5t s se rapprocher de la fonction 

elliptique pu elle m~me, telle que la forme WEIERSTRASS. Mais celle ei poss~de 

la propri6t6 d'invariance absolue et ~vite, par consequent, ]e dStour employ5 

dans la th~orie actuelle, d4tour dont la n~cessit~, comme un peu de r~flexion 

suffit h le faire apercevoir, est indissolublement li~e k la presence des points 

singuliers du groupe. 

Voir, par exemple, plusieurs travaux de M. TRESSE. 
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Par  contre, POINCnR~ a montr~ que la m~thode ainsi modifi~e s 'applique h 
un groupe discontinu quelconque. 

Une fois obtenues les fonctions th~ta fuchsiennes, le quotient  de deux 

d'entre elles, e'est-s de deux invariants relatifs, donne, comme dans la 

th6orie classique des formes alg6briques, une des fonctions invariantes cherch6es. 

Les /onctions ]uchsiennes sont fortunes. 

La nouvelle notion ainsi cr66e, si sup6rieure en g6n6ralit5, en extension, s 

celles sur le modble desquelles elle avait 6t~ 6difi6e, ne leurs c~de enr ien  sous le 

rapport  de la compr6hension. Si l 'on ne dispose pas, cette fois, de s6ries rapide- 

ment convergentes ~ la fagon des s~ries O, on peut  dire que routes les autres pro- 

pri6tSs dont l ' imposant ensemble forme la th4orie des fonctions elliptiques trou- 

vent  encore leurs analogues. Une seule, le th~or~me d'addition, n'a 5t5 ~tendue 

par POtNCAR~ qu'~ certaines categories de fonctions fuchsiennes, en relation, 

comme nous le dirons plus loin, avee les applications arithm~tiques. 

Mais l 'une d'elles domine toutes les autres: les fonctions fuchsiennes 

pr6sentent, comme les fonctions elliptiques, ce caract~re que deux quelcon- 

ques d 'entre elles appartenant  ~u m~me groupe, sont li4es par une relation 
alg6brique. 

Dans le cas des fonctions elliptiques, cette relation est forcgment trgs parti- 

culigre: elle est de genre z6ro ou un. Au contraire, ce qui fair I 'importance des 

fonctions fuehsiennes, c'est que route 6quation~algdbrique s deux variables donn6e 
peut  ~tre obtenue par leur moyen. 

Dans la d6monstration de cette proposition r6sidait une autre, la plus pro- 
fonde peut-~tre des grandes difficul~6s du probl~me. 

L 'op6rat ion qu'il s'agit d'effectuer est d4js de celles auxquelles s 'appliquent 

les r~f]exions ~mises par POINCARi: dans son Analyse, ~ c'est-~-dire qu'elle corres- 

pond, dans la nouvelle thSorie, s ce qu'est  le choix de l'int~grale de premi6re 

csp6ee dans celle des fonetions elliptiques. ~ Mais autant  sont simples les r~gles 

qui president ~tce dernier choix, autant  celui de la variable s l 'aide de laquelle 

los coordonn6es d'une courbe alg6brique s 'expriment par des fonctions fuchsien- 
nes est un r6suItat cache. 

POINCAR~ y parviut par une audaeieuse mdthode de continuitY. M. KLEIS, 

qui avait 5t~ imm6diatement frapp6 par la puissance de la nouvelle conception 

1 Page 48. 
C'est ainsi que la representation d'une cubique par les fonctions elliptiques repose sur 

l'introduction de l'int6grale de premibre espbee attach6e h cette courbe. 
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et avait  attir6 sur elle l 'a t tention g6n6rale, obtenait  b, peu pros en m6me temps, 

par une vole analogue, le m~me r6sultat, k une objection pros que POI~CAR]~ 

fur seul h apereevoir et dont la r~futation n'est pas une des parties les moins 

d61icates de cette d61icate m6thode. ~ 

Celle ci repose, en effet, sur la comparaison de deux multiplicit6s, l 'une 

dont un point quelconque correspond h u n  groupe fuehsien e t a  pour coordonn6es 

certains param~tres dont  d6pend ce groupe, l 'autre dont  chaque point correspond 

de m6me ~ une 6quation lin6aire du second ordre satisfaisant s certaines con- 

ditions donn6es. Or ces multiplicit6s, entre lesquelles il s'agit d'Stablir une 

correspondance univoque, sont limit6es, et la d6monstration n'est compl6te que 

moyennant  une dtude approfondie de leurs fronti6res. 

Ainsi fur 6tablie cette grandiose proposition qui, suivant l 'expression de M. 

HVMnERT, apportait  des  clefs du monde alg6brique,) en versant sur les propri6t6s 

les plus each6es des eourbes alg6briques quelconques la m~me lumi~re dont les 

fonctions elliptiques avaient 6clair6 celles des courbes du troisi~me degr6. 

D'au~re part, la mdthode employde exprimait d6jh, par les fonctions fueh- 

siennes, les int6grales de certaines 6quations diff6rentielles lin6aires du second 

ordre ayant  pour coefficients des fonctions alg6briques attach6es ~ la courbe 

consid6r6e. 

Ces 6quations 6talent particulibres, et devaient forc6ment l'~tre pour les 

raisons m~mes dont nous avons parl6 tout  s l'heure. 

Mais une fois trouvdes ces 6quations lindaires particuli6res qui s 'int6grent par 

des fonctions fuchsiennes et dont la recherche est l 'objet de la mdthode de con- 

tinuit6, eelles ci h leur tour, moyennant  une nouvelle extension de la m6thode, 

eonduisent ~ l'int6gration de routes les 6quations diff6.rentielles lin6aires ~ coeffi- 

cients alg6briques. I1 suffit, pour cela, d'introduire un nouvel algorithme, g6n6- 

ralisation du premier: les fonetions zgta /uchsiennes. 
Ainsi, ee que les fonctions elliptiques et ab61iennes avaient donn6 pour le 

probl6me des quadratures, la thdorie nouvelle le fournit pour leprobl6me,  beau- 

coup plus gdn6ral et beaueoup plus difficile, de l 'intdgration des dquations diff6- 
rentielles lin6aires. 

Ce grand r6sultat aurait, ~ lui seul, attir6 sur cette th6orie et sur son auteur 
l'a~tention universelle des gdom6tres, si l 'ampleur des gdn6ralisations, la hardiesse 

des m6thodes, l ' importance des obstacles surmont6s n 'y avaient pas suffi. 

Plus tard, une remarque de 3I. SCHWARZ devai t  fournir  h PolxcxR~ l 'occasion de reveni r  
apr~s M. PICAaD sur cette quest ion et de donner  du m~me thdor~me une seconde d6monst ra t ion  
se ra t tachant  a ses reeherches  de Physique 3Iath6matique. 
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Comme dauB route la suite de ses travaux, POI~CAR~ n'avait  pas seulement 

enrichi la science de fairs, mais de toute une cat6gorie nouvelle de m6thodesl 

Combien eelles ci 6talent f6condes en progr~S ult6rieurs, c'est ce que montrait ,  

imm6diatement apr~s, la belle th6orie des groupes hyperfuehsiens due h M. PI- 

CARD et que, d'ai]leurs, POINCAEk lui m6me devait, ~ son tour, perfectionner, 1 

en m~me temps qu'i] allait dSfinir une autre cat6gorie de transcendantes remar- 

quables, celles qui admettent  un th6or~me de multiplication. ~ 

Mais surtout les fonctions fuchsiennes donnent Un nouvel instrument,  le 

plus puissant que l'on poss~de, pour l'6tude des fonctions a]g6briques et de leurs 

int~grales: instrument qui a fair ses preuves entre les mains de plusieurs auteurs 

- -  citons, entre autres, les r6sultats obtenus par M. HUMBERT relativement aux 

sommes qui font  l 'objet du th6or~me d'Abel. C'est, d 'autre part, grace ~ lui, 

nous allons le voir, que POI~CAR~, a r6alis6 une patt ie des progr~s qu'il a fait 

faire s cettc 6tude. 
�9 $ 

La th6orie des fonctions elliptiques est aujourd'hui, sinon achev6e - -  mot 

qui n'est gu~re de mise ~ propos de science - -  du moins suffisamment 6claircie, 

et FOINCAR~, n 'a pas eu s s'y at taquer directement, bien que, s l'occasion de ses 

recherches arithm6tiques, dont nous parlerons plus loin, il ait form6 plusieurs 

d6veloppements nouveaux de ces fonctions. 

Mais les fonctions ab61iennes posent encore, et ont pos6 ~ FOINCAR~, toute 

une s6rie de probl6mes. 

Pour une partie, ces reeherches se rat tachent  6troitement h celles qui pr6c~dent, 

en vertu des relations qui existent entre les fonctions fuchsiennes et ]a thSorie 

des fonctions alg6briques, avec laquelle celle des fonctions ab6liennes ne fair qu'un. 

C'est ainsi queFoI~CAR~ put  d6couvrir les relations particuli~res trBs cach~es 

qui prennent naissa.nec entre les p6riodes des int6grales ab61ienncs lorsque la 

courbe alg6brique dont elles d6rivent v6rifie une 6quation diff6rentielle lin6aire, 

grs s l'isomorphisme qui a lieu entre le groupe de cette 6quation lin6aire et 

celui que la th60rie des" fonctions fuchsiennes conduit s introduire pour repr6sen- 

ter la courbe. Par l'interm6diaire des belles recherches de M. M. FRORENIUS et 

CARTAN, cette analyse, dont il faudrait  aussi dire les relations avec l'Alg~bre 

proprement dite et la th6orie de Galois, se rattache ~ une autre d~eouverte de 

POI~CAR~,, la liaison entre les quantit6s complexes les plus g6n6rales et ]a th6orie 
des groupes. 

1 Voir Analyse p. 85. 
2 On salt les r~saltats essentiels que M. Pic~a~ a ~galement obtenus dans cette derni~re 

vole en formant les fonctions qui subissent des transformations birationnelles lorsqu'on augmente 
la variable de certaines p~riodes. 
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Ce sont 6galement, pour une grande pattie, les fonetions fuchsiennes qui 

]ui permirent de traiter les cas singuliers des fonctions ab~liennes: il s'agit des 

eas de rdduction, dans ]esqucls, parmi les int~grales ab~liennes attach~es ~ une 

courbe alg~brique, en figurent une ou plusieurs susceptibles de d~river d 'une 

courbe plus simple, c'est-s de genre inf~rieur. 

On verra par son Analyse ~ comment, conduit une premiere fois h cette ques- 

tion par la pr~c~dente, il y fur un ramen6 peu plus tard par deux th~or~mes de 

WEIERSTRASS. Lorsqu'il eut fourni et g~n~ralis~ la d~monstration de ces th~or~mes 

(que WEIERSTRASS n'avait  pas publide), d 'autres consequences lui apparurent.  

Ici encore, ce rut la th~orie des fonctions fuchsiennes qui lui fit apercevoir 

quelques unes des plus lointaines, et cela non seulemcnt parce qu'elle domine ]a 

question au point de vue analytique, mais aussi parce qu'elle apporta l'aide efficace 

de sa figuration g~om~trique, si lumineuse, nous l'avons dit, en ce qui regarde les 

relations d 'un groupe fuchsien avee ses sous-groupes. 

PO~NCAR~ consid~re en particulier les cas oh la r~duction entraine, entre 

deux courbes alg~briques, une correspondanee simplement rationnelle. De cette 

propri~t~ ressortent, lorsqu'on lui applique les principes de la th~orie des fonc- 

tions fuchsiennes, une s~rie de consSquences aussi simples et aussi ~l~gantes 

qu'elles sont cach~es au premier abord. 

Les cas de d~g~nSrescence dont nous venons de parler ne furent pas sim- 

plement pour POI~CAR~ des difficult~s s r~soudre. Ce furent, au contraire, les 

propri.6t~s de c~s fonctions dSg~nSr~es qui l 'aid~rent par la suite s pSn~trer celles 

des autres fonctions ab~liennes. 

Mais cette deuxi~me cat~gorie de recherches d~coule d'une tout  autre source, 

et, avant  de les abordcr, il nous faut avoir laiss~ de cSt~ les transcendantes par- 

ticuli~res pour nous occuper de la th~orie g~n~rale des fonctions analytiques. 

w 2. Relations avec l'Arithm~tique. Ensembles. Groupes continus. 

Toutefois, avant d 'abandonner los groupes et les fonctions fuchsiennes, nous 

parlerons de travaux qui, dans l'ceuvre de POINCAa~, s'y ra t tachent  plus ou 

moins ~troitement. 

Tel est d'abord le cas pour la partie de eette oeuvre qui touche s l 'Arithm~tique. 

A c5t6 des perspectives largemcnt ouvertes de l'Analyse pure et de ses app- 

lications g~omStriques et physiques, la th~orie des nombres, isolSe, au moins en 

apparenee, du reste de la Science, n'a pas tess6 cependant d 'etre cultiv~e par 

1 D e u x i ~ m e  P a r t i e ,  X. 
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les math4maticiens de race. Avec MM. JORDAN et lPICARD, c'est surtout POIN- 

CARS qui contribua ~ perp~tuer ~ cet 6gard, dans notre pays, la tradition d'HER- 

~ITS. NOUS avons dit que de cette tradition proc~dent des notes presque con- 

temporaines de la Th~se dont nous avons parl6 en commen~ant. POINCAR~ 

transportc dbs cette dpoque les mdthodes d'HER~IITE au cas le plus g6ndra] des 

formes de degrd quelconque a u n  hombre quelconque de variables. 

Nul domaine oll ces gdndralisations soJent p]us cachdes que celui de l'Arith- 

mdtique qui nous occupe en ce moment. La discontinuit~ qui en fair le carac- 

t~re essentiel s 'y r6v~le en quelque sorte ,  au point de rue logique, par celle qui 

s6pare souvent les notions destinies s se montrer analogues entre e]les, en ne 

les laissant se rat tacher les unes aux autres que par un fil tdnu. En ]isant ]es 

Notes dans lesquelles 1OOIblCAR]~ traite ainsi les notions de genre et d'ordre d'une 

forme, on se convaincra ~ quel point de telles analogies sont difficiles s saisir. 

POlNCARk sut les rcndre claires et dvidcntes et par consdquent, l~ comme 

ailleurs, introduire la simplicit4 et la eohdsion l~ oh semblait devoir rdgner l'arti- 

lice. C'est ce qui apparai t  encore ~ un haut  degrd dans ses recherches sur la 

rdduction des formes, 

M. JORDAN venait de montrer que la m~thode m6me d'HERMITE permet 

d'~tablir pour "les formes quelconques, le thdor~me d'apr~s lequel le nombre 

des classes algdbriquement dquivalentes est fini. POINCARk, poursuivant la m6me 

vole, put ainsi g~nSraliser la notion de r~duction, g~nSralisation que (comme la 

prSeddente, d'~illeurs) H~R~I~T~ n 'avai t  donn6e, du moins pour des variables en 

hombre supdrieur k 2, que relativement aux formes d~composables en facteurs 

lindaires. 

Avec POINCAR~, on peut  dire que  route question disparait, cn ce sens qu'une 

idde d'une rare simplicitd fournit d 'un seul coup Ia r~gle applicable s tous les 

probl~mes de cctte catdgorie. La rdduction demand6e est ddcomposde en deux 

opdrations dont l'une ne d~pend que de l'Alg~bre: c'est la rdduction de la forme 

donnde, au sens purement algdbrique du mot. L 'autre operation est enti~rement 

inddpendante de la forme considdr~e et ne d~pend que des propridt~s du groupe 

arithmdtique: c'est une sorte de rdduction par rapport  k ce groupe, des substi- 

tutions du groupe lindaire de l'A]g~bre, r~duction que l'on aait effeetuer par ceia 

m6me que l ' on  salt r~duire ]es formes quadratiques d~finies. 

La solution de cette seconde partie du probl~me dlimine, en somme, routes 

les diffieultds de nature arithmdtique. 

La rdduction des formes eubiques ternaires se prdsente comme application 

immediate de ce principe. 

Ces recherches, ainsi que celles que POINCARfi consacra s l'~tude des points 
Acta m~lthematlca. 3~. Imprim6 le 28 aoilt 1914. 0~ 
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de coordonnSes rationnelles sur une eourbe du troisi~me degr(~, sent fondamen- 

tales dans la th~orie, si peu explor~e encore, des formes de degr5 sup~rieur. 

La th~orie des formes quadratiques dut, elle aussi, ~ POI~CAR~ des progrSs 

essentiels; et ccci nous ram~ne aux fonctions fuchsiennes. 

C'est, on le salt, un ti tre de gloire de queIques uns des plus grands math~- 

maticiens du XIX  e si~.ele - -  de DIRICHLET, de RIE.MAN~ ~, d'HER5IITE entre autres - -  

que d 'avoir  su 4clairer l 'Arithm~tique s l'aide de t 'analyse du continu qui sem- 

blait, au premier ~bord, ne devoir jamais y p~n~trer. 

Ce r~sultat remarquable a m~me ~t~ obtenu de deux mani~res enti~rement 

diff~rentes. Le point de d~part de RIEMANN est le m~me que celui de DIRm~- 

LET (et aussi, au fond, que eelui qui a servi h JACOBI dans les F u n d a m e n t a ) .  

Mais celui d'HEm~IITE est sans rappor t  avec le premier. 

Grace aux fonctions fuchsiennes, PO~CAR~ r~ussit ~ son tour h ~tablir une 

alliance analogue, et cela sous deux formes, elles m6.mes profonddment distinctes, 

respectivement en relation avec les deux grands principes qui viennent  d 'e t re  

mentionn~s. Aux idles d'HERMITE se ra t tachent  les recherches que POI~CAR~ 

entreprend sur les formes quadratiques, darts le cas qui appelle ]e plus de recher- 

ches, celui des formes ind~finies. La particu]arit~ qui fair ]a difficult~ et ]'int6r~t 

de cette catSgorie de formes est, on le salt, que chacune d'elles se reproduit  sans 

alteration par une infinit5 de substi tutions lin~aires formant  un groupe dis- 

continu. Or on est ainsi ramen6 aux groupes fuchsiens. 

Non seulement ceux ci Be t rouvent  ainsi - -  et eela, eomme le montre  

POINCARi: ~, par l 'interm~diaire de la G~om~trie non e u c l i d i e n n e -  ~clairer ]a 

th~orie des nombres, mais il est remarquable qu'en l'esp~ce l'inverse a ~galement 

lieu: c'est par cette vole qu'on ~tend s certaines fonctions fuchsiennes la seule 

propriSt~ remarquable des fonctions elliptiques dent  l 'extension, dans ce domaine, 

ne para l t  pas pouvoir se faire d'une mani~re enti~rement g~n~rale, le th~or~me 

d'addition. P O ~ C A ~  montre, en invoquant  une fois de plus les propriSt~s g~om~tri- 

ques des polygones gSnSrateurs, que cette extension depend d'une sorte de com- 

mensurabilit~ entre le groupe de la fonction fuehsienne et une substitution d~ter- 

minSe, non comprise dans ce groupe; et cette commensurabilitS, qui n'existe pas 

darts le cas gSn~ral," se pr~sente au contraire  lorsque le groupe fuchsien consider5 

a une origine arithmdtique. 

Mais ce rapprochement  n 'est  pas, nous l 'avons dit, le seul que Po~scnn~ 

air dtabli entre les fonctions fuchsiennes et l 'Arithm~tique. D~s le d~but de ses 

recherches, en effet, il a donn~ du probl~me de l'~quivalence une solution g~n~- 

�9 Analyse, page 97- 
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raie toute nouvelle, fond6e sur l 'extension au domaine arithm~tique de ]a notion 

d'invariants. Grs ~ la diseontinuit6 des groupes auxquels conduit la th~orio 

des nombres, |as invariants arithm~tiques existent 1s m~me oh il n 'y a point 

d'invariants alg6briques et, ind~pendamment d'oxpressions par int6grates d6finies, 

ils en poss~dent d 'autres sous forme de s~ries sur lesquelles ]eur propri~t6 

d'invariance est mise imm~diatement on ~vidence. Les s6ries auxquelles on 

abouti t  ainsi sent tr~s voisines des s6ries connues de DIRICHLET, mais leur forma- 

tion, qui par consequent se rat tache aux recherches de ee g~om~tre, s'inspire 

cependant, eomme on le voit, d 'un principe d'une bien plus grande g~n~ralit~ et 

dent  la relation avee les m6thodes suivies on Alg~bre appara l t  imm~diatement. 

Elles sent, d 'autre part, 6troitement li6es aux s~ries th6ta d 'une part, aux 

fonctions fuchsiennes de l 'autre et montrent  la relation qui existe entre ees deux 

sortes do fonetions par l'interm~diaire do la fonetion modutaire. C'est ee point 

de vue qui a donn6 s POINCAR~ de nouvoaux d6veloppements des fonctions 

elliptiques. 

L'~tude de la cat~gorie de fonctions fuehsicnnes s laquelle appartient  ainsi 

la fonetion modulaire devait  att irer s nouveau son attention; elle fait ] 'objet du 

dernier travail qu'i] nous air laiss6.1 

Outre la th~orio des formes, les deux prineipaux chapitrcs de l 'Arithm~tique 

moderne sent la th6orie des nombres premiers et cclle des ida.aux. POINCAaI~ 

les a abord6s tous deux ensemble dans le M6moire intitul6 Extension a~x nombres 

premiers complexes des thdor~mes de M. TCHEBICHEFF. La m6thode du g6ombtre 

russe, conserv6e dans son prineipe g6n6ral, a dfi subir d ' importantes modifica- 

tions pour s 'adapter s ces nouvelles circonstances. It est remarquable quo le 

r6sultat obtenu soit ind6pendant de deux 61~ments qui s ' introduisent d'une mani~re 

n6eessaire dans los ealculs, le nombre des unit6s ind6pendantes du corps consider6 

et celui des classes d'id6aux qu'il renferme, et que d 'autre part,  co r6sultat rela- 

tif aux nombre imaginaires puisse servir h 6tudier la distribution des nombres pre- 

miers rdels entre les formes 4 n + z, 4 n + 3- 

Enfin, rappelons qu'une des premibres publications de POZ~CAR~ avait  enrichi, 

en m~mo temps que rassembl~ dans une synth~se particuli~rement lumineuse, les 

propri6t6s des corps quadratiques et des id~aux correspondants, en les rat tachant  

s une nouvelle thdorie g6om6trique des r6seaux (au sans de BnAv~s).  On salt 

avee quel suee~s une synthbse analogue rut reprise plus tard par M. KLEIn. 
$ $ 

$ 

Ce M6moi~e (Ann. fac. scie~ces Toulouse, I9~) n'a paru qu'apr~s la mort de PO~NCAR~ 
et ne figure pas darts la liste qui pr6cbde son Analyse. 



220 Jacques Hadamard. 

D'autre part, vers le mSme temps oh POI~CAR~ se rdv~lait, deux theories 

g~ndrales nouvelles sont venues modifier la marche de la science: la th~orie des 

groupes continu~ de S. L~E et ce|le des ensembles de CA~TOR. 

L'une et l 'autre ne pouvaient manquer de recevoir de I)oIz<c~l~ d'impor- 

tantes contributions. 

La premiere ]ui dolt une dtude nouvelle de ses notions gdn~rales, qu'il 

~claire ~ grace s un remarquable emploi de l'int~grale de CAVCHY, en montrant,  

en particulier, que les problbmes que LIE avait rdussi h ramener ~t des dquations 

diff~rentielles peuvent se rdsoudre par quadratures, sinon par des opdrations 

enti~rement algdbriques. 

Mais ta tbdorie des groupes continus vaut  surtout  par ses applications. On 

dolt s POI~CAR~ l'une des plus remarquables et des plus inattendues, celle qui eat 

relative aux quautitds complexes en gSndral, c'est-h-dire aux diverses gdn~ralisations 

que, apr~s HAMILTON, GRASSMA:N~" et d'autres, on peut essayer de donner h la 

thdorie des imaginaires. POI~CAR~ montre que ce probl6me se rambne enti~re- 

meat h l'dtude et ~ la discussion de certains groupes continua lin~aires. 

La th~orie de LIE intervient d'aiHeurs dans plusieurs autres travaux de 

POI.,~C.~R~. Elle joue par exemple, un rSle essentiel duns lea recherchea dont 

nous parlerons plus loin sur la repr6sentation conforme et les fonctions de deux 

variables et c'est par elle, ne l'oublious pus, qu'il guida ta th~orie naissante de 

la relativitd. 

Ailleurs, il montre que son emploi s'impose dans un sujet qui semblait 

~puis4, la mise en ~quations des problbmes de M~canique rationne]le. Duns l~ 

mdthode classique suivie h cet ~gard, les ddplacements virtuels sur lesquels on 

op~re sont obtenus en faisant varier isoldment chaque param~tre; si au contraire, 

comme POI~CARE est obligd de le faire en rue de certaines applications h la 

1Y[ecanique cdleate, ees ddplaeements virtue]s soar ehoisis d'une mani~re queleon- 

que, il montre qu'on dolt les traiter comme des transformations infinitt'simales 

et introduire la structure du groupe ainsi d~fini. 

L'histoire des relations de POI~CARI~ avec la thborie des ensembles est plus 

curieuse. Nol:ls avons dit, cn effet, qu'il la devanga (Voir plus haut, page 211) en 

l 'appliquant avant  m~me qu'elle ffit n~e, et cela dans un de ses r~sultats les plus 

saillants et les plus justement c~l~bres. 

1 Voir p. 93 de son Analyse. 
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Cette th6orie s'est depuis constamment remontr6e vers la plume. Qu'il 

s'agisse de th6orie des fonctions, d'6quations diff6rentielles, on la verra toujours 

se pr6senter g lui, comme elle s'imposera d6sormais g tout g6om6tre qui, dans 

un domaine queleonque, tentera d'aller v6ritablement au fond dbs choses. 

Les hauts probl6mes qu'elte soul6ve en e]]e mSme ne pouvaient, eux non plus, 

laisser Po~c~Rs  indiff6rent. II les a trait6s ici m~me * et repris souvent dans 

ses livres. Le terme de (,d6finition non pr6dicative,) qu'il a introduit, suffit 

r6futer plusieurs des sophismes dont les notions fondamentales relatives aux 

ensembles 6talent l'objet. ~ 

w 3. La th~orie g~n~rale. 

Avec GAvss, CAve,Y, R~EMa~;, WEIERSTI~ASS, la notion pr6eise de ce 

qu'on doit entendre par /onction analytique ~tait acquise. La th6orie en ~tait 

faite, au fond, sur le mod61e qu'offrait nature]lement I'A]g6bre. Toute fonction 

analytique peut ~tre repr6scnt~e, dans tout  domaine suffisamment restreint, sauf 

au voisinage de eertains points particuliers, par un d6veloppement en s6rie enti6re. 

Certaines d'entre elles peuvent ~tre ainsi repr4sent6es, par un d4veloppement 

unique, pour toutes les valeurs de la ou les variables: ce sont les /onctions 
enti&es. Dans le cas d 'une seu]e variable ind6pendante, WEIERSTRASS avait r6ussi 

6tendre ~ces  fonctions le th6or6me de la d6composition en faeteurs, sons une 

forme identique h eelle des po]ynSmes, g ceci pr6s qu'aux facteurs bin6mes classi- 

ques de l'Alg~bre venaient s'adjoindre, et eela g deux titres diff6rents, des facteurs 

exponentiels. 

Apr~s ces fonetions enti6res viennent les fonctions m&omorp/~es, analogues 

aux fonctions rationnelles et qui se comportent comme elles au voisin~ge d 'un 

point quelconque (g distance finie). Grgce au thdorgme qui lui a donng l a d &  

composition en facteurs, W~I~RSTI~ASS montre qu'une fonction m6romorphe d'une 

seule variable est le quotient de deux fonctions enti~res, pendant  que le th4orgme 

de M. MI~TAG-LEFFLER ~tend g ee domaine la d~eomposition en gl~ments simples. 

Ces deux cas sont les plus ~l~mentaires. D'autres beaucoup plus compliqu4s 

peuvent se pr&enter, m~me si l'on se borne aux fonctions uniformes. Mais 

celles-ci sont loin d'gtre la rggle. La grande difficult~ de l~ th4orie est prSci- 

s4ment l'existence des fonctions non uniformes, qui, en un certain sens, met tent  

en ddfaut la d~finition m~me de la notion de fonetion. 

Actal t. 32, I9o9. 
Le seul raisonnement que nous d~fendrions coutre les critiques de PoI~cA~ fl, ce point 

de vue est celui de M. ZZaM~LO sur la possibilitg d'ordonner un ensemble quelconque. 



222 Jacques Hadamard. 

De ees fonctions non uniformes, on n'avait  qu'une notion purement n6ga- 

rive, du moins dans le cas g6n~ral. Quelques categories particuli~res avaient 

seules 6t6 6tudi6es. A ]a plus classique d 'entre elles, ce]le dee fonctions alg6bri- 

ques, POINeARk avait, d~s la Th~se dont  nous avons parl6 plus haut, adjoint sa 

g6n6ralisation la plus naturelle et la plus importante, celle des fonctions algdbroi'- 
des, que ses recherches de M~canique analytique devaient ramener souvent sons 

sa plume. 

D~s que le nombre des variables devenait  sup~rieur ~ I, il ne restait de 

tout  cela que le point de d6part: te d~veloppement en s~rie enti~re, applicable ~t 

une fonction analytique quelconque dans le voisinage d 'un point non singulier, 

et s une fonction enti~re dans tout  l'espace. En particulier, la ddcomposition 

en facteurs de ces fonctions enti~res n 'ayant  plus lieu, la d6monstration donn~e 

par WEIFmSTRASS de l'expression d'une fonction m~romorphe par le quotient de 

deux fonctions cnti4res disparaissait du m6me coup. 
De l'outil qui permet de manier si sfirement ]es fonctions d'une variable, ]a 

th6orie des fonctions de deux variables ne poss~dait que lc manche. 

Tel 6tait l'6tat de cctte branche de la science h la venue de POINCAR]~. 

Voyons comment, grgce ~ lui, l '6volution ultdrieure fur possible. 
Tout  paraissait dit, en un sens, en ce qui regarde les [onctions enti~res d'une 

variable. Cependant, LAOUERaE avait  montrd, ~t l'aide de la formule de d6com- 

position en faeteurs, que, comme les polyn6mes, les fonctions enti~res ne devaient 

pas 6tre placges toutes sur le m6me plan et prdsentaient des degr6s de compli- 

cation in6gaux tout  au moins sous ce point de rue. Avec une p6n6tration qui 

a 6t6 justement admir6e, it avait  appris s mesurer cette complication par un 

nombre, le genre, qui fait intervenir h la fois les deux esp6ces de facteurs expo- 

nentiels mentionndes plus haut. 
Le problgme se posa alors, pour POINCAR~, de savoir si cette complication 

plus ou moins grande de lt~ d6composition en facteurs de ~u avait  ou 

non son retentissement sur les autres propri6t6s de la fouction. I1 pu t  montrer 

qu'en effet toute limitation suppos6e connue pour le genre en entrainait  une 

correspondante pour l 'ordre de grandeur du module de la fonction elle-m6me et 

aussi pour celui des coefficients de son d6veloppemen~, c'est-h-dire pour ses pro- 

pri6t6s les plus simples et, en g6n6ral, les plus ais~ment constatables. 
Ainsi fur fondge la nouvelle th6orie des fonctions entibres. C'est, en effet, 

de ce r6sultat et aussi, ajoutons-le, d 'un c616bre thgor~me dfi s M. PICARD, qu'est  
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sortie route cette th~orie, telle qu'elle s'est d6velopp6e dans le cours de ces der- 

nitres ann~es. 

C'est d'Mlleurs de la m~me source que d6coulent encore les progr~s appor- 

t6s, prineipalement par MM. BOREL et BOUTROUX, ~ l'6tude (~es fonctions m6ro- 

morphes: car la m6thode employ6e en cette circonstance d6rive manifestement 

de celle qui est appliqu6e aux fonctions enti~res. 

On peut  m~me en dire autant  pour le point essentiel: e'est en e[fet dans le 

m~me ordre d'id6es que tes fonctions pr6sentant cette singularit6, et el]e seule, 

autrement  dit les fonctions quasi enti~res, out ~t6 trait~es par M. ~V[AILLET. 

Les singularitds non isoldes des fonctions uniformes sent un des sujets qui 

ont ]e plus particuli~rement pr6occup6 WEIERSTRASS et les g6.om~tres qui, avec 

lui, ont explor6 la th6orie des fonctions, et la r6alisation des diverses possibilit6s 

qui peuvent se pr6senter s cet 6gard a 6t6 l'un des buts  principaux de leurs 

efforts. Or, parmi les dispositions les plus 6tranges qui penvent se rencontrer, 

il n'en est pus une dent  POINCAI~k n'ait form5, comme eux, des exemples, mais 

avec une signification nouvelle. 

L'existence de coupures essentielles pour les fonctions dent  il s'agit Stair 

conuue depuis WEIERSTttASS. M~ais ee sent les fonctions fuchsiennes, - - a p r ~ s  la 

fonction modu]aire, il est vrai - -  qui sent  venues hens montrer combien il s'en 

fallait qu'on dfit voir lh un simple objet  de curiosit6. 

En m~me temps, nous avons vu ces m~mes fonctions fuchsiennes imposer 

s PoI:~CA~k une nouvelle eat6gorie de singularit6s que l 'imagination de ses pr6- 

d6cesseui's n 'avait  pu concevoir: les points singuliers formant  un ensemble par- 

fait non continu. 

l~este enfin, s eSt6 de la notion de ligne singuli~re, la notion route voisine 

d'espace lacunaire. C'est s PoII~cAI~ que l'on doit, h cet 6gard, l 'exemple peut  

6tre le plus g6n6ral et en tout  cas, le plus f6cond, car la m6thode qui y con- 

duit, fond6e sur l ' introduction d'une s6rie de fractions rationnelles, est celle qui, 

ult6rieurement, a permis ~ M. :BOREL d'6tendre nos connaissances sur ce sujet. 

Mais iei encore, ce n'est pus uniquement pour elle mSme et pour mettre en 

6videnee ses singularit6s que POt~CARg forme la s6rie dent  il s'agit. I1 y est 

amen6 n6cessairement par les recherches sur les 6quations diff6rentielles qui font 

l 'objet de sa th~se. Les int6grales qu'il forme n'existent, eomme nous le rap- 

pellerons plus loin, que moyennant  des conditions d'in6galit6 convenables entre 

certains coefficients qui figurent dans l '6quation et, d~s lors, consid6r6es comme 

fonetions d 'un de ees coefficients, elles pr6sentent pr6cis6ment la singularit6 qui 
nous oceupe. 
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Le r6le de POI~OAR~, & propos des fonctions h espaces lacunaires, a done 

6t6 le m6me que nous lui avions vu jouer vis-h-vis des lignes singuli~res, des 

ensembles parfaits discontinus, des courbes sans eourbure. 

Certes, m6me, si l'une ou l 'autre de ces circonstances avait 6t6 destin~e b~ 

ne jamais se rencontrer dans les applications, leur d6couverte n'en aurait  pas 

moins ~td importante pour nous. POINCAR~ nous a montr6, dans un de ses dis- 

cours, t combien il faut rendre graces h l 'Astronomie d'avoir dlargi notre esprit 

par la seule notion de ses distances 6normes et d'avoir permis ainsi que (,notre 

imagination, comme l'oeil de l'aigle que le Soleil n'~blouit pas, puisse regarder la 

v6rit~ face h face,). Les singularit~s dont nous venons de parler tiennent une 

place analogue, ~ ccci pros qu'elles ont soumis notre imagination h des dpreuves 

autrement rudes encore, et jet6 un d~sarroi passager, non seulement dans les 

habitudes que nous tenons de nos sens, mais dans cel]es que nous pouvions croire 

issues de notre logique elle mSme. 

POINCAR~ n'a pas laiss6 h l 'avenir le soin d'utiliser la lemon qui s'en d6ga- 

geait. Au lieu de signaler de loin d'6tranges r6gions que la science pouvait  6tre 

expos~e h rencontrer sur sa route, il tes a travers~es pour trouver, au dell, le 

but qu'elle avait h poursuivre. Ses d6eouvertes semblent ainsi aller d 'un coup 

aux limites, non seulement de ce que l 'humanit6 d 'aujourd'hui  peut d~couvrir, 

mais de ce qu'elle peut eomprendre. 

C'est ce que la th6orie des fonctions vient h nouveau de nous montrer. La 

m6me impression s'imposera ~ nous, et plus fortement m~me, lorsqu'il s'agira 

des 6quations diff6rentielles. Plus complexe encore qu'en Th~orie des fonctions, 

la v6rit6 que nous verrons alors se d~gager des t ravaux de POINCAa~ d6passe 

probablement la capacit6 actuelle de nos cerveaux. 

La th6orie des /onctions non uni]ormes fur tir6e du n6ant grace h un th6o- 

rbme d'une d6monstration des plus d61icates. 

Une fonetion analytique quelconque (par consequent, non uniforme en g6- 

n6ral) : 

z = l ( x )  

~tant donn6e, on peut exprimer x en fonction uni]orme d'une variable auxiliaire 

t, de mani~re que z soit aussi une fonction uni/orme de t. La conclusion s'~tend 

m6me s un nombre quelconque de fonctions d'une m6me variable. 

La th6orie des fonctions non uniformes est ainsi ramende h celle des fonc- 

tions uniformes. 

i Voir La valeur de la science, Chap. VI. 
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Un tel fait ne pouvait manquer de s'imposer s un POU~CARIi apr~s la d6- 

couverte des fonetions fuchsiennes. Celles-ci, nous l'avons vu, le mettaient  en 

6vidence, et fournissaient la variable auxiliaire cherch~e, en ce qui regarde les 

fonetions alg6briques. I1 y a plus, elles permettent de le d~montrer, sinon dans 

le cas g6n6ral, du moins dans un cas trb, s ~tendu, s savoir, routes ]es fois que 

]es points singuliers sont en nombre fini et tous r~.els. 

Mais si l'on veut ne faire aucune restriction relativement aux points singu- 

liers, d 'autres moyens d'action sont n~cessaires. 

Ici (comme d~js d'ailleurs pour les fonctions fuchsiennes) ce sont les prin- 

cipes m~mes sur lesquels RIEMANN avait fond6 la th6orie des fonctions ab~lien- 

nes qui s'61argissent entre les mains de POINCAR~, et acquiSrent l 'amp]eur nou- 

velle que la question comporte. D'une part, tout  le calcul va reposer sur la 

formation d'un domaine g6om6trique, la surface de RI[EMANN, par lequel on peut 

se representer la variation simultan~e de z et de x. En second lieu, un ~l~ment 

physico-math~matique, la th~orie du potentiei, joue dans ce caleul Ie r61e prin- 

cipal. Mais son maniement cxige une puissance d'analyse nouvelle, en raison de 

la complication de la surface de RIEMANN qui est ici ~ une infinit~ de feuilleis. 

La notion d'une telle surface de RtEMANN, et surtout des fonctions harmo- 

niques correspondantes est tr~s d~licate et ne peut ~tre at teinte que par des 

passages ~ la limite appropri~s. 

On aboutit  ainsi ~ la formation d'une certaine fonction analytique t. La 

propri6t6 essentielle de cette quantit~ consistc en ce qu'clle ne prend jamais deux 

lois la m~me valeur sur la surface. C'est ce que l'on ~tablit ais~ment s l 'aide 

de l'int6grale classique de CAtrCHr, 4tant donn6 que t e s t  la limite de fonctions 

t~ qui poss~dent la propri4t~ en question. 

Cette grandiose d~.couverte de l'uni]ormisation des ]onctions analytiques ne 

pouvait manquer de provoquer les recherches des g6om~tres, du moins de ceux 

qui, capables de ressentir son importance, avaient aussi les forces n~cessaires 

pour aborder ce sujet. ~ A la suite de ces travaux, POI~CAR~ revint lui-m6me 

sur sa d~couverte pour la completer. 

Dans l'intervalle, il avait donn~, pour la r6solution des probl~mes fonda- 

mentaux de la thSorie du potentiei, une m6thode nouve]le, celle du balayage. 
Cr~6e, semble-t-il, en dehors de la preoccupation du probl~me qui nous occupe, 

cette m4thode se trouvait  cependant s 'y adapter d'une mani~re remarquablement 

parfaite. L'une des difficult4s de la question est, nous l 'avons dit, la pr6sence 

d'une infinit6 de feuillets de l a  surface de RIEI~IANN, dont, par suite de eette 

Outre les auteurs dont nous parleions dans un instant, nous nous contenterdns de citer 
ici M. KOEBE. 

Acta rnathernatlca. 38. Imprim~ le 28 aofit 1914. 29 
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circonstanee, la forme lotale et en partieulier la fronti~re ne peuvent, au moins 

au premier abord, ~tre d~finies sans de se~rieuses difficult~s. Or il se trouve que 

celles-ci ne g~nent en aucune fa~on l'application de ]a m(~thode du balayage, 

pour laquelle il suffit de suivre la marche m~me, elassique depuis WEIERSTRASS, 

de la d4finition d'une fonction analytique par une suite ind(~finie d(~'Sldments)>. 

POI~CARR avait, d 'autre part, s l'occasion de son cnseignement h la facult~ 

des sciences de Paris, icerfectionn~ toute la technique de la th~orie des fonctions 

harmoniques: il avait, par exemplel reconnu tout le parti qu'elle peut tirer d 'un 

remarquable tb~or~me de H.~RNACK. 

Fort de ces nouveaux moyens d'action, il put, r~pondant s un desideratum 

de M. HILBERT, ~carter en route certitude pour les fonctions cherch~es, les trois 

points singuliers dont le raisonnement primitif n'excluait pas la possibilitY. 

D'autre par~, les fonctions obtenues ont, en g4n~ral, un domaine d'existence 

limit6 par une ligne siguli6re essentielle (un th6or6me de M. PICARD est venu 

montrer que la solution n'est pas possible sans l ' introduction de fonctions pr6- 

sentant ce caract6re). MM. OSaOOD et BROD~N s'6taient prdoccup6s de d6ter- 

miner la forme exacte du domaine qui, dans le plan de la variable t, correspond 

ainsi ~ la surface de R~E~.~s  donn6e. La nouvclle m6thode de d6monstration 

permet de pr~ciser davantage les r~sultats de ces deux auteurs. 

Enfin, chose plus pr~cieuse encore, elle fournit la solution la plus s i m p l e , -  

et non plus une solution queleonque --,  du probl~me posd. D~s lors, cette so- 

lution est parfaitemcnt d~termin~e, du moins s une substitution lin~aire pr~s. 

De 1s ressort encore, comme consequence, une propriSt~ fonetionnelle qui place 

les fonctions obtenues s cStd des fonctions fuchsiennes. 

Ce n'est pas la seule contribution que POINCAR~ air apport~e h la th~orie 

des fonctions non uniformes. Tout d'abord, c'est h lui qu'on dolt la limitation, 

- -  au sens de la thSorie des ensembles - -  de la multiplicit~ des valeurs que peut 

prendre une telle fonction pour une valeur unique de la variable et aussi des 

<~l~ments~> (au sens de WEIERSTRASS) qui suffisent h la representer: limitation 

essentielle d'ailleurs au second raisonnement par tequel il a (~tabli le th~or~me 
d'uniformisation. 

De plus, il a indiqu~ une m~thode permettant  d'~tablir que toute fonction 

analytique z -- cn g~n~ral, non uniforme, - -  de la variable x peut ~tre d~finie 

par une 5quation de la forme G (z, x) ~ o, off G est une fonction enti~re: progr~s 

moins essentiel peut-~tre que le th~or~me d'uniformisation, mais, n~anmoins, 

extension importante aux fonctions transeendantes de la propri~t~ fondamenta]e 
des fonctions algSbriques. 
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Mais eette m&hode est en re la t ion  avec les t ravaux dont nous avons h 

par]er en second lieu, et qui concernent l '&ude des fonetions de plusieurs 

variables. 

Pour celle-ei plus encore que pour la pr~e~dente, on peut dire que les im- 

pulsions d~cisives viennent de POINCAR~. 

Dans cet ordre d'id~.es, un seul th6or~me, le (~Vorbereitungssatz,), avait  6t6 

ant6rieuremen~ obtenu. Mais, par deux fois, il &air rest6 ignor6 du public seien- 

tifique. W~.~ERSTRASS l'a r6serv~, comme il lc faisait souvent, au eercle restreint 

de ses auditeurs, jusqu'en I886, et M. LINDEL6F a ~t~ le premier b, d~couvrir 1 

que le :r auteur  e n e s t  CAvcI4r. 

II peut n'Stre pas inutile, dans ees conditions, de noter que les rSsultats 

relatifs aux fonctions alg6bro~des, obtenus par POINCAR~ dans sa Th&e, ~qui- 

valent au th~.or~me en question. ~ 

Celui-ei d'ailleurs, pour POINCARI~ comme pour W~IE~sTm~ss, n '&ait  que 

pr4paratoire. L'~tude des fonctions de plusieurs variab]es ne fur v~ritablement 

inaugurde que lorsque, peu d'ann~cs apr~s, P o ~ c ~ n ~  rdussit h ]eur dtendre le 

th6or~me de W ~ a s T a ~ s s  sur tes fonctions mdromorphes. 

Quel que soit le nombre des variables, une telle fonction est caract6ris~e 

par la propri6t6 de se comporter au voisinage d 'un point queleonque - -  autrement 

dit, localement - -  comme une fonetion rationnelle. Loealement done, el]e s'ex- 

prime par le quotient de deux s~ries enti~res convergentes dans un rayon suffi- 

samment petit. C'est ce rdsultat qu'ils s'agit d'~tendre s tout  l'espace en ex- 

primant la fonetion consid6r6e par le quotient de deux s6ries enti~res tou]ours 

convergentes. 

Nous avons dit  qu'on ne pouvait  songer ~ employer, h cet effet, la m~thode 

qui r~ussit dans le cas d'une variable. PO~NC~R~ recourt encore une fois s la 

th~orie du potentiel ou plut6t s la th~orie analogue dans l'espace h quatre di- 

mensions, celle des fonctions V qui satisfont s l '~quation 

O*V r ~oV 0 *V 
ox~ +~ +~z~ +~f5 =~ 

Cette m&hode semble cependant, au premier abord, inapplicable au probl~me 

actuel. L'6quation aux d4riv~es partielles pr&~dente ne suffit plus, en effet, h 

caract6riser la partie r~elle d 'une fonction analytique: eette pattie r6elle dolt 

1 Voir ses Legons sur la tMorie des rdsidus (Paris, Gauthier-Villars, I9o5, note de la page 27). 
Ils en fournissent n3~me une extension, dans laquelle, au lieu de l'4quation obtenue en 

6galant une fonction uniqne 'k z~ro, on consid~re un systblne d'4quations k plusieurs inconnues. 
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satisfaire b~ quatre ~quations aux d6riv6es partielles et non h une seule. ]1 

semble donc que la formation d'un potentiel v6rifiant l 'unique dquation ci-dessus 

~erite soit sans valeur au point de vue du r~su]tat final. 

Il n'en est rich: si l 'on a obtenu co potentiel, POI~CAR~ montre qu'il suffit 

d 'y  ajouter une fonction r6guli~re convenable pour int~grer l 'ensemble des quatre 

~quations mentionn6es tout  k l 'heure et en d6duire la fonetion qu'il a en vue, 

h savoir le logarithme du d6nominateur eherch6. 
Quant h. ]a formation du potentiel en question, elle eonsiste en une sorte 

de raeeordement anaiytique entre plusieurs fonctions (Ies logarithmes des d~nomi- 

nateurs des diverses fractions qui reprbsentent localement la fonction donn6e)d6- 

finies chacune dans une portion seulement de l'espace, mais dont les diff6rences 

mutuelle dans les r6gions off deux d 'entre el]es existent b~ la lois, sont r~guli~res. 

Ce raccordement, l'emp]oi de potentiels, tout  analogues aux potentiels de simples 

et de dot~bles couches, permet de l'op6rer. Lorsqu'il s'agit enfin de passer b, la 

limite pour le eas de l 'espace ind6fini en tous sens, la m6thode ~t appliquer est 

connue: c'est celle par laquelle on d6montre le th6or~me de M. MITTaC-LEF~LErr 

sur le d6veloppement des fonctions m6romorphes d 'une variable en s6rie d'616- 

ments simples. 

POIYCArtE a eu h revenir sur la ddmonstration de ce thbor~me, pour l 'adap- 

ter s la th6orie des fonctions abdliennes. Dans ce cas, en effet, la fonctiou don- 

n6e 6rant pdriodique, il importe de diriger le caleuJ de mani~re h c e  que ]e num6- 

r~teur et le d6nominateur obtenus poss~dent eux m6mes, non ]a p6riodicit6 pro- 

prement dire, reals, ~ la fa~on des fonetion th~ta (auxquelIes, dbs lots, its s t  

rnm~nent) - -  la p6riodicit6 de troisi~me esp~ce au sens d'HE~iJTE, qui est 

la p6riodieit6 ordinaire co que l 'invariance relative est s l ' invariance absolue. 
POINOAn~ reprend, ~ cet effet, la d6monstration de son th6or+me g6n6ra], rant 

celle qu'il avait  donn6e que celle qui avait  g~t6 fournie depuis par M. Covsl~r 

I1 en indique m6me, dans |e m6me but, une autre, route diff6rente de celles dont 

il vient d'6t.re question par la nature des potentiels employ~s. Au lieu d'etre,  

dans l 'hyperespace, ]es analogues d'un potentiel newtonien de surface, ---comme 

dans ]a d6monstration primitive - -  ceux ci peuvent,  en effet, ~tre analogues 

des potentiols (newtoniens) de lignes attirantes, de sorte que nous devons s cette 

circonstance la connaissance des singularit~s (en g6n6ral logarithmiques) des 

potentiels do cette esp~ce. 

Un autre point important  de la th4orie des fonctions d'une variable att irait  

t 'at tention au point do vue de son Extension au cas actuel: la notion de rdsidu, 
base des plus belles d4eouvertes de CAVCHY. En g6n6ral, e'est-h-dire dans route 
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r~gion ne comprenant pas de points singuliers, l'int6grale d'une fonction analytique 

le long d 'un contour t erm~ est nulle. Au contrairc si ce contour contient s son 

intdrieur un point singulier, l'int6grale est proportionnelle ~ un certain nombre 

d~termin~, caract~ristique et en quelque sorte, mesure de la singularit6, qui est 

le r~sidu. 

Cette pierre angulaire de la th~orie de CAVCHY devait  6tre transport~e s 

la th4orie des fonctions de deux variables, si l'on voulait fender utilement celle-ei. 

I1 fallait, ~ cet offer, consid4rer les int6grales doubles prises le long de multipli. 

cites fermdes de l'espaee s quatre dimensions, et montrer tout d 'abord que ces 

int~grales ~taient ind~pendantes de la forme de lu surface d'intdgration (tant que 

celle-ci varie continfiment sans rencontrer de singularit~s), une condition d'int~- 

grabilit~ analogue & celle qui intervicnt pour les diff~rentielles totales ordinaires 
~tant v~rifi~e. 

Mais ceci fair, le caleul de ]a valeur de eette int~grale autour d'uue singu- 

laritY, donnSe, pr~sentait des difficult~s inattendues. ST~,LTJ~S qui l 'avait  effectu~ 

duns un cas particulier, n'uvait p u ] e  publier, le r~sultat dormant lieu ~ une 

objection qui semblait sans r~plique. Dans l'int~grale qu'il avait  trait~e, la 

quantitY, sous le signe [ ' i "  ~tait de la forme 
J J  

P 
Q~' 

P, Q, R 6rant trois po]ynomes entiers dent  les deux derniers s 'annulent ensemble 

sur la singularit4 considdrSe. Or STIELTJES trouvait, pour le r~sidu, une va- 

leur qui change de signe quand on permute entre eux les deux facteurs du d~no- 

minateur. 

Pour faire cesser cette contradiction apparente, il fallait arriver s une vue 

exacte et p~nStrunte des propri6t~s g4om4triques d'une figure trac~e dans l'hy- 

perespace. POI~CAR~ montra ainsi comment l'ordre des deux facteurs en question 

influe, dans eet exemple, sur le sens de l'int~gration. 

Ces deux s~ries d e  recherches de PO~CAR~ rest6rent longtemps la seule base 

des travuux entrepris sur les fonctions de deux variables. ~ Les plus importants, 

tels que celui de M, Cousin, ddrivent du th~or~me sur les fonctions m6romorphes 

et fournissent une seconde d~monstrution de ee th~or~me. 

1 C'est seulement dans ces routes dernihres ann~es qua d'autres yoies se sent ouvertes 
avec des travaux parmi lesquels nous nous contenterons de citer ceux de MM. IrA~m, HAn~, 
HAR'roas, E. E. L~v~i etc. 
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Ce vaste domaine des fonctions de plusieurs variables devait, plus tard, offrir 

encore ~ POINC~taE un autre objet de m(~ditations. La reprise,ration con/orme 

offre, d~s le cas d 'une variable, un remarquable exemp}e de la difference profonde 

qui existe entre les prol~ri6t6s locales des fonctions et celles qui interviennent 

lorsqu'on les consid~re non plus au voisinage immddiat d 'un point, mais dans 

tout  leur domaine d'existence. 

Le problbme (probl~me local) qui consiste ~ repr6senter, par l'interm~diaire 

d 'une fonetion analytique, un arc (suffisamment petit) d'une courbe donn~e c 

sur un are d',me autre courbe donn6e C a, en effet, nne infinit6 de solutions 

d~pendant d'une infiait6 d'arbitraires, tandis que le probl~mc ~tendu qui consiste 

s representer, dans les m6mes conditions, la eourbe ferm6e c tout entigre, sur la 

courbe ferm6e C (et l'aire s limitSe par c sur l'aire S limit6e par C) est, au con- 

traire, d6termin6 s une substitution homographique pr~s. 

A cette diffdrence, on aper~oit imm6diatement deux raisons: la premiere 

rdsidant dans ce fair que les courbes c et C sont ferm~es et que d~s ]ors le pro- 

longement de l~ fonction chereh6e tout  le long de ces courbes dolt presenter par 

rapport s l'arc de l 'une d'elles, par exemple, une p~riodieit~ qui n'apparaissait 

point lorsqu'on se bornait h consid~rer des parties tr~s petites des courbes en 

question; la seconde, dans eelui que la fonetion cherebSe ne dolt seulement ~tre 

d6finie au voisinage de c, mais dans tout  l'int~rieur de s. 

C'est cette 5tude que POISCARE transporte au cas de deux variables, en 

s~parant m~me, par l ' introduction d 'un probl~me intermSdiaire, ~ (dans lequel o~l 

demande que les fonctions cherch~es soient r6guli~res sur toute la fronti~re, mais 

non dans tout  le domaine qu'elle ]imite) ees deux caract~res qui diff~rencient 

l 'un de l 'autre te probl~me local et le probl~me ~tendu. Les r~sultats cbangent 

d'ailleurs notablement de forme dans cette extension. Le probl~me local cesse 

lui m~rae d'etre possible en g~n~ral. Une infinit6 de conditions de possibilit6 

apparaissent et ces conditions de possibilit6 introduisent une s~rie d ' invariants 

diff6rentiels, obtenus en 4erivant que la transformation de l'une des fronti~res 

donnSes en l 'autre est possible, dans la r~gion infiniment voisine d 'un point 

donn~, ~ux infinimen~ peters d u n  ~ ordre pr~s. 

Ce M~moire de PO~NCA~ ouvre d'ailleurs la voie s toute une s6rie de recher- 

ches ot~, eomme il l'a montr6, intervient d'une mani~re n~cessaire l'6tude appro- 

fondie de eertains groupzs eontinus. 

* * 

En vertu d'un thdorSme de 5I. Hxr~r il se trouve que la solution de ce probl~me inter- 
~4diaire peut (~tre utilis~e pour celle da probl~me 6tendu. 
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C'est s ees propositions fondamentales sur les fonetions de plusieurs variables 

qu'il faut rat tacher les r6sultats obtenus par POINCAR~ sur les fonctions ab61ien- 

nes, ceux qui d6rivent de l 'applieation des fonctions fuehsiennes except6s. Leur 

point  de d6part est la distinction qu'il 6tablit entre la th6orie des ]onctions 
ab~liennes et celle des intggrales ab61iennes, thdories que, depuis RIr~IA~N, on 

6tait habitu6 ~ coufondre l'une avee  l'autre. 

Si, comme on le sait depuis R I ~ A ~ N ,  les int4grales des fonetions alg6bri- 

ques s'expriment p a r  le moyen des s6ries O, la solution ainsi obtenue d6passe 

en quelque sorte lc but. Certaines fonetions @ correspondent h des probl~mes de 

quadrature de l'esp~ce indiqu6e, mais elles sont sp~ciales; il en existe une" foule 

d'autres qui n 'ont point une origiue de cette espbce. 

Quelles sont les relat.ions qui earaetdrisent ainsi Ies fonctions th~ta spdciales? 

- -  et, d 'autre part, que pent on dire des autres fonctions th~ta? 

Mais auparavant,  une autre question analogue se pr6sentait, qui s'6tait d6js 

posde ~ I~IE~A~ m~me (lequel l 'avait signal6e h HERMITr), puis s WEIERSTRASS 

et qui, en m~me temps que POISCAR~, pr6oceupa MY[. PmARD et A~PELL, 1 celle 

de savoir si les fonctions p4riodiques obtenues comme quotients de fonctions 

th~ta sont les pl.us g6n6rales parmi eelles qui pr6sentent le m~me nombre de 

p6riodcs. 

Cela est d 'autant  moins 6vident que les fonctions th~ta ne peuvent  pas 

~tre form6es avec des p6riodes entibrement arbitraires. Au contraire il ne semble 

nullement "a priori, que la d6finition des fonetions p6riodiques doive impliquer, 

entre ces p6riodes, une condition quelconque. C'est cependant ce qui a lieu et 

toute fonction m6romorphe 2 p fois p6riodique de p variables complexes peut ~tre 

repr6sentde par un quotient de s6ries th6ta. P o ~ c A a ~  publia sur ee point, en 

collaboration avee M. PIOARD, une d6monstration qui, un peu plus tard fur re- 

connue identique $ celle qu'avait  obtenue WEIERSTRASS. NOUS avons d i t  que le 

m~me fair se pr6senta plus tard b~ lui comme une simple cons6quence du th6or~me 

fondamental sur les fonctions m6romorphes, moyennant  une 6tude plus appro- 

fondie des op6rations par lesquelles on 6tablit ce th60r~me. 

Ceci 61ueid6, il fallait entreprendre l 'examen des fonctions th~ta ind6pen- 

damment  de toute origine alg6brique,:pour apprendre h distinguer entre les fone- 

tions th6ta appel6es plus haut  spgciales (c'est-g-dire celles qui ont une telle origine) 
et les autres. 

Dans cet ordre d'id6es, PoINcA~k, d~s ~883, consid~re une syst~me de p fonc- 

tions thSta ~ p variables, toutes aux m~mes multiplicateurs, et d6termine le 

1 Voir Analyse, p. 82. 
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nombre des solutions (essentiellement distinetes, c'est-~-dire telles que la difference 

de deux quelconques d'entre elles ne soit pas une p4riode) communes aux 6qua- 

tions obtenues en ~galant ces fonctions simultan~ment h z~ro. 

C'est s cette occasion que Pot~cAR~ uti]ise, pour la premiere fois, le th~or~me 

par lequel KRO_~ECKER venait d'exprimer ]e nombre des solutions d'un syst~me 

donn6, admirable instrument qui semblait avoir 6t6 cr~e en rue d'un tel ouvrier, 

et que nous retrouverons g tant  de reprises dans l'6tude de son oeuvre. Grgce 

]ui, il put  montrer que le nombre en question ne d~pend que du nombre p des 

variables et du degr6 des fonctions th~ta. 

La diffSrenee entre le point de vue de :PoI~caas et celui de ses pr6d~cesseurs 

apparai t  par la comparaison entre cette question et celle que s'6tait posse R~E- 

) I A ~  relativement au nombre des z~ros d'une fonction th6ta du i e~ degr6. Si, 

dans une telle fonction, on substitue aux p variables les wleurs  des p int~grales 

ab61iennes de premiere esp~ce attach~es s un mOne point M de la courbe, on a 

une ~quation (g une ineonnue, eette fois) qui admet p solutions. 

Cet 6none5 diffSre, on le volt, du precedent, non pas seulement en ce que 

la fonetion thSta consid6r6e dolt 8tre sp~ciale, mais en ce que les variables ne 

peuvent prendre que des valeurs tr~s particuli~res, ne d~pendant que d 'un seul 

param~tre et non de p. PoI~caRs ~tend d'ailleurs le r~sultat de RIEMa~N aux 

fonctions th~ta de degr~ quelconque (le nombre des solutions devenant alors ~gal 

g n p )  et h une s(~rie de questions qu'on peut consid~rer eomme interm~diaires 

entre les deux pr~c~dentes. 

La relation entre ces diff~rents points de rue est 4galement raise en lumi~re 

dans la repr6sentation g~om~trique qu'il emploie. 

I1 y a n~ fonctions th6ta dR degr~ n ayan t  de multiplieateurs donn6s. Si 

l'on consid~re les valeurs de ces n p  fonetions th~ta comme des coordonn6es 

homog~nes dans l'espace h n P - - I  dimensions, lc point qui a c e s  coordonn6es 

--  point qui reste inalt~r4 par l 'addition aux variables d'une p6riode quelconque, 

puisque toutes ses coordonndes sont multipli~es par la m~me quantit6, - -d6cr i t ,  

dans eet espace, une vari~t~ p fois 6tendue V. Lorsque les fonctions O sont 

sp6ciales et d6rivent d'une courbe a]g6brique C, si on remplaee ]es variables par 

les int6grales ab~liennes attach~.es h cette courbe, on a une courbe B situ~e sur 

V. Le th6orSme de t~.IEMA~ 6tend~ par POISCAR~ montre que cette courbe est 

alg6brique et fair connaitre son degr6. Pol~cAas eonstate d'ailleurs qu'elle est plane, 

ou, plus exactement, qu'elle est situ6e sur une varibt~ plane g ( n - - I ) p  dimensions. 

Quant au th6or6me mentionn~ plus haut sur les z6ros communs h p fonctions 

O, il fair connaitre le degr6 de la varlet6 V, laquelle est alg6brique, et cela, cette 

fois, mSme si les fonctions O consid~r6es ne sont pas sp6ciales. 
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Un seul r6sultat appar tenant  ~ eette cat6gorie porte, eomme celui de RIE- 

MA~N, sur une seule ~quation ~ une seule inconnue, tout  en n'exigeant pas que 

la fonction th6ta qui y intervient soit sp6ciale. I1 g6n6ralise la relation de 

~LEGENDRE entre les p6riodes des int~grales elliptiques de premiere et de deuxi~me 

esp6ce, relation que la th~orie des fonctions nous a montr~e d4pendant du hombre 

des z6ros de la f0nction th6ta dans un parall61ogramme des p6riodes. Pour arriver 

h un r~sultat prSsentant ces caract~res, il fallait vaincre une difficult6 de nature 

g~om6trique par laquelle cette recherche se rapproche de celles que PO~Ne~R~ 

avait d~velopp~es sur la th~orie g4n~rale des fonctions de plusieurs variables. 

Apr6s avoir, par son th6or~me de 1883, 6tendu une proposition classique sur 
le nombre des z6ros d'une fonetion elliptique, POI~OAI~ va plus loin et donne 

une extension analogue ~ celle qui fair connaitre Ia somme de ces z6ros. 

D~s le premier de ces deux th6or~mes, on volt intervenir occasionneIlement 

comme auxiliaires les cas de r6duction dont  nous avons parl6 pr6c6demment. 

Cette premi6re intervention n'est toutefois qu'accessoire, pour ainsi dire: l'emploi 

du th6or~me de KRONECKER ayant  montr6, comme nous l 'avons dit, que le nombre 

des z6ros communs est constant, l 'examen d'un cas de r~duetion off tout se 

ram6ne aux fonetions elliptiques fournit simplement la valeur de cette constante. 

Y[ais e 'est  seulement avec le th6or~me sur la somme des z6ros que ces fone- 

tions ab61iennes r6ductibles jouent un r61e essentiel et, ainsi que les trajectoires 

p6ricdiques de la M6canique c61este auxquelles on pourrait  s la rigueur les corn- 

parer, sont pour nous, routes particuli~res qu'elles soient, le moyen d'at teindre 
routes ]es autres fonctions ab61iennes. 

POZ~CAR~ remarque, en effet, qu'on peut  trouver, d 'une infinit6 de mani~res, 

des fonetions ab6liennes r6duetibles aussi peu diff~rentes qu'on le vent d 'une fonc- 

tions ab6lienne quelconque donn~e, de m6me qu'au voisinage d 'une incommen- 

surable donn6e, on peut  trouver une infinit6 de nombres commensurables. I1 

suffit d~s lors de r6soudre le probl6me pour les fonctions r6ductibles, la solution 

s '4tendant imm~diatement, par vole de continuit~ aux fonctions ab61iennes quel- 
conques. 

Un nouvel emploi des cas de r~duction va 6galement permettre d 'aborder le 

probl~me principal dont  nous avons donn6 tout  s l 'heure l'~nonc6: la recherche 

des conditions moyennnant  lesquelles lea fonctions th~ta sont sp6ciales. 

Ainsi est explor6 tout d 'abord l'aspect g6om~trique du probl~me. Commc 

on pouvait  au fond, l'inf~rer des recherches de LIE, et comme P o I ~ e A ~  le 

dSmontre d'une faqon nouvel|e et  particuli6rement intuitive, la condition n~ces- 

Acta mathematiea. ;]8. Imprim6 [e 28 ao~t~ 1914. 30 
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siare e~ suffisant6 pour qu'un syst~me de fonctions th6ta soit sp6cial est que la 

vari6t6 S dont l 'equation s 'obtient en 6galant l 'une d 'entre elles ~ z6ro soit de 

translation et cela de deux mani~res diff6rentes. L'6tude de la eourbe dont la 

translation produit ainsi la vari6t6 S n'est autre que celle de la courbe sp~ciale 

B dont il a 6t6 question plus haut  (voir p. 232). On est ainsi conduit s d6finir 

cette courbe en adjoignant s l '6quation de S u n  syst~me d'autres 6quations ana- 

logues. Mais, quoique les vari6t6s repr6sent~.es par ces 6quations soient en nombre 

suffisant pour d6finir par leur intersection une courbe, elles ne fournissent pas 

uniquement celle que l'on cherche: l 'intersection se d6compose, et la courbe 

cherch6e n'est qu'une des composantes. 

Pour rendre possible l'intelligence complete du m6canisme de cette d6com- 

position, POIZ~CAR~ est oblig6 de faire intervenir h nouveau les cas de r6duction. 

La marche suivie en cette circonstanee est celle mfime qui est classique en Cal- 

euI infinit6simal: l '6tude (an moins l '6tude approch6e) des cas infiniment voisins 

d 'un premier cas donn6 dans lequel la solution est connue ou peut ~tre obtenue. 

Ce cas initial est ici un cas de r6duction. Toutefois l'emploi de la m6thode est 

ici particuli~rement difficile. Si, en effet, la discussion d'un cas singulier tel que 

le cas de rdduction est ici la seule prise que nous ayons sur le cas g6n~ral, les 

m~mes raisons qui nous la rendent accessible font --  et nous retrouverons ce 

fair 'k propos des 6quations diff6rentielles - -  qu'elle nous offre de ce cas g6n6ral 

une image plus ou moins fortement d6form6e, oh toutes les propri6t~s ont en 

quelque sorte d696n6r6. Aussi ne faut il point s'6tonner de ne la voir 6lucid6e 

que par une dissection d'une finesse extr6me et d 'y  trouver les interpr6tations 

aussi d61icates que l'est pour le naturaliste celle d'organes dont ]es formes 

atrophi6es ou r6gressives sont seules accessibles k l 'observation. 

Mais la condition qui caractbrise une fonction ab61ienne sp6eiale doit s'ex- 

primer, en derni~re analyse, par une relation entre les p6riodes. C'est la partie 

la plus difficile du probl~me, celle pour laquelle PoIz~cAn~ ne peut fournir qu'un 

commencement de solution. La m6thode pr6c6dente donne cependant, sinon la 

forme complete des premiers membres des relations cherch6es entre les p6riodes, 

du moins les premiers termes de leurs d6veloppements. 

Peut-~tre convient-il de s'arr~ter un instant pour jeter sur ce qui pr6c6de 

un coup d'ceil chronologique. La th6orie des fonctions fuchsiennes aurait s elle 

seule suffi pour fonder la gloire de POI~'CAR~. Mais si elle fur d'abord la plus 
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remarqu~e, d'autres, parmi ]es d6couvertes qui remontent  ~ la mSme ~poque, ne 

lui c5dent nullement en importance et on ne peut enregistrer sans stup6faction 

la rapidit6 avec laquelle elles se succ~d6rent h partir  de i879, date de la Th~se 

de doctorat de POtNCAR~. Parmi celles qui apparurent depuis eette date jusqu'en 

I883, nous  avons d6j~ signal6: 

les fonctions fuchsiennes; 

le th6or~me fondamental sur le genre, duquel d6coule route la th6orie des 

fonctions enti6res; 

l 'uniformisation des fonctions analytiques; 

la repr4sentation des fonctions m6romorphes de deux variables par quotients 

de fonctions enti6res; 

le th4or6me sur les z6ros des fonctions th~ta qui devait donner naissance 

la nouvelle th6orie des fonctions ab61iennes; 

l 'extension des notions de genre et d'ordre aux formes de degr6 sup6rieur, 

et la notion d'invariants arithm6tiques. 

Nous avons essay6 de donner une idle de l 'importance fondamentale de ces 

diff6rentes d4couvertes. Mais la plus essentielle peut-~.tre nous reste h mentionner. 

Nous savons, en effet, que la th4orie des fonctions, si grande que soit la place 

prise par elle dans les math6matiques contemporaines, n 'est  en somme qu'un 

moyen. On trouvera naturel, d6s lors, que la th~orie des courbes dd/inies par les 
dquations di//drentielles, dont r~ous aurons ~ parler tout h l'heure~ ait eu sur toute 

l'oeuvre de Po~cCaR~ et sur route la marche de la science une influence plus 

d6cisive encore que les reeherches m6me dont il a 6t6 question jusqu'ici. Or, 

dans ses deux premi6res parties, elle remonte h, ]a m~me 6poque; et de cette 

p6riode encore date une courte Note, grosse de toute une r6volution dans nos 

conceptions astronomiques. 

En quatre ann6es, dans les domaines les plus divers, dans les directions les 

plus oppos6es, quelle arm6e de d6couvertes primordiales dont chacune aurait  suffi 

k consacrer une r6putation. Encore n'avons-nous cit6 que celles - -  et non pout -~ 

6tre toutes ~ qui marquent comme un tournant  pour une branche de ]a science. 

I1 n'est pas vrai que le temps ne fasse rien h l'affaire, dans la vie d 'un 

grand savant, N'oublions pas que eelle de POI~CAR~, sans avoir la tragique 

bri6vet6 de ]a carri6re d 'un G.~LOIS ou d 'un ABEL devait ~tre arr~t6e en pleine 

f6eondit6. 

L'accumulation de ces oeuvres m6morables - -  un seul tome du Bulletin de 
la Socidtd mathdmatique de France renferme trois de eelles que nous venons de 

citer --  n'en est d'ailleurs pas la seule caract6ristique. Le dieu qui les inspirait 

manifeste son impatience dans leur style m~me. Dans hombre d 'entre e!!es.. -- 
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partieuli6rement duns ces trois articles du Bulletin de la Socidtd math~matique de 

France - -  deux ou trois pages lumineuses autant  que concises, suffisent au ~<veni, 

vidi, vici>~ d'un triomphe de l'esprit humain. 

II. L e s  6 q u a t i o n s  d i f f 6 r e n t i e l l e s .  

1. Les voles c!assiques. 

Le centre de la mat h6matique moderne est, nous l 'avons dit, dans la thdorie 

des 6quations diff6rentielles et aux d6riv6es partielles. 

II nous faut maintenant  montrer POINCAR~ aux prises avec ce double pro- 

blbme et tout  d'abord, avec les dquations diffdrentielles. 

La place n'est point de celles que l'on puisse emporter  de haute lutte;  il 

faut l 'a t taquer suecessivement sur route sorte de points et se eontentcr d 'avan- 

tages partiels. Essayons d'dnumdrer les directions h suivre. 

I. On peut  se prdoecuper de perfeetionner (sp~cialement autour  des points 

singuliers) l '6tude que nous avons appel6e locale des solutions. 

II.  II faut, d 'autre part., savoir d6eouvrir les cas off celles-ci s 'expriment h 

l'aide de fonctions eonnues. C'6tait. ~ eux que l'on r~duisait le probl6me aux 

dbbuts du calcul infinitdsimal. Tout d6chus qu'ils soient de cette ancienne impor 

tance, il importe de ne pus les laisser 6chapper lorsque, exceptionnellement, ils 

existent. 

III.  A d6faut des fonetions d6j'~ existantes, il peut arrivc~r que certaines 

transcendantes nouvelles, doudes de propri6t6s qui en permettent  l 'dtude et le 

caleul, gouvernent, d 'autre  part, une cat6gorie $tendue d'6quations diffdrentielles 

dont elles permettent  d'exprimer les intdgrales. 

IV. On peut 6tudier les solutions, suppos6es analytiques, au point de vue 

de ]~ Th6orie des fonctions et chercher les eas oh elles se comportent  ~ ce point 

de rue  d 'une mani6re remarquable. 

V. On peut  essayer de substituer, dans le cas gdndral, aux d6veloppements 

en s~ries qui conviennent localement, des d6veloppements de forme diffdrente 

valables pour routes les valeurs de la variable, etc. 

Po~ccc, R~ suivit avec suec6s toutes ces voles, en m~me temps que nous le 

verrons en frayer d'autres sinon enti6rement nouvelles, du moins presque inex- 

plor6es avant  lui, et plus f6condes que les premi6res. 

Sa Th~se marque surtout un progr6s essentiel au premier point de rue qui, 

nous l 'avons dit, dominait depuis CAvCHY, celui de l 'Oude locale des solutions. 
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Elle n'est, en un sens, qu'une g~n6ralis~tion des reeherches de BR~oT et 

dy 
BOUQUET sur les points singuliers en lesquels la valeur d e ~ x  se pr~sente sous la 

forme o -: gSn6ralisation h u n  systeme d'6quations du premier ordre, ~ au lieu que 
o 

BRmT et B o v q u ~  n'avaient traitd qu'une 6quation unique. Mais ici cette gdn6- 

ralisation fair apparaitre des r6sultats de forme toute nouvelle. Dans l'exemple 

de BR~OT et BOUQVET, un seul coefficient influait sur la forme des rdsultats, et 

la discussion ne reposai~ que sur le signe de ee coefficient~ Celle de Pm~CAR~ 

introduit  au eontraire plusieurs nombres (d@cndan~, comme le coefficient unique 

de B~mT et BOt~QU~T, des termes du premier degr6 de l'6quation) et ]es condi- 

tions d'indgalit6 que l 'on dolt former ne s 'expriment ais6ment que sons forme 

g6omdtrique, en circonserivant un polygone convexe au systbme des points qui 

ont pour affixes les nombres en question. Le rdsulCat obtenu entralne dbs lots 

que, considdr6es comme fonctions de Fun d'eux, les solutions prdsentent un espacc 

lacunaire (en l'esp6ce, un polygone rectiligne); c'est l'exemple dont il a d6j~ 6t6 

parl6 plus haut et qui, comme on le voit, ne pouvait ~tre soupeonn6 tant  qu'on 

s'en tenait  au eas de BR~OT et BovQvE'r. 

Une autre question qui, bien qu 'appar tenant  s cette premibre.cat~gorie des 

6tudes locales, soul , re  de s6rieuses difficult~s, non encore compl~tement surmon- 

tdes, est le caleul des int6grales irr~gulibres des 4quations lin4aires, les seules que 

la m~thode de ]?UCHS ne permette pas d'obtenir. Deux sortes de d~vel0ppements, 

trbs semblables au premier abord, compl~tement diff~rents en r~alit6, peuvent 

~tre proposes pour repr6senter les solutions: ]es uns sont convergents, mais on 

ne salt pas en trouver les termes; ~ ]es autres peuvent  8tre form,s effectivemcut 

l'aide des donn4es de la question, mais i]s sont divergents en g~n~ral. 

POl~CAR~, utilisant une transformation classique dfie s LArLACE, montre, 

comme il ]e fera bient6t en M~canique c61este, que ees d6veloppements divergents 

ont une signification: ils font connaltre, jusqu'~ tel ordre de petitesse qu'on le 

veut, l'allure de la fonction. De plus, il obtient par la m~me vole une condition 

n~cessaire et suffisante pour qu'il y air convergence. 

Sur un point, - -  la recherche de ]a limite vers ]aque]le tend ]a d6riv~e Ioga- 

rithmique de la solution - -  ta m6thode 'employ6e se rapproche beaucoup de celles 

1 Po~NcAa~ consid~re plus spdcialement, duns ce travail, l'6quation aux d6riv6es partielles 
du premier ordre dquivalente au systbme. 

On connait aujourd'hui, th~oriquement parlant, grace aux M6moires de M. HF~La~ VO~r 
KOCH, un moyen de combler cette lacune en ealcul~nt les termes dont il s'agit: nons dirons plus 
loin comment ce r~sultat d6rive des travaux de Poinc.~R~ lui m6me 
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que nous retrouverons plus loin ~ propos de l'4tudc, non plus locale, mais g6n6- 

rale du probl6me des ~quations diff6rentielles; et darts le fait que la question 

dont  nous parlons en ce moment n'est (,locale* qu'en apparence r6side sans doute 

la v4ritable raison des grandes diffieult6s de cette questien qui mSriterait encore 

tant  de nouvelles recherches. 

La connaissance des cas oh l'intdgration se fait par  les fonctions classiques 

a 6galement dr6 notaglement gtendue par PoI~CAR~. Il en a 6t6 ainsi en parti- 

culler en ce qui concerne l 'intdgration des 6quation lindaires par les fonctions 

ab6liennes. Mais surtout, il s'est at taqu6 ~ la question si simple d'dnoncd, si 

difficile an r6alit6, qui se posait apr~s les recherches de M. DAR~OUX et qui con- 

siste h reconnaRre si l'int6grale g6n6rale est alg6brique. I1 a pu, dans plusieurs 

eat6gories de cas nouveaux, ebtenir  le rdsultat essentiel, la limitation du degr6. Ici 

encore, une pattie de ses r6suitats est due ~ I ' intervention des fonctions fuchsiennes. 

Si grandes que soient les diffieult6s de cette question, on ne doit aujourd'hui,  

nous l 'avons di~, voir 1~ que le peti t  c6t~ du calcul int6gral. Au lieu de recher- 

eher - -  non sans peine, nous venons de le dire, - -  si un extraordinaire hasard 

ne nous a pas mis en face d 'une dquation intAgrable 616mentairement, il est antre- 

ment important de disposer des transeendantes n6eessaires pour intdgrer les 

6quations diff6rentielJes telles qu'elles se prgsentent an fait. 
A c e  point de rue, nul g6ombtre n'a remport6 de vietoire plus glorieuse 

que l ' inventeur des fonctions fuehsiennes, qui permcttent  d 'at teindre toutes los 

6quations diff~rentielle~ lin6aires s coefficients alg6briques. 

L%tude des solutions analyticlues au point de rue  deta  th6orie g6n6rale des 

fonetions doit h Polz~CaR~ un travail qui a jou6 dans les recherches contempo- 

raines un rSle primordial, quoique la conclusion en ait 6t6 essentiellement n6ga- 

tive. L'hypoth~se la plus simple que l'on puisse imaginer en ce qui regarde la 

disposition, inconnue an g6n6ral, des points singuliers des int6grales d'une 

~quation diff6rentielle, celte des ~quations a points critiques fixes, avait  6t6 pour 
la premiere fois consid6r4e par Fvctls .  Ce savant  6tait parvenu h ~crire un 

systgme de conditions moyennant  lesquelles les points critiques sont les m6mes 

pour routes les solutions d 'une m6me 6quation du premier ordre. Mais il n 'y  

avait 15~ que l 'amoree d'une r~ponse h la question ainsi posse; il restait  5~ savoir 

quelles 6talent les 6quations diff~rentielles remplissant ces conditions et si, par  

fears int6grales, on pouvait  ~tre conduit h des transcendantes nouveltes, P o l e c a t S ,  

pour qui les dquations de cctta nature se pr6sentaient, n6eessairement eomme 
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g6n~ralisation nuturelle des ~quations lin~aires qu'il venait d'int~grer, montra 

que routes se ram~nent s des cas d6js 6tudi~s. 

Ceci semblait uniquement terminer, sans laisser apercevoir d'issue nouvelle, 

les recherches de Fucks .  

I1 n'en ~tait rien: ce M~moire, et particuli~rement ]a m~thode employSe par 

PO~NCAR~, - -  m~thode sur laquelle nous reviendrons un instant plus loin - -  devaient 

servir de base b. route la th~orie analytique des ~quations diff~rentielles que l'on 

doit h M. PAINLEV~. 

Enfin, duns le eas g6n6ral, i l  importe tout  d'abord, nous l'avons dit, de 

former des d6veloppements valables pour toutes les valeurs (au moins r6elles) 

de la variable. Aucun r6sultat de cet ordre n 'avait  pu ~tre atteint ,  et on voit 

quelle transformation essentielle un tel r6sultat devait op6rer dans la question, 

puisque, jusque 1s e'6tait uniquement s propos d'6quations trbs particuli~res qu'on 

avait pu aboutir s autre chose qu'~ une 6tude locale. 

Il s'agissait done d6j~ de faire faire un pas s la th6orie dans une vole toute 

nouvelle. 

POINaAR~ lui fit franehir ce pus important;  il montra qu'il suffit h e e t  effet 

d'op6rer sur la variable iud6pendante un changement convenable, aprbs quoi le 

d6veloppement de TAYLOR lui mSme r6pond s la question. 

Appliqu6e au probl~me des trois corps, .cette m6thode permet d'obtenir des 

d6veloppements valables pour toutes les valeurs du temps, sauf dans u n s e u l  

cas d'exeeption, celui off, au cours du mouvement, deux corps viennent h se 

choquer. 

C'est eette derni~re ]acune, --  laquelle restait assez importante, car on ne 

sait pas, a priori, avee des circonstanees initiales donn6es, si le choc en question 

peut ge produire, et encore moins quand il se p r o d u i r a -  que les r6cents t ravaux 

de M. SC~DMAN sont venus combler. L'id6e premiere de sa belle analyse - -  

savoir, un prolongement analytique de la solution au dels de r ins tan t  du choc, 

- -  a elle m~me, ajoutons le, ses racines dans les Mdthodes nouvelles de la Mdcani- 

que cdleste. 

Mais POINCAR~ n'a entendu donner cette application au probl~me des trois 

corps qu'~ titre d'exemple. Si utiles que puissent 6ire les d6veloppements dont 

nous venons de parler, il ne les consid~re nullement comme r6solvant le pr0bl~me 

g6n6ra]. Tout en 61ucidant celui ei sous les diff6rents aspects qui pr6c6dent, il va 

montrer, eu effet, qu'on en avait oubli6 d'autres plus difficiles encore, mais 

assur6ment non moins importants. 



240 Jacques IIadamard. 

2. La th~orie quali tat ive.  

Le point de vue nouveau que nous allons voir apparaitre est, en r~alit6, 

commun h toute sorte de questions math~matiques. 

Dans les cas ~l~mentaires, l'expression des inconnues par les symboles usuels 

fournit, eu g~n~ral, ais6ment s leur ~gard tous le s  renseignements que l'on se 

propose d'obtenir. 

C'est ce qui a lieu pour t ous l e s  problSmes math4matiques suffisamment 

simples. Pour peu que la question se complique, il en est autrement.  Dans ]a 

lecture, si j'ose m'exprimer ainsi, faite par le math6maticien des documents qu'il 

poss~de, PoI~c.~R]~ met en 6vidence deux grandes ~tapcs, l 'une que l'on peut 

appeler qualitative, l 'autre quantitative. 

Ici nous citerons les r~flexions m~me qu'il enveloppe ~t cet 6gard: (, . . .  Pour 

))6tudier une ~quation alg6brique, on commence par rechercher, s l'aide du th~or~me 

*de STORM, quel est le hombre des racines r~elles: c'est la pattie qualitative; puis 

))on calcule ]a valeur numdrique de ces racines, ce qui constitue l'6tude quantita- 

, t i r e  de l'~quation. De mSme, pour 6tudier une courbe alg~brique, on commence 

))par construire cette courbe, comme on dit dans les cours de Math(~matiques sp~- 

,)ciales, c'est-b~-dire qu'ou cherche qu'elles sont les branches de courbes ferm6es, 

))les branches infinies, etc. Apr6s cette 4tude qualitative de la courbe, on peut 

))en d~terminer exactement un certain nombre de points)). 

))C'est naturellement p~r la pattie qualitative qu'on dolt aborder Ia th6orie 

))de route fonction et c'est pourquoi le probl~me qui se pr~sente en premier lieu 

~)est le suivant: Construire les courbes dd]inies par des gquations di//drentielles. 
,)Cette 6tude qualitative, quand elle sera faite compl~tement, sera de la plus 

))grande utilit6 pour le calcul num6rique de la fonction. 

�9 . . ))D'ailleurs cette ~tude qualitative aura par elle-m~me un int~r~t de 

))premier ordre. Diverses questions fort importantes d'analyse et de m6canique 

))peuvent cn effet s 'y ramener)). 

La plus importante d'entre elles est bien connue, et son exemple se pr~sente 

de lui mSme s tout  esprit que pr~occupent les progr~s de l 'Astronomie: c'est la 

stabilitd du systbme solaire. Le fait seul que cette question soit essentiellement 

qualitative suffit ~ montrer la n6cessit5 du point de rue  dont il s'agit. 

Ainsi l'6tude qualitative de la variation d'une grandeur ou du d6placement 

d'un point est indispensable ~ la fois en elle-m~me et comme pr~cddant presque 

ndcessairement ]'dtude quantitative. 
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Cependant ce point de vue avait ~t~ presque compl~tement d~]aiss6 et 

comme ignor6 par les prdddcesseurs de PO~CAR~. Quelques remarquablcs ex- 

ceptions sent h citer: la d6monst, ration du th~or~me de LAORA~G~ sur la stabilit4 

de l'~quilibre par D~n~CHLET; les travaux de S ~ u ~ ;  ceux de LIOVWL~. Mais 

m~me eeux d'entre eux qui avaient frapp6 les g~om6tres, ~ ce n'est pas ]e ca s  

pour tous, nous le verrons plus loin - -  dtaient rest~ isol6s; l 'exemple significatif 

qu'ils donnaient n 'avait  pas ~t~ suivi. 

La faute e n e s t ,  pour une part, au grand d~veloppement de la th6orie des 

fonctions analytiques, aux services m~rnes qu'elle avait  rendus, et qui d~tournaient 

compl~tement les esprits du domaine r6e|. 

En abandonnant  cet auxiliaire, PO~eAR~ eut k rompre avec une tradition 

vieille d 'un  quar~ de si~cle et ~t laquel[e l'Analyse devait tous ses progr~s durant  

cette p4riode. 

D'autre part, la Science se trouvait  du coup compl~tement d~sarm~e en 

face des hautes difficult6s des questions ainsi pos~es, lea premieres pour lesquelles 

cette th~orie des fonctions analytiques n 'apportai t  aucune solution. 

Comment ces d i f f i c u l t S s -  ou plut6t certaines d 'entre elles, car il reste 

beaucoup h explorer dans cet immense domaine qui n'6tait  hier encore que 

myst~re pour nous furent-elles surmont6es par Pol~cARk? 

Ici se retrouve une circonstance qui ~tait d~j~t apparue dans d'autres cha- 

pitres de l'histoire des math~matiques. 

C'est ainsi que, darts la r~solution alg4briq,.m des 4quations, il y cut une 

premiere p6riode oh l'ou porta son attention sur la recherche d'une racine dSter- 

minde de l'~quation proposde. Mais cette thSorie ne passa d'un 6~at en quelque 

sorte empirique s l '6tat de perfection logique off l 'amen~rent LAGRANGE, I :~UFI :NI ,  

ABEL, CAUCItu GALOIS que lorsque l'on se d6cida, au contraire, & envisager si- 

multan~ment toutes les racines cherch6es. C'est en examinant les relations qui 

existent entre elles que furent conquis les principes modernes par lesquelles, dans 

eette question, tout  s'6claire, s'explique et se pr~voit. 

Dans les premieres recherches sur les 6quations diff~rentielles et exception 

faite pr~eis~ment pour certains des travaux que nous citions il y a un instant, 

on avait g~n6ralement dtudi6 une h une les int6grales d 'une ~quation diff~ren- 

tie]le donn4e quelconque: en examinant chacune d'elles, on avait  fair abstraction 

de routes les autres. 

Les m~moircs sur les courbes dd/inies par les dquations di//drentielles vinrent 

montrer que ce point de vue 4tait insuffisant et que les solutions d 'un syst~me 

d'4quations diff6rentielles, comme les raeines d'une 4quation alg4brique, devaient, 
Acta mathematlca. 38. Imprim4 [e 29 aofit 1914. 31 
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m~me en vue de l'intelligence de chaeune d'elles, ~tre envisag~es dans leurs rap- 
por ts  mutuels. 

Ceei fair comprendre tout  d 'aboJd l ' importance que prend, dans l'oeuvre de 

POINCAR~, le th6or~me d6montr~ dans ]e Mdmoire de i889 sur le probl~me des 
trois corps et dans les Mdthodes nouvelles de la M~canique cdleste, relativement ~t la 

possibilitd de d~velopper les solutions d'un systbme diff5rentie] suivant les puissan- 

ces des param~tres qu'il renferme ou qui interviennent dans les donn~es initiales. 

L 'un des M~moires mentionn~s pr~c~demment rel ive d6j& du principe dont 

nous parlons, de la consideration simultan~e de toutes les int~grales d'une m6me 

6quation diff~rentielle: c 'est celui qui traite des 6quations du premier ordre & 

points critiques fixes. St, dans cette question, PoLxcaR~ put  d~gager le r6sultat 

d6cisif qui vidait le d~bat et qui avai t  6chapp~ s Fucns ,  c 'est en eonsid6rant 

les valeurs de l 'inconnue y comme fonctions, non plus de la variable ind6pen- 

dante x qui figure avec elle dans l '~quation diff6rentielle, mats bien de leurs 

d6terminations initiales yo pour une valeur fixe x0 donn~e h cette variable. La 

solution du probl~me est pr~cis~ment due h ce que, entre y e t  Y0, existe une 

correspondance birationnelle. 

Nous verrons plus loin une autre s~rie de dd.couvertes de PO~CAa~ partir 

du m~me principe, je veux parler des recherches relatives ~ la figure d'6quilibre 

du fluide en rotation. T o u s l e s  progr~s qu'il r~alise sur cette question sont dus 

ce qu'il n'envisage pus une des figures d'~quilibre cherch~es en elle-m~me, mats 

bieu duns ses reb~tions avec les figures d'~quitibre voisines. 

POINCAR~ proe~de dans le m~me esprit, pour l 'dtude des dquations diff~- 
rentielles r6elles, d~s le premier cas auquel il s 'attaque. Ce cas est le plus simple 

de tous, celui d 'une 6quation unique du premier ordre et du premier degrd, 
dy 

donnant  dxx en fonction rationnelle de x et de y. 

Quelles donn~es poss~de-t-on sur les relations qui existent entre ]es diff~- 

r en tes  courbes int~grales de la m~me ~quation? Une seule appara i t  au premier 

abord:  le fait que deux quelconques de ces courbes, si elles ne coincident pas, 

ne peuvent  se eouper, sauf en certains point singuliers. 

Ceci s d6faut de toute au t r e  consideration, montrait  fla n~cessit6 de discuter 

par t  les points dont il s'agit. C'est encore une question locale, qui, en un 

sens, n 'est  pas nouvelle (c'est elle que BRIOT et BOUQU/~T avaient trait6e darts le 

cas des ~quations diff~rentielles h coefficients anatytiques) mats qu'il fallait re- 

prendre, avee quelque difficult6s nouvelles, du moment que la distinction entre 
le r~el et l'imaginaire s'imposait. 
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D~s eette premi6re ~tude, on aper~oit combien le nouveau point de rue est 

n~cessaire et eombien vaines 6talent les anciennes recherches, celles qui avaient 

ea rue l'int~gration formelle. 

Les points singuliers qu'elle fair apparaitre sont, en effet, de quatre esp~ces: 

i ~ les noeuds, off viennent se croiser une infinit~ de courbes (t~finies par 

l '~quation diffdrentielle; 

2 ~ les cols, autour desquels les courbes cherch~es ont une disposition ana- 

logue s celle des hyperboles xy-= const.; 

3 ~ les [oyers, ~utour desquels ces eourbes tournent  on s'en rapprochant 

sans cesse ~ la fagon d'une spirale logarithmique; 

4 ~ les centres, autour desquels ees eourbes sont ferm6es et s 'enveloppent 

mutuellement en enveloppant le centre h la fagon d'ellipses homoth6tiques et 

concentriques. 

Parmi routes ces dispositions, quelles sont eelles que l'on peut rencontrer 

lorsqu'on peut  6crire l'int6grMe g6n6rale de l'6quation? 

]l suffit, pour s'en rendre compte, de consid6rer l'exemple le plus familier 

que l'on puisse prendre ~ cet 6gard, celui des lignes de niveau sur une surface 

topographique queleonque. I1 est clair que de telles lignes peuven~ fitre consi- 

d6r6es comme d6finies par une dquation diffdrentielle du premier ordre, dont 

l'int6grale g6n6rale est connue et s 'obtient en 4galant l 'alt i tude h une eonstante 

arbitraire. 

Quant aux points singuliers de cette 6quation, ils ne peuvent fitre ici que 

de deux esp~ces: 

des cols, h savoir les points m~mes que ]a topographie d6signe sous ce nora; 

des centres, ~ savoir les fonds et les sommets du terrain. 

Non seulement ees deux sortes de p.oints singuliers sont les seules qui se 

pr6sentent dans le problbme des lignes de niveau, mais il en est de m~me routes 

les fois que 1,6quation a une int6grale g6n6rale telle que 

F --~ const re, 

F ~t.ant une fonetion holomorphe, ou plus g~n~ralement une fonction bien ddter- 

mince et partout  finie.' Les points singuliers sont ceux off les deux d~rivdes 

partielles de F s 'annulent ~ la fois: on a ainsi un centre lorsque F est maximum 

ou minimum, un col dans le cas contraire. 

' Un noeudpeut exister m~mesil'iut4grMeg~n~raleestunivoque (exemple;Y=const.); 

rams alors cette int4grale F S'y pr4sente sous la forme _o et peut y prendre des vMeurs aussi 
0 

grandes qu'on le veut. 
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Or si maintenant  nous revenons ~ l'dtude direete d'une 6quation diffdren- 

tielle quelconque, nous constatons que, des quatre espbces de points singuliers 

5num~r6s plus haut, trois se rencontrent dans le cas gdndra] (elles sont caract(~- 

ris6es par certaines conditions d'in6ga]it@ entre les termes de plus bas degr6 de 

l'@quation au voisinage du point singulier): ce sont los nceuds, los cols, et les 

foyers. 

Mais il en est tout  autrement  des centres, c'est-h-dire des seu}s points sin- 

guliers qui, avec los cols, puissent se rencontrer, eomme nous l'avons vu, dans 

]e cas d'une int~grale gdn@rale uniforme et finie. Ces centres sont des points 

singuliers tout  exceptionnels. Pour que l'un d'eux se pr6sente, i] faut  qu'une 

infinit~ d'dgalitds (auxquelles conduit le calcul du d@veloppement en sdrie de la 

fonction F) soient v6rifi~es. 

C'est ca qui ne saurait avoir lieu pour une 5quation dcrite au hasard, et 

m~ma si cela 6tait, il serait impossible de s'en assurer par un nombre fini d'op6- 

rations (du moins en l'absence de donndcs particuli6res sur les propri6t6s de 

l'6quation). 

En dehors des points singuliers, on peut utiliser sans restriction ]a propridt@ 

fondamentale rappcl~e tout  d 'abord et d'apr~s ]aquelle deux courbes intdgrales 

dinstinctes ne se croisent pas. 

Ce point de d6part, si t6nu qu'il soit, donne s lui tout seul la solution du 

probl~me difficile qui nous occupe. Il suffit, s cot effet, de l'appliquer, non 

seulement h des courbes, eompl~tement diff~rentes, mais ~ des arcs convenable- 

ment choisis d'une m@me courbe int@grale. 

Mais si la mgthode employ6e .est, au fond, tr~s simple, les r6sultats sont 

tout  s fair imprdvus et montrent  encore que la solution n'6tait aucunement pr6- 

par6e par routes nos eonnaissances ant6rieures sur ce sujet. 

Dans le cas des lignes de niveau, toutes, les courbes chereh~es sont ferm6es. 

C'est ainsi que ]'on serait presque fatalement amen6 ~ se figurer les choses 

si l 'on voutait s'en fa]re une id6e d'apr6s los cas off l 'on salt @crire l'int6grate 

g6n6rale. C'est ainsi, en effet, qu'elles se passent toutes los fois que cette int6- 

grale F est uniforme (ou m@me uniforme au point de rue  r6el, c'est-~t-dire bien 

d6termin6e en tout  point rgel) et par tout  finie. Tout au plus, en consid6rant 

des formes fractionnaires de F, peut-on, comme nous l'avons vu, obtenir des 

courbes int6grales aboutissant & des nceuds. 

Qua cette rue elle mSme soit trop simpliste, h moins de compliquer encore 

notablement ]'expression de F, c'est ce que l'on reconnait  d6s l'exemple des lig- 
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nes de pente. Ici on ne peut d6js plus, en g4n~ral, obtenir l'int~grale ~l~men- 

tairement, ma i s  il est 6vident que les lignes en question partent  des sommets 

et aboutissent aux fonds (exception (~tant faite, toutefois, pour certaines d'entre 

elles, les lignes de fa]te, qui aboutissent s un col). 

Seulement, il y a, en g~n~ral, plusieurs fonds et plusieurs semmets, et c'est 

Fun ou l 'autre des fonds qui sert de point d'arrivde, suivant celle des courbes 

int~grales que l'on envisage: le passage des courbes qui abeutissent s un fond 

d~termin~ s celles qui aboutissent ~ un fond voisin se fair par l'interm~diaire 

d'une ligne de falte. 

Des dispositions de eette esp~ce sont d~jh peu usue]les pour les ~quations 

diff6rentielles dont  l'int5grale g~.ndrale a pu 6tre 4crite ~l~mentairemdnt. 

Mais les rdsultats obtenus par PO~CAR~ darts le cas gdndral pr~sentent un 

degr6 de complicatien de plus. I1 existe alors un certain hombre de courbes 

int~grales qui sont des courbcs ferm4es (des cycles, suivant la terminologie qu'il 

emploie). Toutes ]es autres, sauf eeltes qui aboutissent h des points singuliers, ~ 

s 'enreulent asymptotiquement autour de certains de ces cycles, dits cycles limites. 
L'enroulement a d'aiIIeurs lieu autour de l'un ou de l 'autre des cycles limites, 

suivant que la eourbe int~grale consid~r~e est situ~e dans l 'une ou l 'autre de 

certaines rSgions d~termin~es. 

Rien de tout  cela ne pouvait 8tre pr6vu h l'aide des exemples trait~s antS- 

rieuremeut. Non seulement eeux-ci donnaient une idle fausse des choses; reals, 

on le volt, i l  6tait inevitable qu'il en ffit ainsi. 

Nes r~sultats sont, en effet, plus encore que tout  h I'heure, contradictoires 

avec 1'existence d'une intSgrale g~n6rale que l'on puisse ~crire avec les proc~d~s 

~16mentaires. Its ne pouvaient, par consequent, se rencontrer dans les probl~mes 

que l'on avait r~solus avant  PO~CnR~. L'opinion s'Stait faite, jusque-lh sur des 

figures exceptionneiles, d~g~n~r~es en quelque sorte, parce que c'~taient les seules 

que l'on avait su tracer. 

Ces r~sultats si extraordinaires demandaient s 6tre completes par la 

recherche e/]ective des cycles limites lorsque l'~quation est donn~e. C'est une 

question d'une extreme difficultY,, m~me si l'on entend se berner s une d~ter- 

mination approximative. 

PO~CARk triomphe plus eu meins compl~tement de cette difficultY, suivant 

les cas. Peur des ~quations de forme cenvenable "~, il d~termine exactement le 

1 Dans le cas des lignes de pente, ces derni~res existaient seules. Cet exemple et autres 
analogues (tels que les lignes de force dr1 spectre magn~tique) ~taient doric, eux aussi, inca- 
pables de faire pr~voir la solution g~n~rale. 

2 Voir Analyse, p. 59. 
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nombre d e s  cycles limites et ohtient certaines r~gions dans ]esquelles chacun 
d'eux dolt n6cessairement se trouver. 

:II emploie, ~ cet effet, un second principe qui dtait d~jh intervenu dans 

son ~tude des points singuliers et qui sert de fondement ~ toutes les autres 
recherches entreprises sur ce genre dc questions. 

Analytiquement,  il consiste ~ chercher le sens dans lequel varie une fonction 

convenablement choisie des coordonn~es, lorsqu'on sc ddplaee le long d'une courbe 

int~grale. On sait avec quel suec~s un principe de cette nature fut applique, peu 

d'ann~es apr~s, par M. LIArOV~OF, darts son c~t~bre M~moire sur la stabilit~ du 
mouvement.  

PO~NCARi: l 'applique, non seulement s une trajectoire d~termin~e, mais h 

toutes celles qui traversent  une courbe donn~e. G~omdtriquement parlant, cela 

revient ~ consid~rer en chaque point d 'une courbe arbitrairement donn(~e, le sens 

dans lequel elle est travers~e par la courbe int~grale qui passe en ce point. Ce 

sens, qui peut ~tre d~termin~ par des op4rations ~,14mentaires du moment que 

l 'dquation diff~rentielle est donnSe, ne change qu'cn un point oh les deux courbes 

sont tangentes. On comprend d~s lors l ' impor[ance que prennent, dans |a dis- 

cussion, les courbes ferm~es ou cycles Csans contact,) c'est-h-dire qui ne sont 

tangents en aucun de leurs pnints h une courbc int~grale et le long desquels, 

par consequent, ce sens ne peut  changer. 

La mani~re dont  varie, le long d'une courbe ferrule quelconque, le sens 
dont  il s'agit, est d'ai|leurs li~e & la disposition et h la nature des points singu- 

tiers de t'~quation par une relation simple qui est d 'un grand secours dans ]es 
discussions dont nous venons de parler, et que PO~NC.~R~ retrouvera ]orsqu'il 

passera aux dquations d'ordre sup~rieur. Les considerations qui la fournissent 

5quivalent, au fond, au th4or~me de KaO~C~K~R mentionn~ plus haut et que 

plus tard ~OINCAR~ introduira explicitement. 

Les r4sultats pr~c4dents ne subsistent pas pour toutes les ~quations du pre- 

dy; 
mier ordre et de degr~ sup~rieur au premier en ~/x mais ils s '~tendent eependant 

d'eux-m~mes ~ u n  grand nombre d 'entre e|les. 
Ce n'est pas, en effet, le degr5 qui joue ici un r6le essentiel: POINCARt~ ren- 

contre une notion qui dtait apparue une premiere fois dan~ la science avec 

I~IEr~ANS, mais dont les recherches que nous rSsumons en ce moment devaient 

montrer la v~rit.able signification. C'est la g~omdtrie de situation, la science des 

propri~t.$s gSom~triques qui ne changent pas quelles que soient lea d~formations 

subies par une figure, pourvu qu'il n 'y intervienne ni ddchirure, ni soudure. 
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Tant que l'on se borne au point de rue  local, rien ne fair prdvoir ] a n &  

cessit4 d'une pareille ~tude. Sinon toutes les figures que les g4om~tres ont pu 

imaginer, du moins routes celles dont ils se sont servis effeetivement soit pour 

les dtudier en elles-m6mes soit pour representer des relations analytiques, sont 

identiques entre elles au point de rue  de la g6om6trie de situation lorsqu'on s e  

borne ~ les consid4rer dans ]eurs portions suffisamment petites, pourvu qu'elles 

aient simplement le m~me nombre de dimensions: par exemple, toute portion 

suffisamment restreinte d o  surface quelconque peut  8tre remplac6e ~ ce point  de 

vue par  un peti t  disque circulaire. 

Aussi cette d6couverte est-elle de celles qui se firent le plus attendre. La 

th6orie des fonctions alg~briques, ~ ]aquelle elle est indispensable, avait  6t6 in- 

lassablement 4tudi~e et perfectionn~e avant  que la n4cessitd en ffit aper~ue: 

cette n6cessit6 avait  ~chapp6 ~ CAUC~Y lui-m~me. 

Puis, lorsqu'~ cette occasion, RIEM+,~N l'eut mise en 6vidence d'une mani~re 

6c]atante, ses successeurs ne virent point que la port~e de ce principe n'6tait  

pas ]imit~e h la circonstance particuli6re qui l 'avait  fait apparaitre.  

Mais, apr6s le second exemple fourni par POINCAa~, cette portde est claire- 

ment 6tablie. Etle est indissolublement li6e s ce passage du local au gdndral qui 

est  la grande pr6occupation du Calcul infinitesimal. Dans tout  passage de cette 

nature, on peut  s 'attendre ~ voir la g6om4trie de situation jouer son rSle. 

dy 
Pour l 'appliquer au probl~me qui nous occupe, on doit regarder x, y, et d-x 

comme trois coordonndes cart4siennes et eonsid~rer la surface d~finie, dans ces 

conditions, par l '6quation diff~rentielle. Quel que soit le degrd de ce]le-ci, si eette 

surface est de genre z6ro, c'est-h,-dire a une forme analogue b, celle d'une sphere, 

on aura, pour les courbes int6grales, la m+me disposition g~n~rale que dans 

l '~quation du premier degr~. 

Pour d 'autres formes de surfaces les conclusions peuvent  8tre totalement 

diff6rentes. Lorsque, aprSs l 'dtude de la sphere, PoI~c~afi entrepend, au m~me 

point de rue, celle du tore, il constate que ce second cas peut  offrir une foule de 

circonstances nouvel]es que le premier no permettai t  nuUement de pr4voir. En- 

core s'en faut- i l :qu ' i l  arrive toujours s d~terminer exactement co qui se passe. 

Les difficu]t6s, .elles aussi, sont nouvelles, et te]les qu'il est oblig~ de so poser 

un certain nombre de questions sans les r~soudre. 

Ces questions, qui soul~vent des probl~mes ardus d'arithm~tique, sont, de- 

puis, rest~es sans r~ponse. 

Avec le cas du second ordre, qui.fait l 'objet  du quatri~me et dernier M~moire 

de eette s6rie, co sont d~jh les diffieult~s du eas g4n~ral qui sont abord6es. Les 
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remarques faites dans le eas pr6c6dent subsistent, mais ne suffisent p~us, ,h cites 

seules, h r6soudre le probl6me. 

Celui-ci 6tant mis sous la forme de la recherche de courbes trac6es dans 

l'espace ordinaire et v6rifiant un syst6me de deux 6quations du premier ordre, 

POINCAR~ g~ndralise sans difficult6 la classification des points singuliers obtenue 

pour une 6quation du premier ordre unique. 

II existe encore une relation entre leur distribution et les sur/aces /cringes 

sans contact, qui sont ici les analogues des cycles sans contact, c'est-h-dire les sur- 

faces qui ne sont tangentes, en aucun de ]curs points, h une courbe int6grale. 

Seulement, cette fois, la relation en question ne pourrait  6tre d6montrde si POIN- 

cAa~ ne partait  de ]a formule de KRONECKER. 

C'est surtout dans la th6orie actuelle, en effet, que cette formule se prdsente 

comme l'auxiliaire indiqu6 et m~me indispensable dont l 'apparition, h l 'heure 

m6me oh l'ceuvre de POINCAR~ allait naitre, semble rdpondre ~r une sorte d'har- 

monie pr6dtablie. Deux caract6res: la mani6re dont il ddpasse d'embt6e le do- 

maine local et, d 'autre part, le peu d'hypoth6ses qu'il implique, font que nul 

autre n'a pu, jusqu'ici, lui 6tre substitu6 h ce point de vue. 

POINOAR~ etl a notablement augment6 la puissance par une remarquable 

proposition qui, dans beaucoup de cas, dispense m6me du ca]cul de la formulq 

en question. Celle-ci, - -  si, pour fixer les iddes, nous la considdrons dans l'espace 

ordinaire --  fait, comme on le sait, intervenir un syst6me de trois fonctions F, 

G, H e t  exprime le nombre des z6ros communs h e e s  trois fonctions dans un 

volume d6termin6 V (ces zdros 6tant compt6s avec des signes convenables) s 

l'aide des valeurs que les fonctions en question prennent sur la fronti6re S de 

ce volume. 

Or, Poll~eAr~g trouve une condition tr~s simple et tr6s g6n6rale moyennant  

laquel]e on est certain que le hombre ainsi obtenu ne change pas ]orsqu'on rein- 

place le syst6me des fonctions F,  G, H par un autre analogue queleonque ], g, h. 

Ou bien, en effet, on peut affirmer que le nombre en question restera inalt6r6 

dans cette substitution, ou bien il existera sur S, au moins un point oh F, G, H 

seront proportionnels s /, g, h et eela m6me avec un faeteur de proportionnalit6 

de signe connu ~ l'avance. Cette proposition a 6t6 obtenue h nouveau, un peu 

plus tard, sous une autre forme et avec une autre ddmonstration, par M. BORL, 

h qui e l l e a  fourni toute un nonvelle s6rie de r6sultats dynamiques. 

E1]e s'applique imm6diatement aux surfaces fermdes sans contact, en prenant 

[, g, h proportionnels aux connus directeurs de la normale ~ une telle surface S. 

Le nombre trouv6 par la formule de KRObIECKER d6pend alors de la courbnre 

totale de S. 
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Mais cette premibre conclusion se simplifie encore, et tout  se ram~ne s une 

question de g~om6trie de situation, la eourbure totale ainsi introduite d6pend 

uniquement du genre de S. Les r6sultats de ce type  devaient donner lieu, on le 

salt, b~ d ' importantes recherches de iV[. W. DyCK. 

.~vee le cas du second ordre apparaissent 6galement les deux notions qui ont 

eu sur l'ceuvre de Poi~cnr:~, dans le domaine de la M~eanique et, particuli~re- 

ment, de la Md.canique c(~leste, la plus grande influence. 

L'honneur d'avoir recherch6 sp6cialement, entre routes les solutions des 

~quations diff@entieltes du mouvement  des plan~tes, une solution pdriodique, telle, 

autrement (tit, que ]es diff6rents c6rps mobiles ddcrivent des courbes ferm~es 

(tout au moins par rapport  s un syst~me d'axes convenablement choisi) - -  re- 

vient s l 'astronome HILL, qui a donn6 un premier exemple remarquable s eet 

~gard, en ce qui concerne le probl~me de trois corps. 

Mais c'est ~ POI~CAR~ qu'it appart ient  d 'avoir montr6 dans ies solutions 

p6riodiques un instrument, l'un des plus puissants dont on dispose, pour la 

recherche et  l'6tude des autres solutions. 

Que les solutions p6riodiques soient capables de jouer ee r61e capital, c'est 

ce que, aprb.s les r6flexions qui precedent, nous pouvons faire comprendre d'un 

mot. Une eourbe int~grale ferrule d6termin6e 6rant suppos6e connue, POI~CAR~ 

consid~re toutes les courbes int6grales voisines de celle-l~. 

On volt immddiatement qu'une telle question est b, cheval sur les deux points 

de rue  entre lesquels pivote toute la th~orie des 6quations diff~rentielles; et cela, 

en combinant les avantages de tous deux. Accessible aux m~mes proc6d6s qui 

s 'appliquent an domaine local, elle est d'embl6e cependant en dehors de ce do- 

maine, puisque les nouvelles trajectoires obtenues n'6voluent nutlement au voisi- 

nage d 'un point unique et sont 6tudi6es sur des parcours aussi 6tendus que la 
solution p~riodique primitive elle-mSme. 

Ainsi s'explique comment les solutions p6riodiques <~se sont montr6es la 

seule br~che par oh nous puissions essayer de p6n6trer duns une place jusqu'ici 
r6put6e inabordable>)2 

En faisant pour le voisinage d'une solution p6riodique ce que nous avons 

fair pour le voisinage d'un point unique, e'est la m6me marche ascensionnelle 

que nous entreprendrons, mais avec un point de d6part plus 61ev4. 

Cette identit6 de m6thode se v6rifie bien lorsqu'on examine le d6tail des 

operation s. De m~me que tout  le calcul infinit6simal repose sur la comparaison 

t POINCAR~, Les Mdthodes nouvelles de Za M~canique edleste. 

Acta  mathematlca. 38. Imprim~ le 29 aoat 1914, 32 
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approchde des valeurs d 'une fonction en un point et aux points iafiniment voisins, 

on commencera par dtudier, en vue du nouveau probl~me, les solutions infini- 

ment voisines d'une solution donnde. 

En prenant l'dcart entre les deux solutions comme un infiniment petit  prin- 

cipal et en en ndgligeant les puissances supdrieures /r ta premiere, on est con- 

duit ainsi, avee Po I~cA~,  ~ introduire systdmatiquement les dquations lindaires 

qu'il a appellees dquations aux variations pendant que, de son c5t~, M. D . ~ o v x  

qui en a, lui aussi, ddcouvert l 'importance, leur donnait  le nom d'dquations 

auxiliaires. 
Si la solution prise comme point de ddpart est pdriodique, il e n e s t  de mSme 

des coefficients des ~quations aux variations. POI~CAR~ se trouvera ainsi ramen~ 

quel que soit l'ordre, ~ des syst~mes dont ]es propridt~s sont eonnues et d~.pen- 

dent essentiellement de certaines constantes qui vont jouer un rSle essentiel dans 

ses reeherches dynamiques, les exposants caract~ristiques. A chacun de eeux-ei 

correspond, pour le syst~me, une solution possddant, non pas la pdriodicit4 pro- 

prement dite, mais une pdriodicit~ relative (pdriodieitd de seconde esp~ce, au sens 

d'HERMITE) earact(~ris~e par le fair que toutes les valeurs des inconnues sont 

multiplides par un mSme faeteur constant ]orsque la variable angmente d'une 

quantit4 dgale h la pdriode des coefficients. 

Par  ces exposants caractdristiques se trouveront ainsi d~finies les principales 

relations entre une solution pdriodique et les solutions infiniment voisines. En 

particulier, toutes les propridtds analytiques de l'~quation auront leur r~percussion 

sur eeUes de ces exposants. 

Cette dtude pr6pare celle des courbes int6grales suj/isamment (et non plus 

infiniment) voisines de la courbe ferm6e donnde. POI~CAR~ entrer~rend cette 

derni~re, en ce qui regarde le second ordre, d~s le Mdmoire dont nous parlons. 

L'analogie que nous avons essay6 de faire ressortir tout k l'heure se manifeste 

d'une manibre tout s fait imprdvue clans les r6sultats. La disposition des cour- 

bes nouvelles L' autour de la courbe primitive L rappelle d'une mani6re frappante 

les formes reneontr6es pr6eddemment dans t'6tude des (equations du premier ordre 
au voisinage imm6diat d 'un point singulier. 

Imaginons, en effet, en un point quelconque P de L, un petit dldment de 

surface normal a L. Toutc courbe intd.grale L' suffisamment voisine de L per- 

cera cet dl6ment de surface en un nombre infini ou, en tout  cas, trbs grand de 

points successifs pr. 

La figure formde par ces points suffit /~ nous faire connaitre la disposition 

des arcs successifs de la seconde courbe int6grale L'. Chacun d'eux nous renseigne 
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en effet, sur l'arc qui le contient, puisque tous ces arcs, de par t  et d 'autre  

de notre surface, cheminent plus ou moins parall~lement les uns aux autres et 

la courbc primitive. 

Si maintenant on joint chacun des points P' au suivant, on aura une ligne, 

variable d'ailleurs avec celle des courbes L ~ que l'on consid~re: c'est la disposi- 

tion de ces lignes qui est tout  analogue ~ celle des courbes int4grales d 'une ~qua- 

tion du premier ordre autour d 'un point singulier. 

POINCAR~ met d'ailleurs en ~vidence la raison de ce parallSlisme. Elle~doit 

~tre cherch~e dans l'~troite parent~ qui existe entre l'~tude des ~quations diff6- 

rentielles et celles, beaucoup moins avanc~e, des ~quations aux diff6rences finies, 

Ce n'est pas la premiere fois que POI~CA~ 4clairsit, par le m~me rapprochement, 

eette derni~re question. Les int~grales irr~guli~res des ~quations diff~ren- 

tielles lin~aires (voir p. 237) lui avaient fourni une illustration du m6me principe, 

dont les t ravaux ult~rieurs devaient montrer la f~conditS. 

Conform~ment s l'anatogie dont il vient d 'etre parl~, il y a quatre disposi- 

tions principales possibles, correspondant aux quatre esp~ces de points singuliers 

de l'~quation du premier ordre. Les exposants caract6ristiques permettent  (ainsi 

que le faisaient pr~e~.demment les coefficients des termes de plus bas degr4 autour 

du point singulier) de reconnaltre trois d'entre elles, celles qui correspondent aux 
noeuds, aux foyers, et aux cols. 

Dans chaeune de celles ci, la m~me analogie nous montre que les points P~ 

peuvent aller en se rapprochant ind6finiment de P (puisque, dans chacune 

des trois hypotheses correspondantes relatives ~ l '4quation du premier ordre, 

tout ou partie des courbes int~grales aboutissent au point singulier). On volt 

alors que toute la nouvelle eourbe L r va en se rapprochant ind~finiment de L, 

du moins si on la suit dans un sens convenable, ainsi que le faisaient tout 

l 'heure ]es courbes int6grales de l 'dquation du premier ordre vis ~ vis des cycles 

limites: c'est une solution asymptotique. Il peut  en ~tre ainsi quel que soit ]e ehoix 

de la courbe L t dans le voisinage de L (ou, ce qui revient au m~me, celui du 

point P~ initial dans le voisinage de P): c'est le cas correspondant ~, celui d 'un 

nceud ou s celui d'un foyer. 

Dans le cas correspondant ~ eelui des cols, au contraire, le point pr doit 

~tre choisi d 'une fa~on convenable, s savoir sur l'une ou l 'autre de deux courbes 

qui se eroisent en P (de sorte que les courbes int~grales asymptotiques ~ L se 

distribuent sur l 'une ou l 'autre de deux surfaces passant par L). Une page 

du quatri~,me M~moire sur les courbes d~/inies par les ~quations di//~rentielles 
r~sout, par  une remarquable "application du Caleul des limites de C~ca~Y, 

la question, en r~alit~ diffieile, du caleul de ces courbes et transforme ainsi la 
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th6orie des 6quations aux differences finies en int~grant une des categories 

les plus 6tendues d'~quations de cette esp~ce qu'il air e~t6 possible de traiter 

jusqu'ici. 

Plus tard, lorsqu'il eut  h passer au problbme des trois corps, cette m6me 

recherche se pr6senta h lui pour des syst~mes d'ordre supSrieur au second. La 

g6nSralisation, remarquons-le, n'~tait pas 6vidente ou, plus exactement, ne l'au- 

rait pas ~t~ sans le compl~ment que la Th~se de POINCAa~ avait pr6alablement 

apportd s l'~tude des syst~mes diff6rentiels au voisinage des points singuliers. 

Nous savons, en effet, que, dans ce cas, l ' introduction de plusieurs inconnues cr~e 

une difficult4 d'un genre nouveau dont  on ne savait pas triompher avant  le travail 

en question. C'est donc grs ~ lui qu'il peut d6montrer l 'existence de ces solu- 

tions asymptotiques qui sont une importante conqu~te de ]a M~caniqoe analytique. 

Jusqu 'au  moment dont  nous parlons, d'ailleurs, celle-ci n'a pas dr6 envisag~e 

d'une mani~re sp~eiale. Les r~sultats pr6c~dents concernent un syst~me quelcon- 

que d'~quations diff~rentielles. 

3. Les cas des ~quations de la Dynamique. 

Les propri6t6s particuli~res des ~quations de la Dynamique apparaissent 

une premi6re fois d6s le quatribme M6moire sur les courbes dg/inies par une 

dquation di//drentielle, et cela, ~ propos de la derni6re hypothbse qui reste ~ exa- 

miner relativement aux courbes L', d'apr~s l'analogie mfime qui nous a guid6s 

jusqu'ici: c'est celle qui correspondrait, pour l '6quation du premier ordre, au 
cas d 'un centre. 

La disposition correspondante, pour le problbme actuel, est celle off les points 

pr sont disposes, autour de P, le long d'une ligne ferm6e, la m~me pour chaque 

eourbe L r, les diverses lignes form6es ainsi obtenues s 'emboi tant  les unes les autres 
autour de P. 

Notre courbe primitive L sera alors entourde d 'une famille de surfaces fer- 

m6es tubulaires (analogues aux tores contenant ~ leur int6rieur une circonfdrence 

de l'espace) telles que chacune d'elles soit un lieu de courbes int6grales. 

Absolument comme lorsqu'il s'agissait d 'un centre, une telle disposition 

implique, comme condition n6cessaire, l 'dvanouissement d'nne infinit6 d'expres- 
sions constantes C. 

C'est seulement si routes ces constantes C sont nulles que les d6veloppe- 

ments trigonom6triques figurant dans l '6quation polaire des courbes lieux du point 

P~ - -  et, par cons6quent, dans celle des surfaces tubulaires - -  pourront ~tre ~crits. 



L'0euvre math~matique de Poincar~. 253 

Or c 'est  ce que, en l 'absence d ' au t r e s  rense ignements ,  les calculs ne pe rme t -  

t en t  jamais  d 'aff irmer,  si loin qu 'on  les pousse. 

Pou r  les 6quat ions de la D y n a m i q u e  il en est au t rement ,  et l 'on sait  a priori 
que routes  les cons tan tes  C sont  nulle~. 

Pour  ]e d6mont re r ,  un nouveau  pr incipe  in terv ient ,  la not ion  d'invariant 
intggral. Cette fois encore  il s 'agit ,  mais . sous  une nouvel le  forme,  de la consi- 

d6rat ion simultan6e des diff6rentes courbes  int6grales et  des re la t ions qu'elles 

ont  en t re  elles. 

Repr6sentons  nous no t re  syst~me d '6quat ions  diff6rentie]les comme d6finis- 

sant  le m o u v e m e n t  d ' une  mol6cule fluide. Au lieu de consid6rer  une seule t ra jec-  

toire, c 'est-s  le m o u v e m e n t  d ' une  mol6cule unique  et  d~termin~e, on consi- 

d6rera  routes les mol6cules qui, ~ u n  ins tan t  d6termin6 t, rempl issent  un  volume 

d6termin6 V de l 'espace (plus ex ac t em en t  de l 'espace s 2 n dimensions,  s'il s 'agit  

d ' un  probl~me de dynamiq u e  dans  lequel l '6 ta t  du syst~me ~ 6tudier  d~pende 

de n param~tres) .  

Si m a i n t e n a n t  on consid~re les nouvel les  posi t ions de ces m6mes molecules 

un  ins tan t  ult~rieur T, celles-ci r empl i ron t  un n o u v eau  vo lume V r. 

Or, dans le eas des 6quat ions  de la Dynamique ,  quel  que soit  T, ee nouveau  

volume est  6quivalent  ~t l 'ancien.  A u t r e m e n t  di t  V reste cons tan t  lorsque le 

temps  var ie :  c 'est,  dans la terminologie de POI~CAR~, un invariant intdgral. 
Ainsi qu'i l  a 6t6 reconnu ensuite,  ce t te  belle d~couverte ,  qui est, au fond, 

une, propri6t6 de ]a not ion  de "multiplieateur, est  d6js ancienne:  on doi t  la faire 

r e m o n t e r  A I~IOUVILLE. 1 

Mais, lors de sa p remie re  appar i t ion ,  elle 6tai t  pass6e inapergue. Un au t re  

inven teu r  g6nial l ' avai t  m6me - -  t an t  elle joue un r61e essentiel  dans tou te  recher-  

che p rofonde  de Dynamique  - -  rencontr6e  ~ son tou r  sur son ehemin:  BOLTZMAN~ 

l ' ava i t  6nonc6e ( i87i) ,  ignoran t  le r6sul ta t  de L~OUVlLLE comme POINCAR~ a 

ignor6 l 'un et  l ' au t re ;  elle est, depuis  ee t te  date,  g la base de tou tes  les th6ories 

cin6tiques. 2 

Mais ~ ee premier  inva r i an t  int6gra], POI~CAR~ en jo indra  tou te  une  s6rie 

d ' au t res  d o n t  il ind iquera  les re la t ions avee le premier .  Le (~volume,>, eonsid6r6 

tou t  g l 'heure,  s ' expr ime par  une int6grale d 'o rd re  2 n  6 tendue g une  por t ion  de 

l 'espace. POI~CAR]~ eons ta te  que tou te  une s6rie d ' int6grales de t o u s l e s  ordres,  

1 Journal de Math6matiques t. 3, 1838; p. 348. 
Le th~or~me de la stabilit6 ~ la PolssoN, l'une des applications les plus importantes des 

invariants int6graux, a 6t6 ~galement 6nonc6 et d~montr~ par GIBBS, mais en I898 seulement. 
I1 ne se troave pas, ~ notre connaissance, dans les travaux de BOL'rZ~A~. 
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e'est-s simples, doubles, etc., le volume n'~tant quc la derni~re d'entre elles, 

poss~dent la m~me propri~t~ d'invariance. 

Quoiqu'il se soit jusqu'iei montr~ le plus f6eond, les autres invariants que 

POINCARE a formSs et dont il ~tablit qu'!ls se d~duisent tous les uns des autres 

(en particulier de l ' invariant integral "s imple)const i tuent  autant  de propri~t~s 

importantes des ~quations de ]a Dynamique. 

Dans le M~moire qui nous occupe actuellement, le volume suffit s trancher 

la question relative aux constantes C ci-dessus mentionn~es, c'est-s h mon- 

trer que toutes ces expressions sont nulles. La liaison entre ces deux faits est 

encore dfie ~ la notion de surface sans contact: elle r~sulte de ce que, en pre- 

sence d 'un invariant integral, une surface ferm~e sans contact ne peut exister. 

Or, comme le prouve PO~CAR~, on en pourrait tracer autour de la courbe donn~e 

si l 'une quelconque des constantes C 5tait diff~rente de z~ro. 

Avee l 'analyse pr~c~dente, PO~CAR~ entre de plain-pied dans le domaine 

de la M~canique cSleste. 

Les d~veloppements en s~ries qui peuvent 6tre ~crits grace aux conditions 

C ~ o sont, pour ce probl~me particulier, ceux par lesquels LINDSTEDT s'est 

propos~ de representer les ~l~ments des orbites plan~taires et les conditions dont 

il s'agit ne sont autres que celles qui, dans cette m~thode, permettent  de faire 

disparaitre les termes s~culaires. 

C'est, au fond, dans l'existence des invariants int~graux que r~side, par 

consequent, la v6ritable raison de ]a validit~ "(au point de vue formel) de ta 

m~thode de LINDSTEDT, validit5 qui est d'ailleurs dtablie sans les hypotheses 

restrictives que LINDSTEDT lui-m~me ~tait oblig~ de faire. 

Les questions qualitatives li~es aux calculs precedents sont des questions de 

stabilit~ tout  analogues s celles qui pr~occupent les astronomes. 

POI~CAR~ nous a appris it distinguer plusieurs sens du mot ,,stabilitY)) et 

nous a montr~ la f~condit6 de celui que PomsoN avait substitu~ s l'acception 

primitive de LAGRANGE. Toutes les fois qu'il existe, dans le voisinage de L, un 

syst~me de surfaces ferm~es sans contact, les courbes L r ne pourront ]ouir de la 

stabilit~ ~ la PoIssoN, c'est-s qu'elles ne repasseront pas dans le voisinage 

imm~diat de leur point de d~part. C'est, nous l'avons vu, ce qui arriverait si 

l 'une des constantes C dtait diff~rente de z~ro. 

L'instabilitd (toujours au sens de PoIsso~) est ~galement la r~gle pour les 

courbes L ~ asymptotiques s L, telles qu'elles se pr~sentent dans les trois premi- 

eres hypotheses examinees pr~e~demment. 
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Au contraire, dans l 'hypoth~se actuelle --  et du moment que routes les con- 

stantes C sont nulles - -  la stabilit4 devient possible. 

Des conclusions analogues s'appliquent ~ la stabilit~ de la trajectoire primi- 

tive L e]le m6me. Mais le sens que l'on doit adopter alors (et que POI~CAR~ adoptera 

~galement en M4canique cSleste, lorsqu'il ~tudiera, au point de vue de la stabilitd, 

les solutions p~riodiques) est encore different des deux premiers. ~ C'est celui qui 

avait  d~jh ~t~ consider4 dans plusieurs cas importants par les auteurs anglais, mais 

qui n 'a ~t~ pr~cis~ d'une manibre complete et g~n~rale que quelques ann~es apr~s, 

par NI. L~eOU~OF, dans le NI~moire d~j~ cit~ sur la stabilitd du mouvement off ]e 

g~om~tre russe a repris, pour les syst~mes dSpendant, d 'un nombre quelconque 

de variables, les questions m~mes dont nous parlons en ce moment. Au lieu que 

la stabilit~ ~ la L~ORANGE OU s la POISSON est une propri~t~ intrins~que d'une 

solution d~terminSe, la stabilit~ s la L~eou~o~ ,  seule analogue d'ailleurs ~ la 

notion d'~quilibre stable, concerne l'~cart entre cette solution et les solutions 

voisines. 

Mais, en raison m~me de la signification astronomique de ses r~sultats, 

POINCAR]~ se trouve du m6me coup aux prises avec les difficult~s fondamentales 

de la M~canique c41este, et particuli~rement avec la plus c]assique d 'entre elles, 

celle des <Tetits diviseurs~). Dans le cas du premier ordre, le fair, suppos~ 6tabli, 

de l'~vanouissement des constantes C aurait suffi pour mettre en 6vidence d'une 

mani~re certaine l'existence d'un centre: car POINCARk d~montre la convergence 

du d~veloppement en s~rie que l'on peut ~crire dans ces conditions. I1 n'en est 

plus de m~.me cette lois. Nos calculs nous permettent  d'dcrire le ddveloppement; 

mais les petits diviseurs interviennent: ce d6veloppement peut n'6tre et n'est en 

g~n~ra], que formel, de sorte que l'existence des surfaces tubulaires n'est nulle- 

ment d6montr~e. 

Par l'examen de ces difficu]t~s, les M4moives sur les courbes dd/inies Tar les 

~uations di//~rentielles inaugurent l ' immense oeuvre dynamique et astronomique 

de POI~eAR~. 

Cette oeuvre se poursuit dans l 'ouvrage qui devait  8tre pour la jeune g]oire 

de soa auteur une consecration mondiale. C'est avec le M~moire Sur le probl~me 

des trois corps et les gquations de la Dynamique que PO~.NCARk remporta le prix 

dans le grand concours international ouver~ ~ Stockholm en r889, entre les 

Math6maticiens du monde entier. 

Toute solution pdriodiquo est, par ddfinition, stable au sens de LA~RA~S OU de Polsso~. 
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Le grand trait6 intitul~: les Mgthodes nouvelles de la Mdcanique cdleste pro- 

longe s son tour les deux M4moircs pr~cSdents: e'est dans ees trois ouvrages, 

et aussi dans une s~rie d'articles ins6r~s au Bulletin Astronomique, que se d~ve- 

]oppent les idles de PO~NCaR~ sur le probl~me des n corps. 

I1 sera parld ici m~me de ees probl~mes au point de vue astronomique avec 

plus de comp4tence que nous ne pourrions le faire. Au point de vue analytique, 

- - q u e  nous ne saurions m~me ~puiser tant  il offre d'aspeets divers dans les 
MdthoJes nouveUes de la Mdcanique cdle~te, - -  ]'oeuvre dont il s'agit est double: 

elle pr6sente un cSt~ positif et ua c6t~ n~gatif. Ce dernier, comme il r~sulte de 

ce qui vient d 'etre dit en dernier lieu, se dessina, h i  aussi, d~s les mSmoires Sur 

les courbes dd/inies par les dquations di/[drentielles. I1 ~tait m~me apparu aupara- 

vant,  car les r~suitats dont  nous ailons avoir ~ parler sur ce point ne sont que 

l 'applieation de ]a note ~ laquelle nous avons fair allusion plus haut  (p. 235). 

Examinons donc comment,  tant  dans ees deux t ravaux que dans eeux qui 

les suivirent, PO~CAR~ limite la port~e des m~thodes qui avaient dt~ appliqu~es 

avant  lui. 

L'int~gration, au sens ~lSmentaire du mot, avait, depuis longtemps, ~t6 

abandonn~e. Pourait-on songer s faire des progr~s dans ee sens, c'est-s 

ehercher de nouvelles int~grales? Pour les ~quations de la M6canique e~leste, le 

nombre des int~grales eonnues est de dix. En peut-i], en g~n~ral, exister d'autres 

exprimables par les moyens classiques de l 'Analyse? I1 6tait vraisemblable 

que non. 

La preuve rigoureuse d'impossibilit~s de eette nature est une eat6gorie de 
questions dont ]a diffieult~ a, de tout  temps, dveill~ l'intdr~t des gdombtres vrai- 

ment sup6rieurs. La d6monstration de l 'incommensurabilit6 entre le c6t6 d 'un 

earr6 et sa diagonale, dans l'antiquit6, celles de l'impossibilit6 de la quadrature 

du cerele et de la non-r6solubilit6 des 6quations alg6briques au del~ du quatri~me 

degr6, dans les temps modernes, comptent ~ juste titre, parmi les plus belies 
conqu~tes des math6matiques. 

En ce qui coneerne les int6grales des 6quations de la M6canique c61este, 

une d6monstration de l'espbce en question avait 6t6 partiellement fournie par 

BRuzqs; mais e'est ~ POINOARg qu'il fur donn6 de la comp]6ter et d'6tablir en 

route rigueur l'inexistence non seulement d'int6grales algdbriques, mais plus g6n6- 

ralement, d'int6grales uni/ormes autres que les int6grales classiques. 

Le r6sultat ainsi obtenu n'int6resse pas moins ]'analyste pur que l 'astronome. 

Sa port6e n'est pas limit6e au syst~me diff6rentiel particulier qui fait l 'objet de 

la m6canique e6leste. La m6me m6thode qui l'a fourni, permet de discuter le 
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nombre des int~grales uniformes des probl~mes de la m~canique classique, et, 

lorsque ce nombre est ' insuffisant pour l 'int~gration, de t rouver  les seuls cas oit 

il puisse s'aecroltre, Cette m6thode est donc n~cessairement s la base de routes 

les recherches ult~rieures sur ees sujets. 

Elle ne dolt pas moins attirer l 'a t tention par les principes qu'el]e fair inter- 

venir. Elle a conduit POI~aAR~ ~ ~tudier le d6veloppement de la fonction per- 

turbatr ice  sous un jour nouveau, en en consid~rant, non plus seulement les pre- 

miers termes qu'ils ont pu former explicitement, mais au contraire les termes 

d'ordres tr~s 4lev~s. Dans cette 4tude, PO~YC~R~ utilise non seulemen~ les r6sul- 

tats de Ia thdorie des fonctions dus h ses pr~d~eesseurs et particuli~rement h M. 

D~not~x ,  mais leur g~n~ralisation aux fonctions de plusieurs variables, telle que 

la lui ont fournie ses reeherches sur les r~sidus et les p4riodes des int~grales 

doubles. La Th~orie des fonctions est ainsi appliqu~e d 'une facon route nouvelle 

~ celle des ~quations diff~rentielles. 

Ces recherches fournissent, entre les coefficients successifs du d4veloppement, 

une infinit6 de relations qui montrent  que, consid4r4s comme fonetions des dl~- 

ments des orbites, ils se r~duisent s un nombre fini de transcendantes. 

Un nouveau chapi~re de la M~eanique c~leste ~ ~t~ ainsi ouvert et a donn6 

lieu, depuis, aux travaux de plusieurs de nos jeunes g~om~tres et astronomes. 

Mais l'impossibilit~ d'int~grer sous forme ~ldmentaire se d~gage ~galemcnt, 

s un autre point de vue, des r~sultats qualitatifs. 

D~s l'~quation du premier ordre, et s propos du cas le plus simple, celui 

de la sphere, nous avons vu que, par leur aspect m~me, les formes des courbes 

int~grales ne sont pas de eelles qu'on aurait  pu obtenir s l'aide des moyens classiques. 

Des fairs du m~me ordre se passent dans le cas g~n~ral de ]a M~canique 

c~leste, d~s que le nombre des corps en prbsence est sup~rieur s 2. L'existence 

m~me des solutions asymptotiques est d~,jk du nombre. Mais plus topique encore 

est l 'exemple des solutions doublement asymptotiques, dont la mise en ~vidence a 

6t~, l 'une des grandes difficult~s qu'ait  surmont~es POINaAR~ sur ee sujet. 

Soit une solution p~riodique L instable : elle admettra  des solutions L r asymp- 

totiques pour t = oo, et aussi des solutions L ff asymptotiques pour t ~ - - o o .  Les 

premieres engendreront une surface S r passant par L, les secondes, une surface 
analogue Str, 

Peut-il exister des solutions qui soient s la fois des courbes L' et des cour- 

bes L ' ,  c'est-s qui aprbs avoir ~t~, pour t ~ - - o o ,  infiniment voisines de L, 

s'en 6cartent d'une quantit6 quelconque pour s'en rapproeher ensuite ind~fini- 

merit pour t ~ + r162 ? 
Acta mathernatica. 38. Imprim4 le 30 aoOt 1914. 33 
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Cela revient h se demander si les surfaces S r et S 'r se coupent aillcurs que 

suivant L. Cette question est une des plus difficiles que POlI~CARg air abord6es. 

Ce sont les invariants int6graux qui, dans une hypoth~se partieuli~rc (telle que 

les surfaces en question passent tr~s prbs l 'une de l'autre) lui ont permis d 'y  rdpon- 

dre. Eux seuls pouvaient 6videmment remplir ce rS]e, puisque (en l'absence d'int6- 

grales connues) eux seu|s renseignent sur ce que deviennent les trajectoires au 

bout de tr~s longs intervalles de temps. Non seulement leur consid6ration mon- 

tre que les surfaces S r et S" se coupent, de sorte qu'il existe des solutions dou- 

blement asymptotiques, mais ces surfaces se eoup.ent une infinit6 de fois, et la 

disposition des courbes .d'intersection est extr6mement compliqu~e. En effet, 

sur une surface asymptotique quelconque, entre deux solutions doubJement 

asymptotiques quelconques, il y e n  a une infinite d'autres. 

On comprendra mieux encore ce que ce r6sultat a de singulier si l'on r6- 

fl6chit que, au contraire, une surface S r ou une surface S" ne pent jamais se 

couper elle-m~me. 

Avec POI~ICAR~, substituons aux deux surfaces en question les courbes ob- 

tenues en coupant par un plan. <<Que l'on eherche ~ se repr6senter la figure 

form6e par ces deux courbes et leurs intersections en nombre infini dont chacune 

correspond s une solution doublement asymptotique, ces intersections forment 

unc sorte de treillis, de tissu, de r6seau h mailles infiniment serr6es; chacune de 

ces courbes ne doit jamais se recouper elle-m6me, mais elle doit se replier sur 

elle-m6me d'une mani~re tr~s complexe pour venir recouper une infinit6 de fois 

routes les mailles du r6seau,>. 

(,On sera frapp6 de la complexit6 de cette figure, que je ne cherche m6me 

p a s h  tracer. Rien n'est plus propre ~ nous donner une id6e de la complexit6 

du probl~me des trois corps et en g6n6ral de tous le s  probl~mes de Dynamique 

off il n 'y  a pus d'int6grale uniforme ~ . . . . .  

D'autres cons6quences du m~me ordre d6coulent des m~mes pr6misses. 

Au lieu d'une seule solution doublement asymptotique h L, consid6rons en 

plusieurs, L ,  L ~ , . . . :  toutes ces courbes seront, pour t = - - ~  situ6es sur S" et, 

pour t ~ +  ~ ,  sur S ~. 

Mais il r6sulte des faits 6.tablis par POJI~ICAR~ que l'ordre duns lequel elles 

se succ~dent sur S ~ est sans rapport avec eelui dans lequel elles se succ6daient 

sur S'. Si de deux solutions ]a premiere est plus voisine que la seconde de la so- 

lution p6riodique pour t - - -  oo, il pourra arriver que pour t----- + co, la premiere 

soit plus 61oign6e que la seconde de ]a solution p6riodique, mais il pourra arriver 

aussi que ce soit le contraire. 

Zes Mdthodcs nouvelles de la M(~ca~ique c(~leste, t. IiI, p. 389. 
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((Cette r emarque  est encore de n a tu r e  s nous faire comprendre  tou te  la com- 

plicat ion du problbme des trois corps e t  combien les t r anscendan tes  qu ' i l  f audra i t  

imaginer  pour  le rdsoudre dif f6rent  de tou tes  celles que nous connaissons.~) t 

La  voie de l ' in t6grat ion p rop remen t  di te  6 tan t  ainsi ferm6e, la M6canique 

e6]este p r ecede  pa r  approx ima t ions  successives. La  t~che qui  s 'offre  ~ 1)OI~CAR~ 

est de diseuter  la va leur  des mdthodes imagindes dane ce but.~: 

On savai t  que, grs su r tou t  aux  pe t i t s .d iv iseurs ,  la convergence  de toutes  

ces m6thodes  est tr~s douteuse.  I1 se t rouve  cependan t ,  ~ PoI~cA~]~ m o n t r e r a  

pa r  quel m 6 c a n i s m e -  qu'elles suffisent,  en g6n6ral, aux calculs num6riques 

usuels. 

Main ceux ci ne sen t  pan seu|s en jeu. (~I1 ne s 'agit  pan seulement  de cal- 

euler les 6ph6m6rides des astres,  quelques ann6es d 'avance ,  p o u r  les besoins de 

la nav iga t ion  ou pou r  que les as t ronomes  puissent  r e t r o u v e r  les pe t i tes  plan~tes 

d6j~ eonnues.  Le  bu t  final de ]a M6eanique e6tes~e est plus  6lev6: il s 'agi t  de 

r6soudre ce t te  impor t an t e  ques t ion:  la loi de N~WTOZ~ peut-el le  expl iquer  h e l l e  

route  seule tous lee ph6nom~nes astronomiques~. Le seul moyen  d ' y  parveni r  est 

de faire des observat ions ,  aussi pr6cises que possible, de lee pro longer  pendan t  

de longues ann6es ou m~me de longs si~cles et  de les compare r  ensui te  aux  r6- 

sul ta ts  du  ealeul. I1 est  done inut i le  de demande r  au ealcul plus de precision 

qu ' aux  observat ions,  mais on ne dol t  point  non plus lui en demande r  moins. 

Aussi l ' approx imat ion  d e n t  noun pouvons  noun con ten te r  au jourd 'hu i  devien-  

dra-t-el le un jour  insuffisante.)> a 

Or, non seulement  les s6ries classiques ne p o u v a i en t  nous assurer  ce t te  

exac t i t ude  de plus en plus grande;  mais, en raison de  lear  fo rme m ~ m e ,  on ne 

pouva i t  leur demander  de eonduire  s coup stir h de bons rdsul tats  p o u r  une 

p6riode par  t rop  longue. 

A plus for te  raison ne pouvaient-e l le  nous renseigner  sur la ques t ion de la 

�9 ~tabilit~, laquelle fa i t  in te rven i r  l ' ind6finie dur6e des si~cles. 

Aussi, au X I X  ~ si6cle, des d6ve loppements  en s6ries de forme nouvel le  ont -  

ils 6t6 propos6s pour  expr imer  lee 616ments des orbi tes  plan6taires.  

1 Loc. cit. p. 391 . 
Leur nombre et la vari6t6 (au moins apparente)de leurs principes vient en quelque 

sorte, dane l'6tat actuel de la Science, ajouter un obstacle nouveau ~t toutes les difficult6s qui 
entourent l'6tude de l~ M@anique c61este. 

On doit ~ PoI~cAa~ d'avoir montrd (voir en particulier t. 14, 15 du Bulletin Astronomique) 
comment on peu~ passer des unes aux autres en changeant le groupement des termes. 

s Poi~,c,ttt~, Revue G~ndrale des Sciences, tome II, I89~, p. i--2. 
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Ils ont pour but de diriger le calcul de mani~re h ne jamais introduire quc 

des termes pSriodiques. 

Une premiere difficult~ de la question (celle qui provient des termes ,~s~cu- 

laires~), est ainsi ~vit~e. Mais celle des petits dL, iseurs subsiste; et, par cons4- 

quent une question pr4judicielle se pose: les s~ries ainsi obtenues - -  cellos de 

LINDSTEDT, par exemple, - -  convergent-elles? 

Jusqu'h PoI~'c~R~, il paraissait de route ~vidence qu'une r4ponse s cette 

question, dans le sens de l 'affirmative, d~montrait  la stabilitY. On ~tait m~me 

tent5 de pr6sumer celle-ci par l'existence seule de sdries teltes que celles de 

LINDSTEDT. 

En d'autres termes, si, grace aux (,petits diviseurs~, les d~veloppements en 

s~ries formds pour rendre compte des mouvements des corps c~lestes sont diver- 

gents, on 4tait port4 s admettre qu'ils peuvent cependant fournir sur certaines 

propriSt6s des solutions - -  particuli~rement sur les propridt~s qualitatives - -  les 

indications qu'on se serait cru autoris6 b. en d~duire en toute rigu~ur en cas de 

convergence. 

lVOINCAa~ va d~cider ces questions en sens tout  contraire. Non seulement 

les s~ries de LINDSTEDT sont, en g4n6ral, divergentes; mais il y a p l u s -  et cette 

paradoxale d~couverte, qui a boulevers~ les conceptions des astronomes, remonte 

aux premieres ann5es de son labeur -- ,  la convergence m~me de s~ries de eette 

nature ne permettrait  pas, s elle seule, d'affirmer la conclusion demand~e, celle 

~. laquelle on serait conduit en se fiant au caleul formeI. 

P o I ~ c A ~  montrera par des exemples que eette conclusion peut ~tre fausse. 

Cette d4monstration est donn~e sur le cas du second ordre, oh les representations 

g6omStriques sont plus simples. Ici, toutefois, ce ne sont pas elles qui jouent 

le r61e important,  et le point de vue purement analytique reprend ses droits. 

Une Note, contemporaine, nous l'avons dit, des premiers travaux de PoI~- 

CAa~, contient les principes essentiels de la solution. Les d4veloppements ha- 

bituellement eonsid6r6s en M6canique c61este sont, on le salt, des s~ries trigono- 

m6triques 

Z[A,~ cos (,,~t) + A' ,  sin (c~ t)] 

mais bien diffdrentes des s6ries de FOURIER en ce que les arguments des sinus 

et eosinus s 'obtiennent en multipliant la variable ind6pendante (autrement di~, 

le temps) par des coefficients a, qui ne eroissent pas ndcessairement h ]'infini et 

qui peuvent m~me tendre vers z~ro. 

C'est la th~orie math~mat.ique de ces s~ries qui a ~t~ fond~e par PO~CAR~ 

en quelques pages des Comptes rendus de l'Acaddmie des Sciences, puis du Bulletin 
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Astronomique. Les r~sultats en offrent, pour le moins, autant  de singularitSs que 

ceux qui sont relatifs aux sdries de FOURIER; mais eertaines propri~t~s essen: 

tielles de ces dernibres trouvent,  moyennant  modification convenable, leur g~n~- 

ralisation. L a  plus importante est l 'expression des coefficients A,, Ar~ par des 

int~grales d6finies.', seulement eelles-ci, 6rant donn~e que les s~ries dont il s'agit 

ne sont plus p~riodiques, doivent ~tre ~tendues, non plus ~ un intervalle fixe, 

mais s un intervalle ind~finiment croissant. 

C'est cette expression qu! permet s POI~CAR~ de mettre  en 6vidence d 'une 

manibre irrefutable l 'erreur que l'on commet en voyant  dans la convergence 

d 'une s6.rie trigonomdtrique de cette esp~ce pour routes les valeurs de la variables 

une preuve du fair que la somme de cette s6rie reste finie m~me lorsque eette 

variable augmente ind6finiment. L'expression en question montre en effet que la 

somme de la s~rie ne p e u t  rester finie si les coefficients A, A' eux-m~mes ne sont 

pus tous inf4rieurs en valeur absolue s une m~me ]imite fixe. 

Or l 'hypoth~se que les coefficients A, ou certains d'entre eux, aillent en 

augmentant  ind4finiment n'est nullement incompatible avec la convergence de la 

s~rie, du moment que les coefficients a correspondants peuvent  tendre vers z6ro. 

I1 e n e s t  ainsi m~me dans le cas de la convergence absolue, celui off surtout  on 

pouvait  6tre portd ~ croire le eontraire, par analogie avec les autres types  de 

s4ries connus. 

A eet 6gard, les deux s4ries partielles fortunes, l 'une par les termes cosinus, 

l 'autre par les termes sinus, se comportent  tr~s diff6remment. La premiere 

~A~ cos (~ t )  

ne saurait  6videmment converger absolument pour t ~ o sans eonverger uni/or- 
mdment pour toutes les valeurs r~elles de t (la s~rie des coefficients A dtant ab- 

solument convergente) et representer une fonetion born~e. 

Il en est autrement  pour la s(irie partielle des sinus 

~A'~ sin (e~t). 

Tout  ce qu'on en peut  dire, e'est que, si elle converge absolument dans un 

intervalle, si peti t  qu'il soit, autour  de l'origine elle est absolument convergente 

pour route valeur r6e]le de t : -  th6or~me qui s'dtend d~s lors ais~ment ~ la s~rie 

totale et au cas oh l'intervalle oh la convergence est donn~e ne comprend pus 

l'origine - - ;  mais cette convergence, si elle est absolue, n'est pas n~cessairement 

uniforme et des exemples tels que celui de la s6rie 2~ 2~sin ( ~ t  montrent  qu'elle 
3 l 

peut  avoir lieu avee des coefficients ind6finiment croissants. 
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Les principes ainsi 6tablis ne servent pas seulement h discuter les questions 

de stabilit~ dont nous parlons en ce moment. Combings avec ceux que POI~CAR~ 

indique d 'un mot ~ une ~utre occasion, ~ ils ont donn~ naissance ~ toute la th~orie 

des fonctions quasi-p~riodiques que l'on dolt h MM. BOHL et ESCLA~GO~ et 

qui est destin~e ~ prendre une place importante en M~canique c~leste. 

Si maintenant  on applique ces principes aux trajectoires L, L r consid~r~es 

plus baut, et aux s~ries correspondantes qui, nous l 'avons dit, ne sont autre 

chose que des s~ries de LINDSTEDT, on volt que non seulement ees d~veloppe- 

ments en s~ries ne suffiscnt pas s d~montrer l'existence des surfaces tubulaires, 

mais qu'en fair  ces surfaces en question n'existent pas toujours et que plusieurs 

dispositions tr~s diff~rentes, rant stables qu'instables, sont possibles. 

On voit alors (~ quel point les difficultds que l'on rencontre en m~canique 

c~leste, par suite des petits diviseurs et de la quasi-commensurabilitd des 

moyens mouvements, t iennent k la nature m~me des choses et ne peuvent ~tre 

tourn~es. I1 eat extr~mement probable qu'on ]es retrouvera, que]le que soit la 

mdthode que l'on emploie,). 

Ajoutons que si l'on passe au probl~me des n corps lui-m~me, la diver- 

gence des s~ries de L~NDSTED~r, du moins en g~n~ral, --  car la convergence reste 

encore, s la rigueur, possible quoique tr~s improbable, pour des valeurs parti- 

culi~res des constantes d'int~gration --  ressortira, e]le aussi, des propri~t~s des 

solutions et, en particulier, de celles des exposants caract~ristiques. 

Sur cette question, d'ailleurs, les conclusions de POlI~CAR~ ne furent pas 

purement n6gatives. S'il constate la divergence des s6ries en question, c'est lui 

qui a montr6 - -  s l'aide de principes d~jg acquis par ses recherches sur les in- 

t6grales irr6guli~res des 6quations lin6aires et qui ont requ une port6e nouvelle 

par les t ravaux ultgrieurs de M. B O R E L -  pourquoi elles peuvent 6tre n6an- 

moins utiles et dans quelles conditions on pouvait en faire un usage 16gitime: 

pourquoi, autrement dit, tout en 6tant incapables de fournir une approximation 

ind6finie, m6me si on les poursuivait ind6finiment, elles permettent  n6anmoins, 

les masses perturbatrices 6tant petites, de pousser cette approximation jusqu'g 

un certain point, heureusement suffisant en pratique. 

En m~me temps que Po~l~CXRk est amen6 s faire lcs r~serves que nous ve- 

nons d'indiquer sur la puissance des prineipaux moyens d'action employ~s avant 

lui, nous avons ddj~t vu qu'il en apporte, h son tour, de nouveaux. 

1 Bull. Astr. t. XIV. 
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Les invariants int~graux viennent rendre des services sinon ~gauxl du moins 

analogues s ceux qu'auraient  pu fournir ces intdgrales uniformes ~ la poursuite 

desquelles la m~canique cdleste doit renoncer. Comme elles, ils repr~sentent des 

quantit~s qui rest ent constantes pendant  tout  le cours du mouvement, seule pro- 

pri~t~ qui permette d'~tablir des relations directes entre des phases ~loign~es de 

eelui-ei. 

Quant aux solutions p6riodiques et aux solutions asymptotiques qui en 

d~rivent, n o u s  avons dit qu'elles servent, non seulement en elles-m~mes, mais 

comme interm~diaires permettant  d'arriver aux autres solutions. 

C'est sous ee jour que les solutions p6riodiques apparaissent d6jh. dans les 

recherches dont nous avons prde~demment parle. Mais leur puissance, h cet 4gard, 

va surtout  se manifester avee les m~thodes m~me par lesque]les POI~CAR~ d~- 

montre leur existence: 

Nul sujet n'a retenu davantage son attention. On peut dire qu'il s'en est 

pr6occup6 route sa vie. Le premier travail qu'il y consacra date, en effet, de 

i883; et l 'ombre de la mort planait d~jh sur lui lorsqu'il ~erivit Ie dernier, ~ en 

l 'ouvrant par les nobles et m61ancoliques paroles, v~ritable testament scientifique, 

que nul d 'entre nous n 'a oubli~es. 

Pour la formation des solutions pdriodiques, le M~moire de i883 emploie le 

thdor4me de KRONECKEtr Celui-ci se pr~sente, en l'esp4ee, comme la g~n~ralisation 

naturelle au cas des syst~mes d'dquations s plusieurs inconnues (probl~me auquel 

peut se ramcner en derni~re analyse la d~termination des solutions p~.riodiques 

dont il s'agit) de la m6thode la plus 61~mentaire qui existe pour d~celer les ra- 

cines d 'une ~quation unique, celle qui est fond4e sur les changements de signe 

du premier membre. 

Une autre m6thode classique qui permet ~videmment, elle aussi, de montrer 

l'existence des Solutions des syst~mes d'~quations peut 6tre consid~r~e comme une 

g~n~ralisation du th~or~me de ROLL:E: elle eonsiste s utiliser l'existence du maxi- 

m u m  ou du minimum d'une fonction eonvenablement choisie des inconnues. On 

aura ainsi assur~ment une solution des ~quations obtenues en ~galant h z~ro les 

d~riv~es partielles de cette fonction. POINCAR~ ne l'emploie pas seulement sous 

eette forme, mais sous celle, sur laquelle nous reviendrons plus loin, du caleul 

des Variations. 

Ces diff~rents l~roc~d4s sont eombin4s entre eux, et surtout,  comme nous 

allons le voir, avee les r~sultats que donne la th4orie des fonctions implieites, en 

1 Rendic. del Circ. Mat. di Palermo, t. XXXIII (~er semestre 1912 ) pp. 375--407. 
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vue de l'Stude plus particuli~re du probl~me des trois corps et des ~quations de 

la M~canique c~leste. 

Au point de vue analytique, le syst~me pian~taire se pr~sente eomme un 

syst~me dynamique d~pendant d 'un param~tre !~ (masse perturbatrice ou facteur 

proportionnel aux masses pertubatrices) auquel on ne donne que de tr~s petites 

valeurs. Pour  ,u ~ o, l'int~grale g6n~rale est connue: t o u s ] e s  points materiels 

qui composent le syst~.me d4crivent des ellipses suivant la loi de KEPLER. 

Lorsqu'un syst~me d'~quations (en termes finis) ~ u n  nombre ~gal d'incon- 

nues ddpend d 'un param~tre et que son jacobien n'est pas nul, le thSor~me 

classique relatif aux fonctions implicites montre l'existence d 'une solution pour. 

les petites valeurs de ee param~tre d~s que ]a solution existe pour la valeur z~ro. 

POI~CARE a parfois l 'occasion d'appliquer ce principe sous la forme que nous 

venons de rappeler; - -  et le th~or~me pr~c~demment cit5 (page 242) sur la d~- 

pendance des int~grales des 4quations diffSrentielles par rapport  aux donn~es 

initiales et aux param~tres lui permet m~me d'affirmer l'analyticit~ des solutions. 

Mais, en g~n~ra], darts le type de probl~mes qu'il traite, les choses se passent de 

mani~,re un peu plus eompliqu~e. Les ~quations relatives ~ !~ ~ o, c'est-lt-dire 

celles qu'on obtient quand on ne tient pas compte des perturbations, admet tent  

une infinit~ de solutions p~riodiques, ~ savoir routes celles dans lesquelles ]es 

moyens mouvements  sont tous eommensurables entre eux. Mais c'est pr~cis~ment 

cette infinit4, --  d 'une mani~re plus precise, l'infinit5 continue de solutions qui 

correspondent ~ un seul et m6me syst~me de valeurs des moyens mouvements 

- -  qui fait ici la difficultY: car elle entralne cette consequence que le jaeobien 

est nul. 

Le th~or~me classique ne suffit donc plus, et une ~tude plus approfondie 

des fonctions implieites dont il s'agit do it ~tre entreprise. G~omStriquement par- 

lant, si, aux coordonn~es initiales qui d~finissent la solution cherch~e, on joint la 

valeur de !~ pour d~finir ainsi un point de l 'hyperespace, les ~quations qui ex- 

priment que la solution est p~riodique dSfinissent, dans cet hyperespace, une 

varlet5 dont certaines parties continues sont situ~es sur le domaine !~ ~ o. On 

ne pourra avoir une s~rie continue de solutions de ces ~quations correspondant 

!~ variable et d~pendant analytiquement de !~ que lorsque l'on aura une courbe 

de l 'hyperespace appartenant  h la varlet4 en question et coupant le domaine 

!~ ~ o, d'ofl r~sultera un point multiple de cette varietY. 

PouNcing, en usant des deux moyens d'actions indiqu~s plus haut  et en 

reliant entre eux par des ]emmes remarquables qui permet tent  d'4tablir l'exi- 

stence de fonctions implicites dans des cas dtendus off le jacobien est nul, 4tablit 

l'existence de tels points multiples: ~ partir  de l'un d'entre eu~, la m~thode 
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classique deviant applicable moyennant  des modifications convenables et  fournit 

une s6rie de mouvements p6riodiques dont les ~16ments repr6sentatifs sont d6ve- 

loppables suivant les puissances enti6res ou fractionnaires de p. 

Mais la m6thode devait  devenir plus souple et plus gdndrale, grace aux 

recherches que PO:NCARs ddveloppait vers le mfime temps (:889) sur la figure 

des plangtes et dont il sara question plus loin. Ls on a s rdsoudre, et d a n s  des 

conditions beaucoup plus difficiles encore, puisqu'il s'agit d 'une infiaitd de. va:  

riables, des questions de m6me nature. Les principales notions qu'il va introduire 

~t cette occasion, celles de /orme de bi/urcation et de coe//icients de stagilitd, t rou-  

vent ici leurs analogues. Les formes de bifurcation correspondent aux points 

doubles de notre vari6t6 et, consti tuent par  cons6quent les 616ments essentiels 

qui permettent  de la construire; les coefficients de stabilit6 ne sont ici autres 

que les earr6s des exposants carect6ristiques, effectivement li6s ~t la stabilit6 (4 

la L:APOV~O~) d'une solution p6riodique quelconque. 

Comme dans la th6orie de la figure des plangtes, il y a une sorte d'dchange 

des stabilitds chaque fois qu'on passe par une forme de bifurcation. Un fait du 

m~me ordre se produit  d'ailleurs dans le cas qui s 'oppose ~ un certain point de 

vue ~ celui de la bifurcation, celui off, au eours de la variation de ~t, il y a di- 

sparition de solutions p6riodiques. Cette disparition se f a r  par couples comme 

celia des racines r6elles des 6quations alg6briques e t l e s  solutions qui disparaissent 

ensemble sont de stabilit6s diff6rentes. 

Mais, sur un arc de courbe trac6 dans notre hyperespace et le long duquel 

!t varie constamment dans le m6me sans, le th~.or~me de l'6change des stabilit6s 

admet  au contraire une r6ciproque: il ne peut  y avoir changement dans les sta- 

bilitgs autrement  qu'en passant par les bifurcations. On a ainsi un nouveau 

moyen efficace de mettre en 6vidence celles-ci et un nouvel exemple des services 

que peut  rendre l ' introduction des exposants caract6ristiques. 

Ainsi 6largie, la mgthode se g6n6ralise d'elle mSme et suffit ~ faire appa- 

rMtre des r6sultats d'une complication inattendue, lorsqu'on passe ~ ee que 

POI~CAR~ appelle les solutions p6riodiques du second qenre. 
I1 donne ce nora s celles qui sont voisines d'une solution p6riodique d6ter- 

minge de p6riode T e t  qui sont 6galement p6riodiques, mais dont  la p6riodicit6 

ne se retrouve qu'apr6s k r6volutions, de sorte que leur p6riode esb voisine non 

de T, mais de kT. Leurs points repr6sentatiN, dans notre hyperespace, engend- 

reront une vari6t6 analogue s la pr6c6dente, laquelle en fern d'ailleurs 6videm- 

ment partie. Mais il y aura en outre, des branches nouvelles et, par cons6quent, 

des  points multiples nouveaux, intersections de ces branches nouvel les  avec les 
Acta mathematica.  38. Imprimfi le 31 aofit 1914. 34 
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aneiennes; et nous trouvernns ainsi de nouvelIes s6ries de solutions p~riodiques, 

greff4es, en quelque sorte, sur lcs premieres. 

L'emp]oi des exposants caract~ristiques montre bien, en effet, la condition 

qui caractdrise les nouveaux points doubles comme plus large que celle qui carac- 

t6risait les anciens. 

Reste, il est vrai, h s'assurer, m6me lorsque cette condition est remplie, si 

les nouvelles branches de courbes dont elle fait pr~voir l'existence sont r~el]es. 

Ce sont les invariants int6graux qui permettent de triompher de cette difficult6 

en la ramenant h ]'~tude des maxima et minima d'une certaine fonction, ~troite- 

merit li6c d'ailleurs au principe de la moindre action. Un |emme (analogue ~ ceux 

dont nous avons parl~ h la fin de la page 264 ainsi qu's ceux dont  il sera question 

propos de la figure des plan~tes), qui constitue en lui m~me un progr~s essen- 

tiel pour l'6tude des fonctions implieites, fournit le moyen de constater que la 

condition pr~c~demment ~crite est bien suffisante. 

Or, cette condition est que Fun des exposants caract6ristiques soit un 

multiple de 2 i~  
k T  

Comme k est un entier quelconque, on peut le prendre assez grand pour 

2i~v 
que les multiples de kT-  soient aussi rapproch~s les uns des autres que l'on 

veut. Comme ces exposants caract~ristiques varient continfiment avec p, ]es 

bifurcations dont il s'agit se produiront d~s lors s intervalles aussi petits qu'on 

le voudra, au cours de la variation de ce param~tre. Ce ne sont done plus un 

certain hombre de families de solutions p6riodiques qui sont ainsi raises en 4vi- 

dence, mais un r~seau extr~mement compliqu~ de familles de cette esp~ee, di- 

stributes comme le sont les hombres commensurables dans la suite totale des 

hombres. Les p~riodes correspondantes seront, par contre, ind5finiment erois- 

santes, puisque ce seront des multiples plus ou moins 61oign6s de la p~riode 

primitive T. 

Il est ais~ de comprendre qu'un tel r~sultat 6claire d 'un jour nouveau les 

pr6c6dents et ouvre de nouvelles perspectives. 

Nous avons vu POI~C_~R~ rattacher aux solutions p6riodiques toutes ce]les 

qui en sont suffisamment voisines. E tan t  donn6e la mani~re dont les solutions 

p~riodiques d~pendent des n6mbres commensurables, ne peut-on atteindre, par 

cette voie, toutes les solutions possibles (du moins toutes Ies solutions stables), 

de m6me que, s l'aide des nombres commcnsurables, on peut representer par ap- 

proximation tous le s  nombres r~els~. 

On aurait ainsi une voie conduisant en un sens s l 'int~gration complete 
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du problbme. Les choses se passent d'ailleurs effectivement de cette fagon pour 

certains problbmes de I)ynamique. ~ 

Un r6cent travail, auquel la question ainsi soulev6e a conduit M. BmKaO]rF, 

est venu modifier nos id~.es sur ce point. Mats, en nous amenant  ~ 6]argir le 

principe pr6c6dent, il ne tend pas, loin de l~, ~ en affaiblir la port6e. M. B~RK- 

HOrr, en effet, arrive '~ 6tablir la possibilit6 d'une approximation ind6finie, ana- 

logue ~ celle qu 'avait  en vue POINCAR~, en remplacant, toutefois, les solutions 

p6riodiques par une autre  cat6gorie de solutions un peu plus g6n6rale. 

Il semblerait, ~ un examen superfieiel, que nous ayons ainsi ~puis~ toutes 

les solutions p~ricdiques du probl~me de la M~canique c~leste correspondant aux 

valeurs suffisamment petites de ~t, ou du moins toutes celles qui forment dee s6ries 

continues. Nous savons, en effet, que toute s~rie de cette esp~ce dolt, s la 

limite, pour # = o, donner une solution p6riodique du probl~me primitif, qui est 

celui off on ne tient pas compte des perturbations.  Or il semble que nous ayons 

pass4 en revue routes les solutions p6riodiques de cc probl~me primitif, et qu'il  

suffise, par consequent, de cbercher celles qui sont voisines de celles ls pour tl 

voisin de z6ro. 
Mats nous avons d~]~ vu, avec POINCAR]~, les difficult~s d'un genre tout  par- 

ticulier que l'on rencontre lorsque, dans les questions vraiment ardues et vrai- 

ment myst6rieuses eomme celles auxquelles i] s 'at taque,  on cherche s prt~jugcr 

de la solution par l'~tude des cas par~ieuliers que l'on salt traiter La simpli- 

fication s'ach~te par une d~formation oh il pent arriver que tons les ph~nom~nes 

deviennent m~connaissables. Nous sommes bien obliges d 'accepter le march~ (le 

cas des courbes d~finies par une ~quation diffdrentieUe du premier o rd re  est le 

seul off PoI~cAR~ air pu op~rer autrement) du moment  que, en dehors de lui, 

nous serions condamn~s ~ l'impuissance absolue; mats nous devons compter avee 

les pi~ges auxquels il nous expose. Nulle lecture n'est plus instructive ~ cet ~gard 

que celle des derniers paragraphes du Mdmoire sur le probl~me des trois corps, ou 

du Chapitre eorrespondant des M~thodes nouvelles de la M~canique c~leste. ~ 

Une chose rend suspecte, ici, !a conclusion provisoirc ~ laquelle nous son- 

gions tout  s l'heure. Parrot lee param~tres dont  d6pend l '6tat du syst~me, un 

certain nombre (les anomalies des plan~tes sur leurs orbites oseulatrices, ou les 

longitudes des p~rih~lies ou des nceuds de ees orbi tes)sont  angulaires: il ne serait 

d~s lors pas n~cessaire, pour la p6riodicit~, que ces param~tres reviennent ~ leurs 

valeurs primitives au bout  de la p~riode T; il suffit que chacun d'eux (ou plutSt 

1 Par exemples pour les g6od~siques des surfaces ~ courbure ndgative. 
2 Tome III, Ch. XXXII. 
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chaeune de leurs differences mutuelles) air alors augment~ de 2 pz, p ~tant un entier 

quelconquc. Or, en ce qui concerne certains d'entre eux (les longitudes mentionn~es 

en dernier lieu), cet entier p a toujours la valeur z6ro ]orsqu'il s'agit du mouve- 

ment Kepl6rien sans perturbation. I1 en est forcdment de m~me sur routes les 

solution p6riodiques dont l'existence a 6t6 jusque lh 6tablie pour ~t voisin de z6ro, 

puisque p ne peut, sans discontinuit6, passer de z6ro ~ une valeur enti~re 

non nulle. 
Cependant, l'absenee, pour !t diff6rent de z6ro, de solutions pdriodiques dans 

lesquelles les entiers p soient quelconques, nous appara~t, non seulement comme 

tr~s peu probable, mais m~me comme tout s fait absurde lorsqu'on tient compte 

de ce que rannulat ion des entiers p e s t  une eons6quence des propri6t6s toutes 

partieuli6res du probl~me envisag6 et n 'aurai t  plus lieu si on le remplacait par 

un autre probl6me de Dynamique infiniment voisin. 

I1 faut  donc qu'il existe d'autres syst~mes de solutions pdriodiqucs ddg6n6- 

rant, pour !t = o, en courbes limites autres que eelles dont nous avons parl6 

jusqu'ici. C'cst en effet ce qui a lieu. PoI~c~R]~ en indique la raison, pour ]a 

premiere lois, dans la conclusion du Mdmoire sur le probl~me des trois corps. 

))Si ,u ~ o, c'est que le.~ masses des deux plan~tes sont infiniment petites et 

(,qu'elles ne peuvent agir rune  sur l 'autre d'une mani6re sensible, d moils  d'etre 

,une distance in/iniment petite l'une de l'autre. Mais s i ces  plan6tes passent infini- 

(,ment pros l 'une de l 'autre, leurs orbites run t  ~tre brusquemcnt modifides comme 

((si elles s'6taient ehoqu6es. On peut disposer des conditions initiales de telle 

(,fagon que ees chocs se produisent p6riodiquement et on obtient ainsi des solutions 

(~discontinues qui sont de v6ritables solutions pdriodiques du problbme du mouve- 

((ment K6plerien et que nous n'avons pas le droit de laisser de cSt6.,) 

Autour de ces courbes, composdes chacune de plusieurs ellipses K6pleriennes 

et pr6sentant des points anguleux, se groupent les nouvelles solutions p6riodiques, 

dites de deuxi~me esp&e, que P o I ~ c A ~  examine d'ailleurs sommairement, dans 

les Mdthodes nouveUes, en raison de leur peu d'analogie avec les orbites observ6es, 

mais qui, comme on le volt, n'en sont pas moins d 'un haut int4r~t analytique. 

POI~CAR~ reprend la recherche des solutions p6riodiqucs sous une autrc 

forme, dix ans plus tard, dans un M6moire des Transactions de la Soci~t~ math~- 

matique am~ricaine. Nous dirons plus loin comment il lui applique les donn4es 

du Calcul des Variations. 

C'est ~ ce m6me probl~me enfin, et sous sa forme la plus difficile, qu'est 

all~e l'une des derni~res m4ditations de sa vie, ce M6moire des Rendiconti del 
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Circolo Mat. di Palermo qui a do,floureusement dmu tous ses admirateurs par le 

triste pressentiment qui s 'y t rouve exprimd. 
POI~CAR~ y eherche ~ ne plus se borner, comme il i 'avait  fait duns les M~tho- 

des nouvelles, aux petites va]eurs de p, e'est-~t-dire s obtenir des solutions pdriodi- 

ques m~me si l'on n'est pas au voisinage d'un cas d'intdgration eonuu. 

P a r  une mdthode de forme toute nouvelle, il montre que tout  se ram~ne h 

un th~or~me de g6omdtrie relatif aux transformations des figures planes (existence 

d'un p o i n t  invar ian t  sous des conditions tr~s-gdndrales imposde s ]a transforma- 

tion) et que, par eonsdquent, la ddmonstration de ee th~or~me ~quivaudrait 

la r~solution de la question posde, au moins dans le premier c a s q u e  l'on soit 

conduit s aborder. 
Cette ddmonstration, que POI~CAR~ s'exeusait de ne pouvoir fournir, fut  

donn~e, peu" de moi~ apr~s sa mort, par M. BIRKHOFF, de sorte que les rdsultats 

qu'il dnongait h t i tre hypothdtique sont ddfinitivement acquis aujourd'hui.  

Invariants  intdgraux,  solutions pdriodiques, solutions asymptotiques,  sont 

les mat~riaux dont sont tissdes les Mgthodes nouveUes de la Mdeanigue cdlesfe. C'est 

par leur rdaction mutuelle que sont obtenues les conqu~tes qui ont fair Pad- 

miration des gdom~tres et des astronomes. 

Non seulement les notions ainsi erddes sont grosses pour la Mdcanique cdleste 

de rdsultats nouveaux, mais elles constituent, pour les rdsultats obtenus par ail- 

leurs, un important  moyen de eontrSle. Les invariants intdgraux, par exemple, 

donnent  une sdrie de vdrifications pour t o u s l e s  calculs entrepris par les mdtho- 

des connues. ~ 

Les propri~t~s des solutions pdriodiques ont, h cet dgard, fair leurs preuves 

d 'une mani~re remarquable ~ l'oeeasion des mdmorables t ravaux de G. DARWIN. ~ 

Les ealculs du grand astronome anglais ont, on le sait, duns un exemple num6- 

rique d~termin~, abouti  h la formation d 'une sdrie d'orbites p~riodiques de for- 

rues enti~rement nouvelles et souvent  inattendues. Ces orbites sont de plusieurs 

catdgories diffdrentes; elles sont tant6t  stables et tantSt instables. Certaines 

des transformations qu'elles subissent, lorsque la constante de JAco~I varie conti- 

nfiment, obdissaient bien aux lois ~tablies par POI~CAR~. En particulier, on 

voyai t  h u n  certain moment apparai t re  simultandment deux d 'entre elles, l 'une 

stable et l 'autre instable~ gt cependant  tr~s peu diffdrentes l 'une de l 'autre lots de 

leur apparition. 

1 Les invariants intdgraux possbdent d'ailleurs d'importantes propridtds formelles; S-LIE 
et depuis, MM. KOE~IGS et GOVRSAT leur ont consacrd leurs efforts. On sait qu'on doit ~ M. de 
DOI~DER plusieurs exposds de leurs propridtds. 

Acta, tome XXI. 
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Au contraire, une des familles d'orbites p~riodiques trouv~es passait de la 

stabilit~ ~ l'instabilit~ dans des conditions off ce passage n 'aurai t  pu se faire que 

moyennant  ~change de stabilit~s et, par consequent, bifurcation. Celle ci n'appa- 

raissant pas en l'esp~ce, P o ~ c ~  fur conduit h presumer que les orbites insta- 

bles n'~taient pas la continuation des orbites stables. 

C'est ce qu'a confirm~ ultdrieurement, dans ce journal m~me, ~ M. I-Iovo~, 

en reprenant l'~tude des transformations mutue]les des orbites pr~cddentes. On 

retrouve, dans cet exemple, les ph~nom~nes g~n~raux d~erits dans les M~thodes 
nouvelles de la Mdcanique cgleste. 

En particulier, serrant les calculs de plus pros au voisinage du passage mis 

en doute par Po~rC~R~, M. H o t ~ a  eonstate que, effectivement, les apparenees 

cow, statUes par DaRW~ sont dues h e e  que, en vertu des donn~cs num~riques 

adopt~es, l 'apparition d'une famille de satellites coincide approximativement avee 

la disparition de l 'autre.  

Ce sont les invariants int4graux qui ont permis h POI~CAR~ de s 'at taquer 

au probl~me de la stabilit~ des trajectoires, qui correspond, pour un syst~me 

dynamique quelconque, a celui de la stabilit~ du syst~me solaire. -~ 

LaPLaCE a, on le sait, d~montr~ cette derni~re stabilit~ en premiere approxi- 

mation et I)oIsso~ a pass6 ~ l 'approximation du second ordre. Mais nous savons 

maintenant  que les m~thodes d'approximation ne peuvent donner ici de r~ponse 

valable: on peat  seulement en inf~rer une certaines stabilit~ temporaire, nous 

renseignant pour une tr~s longue p~riode. 

C'est la stabilitd au sens de Pomsos  (moins precis que celui de LaPLace) 

que dans une cat~gorie ~tendue de mouvements (laquelle toutefois n'embrasse 

pas notre syst~me solaire) Po~rcaa~ a pu d~montrer d'une mani~re rigoureuse 

et non plus approximative. 

Par contre, son r~sultat a u n e  signification toute diff4rente de ceux qui 

avaient ~t~ obtenus ant~rieurement. ] l n e  gouverne pas routes les trajectoires 

sans exception, mais seulement h des trajectoires exceptionnelles pr~s. 
Les roots (~trajectoires exceptionnelles)) doivent s'intcrpr~ter, ici, h l'aide du 

Calcu| des probabilit~s: i[s veulent dire que, une traject9ire ~tant prise au hasard, 

1 Acta, tome XXIV, p. 2f7--288. 
Encore ne s'agit-il ici que de la question prise au point de rue th~orique. /)ol~cA~ a 

soin de rappeler (Annuaire du Bureau des des Longitudes, I898) que le probl~me analytique 
ainsi pos~ est tout different du probl~me physique~ l'influence des ('~ldments n~glig~s (les mar~es, 
entre autres, et le frottemeut qu'elies produisent) ne pouvant manquer de devenir, en fin de 
compte, prdpond~rante. 
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la probabilit4 pour qu'elle soit une de ceUes qui mettent, en d~faut le th6or~me 

est in/iniment petite (et non pas  seulement t r~s  petite). 
Autrement dit, il n'est pas absolument certain qu'une trajectoire arbitraire 

poss~de la stabilit6 k la PomsoN, mais il y a infiuiment peu de chances qu'il en 

soit autrement.  

Le Calcul des Probabilitds, auquel POI~CAR~ ~tait une premiere fois amen~ 

par la Dynamique, devait, par la suite, tenir une place importante dans son oeuvre. 

En m~me temps qu'il s 'occupait d'en ~]ucider les principes, il est un de ceux 

qui en ont pouss6 le plus loin l 'applieation. Nous aurions h insister sur ces deux 

aspects de soil' oeuvre si, s quelques exceptions pros, le premier d 'entre eux ne 

concernait le philosophe et le second le physieien. 

C'est le d6veloppement des theories mol~culaires qui a imprim~ au g~nie de 

POINCAR~ cette derni~re orientation. Au point de rue  du math~maticien, les 

thdories on question ont eu pour effet: i ~ de faire passer au second plan les 

6quations aux d6riv~es partielles, au profit des ~quations diff~rentielles ordinaires; 

2 ~ de faire reposer routes les d~duetions sur le Calcu| des probabilit~s. 

De 1s et du rSte directeur que POINCARE sut prendre dans ee grand mouve- 

ment, d6coulent, par  une consequence n~cessaire, les recherches qu'il eut h entre- 

prendre dans cette derni~re direction, reeherches qu'il ne nous appart ient  pas de 

retracer dans leur ensemble. 

Contentons nous d'en rappeler l 'aspect proprement math6matique, tel qu'il 

est trait~ dans la deuxi~me ~dition des Lemons sur le Calcul des Probabilitd8 pro- 

fess6es ~ la Facult6 des Sciences de Paris. 

Tout  cet ouvrage renferme des aper}us qu'il conviendrait  de signaler: - -  

telle est, par exemple, l 'application nouvelle de la m~thode des moindres carr~s 

�9 s l 'interpolation, si adequate, eomme l'a montr~ M. QUIQUET, 1 aux besoins de la 

prat ique par la mani~re dont les calculs faits en rue  de l 'approximation par un 

polyn6me de degr5 d~termin~ peuvent  ~tre utilis~s pour former le po]ynSme d'ap- 

proximation de degr6 sup~rieur. Mais la question fondamentale au point de rue  

de l 'application du calcul des probabilit4s aux ph4nom~nes mol~culaires fair l 'objet  

du dernier chapitre. C'est d~j~ elle qui est abord~e lorsque PO]~CAR~ ~tudie le 

bat tage des cartes. 
Pourquoi, lorsque le jeu a 4t~ bat tu  assez longtemps, admettons-nous que 

routes les permutations des cartes, c'est-~-dire t o u s l e s  ordres dans lesquels ces 

cartes peuvent  6tre rang~es, doivent ~tre ~galement probables? Le joueur qui 

Congr6s do Cambridge, I912, t. II, p. 385. 
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bat ]es cartes a cependant des habitudes instinctives et, grace h elles, si l 'ordre 

primitif des cartes est donn~, on dolt supposer que, pour l 'ordre obtenu apr6s 
un seul battage, certaines permutations sont plus probables que d'autres. 

POINCAa~ va montrer en toute rigueur que, si ]e hombre des bat tages est grand, 

le r6sultat obtenu sera totalement inddpendant de ces habitudes inconnues du 

joueur, routes les permutations ayant  finalement la m~me probabilitY. 

La question qui se pose h la base des theories cinStiques est tout  analogue, 

mats avec des difficult~s nouvelles; car l'5nonc~ comporte, cette fois, des cas d'ex- 

ception. Il dolt, tout  d'abord, subir une modification chaque fois que les ~qua- 

tions diff~re~tielles du probl~me admet tent  des int~grales. Mats cette r~serve 

n'est pas la seule ~t laquelle soit conduit PO~NCA~, au moins th~oriquement; et 

quoique, physiquement parlant, la conclusion vis~e (h savoir que, une fois con- 

nues routes les int~grales univoques, la probabilit5 de chaque ~tat final du syst~me 

peut  ~tre connue a priori, ind~pendamment du m~canisme de mSlange)res te  

vraisemblable, on volt que les conditions de sa validit~ math~matique son~ 

pr~ciser. 

Les nouveaux aspects que prenait  ainsi la thdorie physique ont mis une 

lois de plus en 4vidence, en en faisant sentir tout le prix, cette universalitY, cette 

maltrise simultanSe des domaines les plus divers, qui est une des caract~ristiques 

du g6nie de POI~CAR~. 
La substitution des 6quations diff~rentielles ordinaires aux ~quations aux 

d~riv~es partielles tendait ~videmment h rapprocher les m~thodes de la Physique 

math~matique des pr6c~dentes, de celles de la Mdcanique c~leste. Mats, grace aux 

recherches ci-dessus mentionn~es de POI~CAR~, on volt que l ' introduction du 

Calcul des probabilit~s se t rouvai t  agir dans ]e m~me sens. C'est, notons-lc, sous 

la m~me forme que le Caleul des probabilit~s intervenait  de part  et d 'autre:  nous 

avons vu pr~c6demment que le principe fondamental, s savoir l 'existence de 

l ' iavariant intSgral le plus usuel, est commun aux theories mol4culaires et h la 

Dynamique de POI~CAa~. 

Ce rapprochement entre les m6thodes se retrouve d'une mani6re remarquable 

dans les rdsultats. Un astrologue aurait  sans doute trouv~ une preuve de l'iden- 

tit6 du microcosme et du m~gacosme dans cette similitude constat~e entre l'~tude 
de molecules dont  il entre des millions de millions dans un millim~tre cube et 

celle d'astres s~par~s par des distances que la lumi~re met des milliers d'ann~es 

~t franchir, celles-l~ ~tant consid~r~es pendant  quelques milliardi~mes de seconde 

et ceux-ci pendant  des millions de si~,cles. 
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C e sont, tout  d'abord, nos connaissances sur le mouvement  des plan~tes 
qui uous out aid4s h comprendre la vie des molecules. 

Mais l'inverse S'est produit  lorsque, d 'un unique syst~me plan~taire tel que 

le nStre, on a Voulu passer h la foule de ceux qui  composent le monde stellaire, 

m~me limit~ ~ notre voie lact4e. C'est LO~D KELW~ qui ~mit pour la premiere 

fois une id6e de ce genre; mais c'est POI~CAR~ qui montra  tout  ce qu'elle est 

capable d e  donner. Il suffit de parcourir son livre sur les Hypotheses  Cosmo- 

goniques pour voir combien de relations nous commengons h p6n~trer, qui nous 

resteraient encore incompr~hensibles si nous n'avions h no~re disposition les 4tu- 

des statistiques entreprises par les physiciens sur le perp~tuel et inextricable 

grouillement des molecules. 

Ce livre rut un des derniers de son existence. I1 5fair digne d'en marquer 

]e couronnement. 

Nul ouvrage pour lequel il ffit plus nScessaire. Pour ~elairer les prOpri~t~s 

des moldcules par celles des n~buleuses et inversement, il fallait dominer h ]a 

fois les unes et les autres. I1 fallait un successeur de L~rL~CE~ qui ffit en mSme 

temps un successeur des CLAus~vs et des BOLTZMANN, pour ~erire les Lecons sur 

les hypotheses cosmogonique~. 

4. Analysis situs. Calcul des Variations. D~terminants infinis. 

D'autres parties de l 'oeuvre de POINCAR]~ se rat tachent  encore ~ ses t ravaux 

sur les 6quations diff~rentielles. 

Ceux ei devaient, tout  d'abord, l 'amener logiquement s perfectionner la 

Gdom~trie de situation. Nous l 'avons vu montrer qu'on ne saurait faire des pro- 

gr~s importants dans la th6orie qualitative des ~quations diff4rentielles sans ren, 

c0ntrer sur son chemin eette doctrine. 

Pour les ligaes et les surfaces de l 'espaee ordinaire, l'Analysis situs, du moins 

dans les conditions oh les applications l 'introduisent, tient tout  enti~re dans les 

donndes utilis4es par R,I[E.~iANN. Mais d~s que i'on augmente le hombre des dimen- 

sions, les r6sultats se compliquent ~norm6ment, pendant  qu'il devient impossible 

de les atteindre par l 'intuition directe. 

POINCAR~ se trouvait  donc amen~ ~ traiter ]a gSom6trie de situation dans 

les espaees ~ plusicurs dimensions. 

Il en est, en un sens, le premier fondateur, non qu'il ait 6td ]e premier 

l 'avoir abord6e; mais seul, il a indiqu~ exactement les 4l~ments qu'on doit se don- 

ner pour d~finir, s cet 6g~rd, une figure: ces 616ments avaient  ~t6 6numdr6s incom- 

pl~tement  avant  lui. 
Acta mathematica. 38. Imprim6 le 31 aofit 1914. 35 
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Une premiere solution avait  6t6 fournie que l'on pouvait croire, au premier 

abord suffisantc. 
BET'TI avait g6n6ralis6 b. un nombre quelconque n de dimensions la notion 

d'ordre de connexion: il avait  d6fini n - - i  nombres jouant visiblement un r61e 

tout  analogue s celui de l'ordre en question. De m~r,~e qu'une surface est eom- 

plbtement dbfinie, au point de wm de rAnalysis situs, par son ordre de connexion, 

(lorsqu'on donne, en outre, le hombre de ses fronti6res), on admett.ait implicite- 

ment qu'une multiplieit6 quelconque 6tait suffisammcnt caract6ris6e, au m~me 

point de vue, par ses nombres de BETTI. 

Pour fender vdritablement l'Analysis situs ,~ plusieurs dimensions, PoIz~cAR~ 

eut ~ corriger cette erreur. I1 mantra que, au point de vue dent  il s'agit, la 

d6finition pr6cise et complete d'une multiplicitd s un nombre queleonque de dimen- 

sions exige la connaissance d'un certain groupe de substitutions que l'on peut 

en d6duire. Ce groupe, --  et, par cons6quent, les propridtds topologiques de la 

multiplicitd - -  peuvent ~tre alt~r~es dans certains cas oh, cependan~, les nombres 

de BETTI conservent tous leurs valeurs. 

Une loi remarquable fut  6nonc6e par POINCaR~ sur ces nombres de BETTI. 

A la suite d 'une p6n6trante critique de M. H]~EGAARD, elle l 'amena ~ constater 

que la d6finition de ces nombres peut 6tre pr6cis6e de plusieurs fa}ons diff6ren- 

tes et que l'une de ces modifications s'impose, au point de rue  de l 'exactitude 

de la loi en question. 

D'autres nombres que ceux de BETTt furent d6couverts dans la suite de ces 

recherches et jouent 6ga]ement un rS]e important  en l'esp6ce: ce sent les coe]]i- 
cients de torsion, lids aux vari~t6s ~ un seul cSt6 que l'on peut tracer s u r | a  vari6t6 

donn6e. Mais un exemple montre que, pour caract6riser eelle-ci, la connaissance 

simultan6e des nombres de BETTI et des coefficients de torsion est encore 

insuffisante. 

La nouvelle Analysis situs ainsi fond6,e devait  ~galement, comme celle de 

1%IEMANN, conduire s des applications alg~briques. 

La th~orie des fonctions alg(~briques de deux variables venait, en effet, d 'etre 

fond~e par Ics t ravaux de M. PLCARD. L'analogue de la surface de RIEZgAI~lV est, 

dans cette thdorie, un domaine ~ quatre dimensions dent  il est n~cessaire d'~tu- 

diet la connexion. C'est une ~tude que M. PICARD avait d~js commenc~e. PoIs-  

CAR]~ y appliqua tes donndes nouvelles dent  il disposait. 

II faut d6s lors d6finir et 6tudier, sur les surfaces alg6briques, des p~riodes 
d'intdffrales doubles, notion qui n'est pas sans relation avec celle des'r6sidus des 

int6grales doubles consid6r6es plus haut, mais qui est b~ celle c i c e  que les p6rio- 

des cycliques des int6grales ab61iennes classiques sent aux p6riodes polaires, et 
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qui devaient ]ouer un rSle important dans les r~sultats qu'il obtint ensuite sur 

le d~veloppement de la fonction perturbatrice en M~canique c41estc. 

Nous nous bornerons ~ ces indications en ce qui concerne les fonctions alg4- 

briques de deux variables. ]l faudrait,  si nous voulions insister et montrer 

quelle aide PoI~CAR~ a pu apporter ~ l 'effort des P:CARD, des C~STEL~VOVO, des 

E~R:QUES, des S~.VER:, retracer, plus longuement que nous ne saurions le faire ici, 

les principes de cette th~orie et l ' important d~veloppement qu'clle a pris dans 

ces derni~res ann6es. 

Nous avons aussi constat5 les relations de l'oeuvre dynamique et astrono- 

mique de PO:~CAR~ avec le Calcul des Variations. 

T o n s  les t ravaux de PO:NCAR~ sur les 5quations differentielles, toutes les 

M~thodes nouvelles de la Mdcanique cdleste - -  et aussi routes les recherches de 

POI~CAR]~ sur la figure des plan~tes - -  sont eomme le remarque M. HIL~ERT, I 

du Calcul des variations, si l'on prend ce mot au sens le plus large: l'~tude des 

relations d'une fonction avec les fonctions voisines. 

Quant au Calcul des variations proprement dit, il a ~t5 ~galement, nous 

l 'avons dit, essentiel s la recherche des solutions periodiques. POI~CAR~ a m~me 

indiqu4 bri~vement ~ cet ~gard des voies qu'il importerait de poursuivre ~ et par 

lesquelles on pourra dSmontrer immSdiatement l'existence de solutions p~riodi- 

ques toutes les lois que, par des conventions convenables, on pourra consid~rer 

les lignes cherchdes comme trac~es sur des vari~t~s s connexion (lin~aire) multiple, 

en particulier ehaque fois que eertains des ent.iers d(~sign6s t)lus haut  (page 268) 

par p (hombre total de circonferences dont a augment~ pendant  un p~riode un 

param~tre angulaire) seront diff4rents de z~ro. 

La question est beaueoup plus diffieile lorsqu'on ne peat  introduire de con- 

uexion multiple, ainsi qu'il arrive pour les g4od4siques des surfaces convexes, aux- 

quelles est, consacr~ le m4moire des Transactions o/ the Amerl Math. Soc. men- 

tionn5 plus haut.  La propri4t4 de minimum habituellement employee pour 

caract~riser les gGoddsiques suffit encore ~ ~tablir l'existence de g~od~siques fer- 

rules si la surface est tr~s peu diff~rente d'une sphere, - -  c'est-s une fois 

de plus, dans une hypoth~se infiniment voisine d 'un cas d'int~gration classique. 

Mais c'est en posant le probl~me d'une mani~re toute nouvelle, en en faisant un 

problSme d'extremum li6, que P o : ~ c A ~  arrive au m~me r~sultat sur une surface 

ferrule convexe quelconque. 

Darts le M~moire dour nous venons de parler, il utilise le Calcul des Variations 

sans se pr~occuper de le completer. Au contraire, dans les Mdthodes nouvelles de la 

Congrbs Int ~: des MathOnaticiens. Paris 19oo. page Io7, 
Voir Analyse, page :o6. 
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Mdcanique Cdleste, il avait  examin~ la question de savoir si une courbe solution 

des 6quations diff6rentielles fournit ou non un extremum de Faction. 

On sait que la m~thode obtenue par Wm~nS~RaSS pour d~cider de l'extre- 

mum entre deux extr6mit~s donn6es, comme plusieurs des d6couvertes dont nous 

avons eu l'occasion de parler pr~c~demment, avait  6t6 une de celles que le g6o- 

mgtre allemand s'6tait content6 d'enseigner oralement (les premiers ouvrages 

portant trace de cet enseignement, la th~se de M. ZERMnLO et, - -  pour les int6- 

gra]es doubles, le M~moire de M. KomL --  paraissaient vers le m~me moment 

que ]'ouvrage de POlNCAa~ et l'expos6 eomplet de M. KNES]~R, quelques ann6es 

plus tard). Par contre, M. DaRBotrx avait fair connMtre, sur l'exemple parti- 

culier des lignes g6od6siques, une autre m6thode conduisant s la solution: M. 

KNnSEa devait (dans l'ouvrage auquel nous venons de faire allusion) l'6tendre 

uu eas g~n6ral. 

POINCAR~ a-t-il retrouv6, de son c5t6, les r6sultats de W]~IERSTRASS ~. Dans 

la notice qu'il lui a consaer6e, t le Calcul des Variations n'est pas mentionn6. 

D'autre part, dans les M~thodes nouvelles, 2 la condition de W~I~STRASS est 

6nonc6e, mais non sous sa forme connue, quoique celle-ci et celle de POI~CAR~ soient 

6quivalentes. 

Quoi qu'il en soit ~ eet 6gard, le r6sultat que POlNCAa~ a en vue, en l'esp~ce, 

est nouveau et lui appartient en propre: e'est l 'obtention des conditions n6ces- 

saires et suffisantes pour l 'extremum ]orsque la ligne arbitraire est assujettie non 

plus, comme darts le probl~me classique qui est celui auque] s'6tait attaqu6 

WmERSTRASS, ~t joindre deux points donn6s, mais s ~tre ferm6e. 

A cet effet, PolI~cAa~ emploie d'avance, mais sans en faire la th~orie g6n6- 

rale, quelques uns des moyens dont s'est servi M. K~CESEa pour g6ndraliser ]a 

m6thode de M. DAaBO~X. En particulier, si la notion d'orthogonalit6 suffit 

l'6tude de Faction correspondant au mouvement absolu, POI~CAR~ est amen6 ~ con- 

struire des ,)transversales,), lorsqu'il passe au mouvement relatif. Le (,champ~) qu'il 

fair intervenir est d'ailleurs remarquable: il n 'a pas, /~ notre connaissance, eu 

d'autres applications et n'a sans doute pas rendu tous l e s  services qu'on est 

en droit d'en attendre:  il ot form6 par une des familles de solutions asymptoti- 

ques ~ la courbe ferm6e envisag~e. 

Le probl~me d'extremum tel qu'il se pose sous ]a forme elassique, e'est-h- 

dire entre deux points donuts,  figure d'ailleurs ~galement dans les recherehes'de 

POINCAR~ sur les solutions p~riodiques, et la mani~re dont la solution d6pend 

Acta, tome 22. 
Tome lII, p. 26x. 
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de la nature des foyers (suivant que ceux-ci sont des points ordinaires ou des 

points de rebroussement de l'enveloppe de ]a famille d'extr6males correspondan- 

tes), y est indiqu6e. POINCARk applique surtout  sa discussion au cas oh les deux 

extr6mit6s donn6es coincident en un m6me point A. Avee une autre remarque 

g6om6trique 6galement importante, l'influence du sens de l'angle ainsi form6 au 

point anguleux A, cette 6rude est, pour lui, le moyen d'arriver s une conception 

simple des solutions p6riodiques du deuxi~me genre et de p6riode kup! e qui nais- 

sent, eomme nous l 'avons dit, au voisinage de certaines so]utions du premier 

genre eonvenablement ehoisies. Un exposant earact6ristique 6tant, sur celles-ci, 

commensurable avee ~ il en r6sulte que chaque point sera ~t lui-m6me son 

2 pi~mo foyer, p 6rant un entier convenable; tous ces foyers seront d'ailleurs points 

de rebroussement, et de m6me sorte (e'est-~-dire que le rebroussement y aura 

lieu dans le m6me sons). 

Pour arriver ~ une" solution p6riodique du deuxi~me genre, POI~CAR~ fait 

varier d'une petite quantit6, dans un sens convenable, le param~tre ~l et con- 

state que ehaque point M de la courbe ferm6e primitive C peut ~tre joint s lui- 

m~me par une ligne satisfaisant aux 6quations diff6rentielles avec la nouvelle 

valeur du param~tre. Si enfin on ehoisit M de mani~re que l'action le long de 

cette ligne soit le plus grande ou le plus petite possible, le point anguleux en 

M disparait,  et on a une solution p6riodique du deuxi~me genre, coupant C en 

2 p points. 

C'est 6galement, du moins pour une partie, ~ propos des trajectoires de la 

Dynamique, - -  en s'oeeupant de ldgitimer la mdthode qui avait  donn6 s HILL 

ses solutions p6riodique du probl~me des trois corps et, en m~me temps, celle 

que M. AePELL avait appliqu6e. s un nouveau ddveloppement des fonetions ellip- 

tiques - -  que POINOAR~ a 6t6 amen6 s doter l 'Analyse d 'un nouveau-mode de 

passage g la limite, voisin de celui qu'elle allait devoir ~ M. FI~ED~IOLM, les 

ddterminants infinis et la r6solution des 6quations lin6aires s une infinit6 d'in- 

connues. 

Nous ne redirons pas apr~s lui ~ les circonstances remarquab]es qu'il a ren- 

eontr6es dans cette recherche. On salt que le nouvel algorithme ainsi fond6 a dfi 

d ' importantes applications ~ M. HELGE VO3 KocrI. Nous avons d6j~ rappel6 que 

ee savant a pu ainsi caleuler (sous leur forme convergente) les int6grales irr6guli~- 

res des 6quations lin6aires, question li6e d'ailleurs directement ~ l 'int6gration des 

6quations s coefficients p6riodiques. 

Analyse, page 92--94. 
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I I I .  Les 6qua t i ons  aux d6r iv6es par t ie i les  et ies p rob l~mes  
de la P h y s i q u e  m a t h 6 m a t i q u e .  

M6me apr~s l '6volut ion qui a augment6  l ' impor tance  des 6quat ions diff6ren- 

tielles ordinaires  pour  la Phys ique  mathdmat ique ,  eelle-ci c o n t i n u e -  et  cont inu-  

era - -  ~ s ' appuyer  sur les ~quations aux  ddrivdes Tartielles. 

Pour  ces derni~res 6galement,  et  plus n e t t e m e n t  m~me que pour  les pr6c6- 

dentes,  la solut ion telle qu 'on  la concevai t  p r imi t ivement ,  --- ce qu 'on  a appel6 

t ' in t6grat ion /ormetle - -  est  hors  de cause. Non seu lement  l'int~grale gdn~rale, 

par  le moyen  des symboles 616mentaires connus,  est  Ie plus souven t  in t rouvab le ;  

mais mfime une fois obtenue,  elle ne rend  pas les m~mes services que dans le eas 

des dquat ions diffdrentielles et  ne dispense pas de recherches  aussi difficiles ou 

plus difficiles que celles qui on t  condui t  s l '6crire, lorsqu 'on  v eu t  l ' app l iquer  aux  

v6ri tables probl6mes qui se posen t  le plus g6n6ralement .  

Les diffieult6s que ceux ci p r6sen ten t  p eu v en t  ~tre, su ivant  les cas, de na- 

tu re  trbs diff6rente.  

I1 peut  a r r iver  qu'elles ressemblent ,  avec des diffdrcnces de degrd, s ce 

qu'elles sont  pour  les 6quat ions diff6rentielles, de sorte  que la solut ion puisse 

6tre considdrde, au poin t  de vue  th6orique,  eomme fournie  loca lement  pa r  les 

m6thodes  de Cnb'cHv, qui t te ,  dans une seconde par t ie  du  travail ,  s faire ]a syn-  

th~se des diff6rents  616ments de solution ainsi obtenus .  

C'est ce qui se passe - -  l '6quat ion d tan t  suppos6e in t rodui te  par  I '6tude d 'un  

ph6nombne phys ique  - -  lorsque celui-ci se d6roule l ib rement  dans l 'espace illimit6, 

et off, par  cons6quent ,  pour  d6finir son 6volution,  il suffit  de se donner  les con- 

di t ions initiales, c'est-b,-dire son 6ta t  s un ins tan t  d6termin~. 

Mais si le phdnombne a pour  thd~tre  une eneeinte  limit6e p a r  des parois,  

de sorte  que pour  achever  de le d6finir, il faut  6crire un syst~me de condil ions 

aux  l imites,  exp r iman t  le r6le jou6 p a r  les parois en quest ion,  - -  une difficult6 

d ' un  tou t  au t re  ordre  appa ra i t .  

Il est  encore  vrai  que, au  voisinage d 'un  point  quelconque,  la solut ion est  

le plus souvent  repr6sentable par  des d6veloppements  en s6ries du m~me t y p e  

que dans les problbmes  pr6c6dents.  Mais, ce t te  fois, a u c u n  de ces glgments de 

solution, - -  non pas m~me le premier,  ~ comme il a r r iva i t  pour  les dquat ions dif- 

fSrentielles ordinaires  - -  ne p eu t  ~tre d6termin6 isol6ment:  la connaissance de 

chacun  d 'eux  est ins6parable de celle de tou.~ les autres .  

i Rien ne conduit d'ailleurs h 6tablir entre ]es 616ments en question un ordre d6termin6. 
consid6rer sp6cialement l'un d'entre eux plutbt qu'un autre comme le premier. 
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C'est le renversement du principe m~me qui, en toutes les autres circon- 

s tances,  guide la marche du calcul integral: ! a division de la difficult6 en une 

difficult~ locale et une difficult4 de synth~se. Une telle division est iei radicale- 

ment impossible. 

Aussi l 'apparition de ces sortes de probl~mes --  et surtout  du premier de 

tous, celui qui leur a servi de type, le probl~me de D m ~ c g L ~ r -  a-t-elle chang6 

profond~ment route l'allure de la math~matique moderne. 

Cet exemple est pr6cisSment celui que PO~NC~R~ a choisi pour montrer com- 

ment la physique impose aux math~matiques des probl~mes auxquels elle n 'aurai t  

pas song~ s elle seu]e. On voit qu'i] n'en pouvait exister de plus typique. 

Un tel probl~me ne pouvait manquer d 'at t irer l 'at tention de PO~NCnRk comme 

il avait  attir~ celle de plusieurs de ses pr6d~eesseurs. La nouvelle solution qu'il 

y apporta, la mdthode du balayage, s'inspire tr~s directement de ]a nature m~me 

de la question, de eette interd~pendanee mutuelle d e  routes les parties de la 

solution telle que nous venons de ]a signaler. 

]~ais, alors que la m6thode du balayage elle-m~me se rat tache aux autres 

t ravaux ant6rieurement consacr6s h la th6orie du probl6me de DIRICHLET, ~ cette 

th6orie devait peu apr~s entrer dans une phase toute nouvelle et subir une r6- 

volution profonde dont l'utilit6 ressort, elle aussi, des remarques pr6cddentes. 

Son principe consiste h remplacer l'6quation aux ddrivdes partielles, ainsi que 

les autres conditions auxquelles doit satisfaire la fonction inconnue, par une 

6quation intdgrale. Au lieu de faire figurer l 'inconnue sons des signes de d6ri- 

rat ion,  on la fait apparai~re sous un signe d'int6gration. 

Les premiers sont 6videmment une sorte de microscope par laquelle on re- 

pr6sente des relations dans l 'infiniment petit. Le second, au contraire, est essen- 

tiellement synth~se et non analyse. Point n'est besoin d6s lots de longues ex' 

plications pour comprendre comment son emploi est autrement bien adapt6 aux 

eirconstances dont nous avons parl6 que celui de la diff6rentiation. 

Ce changement complet d'orientation dans l'dtude du probl6me de DIRICHLET 

et de tous ]es prob]6mes analogues de ]a physique math6matique 6voque, tout  

d'abord, le nora de M. :FREDHOLM. 

On se tromperait cependant du tout  au tout  en n 'y  ra t tachant  pas 6gale- 

m e n t ,  et d'une manibre trbs 6troite, celui de POINCARk. Ce serait m~connaitre 

1 Elle se distingue des m4thodes d'approxitaatious successives propos4es jusqu'~ lui sur- 
tout en ce que celles ci, duns le choix des expressions destinies ~ servir de points de d~part, 
se pr~occupaient tout d'abord de satis[aire d~s l'abord ~ l'~quation aux d~riv~es partielles, les 
autres conditions du problbme devant 8tre v~rifi~es par le jeu des retouches successives. PoI~- 
CAR~, le premier, guid~ par l'interpr~tation physique de ses calculs, songea ~ faire l'inverse. 
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cette v&it~ aujourd'hui bana]e que les manifestations los plus importantes, tes 

plus inattendues de l'esprit humain sont le produit  non seulement du cerveau de 
leur auteur,  mais de toute l 'dpoque qui los a vu naltre. 

Or notre 4poque, au point de vue math~matique, c'est avant  tout,  POINCAR~. 

Voyons comment son oeuvre a ~t~ une condition indispensable, la naissance 
de ]a nouvetle m~thode. 

La premiere ~tape qui devait  conduire ~ cello-el pout ~tre cherch~e dans le 

c~l~bre travail de M. SCgWARZ ins~r~, s l'oceasion du jubil~ de WmERsrnAss, 
dans les Acta Societatis Fennicae (I885). 

Le point de d~part de M. SC~WARZ est une question de pure analyse em- 

prunt4e au Calcul des Variations. Mais le r~sultat obtenu admet  une interpre- 

tation physique imm6diate. L'Squation aux d~riv~es partielles consid4r~e par 

M. SCgWARZ es t  imm~diatement li~e h eelle qui gouverne .los vibrations d'une 

membrane tendue et ce qu'il obtient, c'est le son /ondamental lequel se pr~sente 

comme correspondant s ]a valeur qu'il faut donner h u n  certain param~tre)~ qui 
figure dons l'Squation aux d4riv~es partielles. 

Dans l'5tude de tout  ph~nom~ne vibratoire dons un milieu limit6 l'exp6ri- 

men~ateur constate, on |e sait, l 'existence d'un tel son fondamenta�93 ou, s'il s a~,lt 

d 'autre chose que d'aeoustique, d'une telle ]rdquence fondamentale. Mais, de plus, 

cette fr~quence fondamentale n'est pas la seule frdquence propre: en acoustique, 

par exemple, le son fondamental s 'accompagne d'une s~rie ind~finie d'harmon~ques 

dont les propri6t~s, sous los rapports  los plus essentiels, sont analogues s celles 
du premier. 

Exp6rimentalement, l 'existenee de toutes ees fr~quences propres est mani- 

festo. Mathdmatiquement, l~. SCHWARZ ~tait le premier ~ ddmontrer par sa sa- 

vante m~thode celIe de la plus simple d'entre elles, la fr~quence fondamentale. 

Il est clair qu'un tel r~sultat demandait  s ~tre compl6t~ par son extension aux 

sons harmoniques. Dix ans apr~s, en effet, M. PICARD parvenait  s ~tablir l'exis- 

tenee du premier d'entre eux, e'est-~-dire du second son propre. 

C'est s Po~Nc~a~ qu'est due la solution g~ndrale, c'est-~.-dire la d~mon- 
stration de l'existence de tous los harmoniques successifs. 

Par  l'emploi de profonds lemmes g(~om~triques, il d~montre que, multipliant 

la solution par un polynSme en ). s coefficients ind~termin~s, on pout toujours 

choisir ces coefficients de mani~re ~ ce que ]e de~veloppement du produit  suivar~t 

les puissances de ), converge dans un rayon plus grand qu'avant la multiplication, 
et mSme aussi grand qu'on le veut  si le degr~ du polynSme a 6t~ pris suffisam- 

ment 61ev~.. Ceei ~quivaut h dire que eette solution est une fonction m6romorphe 

de )~. Son num~rateur seul est fonction de la position d'un point dans le do- 
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maine que remplit le milieu considerS: son d~nominateur et, par consequent, ses 

p6]es en sont ind~pendants. 

Ce sont eux qui fournissent les fr~quences propres ehereh4es: Les r6sidus 

correspondants ou ]onctions ]ondamentales qui donnent la forme des vibrations 

propres, repr~sentent une seeonde partie importante de la d6couverte ainsi 

r~alisde. 

Ce r4sultat capital, v4ritable fondement de route cette partie de la physique 

math~matique, ne suffisait cependant  pas ~ pr6parer I'6volution dont  nous avons 

parl6 tout  s l'heure. En" partieulier, il n 'aurait  pas s lui seul rendu possible 

l 'application de la m6thode des ~quations int~gra]es au probl~me de DmlOnL~T. 

I1 a fallu d 'abord que PoIz~cAak repr l t  au m~me point de vue la plus connue 

et la p lus  importante des m4thodes indiqu~es (ind~pendamment de celle du ba- 

layage) pour la r6solution de ce probl~me, la m~thode de N~uMaN~. 

Ce qui fair peut-~tre du m4moire sur la Mdthode de Neumann et le principe 

de Dirichlet un des plus beaux triomphes du g4nie de POINOARI~, c'est quc rien 

ne faisait pr6voir l'analogie qu'il allait 6tablir entre ce probl~me et le pr4cCdent. 

Nous avons rappel~ que les constatations exp~rimentales indiquaient a priori 

l'existence, darts le probl~me considdr4 par SCHWARZ une sSrie d'barmoniques, 

sinai que de fonetions fonclamentales correspondantes. 

l%ien de pareil ne se pr~sentait ~ propos de la mCthode de NEU~IA~Zq; et 

m~me, rien ne conduisait ~ introduire duns cette nouvelle question le param~.tre 

ind~termin6 ~ qui s ' introduit de lui-m~me dans eette des harmoniques. 

L'analogie analytique ~tait ~ peine plus utilisable que l'analogie physique. 

I1 est vrai que la Solution fournie par  PoI~cAR~ fait apparal t re  duns les deux 

cas les m~mes r~sultats essentiels, mais non pour les m6mes raisons. 

En un mot, les fonctions fondamentales, au lieu d 'etre sugg4r4es par  une 

interpr4tatiou physique simple, devaient iei sortir tout  armies du cerveau de 

l 'analyste. 
POINOAa~ montra cependaut, ici encore, que la vraie signification de la 

m6thoda de NEUMANN n'~tait autre que le d~veloppement de la solution par 

rapports aux puissances d 'un certain param~tre qu'ii introduit  dans les donn~cs 

du probl~me, et que toutes les autres circonstances principales reneontrSes s pro- 

pos de l'~tude des sons harmoniques se retrouvent  iei. 

Ces rbsultats ~taient d'ai]leurs essentiels pour la mdthode de N ~ u ~ A ~  elle- 

m~me: car ils permettaient d%n ~tablir la l~gitimit~, sans les restrictions qu 'avai t  

apport~es son auteur.  
Avec eux, - -  et aussi, ajoutons-le, apr~s la m~thode de RonI~, d 'une part, 
Acta matheraatlca. 38. Imprim~ le 31 aoilt ]914. 36  
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c6td de laquelle it faut citer, de ]'aut.re, les travaux bien connus de 1~I. VOLT~RRA, 

--  tout  altair pr6t pour l'entr6e en sc6ne de ]a mdthode de M. FREDttOLM. 

Celle-ci, en effet, suit pas & pas la marche que nous venons de retraeer. 

Elle repose essentiellement sur l ' introduction du param~tre )~ de POnqCaR~ et 

sur la mani4re dont il figure dans l'expression de l'inconnue. Seulement, grs 

A sa belle m~thode de rdsolution des 6quations intdgralcs, M. FEEDHOLM peut 

dcrire, sous forme de ddveloppements en s4ries imm4diatement connus, lc num4- 

rateur et le ddnominateur que PonccAR~ n'obtenait  que par de d41icates approxi- 

mations successives. 

Ainsi ]es solutions de tous ees probl~mea fondamentaux de la p h y s i q u e  

m a t h d m a t i q u e , -  et en particulier, la d4termination des sons propres, o~ la 

forme des domaines intervient d'une mani~re si mystdrieuse - -  sont acquises d~s 

POINCAR~.. 

Seulement, pour reprendre la parole m~me que nous citions cn commen- 

~ant, ces m~mes probl~mes sont <,plus, rdsolus par la mdthode de FSEDHOL~. 

Les reeherches prdcddentes ne s'appliquent pas uniquement h la Physique 

mathdmatique; elles int~ressent 4galement la Mdcanique cdleste par le probl6me 

des mardes. POINCAaX~ montrai t  effectivement, dans deux M4moires Sur lYqui- 

libre et le mouvement des mers, comment l'emploi des fonctions fondamentales 

qu'il venait de d4couvrir permet, quoiqu'avec des difficultds nouvelles, 1 de tenir 

compte de l'dldment le plus compliqud du probl6me, l'influence des continents. 

Nous nous avancerions encore ici sur un domaine qui n'est pas le nStre en ana- 

lysant les consdquenees auxquelles il est ici parvenu; et nous nc saurions, pour 

la m~me raison, insister sur celles qu'il a obtenues lorsquc, apr~s I'apparation 

de la mdthode de FRED~rOL~, il est revenu sur ce sujet darts sa thdorie des 

Mardes, une des premibres et des plus importantes applications qui (apr6s ccllcs 

en rue desquel]es elle avait  6t6 imaginde) aient 6t6 donndes de la mdthode en 

question. 

Mais nous avons h rappeler, quoique sommairement et au strict point de 

vue des principes analytiques, les recherches qui ont eu pour objet ]a figure des 

corps c4~estes, e'est-h-dire ta figure d'4qui]ibre d'une masse fluide en rotation. 

Ce probl~me occupe une place & part, la plus haute en un scns, dans la Philo- 

Voir Analyse ,  p. I i  9. 
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sophie naturelle. Si difficiles que soient ]es probl6mes de Physique math~mati- 

que 4tudi~s tout  '~ l'heure, un caract~re leur est commun, qui est une notable 

simplification: ils sont tous lin~aires. Si l'on a obtenu la solution du probl~me 

de DIRICHLET, pour une surface donnSe, avec ]es donn~es h ]a fronti~re V~ d'une 

part,  et avec les donn~es V: de l 'autre, "cette solution sera connue par celam6me, 

si les donn(~es ont les valeurs V~ + V2. II est ais6 de se convaincre que routes 

les theories imagin~es pour la r~solution de ce probl~me et de tous Ceux qu i  

s 'y rat tachent  reposent essentiellement sur ce fair. 

Le probl~me de l'~quilibre d'une masse fluide en rotation est, parmi routes 

les applications physiques ou m~caniques des ~quations aux deriv~es partielles, la 

seule pour ]equel la simplification pr~c(~dente ne se produise pas; et, par cela 

m~me, il se montre d 'un ordre de difficult~ sup~rieur s tous  les autres. C'est 

aussi le seul ~ pour lequel, en m6me temps que la fonction qui doit v~rifier une 

~quation aux d~riv~es partiel]es, ]e domaine m~me dans lequel eette f0nction 

est d~finie soit inconnu. 

Aussi les th~or~mes d'existenee les plus simples manquaient-ils eux mSmes 

dans cette th4orie. 

Ces hautes difficult~s ne pouvaient tarder ~ tenter  Po~c.~R~. Voyons par 

quelles m~thodes, d~s ~885, i] travailla, ici m~me, * s les r~soudre. 

Nous avons dit que ces m~thodes rel6vent toutes du Calcul des Variations 

si l'on prend ce mot dans son acception ]a plus large. Les considerations qui 

font l 'objet propre du Calcul des Variations classique, celles de maximum et de 

minimum, y interviennent ~galement et, outre l'usage qui e n e s t  fait pour la dd- 

monstration des thdor~mes d'existence, POI~CAR~ a repris et eompl~t6 les r~sul- 

tats  de M. LIAPOUNOF sur ia sphere consid4r4e comme donnant  le potentiel 

d 'a t t ract ion maximum. 

Mais l'essence de son analyse est dans !'extension aux probl~mes s une in- 

finit6 d'ineonnues, des m~thodes de discussion que fournissent, pour le cas d 'une 

inconnue unique, le Caleul diff6rentiel e t  la g6om~trie analytique. 

Consid~rons une ~quation 'h une seule inconnue x, mais contenant un para- 

m~tre ,~t, soit 

1 (x, ~ )  = o, 

1 I1 faudrait toutefois, aux deux points de vue mentionn~s dans le texte, faire excep- 
tion pour le mouvement des liquides dans le cfis le plus gdn~ral, c'est-k:dire avec Une surface 
libre notablement diff~rente du plan horis0ntal. 

Acta, t. 7" 
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Si l'on tient compte des deux variables qui y entrent, on sera conduit h la 

representer par une courbe plane off !L sera l'abscisse et x l'ordonnde. 

Si en un point (x o,,,to) de cette courbe, ]a d~riv~e ~x s'annule, on aura, en 

g~n~ra], une tangente parall~le ~ l'axe des x et, lorsque ,,t passcra par ]a valeur 

,to, l '~quation pr~c~dente, consid~r~e comme l'~quation en x, perdra dcux racines 

(celles-ci venant  se confondre entre elles en x 0 pour devcnir ensuite imaginaires) 

ou, au contraire, en acquerra de nouvelles: !~0 est ce que l'on peut appeler une 

valeur limite pour !t. Mais si !t traverse la valeur !t0 sans que r~quation en x 

cesse d'avoir, rant avant  qu'apr~s cette valeur, des racines voisines de x0, le 

point (x0, !t0) est, en g~n(~ral, point multiple. Les discussions qui apprennent 

ddcidcr s'il e n e s t  bien ainsi sont d]~mentaires, mais PoINcAR~ leur emprunte 

un ~nonc~ d'une forme nouvelle. Pour qu'il y ait bi/urcation, autrement  dit point 

multiple, il suffit (sur un arc de courbe r~el off ,~t est suppos~ pouvoir prendre 

des valeurs rant imm~diatement sup~rieures qu'imm~diatement inf~rieures ~ ,,t0) 

0/, 
que ~ en s 'annulant,  change de signe. 

Si maintenant  on remplace l'~quation unique qui precede par un syst~me 

d'~quations ~t un nombre ~gal d'inconnues, d~pendant ~galement du param~(re 

!~, on sait que le rSle de la d~riv~e consid~r~e tout h l'heure est rempli par un 

d~terminant fonctionnel. Grace au th~or~me de KaO~.CKER, POINCAR]} ~tend 

ces nouvelles conditions la conclusion pr6e6dente: en d'autres termes, si, au cours 

d'une variation continue dans laquelle !, est constamment croissant ou constam- 

ment d6croissant, le d~terminant fonctionnel en question change de signe, il y a 

bifurcation. 

Ceci suffirait th~oriquement, dans un grand hombre de cas, en ce qui con- 

cerne les 6quations ordinaires. Mais Po[NcA~ se propose d'introduire ces notions 

dans un domaiue nouveau. Un probl(~me tel que celui de l'6quilibre de la masse 

fluide en rotation pe~t 6tre consid6r6 comme conduisant h u n  syst6me d'~qua- 

tions, mais en hombre infini et ~ une infinit6 d'inconnues. 

Rien ne semblait alors devoir subsister de toute ]a discussion pr6c~dente, 

car la notion qui en formait le pivot, celle du jacobien, faisait d6faut. Du moins 

il en 6tait ainsi au moment ou POINC~R]~ poursuivait ]es recherches dont nous 

parlons. La m6thode d~ FaEDHOL~ seule devait, quelques ann6es plus tard, 

fournir le moyen de combler direetement cette lacune; et c'est d'elle en effet 

que s'est servi M. LIAPOUNOF lorsqu'il a continu6 les recherches de PoI~C~R~. et, 

1s oh eelles-ci avaient simplement abouti {~ la d6monstration de th~or6mes d'exi- 

stence, form6, pour representer les solutions, des s6ries convergentes. 
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En 1889, POINCAR~ n'avait  pas le d6terminant de FREDHOLM g S& disposition. 

Mais il y a plus: les quantit6s qu'il va introduire pour parer b, cet inconv6nient 

seront, par le fair m6me de leur nombre, appel6es & rendre des services qu'on ne 

pourrait  obtenir de la consid6ration du seul jacobien. C'est ee que nous a d6jh 

montr6 l'exemple analogue des 'solutions p6riodiques off, eependant, la d6finition 

du jacobien ne souffrait aucune difficult6. 

Les quantit6s en question ne sont autres, dans les questions d'6quilibre 

ainsi abord6es par POI~CCAR~, que les coel/icients de stabilit4 c'est-b,-dire ceux 

par l 'examen desquels on reconnait (conform6ment au th6or~me de LAGRA~GE, 

DIRICHLET1), le minimum du potentiel. Ce calcul consiste, comme o n  salt, dans 

la d6composition en earr6s d'une certaine forme quadratique: les coefficients de 

stabilit6 seront les coefficients des carr6s ainsi obtenues. 

Pour un syst~me dont la position d6pend d 'un nombre_fini de param~tres, 

ces coefficients de stabilit6 ont un produit  pr6cis6ment 6gal au jacobien: par 

eons6quent, leur liaison avec les consid6rations qui pr6c6dent est 6vidente et 

entralne les cons6quences suivantes: 

Une solution des 6quations d'6quilibre 6rant suppos6e connue pour une cer- 

taine valeur ."o de ,u, si tous les coefficients de stabilit6 eorrespondants sont 

diff6rents de z6ro, les 6quations a.dmettront encore une solution pour ~t voisin de 

,% (puisqu'alors le jacobien sera aussi diff6rent de  z6ro): En second lieu, dans 

une s6rie continue de figures d'6quilibre telles que gt varie constamment clans le 

m6me sens, tout  changement de signe de Fun des coefficients de stabilit6 corres- 

pond b, une figure de bifurcation. 

Toutefois, si l'on ne se servait que du jacobien, il faudrait,  si plusieurs 

coefficients changent de signe ~ la fois, supposer que leur nombre total  est im- 

pair. En r6alit6, eette restriction est inutile, et on volt d6j~ ici un eas off il y 

a avantage s employer les coefficients de stabilit6. 

Par  leur moyen d 'autre  part,  on va triompher de la difficult6 capitale du 

problbme. Une fois mis sous la forme pr6e6dente, les 6nonc6s conserveront un 

sens, m~me pour un syst~me d6pendant d'une infinit6 de param6tres, d~s que les 

coefficients de stabilit6 auront pu 6tre d6finis. Moyennant une hypothbse tou- 

jours v6rifi6e dans les applications qui se sont pr6sent6es, PoI~C.aR~ 6tablit (par 

des consid6rations d'extremum) qu'ils restent exacts. 

Ainsi les quantit6s qui, d'aprbs leur d6finition, n'int6ressaient que la stabi- 

lit6 de l'6quilibre, se t rouvent  gouverner l'existenee m~me de cet 6quilibre. 

I Ce th~orhme, d'ailleurs, n'est plus seul en jeu dans l~ discussion proprement dire-de la 
stabilit6 et, iei encore, PoI~cxR~ est conduit, avec Lo~ Km,vlN et TXlT ~ une nouvelle distinc- 
tion entre plusieurs esp~ces de stabilit6 possibles. 
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En m6me temps, dans ces m~mes formes d't;quilibre de bifurcation que 

POINCAR~ enseignait h reeonnaitre les coefficients dont nous venons de parler 

ob6issent h une loi remarquable, non moins importante au point de vue de l'ap- 

plication concrete qu~'au point de vue purement analytique, celle de l'dchange des 
stabilitgs, d'apr~s laqueUe le nombre des coefficients positifs s'6change entre 

deux s~ries de formes d'6quilibre qui se renContrent suivant une forme de  bifur- 

cation. Si donc l'une des s~ries ~tait stable jusque h la valeur ,a 0 du param~tre 

qui correspond s la bifurcation, c'est l 'autre s6rie qui poss~de cette propri~t4 

lorsque !t varie au delh de ~0. 
A l'aicle du premier des principes cit6s tout  s l'heure, PoI~CAR~ d6montre 

ais6ment l'existence des figures anmflaires d'~quilibre, simplement affirm6e par LORD 

KELVIN et Ta~T dans leur trait~ de Philosophic naturelle. I1 lui suffit, h cet effet, 

de partir  d'un premier ~quilibre (obtenu, il est vrai, en assujettissant d 'abord le 

syst~me h une liaison suppl~mentaire) et de constater que, dans ce premier 6tat, 

aucun coefficient de stabilit~ n'est nul. 

C'est le second principe qui a permis la d~couverte des nouvelles figures 
d'~quilibre d~riv~es des ellipsoides de JacoB,.  Le lecteur verra dans l'Analyse 
de Po~Nca~k,' comment, en effet, la s~rie des ellipsoides de J ~ c o ~  (comme 

celle des ellipsoides de M~CLAU~,  du reste) comprend une infinit6 de formes 

de bifurcation, servant de point de ddpart aux nouvelles formes dont il s'agit. 

On verra 6galement, au m6me endroit, comment un th~or~me sur l'impossibi- 

lit~ d 'un ~quilibre stable au del l  d'une certaine valeur de la vitesse de rotation 

a fourni ~ PO~NC~R~ la r6ponse ~ la question que pose l'explication des anneaux 

de Saturne. 

Nous arr6terons ici cette revue d~jh trop longue et cependant si incomplete. 

Sans m6me parler des applications aux sciences de la Nature qui Scront 

Studi~es ici m~me, il resterait tout  au moins h traiter le c5t6 philosophique de 

l'oeuvre de POt~CAR~:3, qui t ient une si grande place dans sa pens6e et dans toute 

la pens6e eontemporaine. Nous n'avons pas qualit6 pour le faire, et cependant, 

sur combien de points cette oeuvre philosophique n'est elle pas indissolublement 

li~e aux d~couvertes seientifiques elles-m6mes. Qu'il s'agisse de g~om~trie non 

euclidienne, de th~orie des ensembles, de relativitY, de calcul des probabilit4s sur- 

tout, - -  la seule science math~matique qui, des trois dtats d 'Auguste Comte, 

n'ait  pas enti~rement d~pass~ le s e c o n d -  une m6.me impulsion est commune 

deux domaines; et I'on s'explique d6jh, dans une certaine mesure la puissante 
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contribution apport~e par POINCAR~, ~ la m6canique statistique, lorsqu'on lit les 

r~flexions sur le hasard qui figurent clans la Science et l'Hypoth~se, ou dans Science 

et Mdthode. 

D'autre  part, les oeuvres aussi grandes et aussi g~niales que celles de Po~N- 

CAR~, dont r~tendue se refuse ~ une analyse d~taill~e ct ne peut  ~tre parcourue 

qu'h grands traits, sont cependant celles qu'on peut  le moins abrdger sans les 

trahir. Chez lui comme chez t o u s l e s  cr~ateurs vraiment grands, il serait essen- 

tiel, au contraire, de faire sentir, ainsi que nous l 'avons tent~ ~ une ou deux re- 

prises, comment chaque d~tail est souvent f~cond en cons6quences, chaque ligne, 

en que]que sorte suggestive et grosse de t ravaux ult6rieurs. 

Ceux que l 'inspiration Poincar~eune a dSjs engendr4s, et dont  nous avons 

pu ~ peine signaler, chemin faisant, quelques-uns, remplissent, h eux seuls, plu- 

sieurs des Chapitres les plus importants des math~matiques contemporaines. Ce- 

pendant, nul g~om~tre n'en doute, l 'Analyse de POINCAR]~ n'est pas pros, rant 

s'en faut, d 'avoir donn~ la mesure. M~me, dans un grand hombre des voies 

qu'il a ouvertes, sa marche audacieuse nous a emport6s sans que nous puissions 

encore songer '~  la poursuivre. Si grande qu'elle nous apparaisse, la pens~e de 

PO~NCAR~, comme eelle d'un GAuss ou d'un CAUCHr, ne laissera d~couvrir toute 

sa puissance qu's nos successeurs, h la lumigre des d~couvertes futures. 


