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Einleitung. 

i. Diejenige Formalisierung der Geometrie, die durch die neueren Unter- 
suchungen i~ber die Grundlagen vollendet worden ist, bezeichnet den Abschluss 
einer mehr als zweitausendj~hrigen Periode in der Geschichte der Geometrie, eine 
Periode, deren Programm dadurch gekennzeichnet werden kSnnte, dass man unter 
Zugrundelegung mSglichst weniger Voraussetzungen (Axiome, Postulate) das Er- 
fahrungsmaterial auf das mSglichst wenige beschr~inke. Die Bestrebungen dieses 
Programm zu erfiillen haben aber die Folgerung nach sich gezogen, dass die Geo- 
metrie der Wirklichkeit, die praktische Geometrie, die Geometrie, welche yon den 
greifbaren Raumverh~ltnissen handelt, stark zuriickgedr~ngt worden ist. Das in 
sich so exakte griechische geometrische Lehrgeb~ude ruhte tats~chlich auf einem 
illusorischen Grundbegriff, dem Begriff des ~mathematischen Punktes~), des Punk- 
tes ~ohne Ausdehnung~). Denn die Wirklichkeit kennt keinen solchen Punkt.  
Und mit  den Postulateu, den Aussagen fiber diesen und andere Grundbegriffe, 
geht es nicht besser. Sie enthalten alle ~transzendentale,) Elemente, Elemente, 
die iiber die Wirklichkeit, fiber die Erfahrung weit hinaus gehen. Was man z. 
B. unter dem Parallelenpostulat (in der Euklidischen Form) zu verstehen hat, 
ist ganz r~tselhaft; erfahrungsgem~iss hat es keinen Sinn. Aber vielleicht noch 
schlimmer geht es mit dem Grundsatz, dass irgend zwei Punkte  eine und nur 
eine gerade Linie bestimmen; jeder praktische Zeichner wird sich doch sehr 
schnell yon der Tatsache iiberzeugen, dass zwei verschiedene gerade Linien sehr 
wohl ein betr~chtliches Stiick gemein haben k6nnen. Wo sind denn die gera- 
den Linien zu finden, yon welchen man den erw~ihnten Grundsatz aufrecht er- 
halten kann, ohne dass man sehr grobe Abweichungen zu befiirchten hat? 
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Sie existieren iiberhaupt nicht. 
Es wird zwar natfirlieh sein, den Grundsatz anzunehmen, dass zweJ Punkte 

eine eindeutig bestimmte Verbindungsstrecke haben; dass aber die Verl~ngerung 

der Strecke iiber die beiden Punkte hinaus eindeutig bestimmt sein sollte, wiirde 
nicht mit der WirkJichkeit iibereinstimmen. 

Diese Betraehtungen werden  dem Leser gewissermassen nieht befremdlich 

vorkommen. Sie sind teilweise in versehiedener Form in der mathematischen 

Literatur vertreten. Und doch daft man wohl behaupten kSnnen, dass die Frage 
nach einer Begriindung der praktischen Geometrie bisher noch keine vollst~ndig 
befriedigende Antwort gefunden hat. Obwohl M. PASCH in seinen bekannten 
,>Vorlesungen fiber neuere Geometries> die hierher gehSrigen Fragen zum vollen 

Ausdruek bringt und wertvoJle Beitr~ge zu der LSsung derselben |iefert, so mfis- 
sen wir doeh die daselbst gegebene Begrfindung der Geometrie als eine wesent- 
lich theoretische - -  und zwar in dieser Hinsicht fundamentale - -  Begrfindung 

ansehen, insofern die projektiven Postulate (die Bestimmung der Geraden durch 
zwei Punkte und die der Ebene durch drei Punkte; die Existenz der Schnittlinie 
zweier Ebenen, die einen Punkt gemein haben) an die Spitze gestellt werden. 

Im ersten Absehnitte der folgenden Arbeit soll nun ein neuer Beitrag zur 
empirischen Begriindung der Elementargeometrie gegeben werden. 

2. I:Ieutzutage kSnnen wir wohl mit gewissem Recht behaupten, dass wir 
im Gegensatz zum Altertum den mathematischen Punktbegriff besitzen, insofern 

wir uns auf den modernen Zahlbegriff stfitzen kSnnen. Dass aber dieser Punkt- 
begriff vom Punktbegriff der Wirklichkeit sehr verschieden ist, hat sich durch 
viele Untersuchungen deutlieh erkennen lassen; die moderne theoretische Geo- 
metrie umfasst so weitgehende Begriffsbildungen, z. B. innerhalb der Kurvenlehre, 
dass dieselben nur in verh~ltnism~issig besehr~nktem Masse auf die Wirklichkeit 

reale Anwendung linden kSnnen. Diese Tatsaehen sind zuerst yon F. KLm~ 
ausffihrlieh erSrtert worden. In seinen Vorlesungen fiber die Anwendung der 
Differential- und Integralrechnung auf Geometrie (Leipzig 1902) wird durchgehend 
auf die Wirk]ichkeit Riicksicht genommen. Nun ist aber die Behandlung dieses 

Bereiehs eine sehr schwierige. Es ist tats~ichlich so, dass nicht nur die prak- 
tisehen, sondern auch die theoretischen Grundlagen der Infinitesimalgeometrie 
noch sehr wenig bearbeitet sind. Diejenige DifferentiaIgeometrie, fiber die wir 
augenblicklieh verfiigen, erstreckt sich nicht wesentlich fiber die regul~ren ana- 
lytischen Gebilde hinaus. Nur ein k|eines Beispiel zur Orientierung! 

In den meisten Lehrbiichern findet man den folgenden Beweis fiir den Satz, 

dass die Normale eines Punktes (x, y) der Kurve y = ] (~) (wo ] (x) unbeschr~nkt 
differenzierbar vorausgesetzt wird) die Evolute in dem entsprechenden Mittel- 
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punkt  (~, 7/) des Schmiegungskreises beriihrt: 

finder man 

Aus den Gleichungen 

dy x - - ~ +  (y--~)d~--  o. 

[dy~ s d~y  _ 
z + ~ / +  ( y -  '/) ~ - o, 

d•x+ d~ dy ~.~=o ,  

woraus man dann das genannte Resultat  folgert. 

d~d%_ ~0, 
An dem Fall, wo 

geht man aber dabei stillschweigend voriiber. Wenn diese Bedingungen eintre- 
ten, gilt der Beweis nieht mehr; und es ist nun tats~ichlich hier nicht nur  von 
einer Lficke des Beweises, sondern vielmehr yon einer Liicke des Satzes selbst 

die Rede. Wenn n~mlich a|le Derivierten yon ~ und ? l~ull werden, so braucht  
die Evolute gar keine Tangente zu haben, und in diesem Falle muss die Giiltig- 
keit unseres Satzes natiirlich aufh6ren. ])ass dieser Fall nu t  in einzelnen Punk- 

ten eintreten kann, wird man nicht behaupten k6nnen; die ~>Ausnahmepunkte, 
kSnnen, wenn ] (x) nicht als regular und analytisch vorausgesetzt wird, eine per- 
fekte (obwohl nirgends dichte) Puuktmenge auf der Kurve bilden. 1 

Es ist, wie oft hervorgehoben worden, vielleicht natiirlich, dass die Funk~ 
tionen, welche wit in der Praxis verwenden, als unbeschr~nkt differenzierbar 
vorausgesetzt werden; dass sie aber analytisch und regular sein sollen, dafiir 

liegen keine zwingenden Griinde vor. Es wird abet dann eine wichtige Frage, 
wie wir unseren Bereich abgrenzen mfissen, wenn wir auf natiirliche Weise den 
Forderungen der Wirklichkeit und g|eichzeitig natiirlich auch denen der exakten 
Darstellung Genfige leisten sollen. I)ieses doppelte Ziel wollen wit in den ]etzten 

Abschnitten unserer Arbeit verfolgen, indem wit versuchen, einen Beitrag zu den 
Grundlagen der Kurvenlehre zu liefern. 

Ohne dass wir mit Riicksicht auf die erkenntnistheoretisch-mathematische 
Literatur,  welche an unsere Fragen Anknfipfung hat, auf besondere ErSrterungen 
oder Vergleichungen eingehen wollen, mfissen wit ausser den Arbeiten yon M. PASCH 
und F. KLEIN noch die bekannten naturphilosophischen Arbeiten yon H. POI~CAR~ 

1 Vgl. J. H~ELMSL~V: Differentialgeometri og Differentialregning. Nyt Tidsskrift f. Mate- 
matik. 23. (1912), S. 1--17. 
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nennen (La Valeur de la Science, Paris 1905; La Science et l 'Hypot~se, Paris 

1906; Science et M~thode, Paris 1908); allen diesen Arbeiten verdanken wir viel- 

fache Anregung. 

1. Die Elementargeometrie.  

3. Was ist eine wirkliche Ebene? Diese Frage beantworte t  man, indem man 

zusieht, wie man in der Praxis, in den Maschinenfabriken, die Ebenen herstellt. 

Man beniitzt eine sogenannte Richtp |a t te ,  eine Normalcbene, nach welcher man 

durch gecignete Bearbeitung die herzustellenden ebenen Fl~chen zurichtet. Wie 

erh~lt man aber derartige Richtplat ten? Sic werden jo drei und drei hergestellt. 

Man nimmt drei Eisenplatten, welche ann~hernd ebene Fl~iehen darstellen; dann 

bearbeitet  man sic nach und nach durch Schaben so lange, bis jede derselben 

schliesslich mit jeder der anderen genau aufeinander passt. 1 Dieser selbstkon- 

trolliercnde Vorgang gibt uns die einzige genaue Erkl~rung davon, was wir auf 

der wirklichen Welt  unter einer Ebene zu verstehen haben. 

4. Ein KSrper mit zwei ebenen Fl~chen, welche l~ings einer Kante  anein- 

ander stossen, heisst ein Keil. Wir wollen nun erkliiren, was wir unter einem 

Normalkeil verstehen. Die Normalkeile sind Keile, die wir uns je drei und drei 

derart  hergestellt denken, dass irgend zwei yon den drei Keilen einander aus- 

ffillen k5nnen, d. h., sic k5nnen auf eine Ebene so gelegt werden, dass jeder der 

beiden Keile eine Fl~che in dieser Ebene hat, w~ihrend sic einander l~ngs ihrer 

beiden anderen Fl~chen berfihren. Wenn diese Bedingung ffir je zwei yon den 

drei Keilen erffillt ist, so nennen wir jeden der Keile einen Normalkeil. Die 

Ebenen eines Normalkei|s heissen senkrecht zu einander, und die hier angegebene 

selbstkontrollierende Herstellungsweise yon Normalkeilen enth~lt die einzige genauc 

Erkl~irung des Aufeinandersenkrechtstehens yon zwei Ebenen. 

Die Kante  eines Normalkeils heisst eine gerade Linie oder eine Gerade. 

5. Wir gehen nun zur Definition einer Normalecke fiber. Unter  einer Nor- 

malecke verstehen wir einen KSrper mit drei ebenen Fl~chen, welche paarweise 

zu einander senkrecht sind und l~ings 3 Kanten zusammenstossen, welche wieder- 

um aneinanderstossen und dabei eine Spitze bilden. J e  zwei dieser Kanten 

heissen senkrecht zu einander. Die Spitze der Ecke nennen wir einen Punkt. 

Betreffend die Existenz der Normalecke haben wir uns nichts Weiteres vor- 
zunehmen als auf ihre genaue maschinenteehnische tterstellung hinzuweisen. 

5. Andere Idealformen fiir Ebenen, gerade Linien und reehte Winkel als 

Vgh KARMARSCH-FISCHER: Mechanische Technologic, Bd. I. Leipzig 1888, S. 677. 
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die oben besehriebenen existieren nieht. Alle Ebenen, gerade Linien und rechte 
Winkel sind Nachbildungen yon den genannten maschinentechnischen Ideal/ormen. 
Natur]ieh diirfen unsere ErklKrungen nieht als Definitionen im logischen Sinne 
aufgefasst werden; sie sollen nur dazu dienen, die genannten Gegenstiinde der 
Wirkliehkeit praktiseh genau zu besehreiben. Wirkliehe Dinge lassen sieh fiber- 
haupt  nicht logiseh definieren. 

7. Die in der Praxis am hKufigsten beniitzte Naehbildung unserer /deal- 
ebene, ist die Zeichenebene, welche dureh das auf dem Reissbrett ausgespannte 
Zeiehenpapier dargestellt wird. Bei dieser Darstellung ermitteln wit dureh Zeieh- 
nung mittels eines Linea]s unsere geraden Linien, indem wir bei der Zeichnung 
gerade eine treue Nachbildung der Kante des Lineals, also der Kante eines Nor- 
malkeils, herzustellen versuchen. Einen Punkt  ermitteln wit dureh die Zirkel- 
spitze oder durch Kreuzung zweier zu einander senkreehten Geraden. 

Indem wir nun zuniichst unsere Untersuchungen auf die Geometrie der 
Zeichenebene besehr~inken, schreiten wir an die Begriindung dieser Geometrie. 

Und diese Begriindung gelingt auf einmal mit Hilfe einer einzigen Erfah- 
rungstatsache, der Existenz des quadrierten Papiers: Auf diesem Papier finden 
wit zwei Reihen zu einander senkrechte Gerade, welehe einander in kongruente 
Massst~be einteilen; jede Reihe teilt die Ebene (das Papier) in kongruente Strei- 
fen ein und teilt auch jede auf das Papier eingezeiehnete schriige Gerade in gleich 
grosse Stiicke. Diese unmittelbar in die Augen fallenden Eigensehaften lassen 
sich mit Hilfe eines Stiicks Durehzeichnungspapiers oder einer Platte aus Glas 
oder Zelluloid, auf welche ein gleiehartiges Quadratnetz eingeritzt ist, genau 
beschreiben und ablesen. 

Das Durehzeichnungspapier (oder die durehsiehtige Platte) mit dem Quadrat- 
netz nennen wit eine Maasebene. 

Wir haben nun die Mittel in der Hand, die geometrische Proportionslehre 
innerhalb der Zeichenebene zu begriinden. Hat man niimlich in dieser Ebene 
zwei reehtwinldige Dreieeke, A B C und A B~ C1, deren 
Hypotenusen, A B und A BI auf dieselbe gerade Linie 
fallen, w~ihrend die Katheten, A C und A Cj, auf eine 
andere gerade Linie fallen, und legt man die Massebene 
auf die Figur, so dass eine der Geraden des Quadrat- 
netzes auf A C f~illt (Fig. 1), so l~sst sieh sofort ablesen, 
dass die Proportion 

A B  A C  
A BI =" A Ul 

{L 

: I 1o 

i , t l  I 

Fig. 1. 
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mit einer gewissen Ann~herung gfiltig sein wird. Die Ann~herung wird yon der 
Feinheit der Darstellung abh~ngen, und kann in jedem einzelnen Fall durch 
Angabe einer gewissen oberen Schranke der Unsicherheit ausgedrfickt werden. 

Hiernaeh kann man aber alle die gewShnlichen metrischen S'~tze fiber recht- 
winklige Dreiecke, insbesondere den pythagor~ischen Lehrsatz, herleiten, indem 
man alle S~tze als n~iherungsweise giiltige Resultate erh~lt. Dass man dann auch 
die ana|ytische Geometrie, in einer ~ihnlichen praktischen Form, erhalten kann, 
ist sofort ersichtlich. 

Die Begrfindung unserer praktisehen Geometrie ist hiermit vollendet. Dass 
man naehher aus Okonomie der Sprache die unsere S~tze immer begleitenden, 
beschr~nkenden Worte >)mit einer gewissen Ann~herung, u. dgl. auslassen, oder 
genauer darunter verstehen wird, folgt yon selbst; und man gelangt dadurch zu 

einem Lehrgeb~ude, welches dem Wortlaut nach mit der formalen Euklidischen 
Geometrie vollst~ndig zusammenf~llt. 

Die /ormale Eublidische Geometrie wird also nut als eine bequem abgerundete 
2'ormulierung der Resultate der praktischen Geometrie hervortreten. I)iese Formu- 
lierung an sieh zu studieren, und dabei die innere logische Abh~ngigkeit oder 
Unabh~ingigkeit der formalen S~tze zu diskutieren, wird dann eine rein logische 

Aufgabe, welehe an sich als unabh~ngig yon dem ursprfinglichen, empirischen 
Inhalt der S~tze anzusehen ist, und diese Aufgabe leitet nunmehr zu allen den- 
jenigen Untersuchungen, die bisher unter den Namen yon Grundlagen der Geo- 
metrie zusammengefasst worden sind. 

8. Aus der Geometrie der Zeichenebene, oder vielmehr der Geometrie un- 
serer maschinentechnischen Ebene, kSnnen wir die prak~ische Raumgeometrie 
ableiten, indem wir an unsere Definitionen yon Normalkeilen und Normalecken 
anknfipfen. In dieser Hinsicht mfissen wir doch noch eine Tatsache der Erfah- 
rung entnehmen, welche darauf hinausl~iuft, dass wenn ein NormalIceil und eine 

Normalecke au/ dieselbe Ebene e gestellt werden, derart, dass ]edes yon ihnen eine 
Fl~iche in der Ebene e hat, wShrend die Spitze der Ecke au/ die Kante des Keils 
/~illt, dann wird die]enige Kante der EcIce, welche nicht in e liegt, in der zu e senlc- 
rechten FlSche des Keils enthalten sein. 

Mit Hilfe dieser Tatsache und unter Beriicksichtigung unserer oben ent- 
wickelten ebenen, praktischen Geometrie wird man dann unschwer die praktische 
analytische Raumgeometrie aufbauen klinnen. 

9. Was wir bisher erreicht haben, ist nur die praktische Geometrie inner- 
halb kleinerer Wahrnehmungsgebiete, wo wir voraussetzen kSnnen, dass unsere 
maschinentechnischen Definitionen direkte Bedeutung haben. Dutch Zusammen- 



Die Geometrie der Wirklichkeit. 41 

setzung derartiger Bereiehe bildet man grSssere Bereiehe, und erreicht solcher- 
weise aUes, was man mit direkten Messmethoden beherrschen kann. 

Die Geometrie der indirekten Messungen liisst sieh aber auch in sehr ein- 
facher Weise begriinden. Jede indirekte Messung beruht niim]ich auf konven- 
tioneller Erweiterung der direkten Messungsmethoden. Wollen wit z. B. yon 
dem Abstand zweier Sterne spreehen, so miissen wit eine konventionelle Mes- 
sungsmethode festsetzen, und wir wiihlen dann die mSgliehst natiirliche, die n~m- 
lich, dass wit die Geometrie, welche wit fiir unsere direkten Messungen giiltig 
gefunden haben, aueh ffir die erweiterten Messungen gelten ]assen, indem wir 
hierdureb nut  zwisehen dem zu messenden Abstand (dem Abstand im Himmels- 
raum) und den direkt messbaren Dingen (Absfiinden auf der Erde und Gesichts- 
winkeln) eine konventionelle Verbindung herstellen. 

Und wie es mit den grossen, nicht direkt messbaren Abstiinden, gebt, so 
auch mit  den kleinen; man definiert ihre Masszablen in konventioneller •ber- 
einstimmung mit der Geometrie, welche innerhalb der fiir direkte Messung zu- 
g~nglicben Wahmehmungsbereiche Giiltigkeit hat. 

zo. Auf diese Weise ge]angt man schliesslich zur arithmetischen Geometrie 
als das ffir alle Messungen natiirliche Hilfsmitte|. Der arithmetische Raum wird 
als Mannigfaltigkeit arithmetischer Zahlentripeln (x,y, z), ,Punkte~, definiert, in- 
dem x, y, z beliebige arithmetische Zahlen bedeuten. ,Gerade Linien, und ,Ebe- 
hen,  werden in bekannter Weise dutch Gleichuugen ersten Grades definiert. 
Der ,Abstand,  zweier Punkte  (zl, Y,,Zi) und (x2, y~,z2) wird durch die Zahl 

1/(xl - -  x~) z + (Yl - -  Y3) ~ + (zi --z2) j definiert. 
i i .  Wenn wir eine genaue Vergleiehung zwischen der vorstehenden Begriin- 

dung der Geometrie und dem gewShnlichen Euklidischen System anstellen woll- 
ten, so kSnnte man darauf denken, eine logische Analyse des ganzen beniitzten 
Erfahrungsmateria]s vorzunehmen. Die vollst~ndige Durchffihrung dieser Analyse 
halten wir doch fiir minder wichtig, und beschriinken uns darauf, die foIgenden 
Tatsachen hervorzuheben. 

In unserm praktisehen System gibt es keine Voraussetzungen betreffend die 
MSglichkeit der Verl~ngerung yon Geraden und Ebenen, kein Parallelenaxiom, 
keine eigentliehen projektiven Axiome (fiber die Bestimmung einer Geraden dureh 
zwei Punkte  oder einer Ebene durch drei Punkte;  fiber die Existenz der Schnitt- 
linie zweier Ebenen, we]che einen Punkt  gemein haben). U n d e s  war eben unser 
Ziel, diese Axiome wegen ihrer praktischen Ungenauigkeit durch andere zu er- 
setzen, welehe den Anspriichen der Wirkliehkeit besser entsprechen. Die neuen 
Axiome, die in dieser Hinsieht beniitzt werden kSnnten, sind im wesentlichen 
die folgenden : 

~4rta mathematica. 40. lmprim~ le 14 f~vr[er 1915. 6 
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i) In der Ebene: 

Durch jeden Punkt l~isst sich eine und nut eine Gerade senkrecht zu einer 

gegebenen Geraden ziehen. 
In jedem Viereck mit 3 rechten Winkeln muss der vierte Winkel auch ein 

rechter sein. 
2) Im Raume: 
Durch jeden Punkt geht eine und nur eine Gerade (bezw. Ebene), welche 

senkrecht zu einer gegebenen Ebene (bezw. Geraden) ist. 
Durch jede Gerade geht eine und nur eine Ebene, welche eenkrecht zu einer 

durch die Gerade hindurchgehende vorgelegte Ebene ist. 
Wenn eine Gerade g und eine Ebene e beide zu derselben Ebene senkrecht 

sind und durch einen gemeinsamen Punkt dieser Ebene hindurchgehen, so ist g 
in e enthalten. 

Bei der Begriindung der Proportionslehre k6nnen wit uns das Verh~ltnis 
zweier Strecken durch den Kettenbruchalgorithmus definiert denken. 

Schliesslich heben wir aber hervor, dass unser praktisches System gerade in 
seiner urspri~nglichen Form den mSglichst einfachen Ausdruck /indef. Eine genaue 
logische Analyse in einzdne Axiome nach dem Euklidisehen Muster wird sieh immer 
als schwerldUig und unnati~rlieh erweisen. 

2. Grundbegriffe tier praktischen Infinitesimalgeometrie. 

I2. In der theoretischen ebenen Geometrie wird eine ebene Kurve definiert 
ale eine Menge yon Punkten (x, y), deren Koordinaten x, y durch die Gleichungen 

- -  ~ ( t ) ,  y = ~ ( t )  

dargestellt werden, wobei ~(t) und ~(t) eindeutige ree]le, stetige Funktionen der 
reellen ver~nderlichen t bedeuten, welche einem gegebenen Intervall (a,b) an- 
gehSrt. Die Halbtangente rechts (bezw. links) im Punkte t wird ale Grenzlage 
des Halbstrahls definiert, der yon dem Punkte t auegeht und den Punkt t + J t  
enth~lt, indem J t  abnehmend (bezw. zunehmend) gegen Null konvergiert. Die 
Existenz einer derartigen Halbtangente iet nicht durch die gegebenen Bedin- 
gungen sichergestellt, h~ingt aber yon der n~heren Beschaffenheit der Funktionen 

und ~p ab. 

Mit den praktischen (wirklich vorkommenden, etwa gezeichneten) Kurven 
ist es ganz anders. Eine praktische Kurve wird yon einem wirklichen Punkt, 

z. B. der Spitze eines Bleistifts, beschrieben; die Kurve l~sst sich immer in eine 
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endliche Anzahl geradliniger Stiicke zerlegen, was in mannigfacher Weise ge- 
schehen kann; die Lage der Teilpunkte spielt dabei keine wesentliche Rolle, 
wenn nur die Teilstiicke hinreichend klein sind. Eine praktische Kurve kann 
also immer als PoJygon mit endlicher Seitenzahl aufgefasst werden; die Spitzen 
des Polygons haben aber keine vorausbestimmte Lage, was damit zusammen- 
h~ngt, dass die geraden Linien, die als Seiten des Polygons gelten, sich so un- 
merkbar aneinander reihen, dass je zwei aufeinanderfolgende dieser Linien nicht 
nur einen einzelnen Punkt,  sondern eine ganze Streeke gemein haben. 

Als Halbtangente eines praktischen Kurvenbogens M/V in dem Punkt  M 
miissen wir den yon M ausgehenden Halbstrahl ansehen, weleher eine m/Sglichst 
lange yon M ausgehende Strecke mit der Kurve gemein hat. Um abet den An- 
schluss an die oben gegebene Definition der Tangente einer theoretischen Kurve 
zu erreichen, k/Snnen wir sagen, dass wir auch bei der praktischen Kurve die Halb- 
tangente als Grenzlege eines yon M ausgehenden Halbstrah]s M M1 auffassen 
kSnnen, nur  so, dass wenn M 1 bei der Bewegung naeh M hin eine gewisse Lage 
erreicht hat, der Halbstrahl MMI dann ganz yon selbst alle die folgenden Lagen 
enthalten wird, dergestalt, dass die Grenzlage schon so praktiseh erreicht wird. 

I3. Denken wir uns eine praktische Kurve (etwa eine gezeichnete Kurve) 
in einem rechtwinkligen Koordinatensystem in der praktisehen Ebene (der Zei- 
ehenebene) durch die Gleichung y-~](x) definiert, wo [(x) eine beliebige stetige 
Funktion ist, so wird diese praktisehe Kurve immer bestimmte Tangenten (rechts 
und links) haben. Es handelt sich n~imlich darum, fiir jedes x eine Konstante 
A zu bestimmen, derart, dass dasjenige Intervall (o, k), k > o bezw. k < o, inner- 
halb dessen jeder Wert h der folgenden Ungleichung 

II(  + h) - -  l (x) - -  ,4 h I < 

genfigt, so gross wie m6glieh wird, wobei ~ die Sehwelle der Genauigkeit der 
vorliegenden Darstellung bedeutet. 

Diese Aufgabe ist immer 16sbar, auch wenn [(x) nieht differenzierbar ist, 
und zumal kann man sagen, dass wenn/ (x)  aueh differenzierbar ist, wird man 
doeh nieht immer ann~herungsweise .4 ~-/'(x) setzen k6nnen. 

Ist i(x) differenzierbar und f(x) monoton (z. B. waehsend), so w i r d y ~ [ ( x )  
in der arithmetischen Ebene einen theoretischen konvexen Bo~'~n darstellen, dessen 
konkave Seite naeh der positiven Seite der y-Koordina*vn gekehrt ist, und 
wenn wir dureh den Punkt  (x, y--~)  eine Tangente a'J diese Kurve ziehen, so 
wird die Richtung dieser Tangente denjenigen Wert A bestimmen, weleher der 
oben aufgestellten Ung]eiehung geniigt. 

14. Der oben erreichte Anschluss der Definition der praktisehen Tangente 
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an die Definition der theoretischen Tangente (vgl. i2) ist yon der grSssten Wich- 
tigkeit. Vor a]lem muss man sich davor hiiten, die Tangente a]s eine Gerade 
zu betrachten, welche zwei mSglichst dicht aneinanderliegende Kurvenpunkte ver- 

binder; zwei derartige Punkte bestimmen in der Tat eine Gerade sehr schleeht; 
wiirde man sich fiir einen Augenblick die Kurve mit Ausnahme der beiden 
Punkte weggenommen, und dann eine Gerade durch die Punkte hindurehgelegt 
denken, so ergibt sich sofort, dass bei der Zuriickfiihrung der Kurve in ihre 
urspriingliche Lage die MSglichkeit besteht, dass die gefundene Verbindungsge- 

rade der beiden Punkte eine betr~chtliche Abweichung yon der wirk]ichen Tan- 

gente aufweisen kSnnte. 
I5. Der Schmiegungskreis in einem Punkte M einer theoretischen Kurve 

wird definiert als die Grenzlage eines ver~nderlichen Kreises, der die Kurve in 
M beriihrt und ausserdem einen bewegiiehen, sich dem Punkte M unbegrenzt 

n~hernden Punkt M1 der Kurve enth~ilt. Es sei MjP das von M1 auf die 
Tangente m in M gef~illte Lot, und es schneide die Gerade MIP den genannten 
ver~nderlichen Kreis zum zweiten Mal in dem Punkte M2, so wird der Durch- 
messer 2r des Schmiegungskreises: 

2Q ---- lira PM2 ~ lim (M Pp  
PM1 

Die Existenz dieses Grenzwerts wird natiirlich vonder Definition der Kurve bedingt. 
Bei den praktischen Kurven wird sich die Sache anders gestalten: Als 

Schmiegungskreis eines praktischen Kurvenbogens MN in dem Punkte M miissen 
wir den Kreis ansehen, welcher einen mSglichst langen yon M ausgehenden 
Bogen mit der Kurve gemein hat. Aueh hier erreichen wir aber sofort den 
Anschluss an die theoretische Definition, wenn wir den nach M konvergierenden 
Punkt M1 nur so welt ffihren, dass der Kreis, welcher die Kurve in M beriihrt 
und durch M~ geht, den ganzen Kurvenl~ogen MMI enth~lt. Man wird bei die- 
set Auffassung des Grenzbegriffes auch fiir die praktischen Kurven die oben 
gegebene Formel fiir den Durchmesser des Schmiegungskreises anwenden kSnnen; 

natiirlich wird das Resultat, wie bei allen praktischen Massbestimmungen, mit 
einer gewissen Unsicherheit behaftet. 

Eine ~hnliche Auffassung des praktisehen Grenzbegriffs wird man iiberall 
verwenden kSnnen um dabei aus theoretischen Untersuchungen praktiseh brauch- 
bare Resultate berzuleiten. 

I6. -~hnliche Betrachtungen hinsiehtlich der praktischen Bestimmung des 

Schmiegungskreises, wie die hinsichtlich der praktischen Bestimmung der Tan- 
gente friiher angefiihrten (I3), wird man leicht formulieren kSnnen. Es wird abet 
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sofort ersichtlich, dass die direkte Durchfiihrung solcher Bestimmungen schon 

fiir die Tangente sehr schwierig wird, und es wird sich yon selbst empfehlen, 
ffir unsere praktisehen Kurven mathematische Ausdriicke (y = l(x)) aufzusuehen, 

wo man mit hinreiehender Genauigkeit bei der Bestimmung der praktisehen 
Tangente, des praktischen Sehmiegungskreises u. s. w. durch die gewShnliehen 
Methoden der Differenzialrechnung brauehbare Resultate erhalten kann. Die 
theoretisehe Abseh~tzung der auf diesem Weg erzielten Genauigkeit wird doeh 

im allgemeinen betr~chtliehe Schwierigkeiten darbieten. Die praktisehe Ab- 

sch~itzung hingegen wird man in jedem einzelnen Fall rein empirisch erhalten 
kSnnen. Wir wollen hieffiir ein einfaehes Beispiel geben. 

In der Zeiehenebene sei eine Parabel dureh ihre Leitlinie l und ihren Brenn- 

punkt F vorgelegt; in dem Seheitel A der Parabel bestimmen wir den ~theore- 
tisehen~ Schmiegungskreis und finden als solehen einen Kreis, dessen Radius 

gleich dem Abstand des Punktes F yon I ist. Dieser Schmiegungskreis werde 
nun gezeichnet. Es handelt sieh dann darum, einen m6glichst langen Bogen 
A B  dieses Kreises zu finden, welcher als Bogen unserer Parabel gelten kann, 
und dies wird man rein experimentell ausfiihren, indem man dureh direktes 

Probieren mit dem Stechzirkel den Punkt B als den yon A auf dem Kreise am 
weitesten entfernten Punkt ermittelt, dessen Abst~inde yon F und l gleich 
gross werden. 

In anderen Fiillen wird man Rhnliche Methoden erfinden kSnnen; es wird 
dabei yon Wiehtigkeit sein, eine einfaehe experimentelle Darstellung der in 
Redo stehenden Kurve zu haben. Solehe Darstellungen, welehe in dieser Hin- 

sieht raseh und genau ans Ziel ffhren, diirften ein interessantes Kapitel der 
praktisehen Geometric ausmaehen. 1 

17. Unsere praktisehe Auffassung der Kurven als Polygone mit vielen 
dieht aufeinanderfolgenden Seiten kSnnte vieUeicht auf den Gedanken leiten, dass 

man nunmehr die ganze theoretische Infinitesimalgeometrie in der Praxis ent- 
behren kSnnte, indem man die Kurvenlehre auf eine Lehre yon Po]ygonen, d. h. 
auf rein elementargeometrische Fragen besehr~inken kSnnte. Dies ist doeh kei- 
neswegs der Fall. 

Zun~ehst bedeutet aueh hier die Theorie eine durehaus wesentliehe 0kono- 
mie fiir die Praxis. Und bei n~herer Uberlegung wird sioh ergeben, dass beinahe 
alle Betraehtungen, die sieh als notwendig fiir die Behandlung der theoretischen 

Kurven herausgestellt haben, auch in angepasster Form fiir praktische Kurven 
unentbehrlich sind. Wir wollen hierfiir gleich ein Beispiel einschalten. 

1 Vgl. des Verfassers: Geometriske Eksperim~nter, K~benhavn 1913. Deutsche Ausgabe 
in Vorbereitung. 
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i8. Eine konvexe Kurve r rollt auf der Geraden / .  Der Beriihrungspunkt 
O ist der augenblickliche Drehpol, und die Normalen der bei der Rollbewegung 
beschriebenen Bahnkurven gehen im Augenblick durch O. Diese Tatsaehe wird 
gewShnlich dadurch veranschau]icht, dass man die Kurve durch ein Polygon er- 
setzt, wobei die Rollbewegung durch eine Reihe von aufeinanderfolgenden Dre- 
hungen ersetzt wird. Kann nun diese Betrachtung unmittelbar als Beweis 
verwerte~ werden? Praktisehe Kurven haben wit ja tats~chlich oben als Poly- 
gone erkl~rt, und es scheint sonach fiir sie alles in Ordnung zu sein. Es ist 
aber nicht so. Die Tangente der Bahn eines Punktes P darf man n~imlich, wie 
oben hervorgehoben, nicht ohne weiters als Verbindungsgerade yon benachbarten 
Punk~en ansehen. Sowohl fiir praktische als theoretische Kurven miissen wir 
andere Beweismittel suchen; und wir kSnnen in der Tat in beiden Fiillen die- 

selben Betraehtungen verwenden, \ 

/ ) \ ~ nur so, dass wir ffir die prak- 
tisehen Kurven die Grenzpro- 

........... :P, zesse im oben erkl~rten prak- 
/ ' "  .... tischen Sinne verstehen. Der 

' i ' "  "'""C Beweis sell hier in seiner theore- 
tisehen Form gegeben werden 
(vgl. Fig. 2). 

jr > a ,  Lassen wir r so weit auf [ 
''1~ weiter rollen, bis der Punkt  A 

yon r in den Punkg AI y o n /  
Fig. 2. 

f~llt (OA, .= OA). Die Halbtan- 
gente a in A (fiir den Umlaufssinn OA) kommt dann mit dem Halbstrahl a, von [ zur 
Deckung. Fiir die beiden Figuren, Aa und A1al, ergibt sich nun ein Rotationspol 01, 
der als Schnit tpunkt der Mittelsenkrechten m yon A A1 und der Halbierungslinie h 
des Winkels OTA (Nachbarwinkels yon (aai)) entsteht. Ein beliebiger Punkt  P 
wird dann bei der Rollbewegung in einen Punkt  P1 fallen, derart, dass das Dreieck 
POIPt gleichschenklig ist mit dem Scheitelwinkel POIPt'-(aai). Wenn nun A 
nach O konvergiert, so, behaupten wir, konvergieren die Linien h und m nach 
der Normalen und der Tangente der Kurve r in O, und ihr Sehnit tpunkt  konver- 
giert nach O, so dass die Grenzlage des Halbstrahls PP, senkreeht zu PO wird, 
d. h., 0 wird Momentanpol der Bewegung. Dass h nach der Normalen in 0 kon- 
vergiert, folgt daraus, dass T nach O und der Winkel (aal) gegen Null kon- 
vergiert; dass m nach der Tangente konvergiert, folgt daraus, dass wenn AB..I.[ 
und AU.l.a errichte~ werden, der Punkt  A, innerhalb der Strecke BC fallen 
muss, und da die beiden Geraden, AB und AU, naoh der Normalen in 0 ken- 
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vergieren, so wird A A~ ebenfalls nach dieser Linie konvergieren, woraus sofort 
folgt, dass m gegen die Tangente konvergiert. 

Der Beweis ist hiermit ffir theoretische Kurven vollendet, und ffir praktische 
Kurven kann man ihn auch verwerten, indem wit, wie oben genannt, nur die 
Grenzprozesse in der praktisehen Form zu nehmen haben. 

3. ~ber  den praktischen Bereieh der Inflnitesimalgeometrie. 

19. Wie sehon in der Einleitung erwiihnt, miissen wires  als unbefriedigend 
ansehen, wenn man die Untersuchungen der Infinitesimalgeometrie auf analytische, 
reguliire Gebilde beschrKnken wiirde. Es ist aber noch eine offene Frage, wie 
wir dann unseren Bereieh abgrenzen miJssen, und wir beabsichtigen ffeilich nicht 
hier auf diese Frage eine Antwort in abgeschlossener Form zu geben. Wit wol- 
len uns vielmehr darauf beschr~inken, die sehr naheliegende und fibrigens wohl- 
bekannte Regel aufzustellen, dass jede in der Wirklichkeit vorkommende, ma- 
thematische AbhKngigkeit abteilungsweise stetig und abteilungsweise monoton ist. 
Wenn wir diese Bedingung bei jedem einzelnen Problem zur Erlangung einer 
praktisehen Abgrenzung der Untersuchung passend heranziehen, so werden die 
infinitesimalgeometrisehen Untersuchungen unmittelbar den Anwendungen ange- 
passt werden k6nnen. Gleichzeitig wird man doeh natfirlieh jedesmal daffir 
sorgen, dass der theoretischen Tragweite der Untersuehungen nicht unn6tige 
Besohr~inkungen auferlegt wird. 

Unter diesen Gesichtspunkten gehen wit nun dazu fiber, einen Ausblick fiber 
die grundlegenden Fragen der Kurvenlehre zu geben. 

4. Ebene Kurven. 

2o. Wit gehen yon dem allgemeinsten Kurvenbegriff in einem besehriinkten 
Teil der Ebene aus, welcher durch die Parameterdarstellung gegeben ist 

x - -  ~ (t), y - -  ~ (t). 

Wir verlangen nun zunRehst, dass die stetigen Funktionen ~(t) und ~(t) 
abteilungsweise monoton (und ohne Invariabilit~tszfige) 1 sein sollen; weiter ver- 
langen wit, dass das Verhiiltnis (oder der reziproke Wert des Verh~iltnisses) 

Wenn wir im ~olgenden die Worte ,abteilungsweise monoton, brauchen, so soil ira- 
met darunter verstanden sein, dass der Fall der Unve~nder l ichkei t  ausgeschlossen wird. 



48 J. Hjelmslev. 

~(t)--~(to) 
~0(t)--vz(t0) 

fiir jeden Wert  yon to, in der Umgebung yon to, und ffir t ~ t0, eine abteilungs- 
weise stetige und monotone Funktion yon t definieren soil. Hieraus folgert man 
dann das Vorhandensein einer bestimmten Halbtangente,  reehts bezw. links, in 
jedem Punkt  der gegebenen Kurve. 

Setzen wit ferner voraus, dass die Richtung der, z. B. rechtsseitigen, Halb- 
tangente abteilungsweise Stetig und monoton variiert, wenn der Punk t  die Kurve 
monoton durehl~iuft, so  .wird sich sofort ergeben, dass unsere Kurve aus einer 

endliehen Anzahl konvexer  BSgen, deren jeder ohne Knick ist, besteht. Hierzu 
braueht man nur  den etwas einfaeheren Satz zu zeigen, dass ein Bogen, dessen 

rechtsseitige I talbtangente monoton und stetig variierende Riehtung hat, und 
dessen Totalkriimmung < ~ ausf~illt, ein konvexer Bogen sein muss, und diese 
Tatsache wird man einfach daraus sehliessen kSnnen, dass keine gerade Linie 
mit dem Bogen mehr  als zwei Punkte  gemein haben kann; die Existenz yon drei 
Schnit tpunkten M, N, P (welche in dieser Ordnung auf dem Bogen aufeinander 
folgen) wiirde n~mlieh den Umstand nach sich ziehen, dass die beiden B~Sgen 
M N  und N P  je einen Punk t  enthielten, dessen Tangente zur Geraden M N P  
parallel w~re, und das wird unmSglieh sein, well die Totalkriimmung < ~ voraus- 
gesetzt wurde. 

2I. Eine Kurve  mit den angefiihrten Eigensehaften und ohne Knick nennen 
wit eine ein/ache Kurve. Es wird wichtig sein, Hilfsmittel auszubilden, durch 
welche man untersuehen kann, in wie welt irgend eine durch ihre Parameterdar-  
stellung (x ~--el(t), y ~ ~P(t)) vorgelegte Kurve einfaeh ist oder nicht. In dieser 
Hinsicht wollen wit zun~chst auf den folgenden Satz aufmerksam machen. 

Wenn eine ebene Kurve, welche in einem beschrdnIcten Gebiete der Ebene lieyt, 
in iedem ihrer Punbte M eine bestimmte Tangente und (die Endpunkte ausgenommen) 
zwei bestimmte Halbtangenten mit entgegengesetzten Richtungen au/weist, und wenn 
die Richtung der Tangente abteilungsweise monoton variiert, wenn M die Kurve mo- 
noton durchldu/t, 8o wird die Kurve ein/ach sein. 

Um dies zu beweisen braueht man naeh der vorangehenden Untersuehung 

nur  zu zeigen, dass die Tangente in M stetig mit M variiert, und diese Tatsache 
wird daraus gefolgert, dass die Tangente in M nicht mehr als eine Grenzlage 
haben kann, wenn M sieh einem bestimmten Punkt  P der Kurve n~hert;  es 
miisste denn mSglieh sein, eine monotone Reihe M~ M~ Ms "-" mit dem Grenz- 
punkt  P a u f  der Kurve zl~ w~hlen, derart ,  dass die Richtungen der diesen Punk-  

ten entspreehenden Tangenten m, m~ ms -.. unendlich oft hin und her schwankt~n. 
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22. Aus diesem Satze 1/isst sich nun welter der folgende Satz ableiten. 
Wenn eine ebene Kurve, welche in einem bezchrcinlcten Gebiete der Ebene liegt, dutch 

die Parametergleichungen x = r (t), y ~ q,(t) dargeztellt ist, wo wenig~tens eine der 

Funktionen abteilungsweise monoton ist, und wenn die K.urve in jedem P u n ~  M 
eine eindeutig bestimmte Tangente besitzt, deren Richtung abteilungsweise monoton 

variiert, wenn M die Kurve monoton durchldu/t, dann wird die Kurve eine eta]ache 
Kurve ~ein. 

Wenn jeder Punkt  eine bestimmte Tangente besitzt, kSnnen zwei MSglich- 
keiten eintreffen (die Endpunkten der Kurve ausgenommen): entweder hat der 
Punkt  zwei entgegengesetzt gerichtete Halbtangenten, oder die Halbtangenten 
reehts und links des Punktes fallen zusammen. Im letztgenannten Fall sagen 
wir, dass die Kurve in dem Punkte eine Spitze hat. Dieser Fall knnn nun hSeh- 
stens in einer endliehen Anzahl yon Punkten eintreten. Nach Yoraussetzung ist 
n~mlich x ~ ~ (t) (bezw. y ~  ~(t)) eine abteilungsweise monotone Funktion, und 
infolgedessen wird sofort der Fall ausgeschlossen, wo die Kurve unendlieh viele 
Spitzen aufweist, deren Tangenten nieht zur Y-Aehse parallel sind; es bleibt 
dann noch zu untersuehen, ob die Kurve einen Bogen b enthalten k6nnte, wel- 
eher unendlieh viele Spitzen besitzt, deren Tangenten zur Y-Achse parallel sind; 
man sieht aber sofort, dass dies unserer Voraussetzung fiber die abteilungsweise 
monotone Variation der Tangentenrichtung unserer Kurve widerspreehen wiirde. 

Die vorgelegte Kurve hat sonaeh h6chstens eine endliche Anzahl yon Spitzen, 
und sie l~isst sich dann in eine endliche Anzahl B6gen zerlegen, deren jeder ohne 
Spitzen ist; hieraus folgt nach 2I unmittelbar, dass unsere Kurve eine einfache 
Kurve ist. 

23. Wir gehen nun dazu fiber, den folgenden allgemeineren Satz zu be- 
weisen : 

Wenn eine ebene Kurve, welche in einem beschr6nkten Tell der Ebene liegt, 
mittels Zentralpro]ektion yon einem gewissen Punkte 0 aus an/ eine gewisse gerade 

Linie g (welehe nicht dutch 0 hindurehgeht) in eine abteilungsweise monotone Punkb 
reihe pro]iziert wird, und wenn die Kurve in ]edem Punkt M eine bestimmte Tan- 
genre besltzt, deren Richtung ableilungsweise monoton variiert, wenn M die Kurve 
monoton durchldu/t, so wird die Kurve eine eta/ache Kurve seth. Es wird also u. a. 
hieraus folgen, dass die Kurve mittels Zentralprojektion yon einem beliebigen 
Punkt  O 1 aus auf eine beliebige gerade Linie gl (welehe nieht dureh O1 bindureh- 
geht) in eine abteilungsweise monotone Punktreihe projiziert wird, und dass die 
Tangentenfolge der Kurve yon jeder beliebigen Geraden der Ebene, welehe mit 
keiner Tangente zusammenfiillt, in einer abteilungsweise monotonen Punktreihe 
gesehnitten wird. 

Acta ~nathernatica. 40. lmprim$ le 14 f~vrler 1915. 7 
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Der Sa tz  wird wie im vorigen Falle auf die Tatsache zurfickgefiihrt, dass 
die Kurve hSchstens eine endliche Anzahl yon Spitzen aufweisen kann. Zun~chst 
leuehtet ein, dass hSchstens eine endliche Anzahl yon Spitzen vorhanden sein 
kSnnen, deren Tangenten nicht durch 0 gehen; es bleibt dann noch zu unter- 
suchen, ob die Kurve unendlich viele Spitzen enthalten kann, deren Tangenten 
durch 0 laufen. Nach der projektiven Verallgemeinerung einer bekannten Unter- 
suchung yon KS~m 1 liegen die Spitzen jedenfaUs nirgends dieht auf der Kurve, 
denn hieraus wfirde folgen, dass es auf jedem Tell der Kurve einen Punkt  g~be, 
dessen Tangente eine willkiirlieh vorgeschriebene l%ichtung h~tte, was unserer 
Voraussetzung fiber die abteilungsweise monotone Variation der Tangentenrieh- 
tung unserer Kurve widersprechen wiirde. Es sei nun S eine tt~ufungsstelle der 
Spitzen. In der Umgebung yon S wird man dann auf der Kurve unendlich viele 
einfache BSgen, deren jeder ohne Spitzen ist, abgrenzen k6nnen, derart, dass die 
Tangenten der Endpunkte  eines jeden dieser BSgen durch 0 laufen. Hieraus wiirde 
aber folgen, dass man an die Kurve unendlieh viele Tangenten parallel zu einer 
beliebigen yon OS verschiedenen t~ichtung ziehen kSnnte, und das widerspricht 
unserer Voraussetzung fiber die abteilungsweise monotone Variation der Tangenten- 
riehtung. 

Es hat  sich also herausgestellt, dass die Kurve hSchstens eine endliche An- 
zahl yon Spitzen enthalten kann. Sie l~sst sieh demnach in eine endliche An- 
zahl yon BSgen zerlegen, deren jeder ohne Spitzen ist, und ist somit nach 2I 
eine einfaehe Kurve. 

z4. Wit kSnnen nun leicht unseren Bereich dutch projektive Transformation 
erweitern, und indem wit dann die ganze projektive Ebene in Betracht nehmen 
und in derselben eine einfache Kurve definieren als eine Kurve, welche in jedem 
Punkt  eine bestimmte Tangente aufweist und ausserdem der Bedingung geniigt, 
dass sie sieh aus einer endlichen Anzahl konvexer BSgen zusammensetzen l~isst, 
welche freilich nicht notwendig in einem beschr~nkten Tell der Ebene liegen, son- 
dern vielmehr sich ins unendliehe erstreeken kSnnen, werden wir aus 23 sofort 
den folgenden Satz herleiten kSnnen: 

Wenn eine ebene Kurve 1} au] eine gewi~se ]este Gerade g in einer abteilung~- 
weise monotone Punktreihe pro]iziert wird, und 2) in ~edem P~nkt M eine eindeutig 
bestimmte Tangente hat, deren Schnittpunkt mit einer gewissert ]esten Geraden gl 
sieh abteilungsweise monoton bewegt, wenn M die Kurve monoton durehl(tu]t, dann 
wird die Kurve eine ein/ache Kurve sein.. 

Die Projektion auf die Gerade g kann eine beliebige Parallelprojektion oder 

* Vgl. U. DI~ :  Grundlagon fiir eine Theorie der Funktion einer verauderliehen reellen 
Gr6sse. Leipzig 1892, S. 301~304. 
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Zentralprojektion sein. Die Gerade gl entsprieht in dem vorhergehenden Satz 

der unendlich fernen Geraden, deren Schnittpunkte mit den Tangenten ja die 
Richtungen der Tangenten bestimmen. Es w~ire also eigentlieh vorauszusetzen, 

dass die Gerade g~ die vorgelegte Kurve nieht schneidet. Man sieht abet sofort, 
dass diese Besehr~inkung ohne Belang ist; dass gl mit keiner Tangente der Kurve 
zusammenfallen darf, ist selbstverst~indlieb. 

Es folgt nun auch, dass die einfaehen Kurven, wie wir sie hier definiert 
haben, den bekannten YON STAUDT'schen S~itzen, welche yon A. KNESER 1 als 
Grundlagen einer Kurvendefinition benutzt worden sind, Geniige leisten. 

Anmerkung. Du BOIS-R]~rMOND hat als gewdh~diche solche Funktionen be- 
zeichnet, welche stetig und differenzierbar sind und ausserdem der Bedingung 
geniigen, dass sie abteilungsweise monoton sind gegen jede als Abszissenachse 

gedachte Riehtung. ~ Die einer derartigen Funktion /(x) entspreehende Kurve 
y-----/(x) |~isst sich nieht notwendig aus einer endlichen Anzahl konvexer B6gen 
zusammensetzen und wird also nieht notwendig eine einfache Kurve. 

Beispiel: 

0 

25. Auf die gewonnenen Resultate wenden wir nun das DualitRtsprinzip 
an, indem wir ein ein/aches Gero~e~ystem in der Ebene definieren als ein System 
yon geraden Linien, welehe dutch eindeutige und stetige Abbildung eines reel]en 

Punktintervalls (a, b) erzeugt werden kSnnen und ausserdem den folgenden Be- 
dingungen geniigen : 

i. ])as Geradensystem wird yon einer gewissen festen Geraden g in einer 
abteilungsweise monotonen Punktreihe geschnitten. 

z. Jede Gerade des Systems besitzt einen eindeutig bestimmten Charak- 
teristikpunkt, d. h. einen Punkt, welcher als Grenz]age des Sehnittpunktes der 

Geraden mit den Nachbargeraden bestimmt wird. 
3. Die Projektion der naeh dem IntervaU (a, b) geordneten Menge der 

Charakteristikpunkte auf eine gewisse feste Gerade g~ bildet eine ab~eilungsweise 
monotone Punktreihe. (Es wird z. B. genfigen, wenn die x-Koordinate des 
Charakteristikpunktes abteilungsweise monoton variiert.) 

Die Tangenten einer ein]achen Kurve bilden sonach ein ein]aches Geraden- 
system. 

A. KNESER: Allgemeine S~tze fiber die scheinbaren SingularitRten beliebiger Raumkurven, 
Math. Ann. 34. Bd., S. 205. 

2 Crelle's Journal 79. Bd., S. 32. Vgl. auch Encyklop~die d. math. Wiss., II. S. '22. 
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Es gilt aber dann aueh der Satz: 
Die Geraden eines ein]aehen Geradensystems sind Tangenten einer ein/aehen 

Kurve, welche als Oft der Charalaeristikpunkte des Geradensystems erzeugt wird. 
26. Wir definieren eine Normburve als eine einfaehe Kurve, deren Normalen 

ein einfaehes Geradensystem bilden. Da indessen die Richtung der Normalen 
einer einfaehen Kurve abteilungsweise monoton variiert, so ergibt sich, dass die 

notwendige und hinreiehende Bedingung da]is dass eine ein/ache Kurve als Norm- 

kurve aus[~Ut, dadurch ausgedri~ekt wird, dass der Charakteristilcpunla (~, ~) der zVor- 
malen existiert, und dass seine Abszisse (bezw. Ordinate)abteilungsweise monoton 
variiert. 

Wenn also die in der Einleitung genannten Gleiehungen 

x--~+ (y--v) ~=o, 

td yl  ~ ,d e y 
I + (dx! + (y --~P-d-~ --- o, 

die Werte ~, ~ als derartige Funktionen yon x bestimmen, yon welehen wir wis- 
sen, dass wenigstens eine als abteilungsweise monotone Funktion ausf~illt, dann 
wird die hierdurch bestimmte Evolute eine einfache Kurve sein, welche yon den 
Normalen der urspriingliehen Kurve beriihrt wird. Wir kSnnen somit ins beson- 
dere den folgenden Satz ausspreehen: 

Es sei y = / (x) eine zweimal di//erenzierbare Funktion, /i~'r welche /" (x) endlich 
und stetig und niemals gleieh Null aus]Stlt; es sei ]erner beleannt, dass einer der 
beiden A usdri~cke 

d~y 

~ = y +  

d x ~ 

tdy~ ~ 
+ ~-d~! 
d*y 
d x ~ 

eine abteilungsweise monotone Funktion yon x deliniert, so wird man hieraus schlies- 
sen k6nnen, dass die Evolute der Kurve y = / ( x )  eine ein/aehe Kurve ist, welehe 
yon den zVormalen der Kurve y ~ ] (x) beri~hrt wird. 

Die aus den Lehrbiichern bekannten S/~tze fiber den Schmiegungskreis als 
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Grenzlage eines Kreises durch drei ver~nderliehe Punkte der Kurve u. dgl., fiber 
die Lage des Schmiegungskreises beziiglieh der Kurve, und fiber die Evolutenl~inge, 

lassen sich nun ohne Schwierigkeit ffir Normkurven zeigen. In bezug auf diese 
Einzelheiten kSnnen wit uns auf einen Hinweis zur Darstellenden Geometric des 
Verfassers (Leipzig 1914) z beschr~inken, we diese Dinge auf wesentlieh denselben 

Grundlagen in elementarer Darstellung behandelt sind 
(vgl. namentlich 7. Kapitel). 

27. Ein einfacher konvexer Bogen OP (Fig. 3)wird 
am einfachsten durch seine natiirliche Gleichung darge- 
steUt; darunter versteht man die Gleichung 

o = o ( , ) ,  

welche ffir einen beliebigen Punkt M des Bogens zwi- 

schen der Bogenl~inge 8 ~ O M  und dem Winkel (xm) be- 
steht, wobei x und m die dem Umlauf O P  entspreebenden 

vorw~trts zeigenden Halbtangenten in 0 und M bedeuten. 

V 

0 
Fig. 3. 

i/ 
Die Bogenl~nge 8 wird numerisch gerechnet, und den Winkel (~n) rechnen wir mit 
einem Vorzeichen, das mit einem im voraus fest gew~ihlten Umlaufssinn der Ebene 
fibereinstimmt. Da der Bogen als konvex und ohne Knick vorausgesetzt ist, wird 

die Funktion 0(8) stetig und monoton, und man hat ausserdem 6(o)-~ o. 
In dem reehtwinkligen Koordinatensystem (x, y) mit dem Anfangspunkt 0, 

(z y) ~ + ~ , wird der Ptmkt M durcb die folgenden Koordinaten z, y dargestellt : 

8 

v "  
0 

8 

y _ j s i n  0 (s) ds. 

0 

dO 
Ist die Kurve eine Normkurve, so existiert die Derivierte ~ und wird ausser- 

dem eine stetige und abteilungsweise monotone Funktion. Umgekehrt liisst sicb 
zeigen, dass diese Bedingungen aueh hinreiehend sind. B 

28. Als weitere Anwendung unserer allgemeinen Regel fiber die in der 
Wirklichkeit Vorkommenden Abh~ngigkeiten (zg) als Grundlage einer praktiscben 

Abgrcnzung der infinitesimalgeometrisehen Untersuchungen geben wir den Beweis 
und die Abgrenzung des folgenden Fundamentalsatzes  aus der Theorie der RoUkurven : 

i Wird im folgenden mit D. G. bezeichnet. 
Vgl. D. G., 7. Kap. 
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Wenn eine gegebene ein/ache konvexe Kurve r au/ einer anderen ein[achen kon- 
vexen Kurve [ rollt, so ]dUt der Momentanpol der Bewegung nach dem Beri~hrungs- 
punbt 0 der beiden Kurven. 

Die gemeinsame rechtsseitige Halbtangente in 0 sei mit x bezeichnet (vgl. 
Fig. 4), und die natiirlichen Gleiehungen yon x und 0 aus (ira obigen erkl~rten 
Sinne) seien 

o = o ( , ) ,  

01~01(8), 

wobei s die gleichgrossen Bogenl~ingen O-A und O"A~ bedeutet,  w~hrend 0, 0~ die Win- 
kel (xa) bezw. (xal) darstellen. Wir wollen nun gleich voraussetzen, dass die 

. ' f -  ":?'--.Jl( 

Fig. 4. 

Funkt ion 0 ( s ) -  01 (8) abteilungsweise monoton ist (und dabei wie immer ohne 
Invariabilit~itsziige), also in der Umgebung von s ~ o durchweg monoton. 

Lassen wir r so weir auf f weiter rollen, bis der Punk t  A yon r in den 

Punkt  A~ yon / f~llt (O~-AI == O~-A). Die Halbtangente a in A (fiir den Umlaufs- 
sinn OA) kommt dann mit  der Halbtangente a~ in A~ zur Deekung. Fiir die 
beiden Figuren Aa und A~a~ ergibt sich nun ein Rotationspol 01, der in den 
Mittelpunkt des Kreisbogens A TA1 fallen muss (T ist der Schni t tpunkt  der bei- 
den Tangenten in A und A~). 01 ist dem Mittelpunkt M des kleinen Bogens 
AA~ des Kreises diametraI gegenfberliegend. Wenn A (und A1) nach 0 kon- 

vergiert, wird aueh M nach 0 konvergieren, und es ergibt sieh als notwendige 
und hinreiehende Bedingung daffir, dass O~ naeh 0 konvergieren soll, dass der 

Durchmesser des Kreises gegen Null konvergiert. 
Die Koordinaten x, y und x~, Yl der beiden Punkte  A und A1 werden, wenn 

so die Bogenl~inge O'-A bedeutet:  
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$o 

x = j  cos 0 (a) ds, 
0 

y = f a i n  0 (s) d s, 

0 

&a 

x, =.] cos 01 (s) ds, 
0 

a~ 

y~ = / s i n  O, (s) ds, 
0 

und der Durchmesser  des Kreises ATAI wird dureh 

AA,  
2 0 =  sin [ 0 _  01 [ 

ausgedri iekt .  

Nun ist ersiehtlieh, dass die GrSsse 2~ dann  und nur  dann  gegen Null kon- 

vergiert ,  wenn es jede der beiden GrSssen 

I - 11 ly-y , I  
sinlO-Oll'  sinlO--O, I 

tu t ,  und die Bedingungen hierfiir sind: 

so 

cos 0 (s) - -  cos 0, (s)) ds 

x - -  xl lim o 

lira sin (0 ~ 01) ~-.,o sin (0 - -  01) ~ 0 ~  

~o 

I (sin 0 (s) - -  sin 01 (s)) ds 
y - -  y~ 

lira sin (0 - -  0,) ~ lira o .o ,o sin (0 - -  0~) 
~ 0 .  

Da nun 0(s)--01 (s) in der Umgebung von s = o eine durehweg monotone 

Funk t ion  ist, so wird aueh die Fu n k t i o n  sin O(s)--O, (s) in dieser Umgebung  
2 

monoton.  Man hat  deshalb:  
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,0 I ieos 0 (8) - -  cos 01 (s)) ds < 2 so sin 

o 

IO (so) - o, ( S o ) I ,  

< sin I O {.o) - -  O, (.o) l 2 8  o 
2 

0 

und die obengenannten Grenzwerte werden dann wirklich den Wert  Null haben. 

Also: 
Wenn O(s)--Ol(s) abteilungsweise monoton (und ohne Invariabilitdtszi~'ge) ist, 

so wird die Bewegung einen bestimmten Momentan~ol haben, und dieser Momentan- 
pol ]dllt nach O. 

29. Unter  derselben Voraussetzung wird man leicht zeigen kSnnen, dass 

wenn A bei der Rollbewegung sich A1 n~hert, wird der Halbstrahl A~A gegen 

die Normale in .41 konvergieren. Setzen wir weiter voraus, dass die Funkt ion 

O(s ) -  01 (s) abteilungsweise monoton und differenzierbar ist, so liisst sich zeigen, 

dass die bei der Rollbewegung erzeugten Bahnkurven bestimmte Krfimmungs- 

kreise haben, und dass man die bekannte EULER-SAvARY'sche Relation zu ihrer 

Bestimmung verwenden kann, wenn nur die in dieser Relation vorkommende 

Differenz der Kriimmungen der beiden Kurven r und ] durch die Derivierte yon 

0 (s) - -  01 (s) ersetzt werde?  
Schliesslich soll noeh darauf hingewiesen werden, dass wir durch die vor- 

hergehenden Methoden auch den Weg naeh weitergehenden Untersuchungen fiber 

die Fundamentalsgtze der Kinematik angegeben haben. Es ist z. B. leicht, un- 

sere Untersuchungen fiber den Fundamentalsatz  der Rollbewegung auszudehnen, 

so dass man den allgemeineren Fall behandelt, wo 0 (s)undO 1 (s) Funktionen mit 

beschr~inkter Variation bedeuten.  Wit  haben uns aber hier auf die durch die 

praktischen Anwendungen natfirliche Abgrenzung beschr~inkt. 

5. Raumkurven. 

30. Was die Raumkurven  anbetrifft,  wollen wir zun~chst voraussetzen, 

dass die Kurve  in einem besehr~nkten Teil des Raumes enthalten ist, und dass 

jeder Punkt  der Kurve  eine eindeutig best immte Tangente hat. Unter  dem 

Richtungskegel der Kurve verstehen wir dann einen Kegel, dessen Seitenlinien zu den 

1 D i e s  w i r d  d u r c h  d i e  in  D. G., Kap .  7, 189--190,  v e r w e n d e t e n  M e t h o d e n  s o f o r t  e r s i c h t l i c h .  
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Tangenten der Kurve parallel laufen. Die Kurve soil nun eine ein/ache Raum- 
burve heissen, wenn die folgenden Bedingungen effiillt sind: 

I. Kein Teil der Kurve daft eben (oder geradlinig) sein. 
2. Der Richtungskegel ist ein einfacher Kegel, d. h., er muss eine Leitkurve 

besitzen, welche in dem friiher angegebenen Sinne eine einfache ebene Kurve ist. 
3. Es gibt eine gewisse Gerade g, derart, dass die Projektion der Kurve 

auf g yon einer anderen gewissen Geraden gz aus eine abteilungsweise monotone  
Punk~reihe auf g bildet. (Es wird z. B. hinreichen, wenn eine der reehtwinkli- 
gen Koordinaten eines Punktes, welcher die Kurve monoton durchl~uft, abteilungs- 
weise monoton variiert.) 

Da jeder Punkt  der Kurve eine bestimmte Tangente hat, k6nnen nur zwei 
1KSglichkeiten eintreten (die Endpunkte  der Kurve ausgenommen): entweder hat 
der Punkt  zwei entgegengesetzte tIalbtangenten, oder die Halbtangenten rechts 
und links des Punktes fallen zusammen. Im letztgenannten FaIle sagen wir, 
dass die Kurve in dem Punkte eine Spitze hat. Wir wollen nun zeigen, dass 
eine einfaehe Raumkurve nicht unend]ich viele Spitzenaufweisenkann. W~iren 
n~imlich unendlieh viele Spitzen vorhanden, dann miissten ihre Tangenten (mit 
Ausnahme hSehstens einer endlichen Anzahl) wegen der Bedingung 3 die Gerade g~ 
sehneiden. Dureh Projektion yon einem unendlich fernen Punkte aus, welcher 
auf gL liegt, wiirde dann aus der gegebenen Raumkurve eine ebene Kurve entste- 
hen, welche unendlich viele Spitzen h~tte, und trotzdem die in dem friiher bewie- 
senen Satz (z4) genannten Bedingungen erfiillen wiirde. Dies ist aber unmSglicb, 
und es hat sieh so herausgestellt, dass eine einfaehe Raumkurve, wie wir sie 
oben definiert haben, hSehstens eine endliebe Anzahl yon Spitzen enthalten kann. 
Die Kurve l~sst sieh sonaeh in eine endliche Anzahl von BSgen zerlegen, deren 
jeder den folgenden Bedingungen geniigt: Jeder Punkt  des Bogens (die Endpunkte  
ausgenommen) hat  zwei entgegengesetzt geriehtete HaIbtangenten; derRiehtungs- 
kegel des Bogens ist konvex, d. h., er hat eine ebene konvexe Leitkurve. Einen 
solehen Bogen im Raume nennen wir im folgenden einen Elementarbogen. 

3I. Jeder Elementarbogen hat hSchstens zwei Tangenten, welehe zu einer 
gegebenen Ebene parallel sind; denn auf dem Riehtungskegel gibt es hSehstens zwei 
Seitenlinien, die der Ebene parallel sind. So kann man erkennen, dass eine 
Ebeno nicht 4 Punkte  P,Q,R,S,  mit dem Bogen gemein haben kann, denn sonst 
mfisste jeder der BSgen PQ, QR, RS (wenn P, Q, R, ~ einander in dieser Reihen- 
folge auf dem Bogen folgen) mindestens einen Punkt  enthalten, dessen Tangente 
der Ebene parallel w~ire (dieser w~.re niimlieh der Punkt,  der auf dem betraeh- 
teten Bogen yon der Ebene den grSsstmSgliehen Abstand hat). Folglich: Ein 
glementarbogen im Raume hat h6chstens drei Punkte mit einer Y~bene gemein. 

Acta mathematica. 40. Imprim~ le 15 f~vrler 1915. 8 
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32. Die Schmiegungsebene in einem Punkte  M wird definiert als die Grenz- 
lage, welcher eine Ebene zustrebt, wenn sie best~ndig die Tangente m in M ent- 
hiilt und noeh durch einen anderen Punkt  iV des Bogens geht, der nach M kon- 

vergiert. Dass die Schmiegungsebene fiir jeden Punkt  M sines Elementarbogens 
existiert und eindeutig bestimmt ist, erkennt man, wie foIgt: Der Bogen M N  
muss einen Punkt  P enthalten, dessen Tangente p der Ebene m N  parallel ist. 

Der Richtungskegel enth~ilt zwei Seitenlinien m~ und I3, die zu m u n d  p paral]el 
sind, die Ebene m N  ist deshalb der Ebene mlpl parallel. Wenn nun N naeh 
M konvergiert, konvergiert auch P naeh M, und gleichzeitig konvergiert p~ nach 
ml, so dass die Ebene mlp 1 naeh der Tangentialebene des Kegels l~ings m~ kon- 
vergiert. Hieraus folgt nun: Jeder Punkt sidles Elementarbogens hat sine be- 
stimmte Schmiegungsebene, welche der Tangentialebene des Richtungskegels lfings der 
dem Punlcte entsprechenden Seitenlinie parallel ist. 

Eine Ebene, die drei beliebige Punkte  A, B, C des Bogens enth~ilt, ist zwei 
Tangenten p und q, einer an den Bogen AB, der anderen an den Bogen BC pa- 
rallel. Hieraus schliesst man nun leieht: 

Wenn drei ver~inderliehe Punlcte A, B, C sines Elementarbogens nach demselben 
Punkte M Iconvergieren, muss die Ebene ABC notwendigerweiee nach der Sehmie- 
gungsebene in M lconvergieren. 

Diese Resultate lassen sich nun leicht fiir beliebige einfache Raumkurven  
verwerten. 

33. Mit Hilfe des Riehtungskegels untersucht  man leicht die Parallelpro- 
jektion eines Elementarbogens und gelangt zu dem folgenden Resultat:  

Dureh Parallelprojektion sines Elementarbogens b i m  Raume entsteht  eine 
einfaehe ebene Kurve  b'. Hat  b sine Tangents,  die sin Projektionsstrahl ist, so 
hat  b r in dem entsprechenden Punkte  eine Spitze erster Art, und die Tangente 
in dieser Spitze ist die Spur der Sehmiegungsebene. Ist  sine Schmiegungsebene 
sine projizierende Ebene, ohne dass die zugehSrige Tangente sin Projektionsstrahl 
ist, so wird der dem Beriihrungspunkt entsprechende Punkt  yon b rein Wendepunkt2 

Die Sehnittlinie der Sehmiegungsebene in einem Punkte  A und der Schmiegungs- 
ebene in einem anderen Punkte  B konvergiert nach der Tangents in A, wenn B nach 
A konvergiert. ~ Dieser Satz gilt dann natiirlich fiir jede beliebige einfache Raumkurve.  

Welter l~sst sieh zeigen, dass ein ebener Sehnitt der Tangenten/Idche sines Ele- 
mentarbogens, also auch einer beliebigen, ein/achen Raumlcurve, eine sin/ache, ebene 
Kurve ist. s 

1 Vgl. D. G. 259. 
Vgl. D. G. 260. 

3 Vgl. D. G. 263. 
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Indem wir sch]iesslich unsere Definition der einfachen Raumkurven erwei- 

tern, derart, dass auch Kurven, welehe sieh ins unendliehe erstrecken, in Be- 

tracht genommen werden, folgt dann sofort, dass eine perspektive Trans/orma- 
tion eine beliebige ein/ache Kurve in eine ein/ache Kurve iiber/i~hrt. 

34. Dureh projektive Transformation wird man ferner aus unserer ursprfing- 

lichen Definition der einfaehen Raumkurven den folgenden Satz erhalten: 

Eine Raumkurve ist dann und nut  dann ein/ach, wenn /olgende Bedingungen 
er/iillt sind : 

i. Kein Tell der Kurve ist eben (oder geradlinig). 
2. Es gibt eine Gerade g, derart, class eine Pro]ektion der Kurve au/ diese 

Gerade existiert, welche abteilungsweise monoton aus/dllt. 
3. Jeder Punkt  der Kurve hat eine eindeutig bestimmte Tangente. 
4. Es gibt eine Ebene, welche die Tangenten/lS, che der Raumkurve in einer 

ein/aehen ebenen Kurve schneider. 
Es sei noeh bemerkt, dass jede einfaehe Raumkurve den veer STAUDT'sehen 

S~tzen, welehe yon A. KNESEa als Kurvendefinition benutzt  worden sind, i Ge- 

ni ige  leisten. 

35. Es sei eine reelle stetige Funktion /(x) einer reellen Ver~inderliehen x 
in einem[gewissen Intervall  (a, b) vorgelegt. Fiir einen bestimmten Weft  x wol- 

len wir dann als Grenzquotienten der Funktion im Punkte  x jeden Grenzwert 

lira / (x) ~ [ (xl) 
i - >  ~ &" - -  X i  

bezeiehnen, we die Reihe xl, x~ . . . .  xi . . . . . . .  eine Fundamentalreihe mit dem Grenz- 

punkte x bedeutet .  Fiir jede derartige Fundamentalreihe gibt es wenigstens einen 

Grenzquotienten. Wenn x~, x2, x~ . . . .  alle auf der reehten (bezw. linken) Seite yon 

x liegen, so sprieht man yon reehtsseitigen (bezw. linksseitigen)Grenzquotienten. 

Hil/ssatz I. Wenn /iir eine reelle stetige Funktion /(x) in ]edem inneren 
Punkte de8 Inter~l ls  (a, b) einer ihrer rechtsseitigen Grenzquotienten gleich Nul l  aus- 
/dllt, dann hat die Funktion in dem betrachteten Intervall stets denselben Weft. 

Der Satz wird folgendermassen bewiesen. Wenn die Kurve y = ] ( x )  nicht 

mit einer geraden Linie parallel zur x-Achse zusammenfiele, so behaupten wit, 

dass man einen Wert  x finden k6nnte, we kein rechtsseitiger Grenzquotient gleieh 

Null sein k6nnte. Dies leuchtet unmittelbar ein, wenn die Kurve eine sehr~ige 

gerade Linie oder ein konvexer Bogen ist, und fiir die anderen F~ille werden die 

folgenden ~berlegungen ausreiehen: Man kann immer eine nicht zur x-Aehse 

i Math. Annalen ,  34. Bd., S. 209. 
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parallele Gerade g finden, welche 3 Punkte A, B, 0 mit der Kurve gemein hat, 
derart, dass die B~gen AB und BC nicht auf derselben Seite der Geraden g 
liegen. Es l~isst sich hiernach auf jedem dieser B~gen einen Punkt M bezw. N 

auffinden, dessen Abstand yon g ein Maximum wird. Diejenigen Geraden m und 
n, welche durch M und N parallel zu g gezogen werden kSnnen, miissen dann 

den ganzen Bogen A M B N C  einschliessen, und es werden deswegen die Punkte 
M und N nicht beide die Bedingung erffillen kSnnen, einen rechtsseitigen Grenz- 
quotienten gleich Null zu besitzen. 

Hil/ssatz 1I. Wenn ]i~r eine gegebene stetige Funktion /(x) jedem Punbt x des 
Intervalls (a, b) ein rechtsseitiger Grenzquotient eP (x) entspricht, derart, dass die Funb- 
tion q~ (x) stetig wird, so ist /(x) di/]erenzierbar, und es ist /' (x)= q~(x). 

Zum Beweis hat man nur den vorigen Hilfssatz I auf die Funktion 
m 

/ - i  

/ (x) --~q~ (x) dx anzuwenden. 
e ]  

Es sei nun eine beliebige ebene Jordankurve A B  mit den Endpunkten A, B 
vorgelegt. Fiir einen beliebigen Punkt M der Kurve, welcher yon A und B 
verschieden ist, wollen wir als Grenzrichtung der Kurve im Punkte M jeden Halb- 
strahl bezeichnen, welcher als Grenzlage eines Halbstrahls MM~(~_)~ entsteht, 
indem M l, M2 . . . .  M~... eine Fundamentalreihe auf der Kurve mit dem Grenz- 
punkt M bezeichnen. Wenn M 1M2... auf der Kurve auf derselben Seite yon 
M liegen, sprechen wir yon einer rechtsseitigen (bezw. linksseitigen) Grenzrichtung, 
indem wir nach Willkiir den einen Umlaufssinn als den rechtsseitigen, den andern 
als den linksseitigen bezeichnen. 

Aus dem Hilfssatz II ergibt sich nun durch projektive Transformation der 
Hil/ssatz I I I .  Wenn es liar eine ebene Jordankurve, welche mit ]edem Strahl 

eines bestimmten gegebenen Strahlenbi~schels hSchstens einen Punlct gemein hat, mSg- 
lich ist, zu ]edem ihrer Punlcte P (die Endpunlcte ausgenommen) eine rechtsseitige 
dem Strahlenbi~schel nicht angehSrige Grenzrichtung p anzugeben, derart, dass die 
Richtung p stetig mit P variiert, so hat die Kurve in ]edem Punbte P eine be- 
stimmte Tanqente, und diese Tangente ist p. 

$5. Wir gehen nun daran, den folgenden Hauptsatz zu beweisen: 
Wenn eine Raumburve b in ]edem Punbt eine bestimmte Tangente und eine be- 

stimmte, mit dem Punbte stetig variierende Schmiegungsebene hat; wenn ausserdem 
eine Pro]ebtion der Kurve au/ eine Ebene e existiert, welche eine ein/ache ebene Kurve 
ki ist, wdhrend heine Schmiegun.qsebene eine pro]izierende Ebene ist, und wenn 
schliesslich eine Gerade g vorhanden ist, welche yon der Folge der Schmiegungsebenen 
in einer abteilungsweise monotonen Punktreihe geschnitten wird, so muss die Kurve 
k eine ein/ache Raumburve sein. 
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Wit k6nnen uns offenbar auf den Fall besehr~nken, wo die Projektion auf 
die Ebene ~ eine Parallelprojektion ist, und wo die Gerade g unendlieh fern ist; 

ferner wird es ausreichen, den Fall zu erledigen, wo die ebene Kurve k s ein kon- 
vexer Bogen ist, dessen Totalkriimmung <~r. Wit w~h]en auf k einen bestimm- 
ten Umlaufssinn als den rechtsseitigen und haben dann in der Projektion kt el- 

hen entspreehenden (rechtsseitigen) Umlaufssinn. Keine Schmiegungsebene ist 
eine projizierende Ebene, und es wird dann aueh keine Tangente yon k ein Pro- 

jektionsstrahl sein k6nnen. Die reehtsseitigen Halbtangenten yon k werden in 
reehtsseitige Halbtangenten yon k~ projiziert. Keine zwei Halbtangenten yon k 
kSnnen parallel sein, es miissten denn ihre Projektionen aueh parallel sein. 

In jedem Punkt  A yon k haben wir eine bestimmte Sehmiegungsebene 
als Grenzlage einer Ebene, welehe durch die Tangente a in A und durch einen 
Punkt  B yon k hindurehgeht, weleher naeh A konvergiert;  und es ist dabeiohne 
Belang, yon weleher Seite B sieh A n~ihert; da nun die Projektion k~ konvex 

vorausgesetzt ist, und die Sehmiegungsebene keine projizierende Ebene sein kann, 
so wird ersiehtlich, dass die Halbebene, welehe yon der Tangente a begrenzt 

wird und den Punk~ B enth~It, bei dem genannten Grenziibergang eine eindeu- 
tig bestimmte Grenzlage al erreichen muss. Diese Halbebene ~t nennen wir die 

3chmiegum]shalbebene in A. Der Bogen AB auf k enthiilt wenigstens einen Punkt  
M (zwisehen .4 und B), dessen Tangente zur Ebene aB parallel l~uft, und wenn 

wit uns B auf der Kurve k auf der rechten Seite yon A angenommen denken, 
so wird die Halbebene, welche yon der Tangente a begrenzt wird und einen 
Halbstrahl enthiilt, weleher der reehtsseitigen Halbtangente m~ in M gleiehgerich- 
tet  ist, nach der Sehmiegungshalbebene konvergieren, wenn B nach A konver- 
giert; dies ergibt sieh unmittelbar dutch Betraehtung der Projektion k~. Aus 

diesen Tatsaehen kSnnen wir nun gleich die folgenden Eigenschaften des Rich- 
tungskegels ableiten, indem wit uns auf den Mantel dieses Kegels besehr~inken, 

dessert Seitenlinien den reehtsseitigen Halbtangenten yon k parallel laufen: 1) Der 
Kegel hat  keine Doppelseitenlinien; 2) die Projektionen seiner Seitenlinien auf 
die Ebene ~ bilden einen monoton verlaufenden Strahlenbiisehel in dieser Ebene; 
3) jeder Seitenlinie a ~ (parallel zur reehtsseitigen Halbtangente a~ eines Punktes A 
dec Raumkurve;  vgI. die Bezeiehnungen oben) entspricht eine bestimmte Funda- 
mentalreihe yon Seitenlinien mrs, mr2 . . . . .  mit der Grenzlinie a ~, derart, dass die 
Halbebene, welehe yon d begrenzt wird und mi' enthiilt, naeh einer Grenz|age 
konvergiert, welehe zur Sehmiegungshalbebene der Kurve k in A parallel ist. 

Schneider man also unseren Richtungskegel mit einer Ebene, und wendet man 
auf die Schnittkurve den friiher bewiesenen Hilfssatz I I I  an, so ergibt sieh, dass 

der Riehtungskegel l~ings jeder Seitenlinie eine bestimmte Tangentialebene besitzt, 
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welehe zur Sehmiegungsebene der Kurve ]r in dem entspreehenden Punkte pa- 
rallel ist und in zwei entgegengesetzte Tangentialhalbebenen zerf~llt, eine reehts- 
seitige und eine |inksseitige. 

Wir gehen nun dazu fiber, die letzte unserer Voraussetzungen fiber die 
Kurve zu beniitzen, n~mlieh die Bedingung, dass eine Gerade g existiert, welche 

yon der Folge der Sehmiegungsebenen in einer abteilungsweise monotonen Punk- 
reihe gesehnitten wird. Ohne die Allgemeinheit der Untersuchung zu besehr~nken, 

kSnnen wir, wie sehon bemerkt, annehmen, dass die Gerade g unendlieh fern ist. 

Es leuehtet dann ein, dass wir zu den bereits gefundenen Eigensehaften des 
Riehtungskegels auch diese hinzuffigen kSnnen, dass die Folge der Tangential- 
ebenen des Kegels yon der Geraden g in einer abteilungsweise monotonen Punkt- 

reihe geschnitten wird. Und hieraus folgert man darn weiter, dass der Richt- 

tungskegel ein einfaeher Kegel ist. Hiermit ist dann der Beweis unseres Haupt- 
satzes vollst~ndig erledigt. 

37. Auf die vorhergehenden Resultate fiber einfaehe Raumkurven wollen 
wir im folgenden das Dualit~tsprinzip anwenden, indem wir definieren: 

Ein stetiges Ebenensystem (das eindeutige und stetige Bild eines linearen 
Punktintervalls, dutch dessen Punkte die Ordnung der Ebenen im System angege- 
ben wird) heisst ein/ach, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind: 

I. Das Ebenensystem enth~ilt keine stetige Folge, die dureh dieselbe Gerade 
oder dureh denselben Punkt geht. 

2. Es gibt eine Gerade g, welehe das Ebenensystem in einer abteilungsweise 
monotonen Punktreihe sehneidet. 

3. Fiir jede Ebene des Systems existiert eine bestimmte Charakteristiklinie, 
welehe als eindeutige Grenzlage der Sehnittlinie der Ebene mit einer Naehbar- 
ebene erzeugt wird. 

4. Es gibt eine Ebene ~ und einen Punkt O, derart, dass yon 0 aus die 
Charakteristiklinien auf e in ein einfaches Geradensystem projiziert werden. 

Man wird nun aus den vorhergehenden Resultaten sofort schliessen kSnnen, 
dass die Schmiegungsebenen einer einfaehen Raumkurve ein einfaehes Ebenen- 
system bilden; nach dem Dualit~itsprinzip wird es aber dann auch umgekehrt 
gelten, dass ~edes ein/ache Ebenensystem aus Schmiegungsebenen einer ein/achen 
Raumkurve k bestehen muss. Jede Ebene e des Systems hat einen Charakteristik- 
punkt, welcher als Grenzlage des gemeinsamen Punktes yon 3 Ebenen des Sy- 
stems entsteht, welehe alle gegen e konvergieren (von derselben Seite); dieselbe 

Grenzlage wird yon dem Sehnittpunkte der Charakteristiklinie der Ebene e und 
einer Nachbarebene erreieht, welche gegen e konvergiert. Die Charakteristik- 
punkte bilden die obengenannte Kurve k. 
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38. Um zu erkennen, ob ein vorgelegtes Ebenensystem einfach ist, wird es 
sehr wichtig sein, den folgenden Satz zu haben: 

Ein stetiges Ebenensystem ist ein/ach, wenn /olgende Bedingungen er/iillt sind. 

I. Jede Ebene e des Systems besitzt eine bestimmte Charakteristiklinie k, die 

als eindeutige Grenzlage der Schnittlinie der Ebene ~ mit einer Ebene e, entsteht, 

wenn e~ nach ~ konvergiert. 
2. Die Ebene ~ besitzt ausserdem einen bestimmten Charakteristikpunkt K, der 

als eindeutige Grenzlage des Sehnittpunktes yon k und ~1 entsteht, wenn ~ naeh 

konvergiert. 
3. Der Charakteristikpunld K variiert stetig mit ~, und wenigsten8 eine 8einer 

rechtwinkligen Koordinaten variiert abteilungsweise monoton. 
4. Es gibt eine Ebene, welche das vorgelegte System in einem ein[achen ebenen 

Oeradensystem sehneidet, und welche keinen Charakteristikpunkt enthdlt. 
Der Satz ergibt sich ohne weiteres dureh Anwendung des Dualit~itsprinzips 

auf den friiher bewiesenen Hauptsatz (35) fiber einfache Raumkurven. 
39. Unter einer Normkurve im Raume verstehen wit eine einfaehe Kurve, 

deren Normalebenen ein einfaches Ebenensystem bildcn. Wir behandeln nur 
Normkurven, welehe in einem besehr~inkten Tell des Raumes liegen; die Unter- 
suehungen kSnnen aber leieht auf den allgemeinen Fall ausgedehnt werden. 

Da die Normalebenen einer einfachen Kurve immer den Tangentialebenen 
eines einfaehen Kege]s parallel sind, so werden die Bedingungen daffir, dass die 
Normalebenen ein einfaches Ebenensystem bilden naeh 37 darauf besehriinkt 
werden kSnnen, dass x) jede Normalebene der Kurve eine bestimmte Charakte- 
ristiklinie, die Kriimmunqsachse in dem entspreehenden Punkte  der Kurve, hat; 
2) die Projektionen der Kriimmungsaehsen auf eine Ebene (z. B. eine Koordi- 
natenebene) ein stetiges Geradensystem mit bestimmten Charakteristikpunkten 
bilden, deren eine Koordinate abteilungsweise monoton variiert. 

Noeh einfacher ausgedrfickt kSnnen wir nach dem vorhergehenden Satz (38) 
die Bedingungen in fo]gende Form bringen: 

Eine ein/ache Kurve im Raume ist dann und nur dann eine Normkurve, wenn 
I. ]ede Normalebene eines Punktes P der Kurve eine bestimmte Charakteristik- 

linie und einen bestimmten Charakteristikpunkt K hat; 
2. der Charakteristikpunlct K stetig mit P variiert, und eine seiner rechtwink- 

ligen Koordinaten abteilungsweise monoton variiert. 
Dieser Satz wird bei den gew6hnliehen analytisehen Darstellungen sofort 

zur Anwendung kommen kSnnen. 
4 o. Den geometrischen Ort des Charakteristikpunktes nennen wir die Pol- 

kurve der gegebenen Kurve. Da die Polkurve einfach ist, kann man sie in eine 
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endliche Anzahl BSgen zorlegen, deren jeder hSchstens 3 Schmiegungsebenen 
durch denselben Punkt haben. Einem solchen Bogen der Polkurve entspreche 

nun ein Bogen b auf der urspriinglichen Kurve. Es leuchtet ein, dass b yon 
einer be]iebigen Kugel in hSchstens 4 Punkten geschnitten wird; denn das Vor- 
handensein yon 5 gemeinsamen Punkten wiirde bedingen, dass man durch den 
Mittelpunkt der Kugel 4 Normalebenen an die Kurve b legen kSnnte. Ferner 
ist ersichtlich, dass eine Kugel dutch 4 vergnderliche Punkte dos Bogens b, welche 

alle derselben Grenzlage M zustreben, sich einer eindeutig bestimmten Grenzlage 
n~ihern muss, der Schmiegungskugel in M, deren Mittelpunkt nach dem M ent- 
sprechenden Punkte auf der Polkurve fgllt. Ebenfalls werden die Existenz des 
Schmiegungskreises und dessen wesentlichste Eigenschaften leicht bewiesen. 

6. Die lbwiekelung der Tangentenfl~che einer einfachen Raumkurve. 

41- Dass die Tangentenfl~iche einer einfachen Raumkurve auf eine Ebene 
abwickelbar ist, folgt aus einem allgemeineren Satz yon H. LV.BV.SGUE, 1 nach 
welchem die Tangentenfliiche einer Raumkurve dann und nur dann abwickelbar 
ist, wenn es ihr Richtungskegel ist. 

Hier woilen wir nur auf die Konstruktion der Abwickelung hinweisen. Einem 
beliebigen Punkt P der gegebenen Raumkurve A B  entspricht eine bestimmte 

Bogenl~nge s-----AP und eine (rechtsseitige) Halbtangente, deren Richtung durch 
die entsprechende Seitenlinie ~n~ des Richtungskegels dargestellt wird. Jedem 

Wert yon s entspricht sonach eine Seitenlinie ml des (rechtsseitigen) Richtungs- 
kegels. Man breitet nun diesen Kegel in die Ebene aus, und mj wird dann in 
einen bestimmten Halbstrahl ml~ iiberffihrt. Jedem Wert von s entspricht sonach 
eine bestimmte Richtung m1~ in der Ebene, und nun konstruieren wir mit Hilfe 
dieser Beziehung eine ebene Kurve, die wir uns yon einem beweglichen Punkte 
M durchlaufen denken, derart, dass wenn der yon M zurfickgelegte Weg die 
L~nge 8 hat, die M ensprechende vorw~irtszeigende HaIbtangente gerade die 

Richtung mr1 hat. Die so hergestellte Kurve bildet mit ihren Tangenten zusam- 
men die Abwickelung der gegebenen Fl~che. Sie ist eine einfache Kurve. 

42. Wenn wit in der Abwickelung eine beliebige gerade Linie 1 ausw~hlen 
und zur Tangentenfl~che zurfickgehen, wird l in eine geodiitische Kurve auf dieser 
Fl~che verwandelt. Da der Richtungskegel dieser Kurve offenbar durch Rollen 
einer Ebene auf dem Richtungskegel der urspriinglichen Kurve entsteht, wird 
sie notwendig eJne einfache Kurve. 

1 H. LEBES(~UE: Int6grale, Longueur, Aire. Th~se. Milan 190% p. 103--107. 
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Wenn eiue Ebene ~ auf der Tangentenfl~iehe rollt, werden ihre geraden Linien 
alle in geodiitische Kurven  fibeffiihrt, und w~ihrend der Rollbewegung sind sie 

Tangenten dieser Kurven.  Hierdureh zeigt sieh, dass jeder Punkt  der Ebene 

eine Kurve  besehreibt,, deren Tangente senkreeht zu allen geraden Linien der 

Ebene ist, also senkrecht zu dieser Ebene selbst. 

Umgekehrt,  wenn die Fl~iche auf einer Ebene ~ rollt, wird jeder mit der 

Fliiche fest verkniipfte Punkt  (ausserhalb der Beriihrungserzeugenden), dessen 

augenbliekliehe Lage in ~ fi/llt, eine Kurve  beschreiben, deren Tangente senkrecht 

zu r ist. Hierduroh wird es wiederum mSglieh zu zeigen, dass jeder Punlct M 
im Raume, welcher mit der Fldche wdhrend der Rollbewegung [est verbunden ist, 
eine Kurve beschreibt, deren Normalebene in M dutch die Erzeugende e, ldngs welcher 
die Fldche die Ebene ~ augenblicklich beriihrt, hindurchgeht. 

Um dies zu zeigen, betraehten wir eine andere Erzeugende e t auf der Fl~iehe, 

welche durch die Rollbewegung in die Gerade e2 der Ebene r iiberfiihrt wird. 

Die Tangentialebene rl li~ngs el wird gleichzeitig in r iiberfiihrt. Dureh den 

Schnit tpunkt  P yon rl mit e ziehen wir nun eine Gerade a, derart, dass rl durch 

Rotat ion um einen gewissen Winkel a u m a  in ~ iiberfiihrt werden kann, wiihrend 

el bei derselben Rotat ion eine Lage erreicht, welche parallel zu e~ liiuft; es wird 

dann mSglieh sein, die in Rede stehende Rollbewegung aus dieser Rotat ion und 

einer naehfolgenden ParaIlelversehiebung in eine zu e paraIlele Riehtung zusam- 
menzusetzen. 

Fassen wir nun diese Verh~iltnisse ins Auge, wie sie sich bei dem Grenz- 
iibergang yon et naeh e gestalten, so sehen wir, dass die Rotationsachse a, 

welehe dureh den Punkt  P geht, sieh der Erzeugenden e n~hert; lassen wir n~im- 

lich den Riehtungskegel der Fl~che auf der Ebene r rollen, indem er in der 

Anfangslage diese Ebene ]iings der zu e parallelen Seitenlinie e' beriihrt, so wird 

man den Kegel in die Lage, in welcher die zu e~ parallele Seitenlinie e'l in die 

Ebene hinein gelangt, dureh eine Rotat ion um eine zu a parallele Aehse a r iiber- 

fiihren kSnnen und diese Achse a' konvergiert  nach e', wenn e'~ sich e' n~ihert 

(vgl. i8); ferner wird der Punkt  P einer bestimmten Grenzlage auf der Riiekkehr- 

kante zustreben (37)- 

Fiir einen beliebigen Punkt  M i m  Raume, welcher mit unserer abwickel- 

baren Fl~iche lest verbunden ist, w~ihrend diese auf der Ebene ~ rollt, werden 

wit nun eine folgende Lage M~ finden k6nnen, wenn wir den Punkt  M, erstens 

u m a  dureh den Rotationswinkel a herumdrehen, und nachher die entspreehende 

Parallelverschiebung t vollziehen. Nun ist es klar, dass das Verhiiltnis t gegen 

Null konvergieren muss. Wir wissen niimlich aus den vorhergehenden Unter- 

..data rnathernatica. 40. Imprim~ le 22 avril 1015. 9 
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suchungen, dass die Punkte, deren augenblickliche Lagen in e fallen (ausserhalb 
e) Kurven besehreiben, deren Tangenten senkreeht auf ~ stehen, und hieraus fol- 

gert man, dass lim t =  0, wenn e, naeh e konvergiert. Aus diesem Umstande a 

schliesst man dann wiederum, dass die Grenzlage der Geraden MM,  senkrecht 
auf der Ebene eM stehen muss, und hiermit ist unser Satz bewiesen. 

43. Schliesslich bemerken wir noch, dass man aus den vorhergehenden Ent- 
wicklungen sofort ersehen wird, dass die Planevolventen einer einfachen Kurve 

immer Normkurven sind. Die Filarevolventen einer einfachen Kurve hingegen 
sind nicht einmal immer einfach. Es gilt aber der Satz: 

Wenn elner Normkurve k die Bedingung au]erlegt wird, dass eine ihrer Filar- 
evolventen eine Normkurve sein sell, so werden alle ihre Filarevolventen •ormkurven, 
und die rekti]izierenden Ebenen der Kurve k bilden ein eln]aches Ebenensystem. 

Unsere Kurve wird dann den bei den Anwendungen gew6hnlieh stillschwei- 
gend vorausgesetzten Eigenschaften hinsichtlich Kriimmung und Torsion geniigen, 

und unsere Untersuchungen erhalten hiermit einen gewissen Absehluss. 

Schlusswort. 

Die vorstehenden Betrachtungen lassen sich unsehwer auf Kurven in mehr- 

dimensionalen Rs ausdehnen. Um aber dieses in allgemeinster Form dureh- 
fiihren zu kSnnen und um iiberhaupt die Begriffsbildungen der monotonen Ge- 

bilde beherrschen zu kSnnen, wird es sieh als niitzlieh erweisen, eine allgemeine 
Theorie der monotonen Fundamentalreihen in hSheren R~iumen auszubilden. In 
einer folgenden Arbeit beabsiehtigen wir dieser Theorie etwas ns zu treten. 1 

* Vgl. die inzwischen erschienene Abhandlung des Verfassers: Introduction h la th~orir des 
suites monotones. Bulletin de l'Acaddmie royale de Danemark, 1914, S. 1--74. 


