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Einleitung. 

Die R I E ~ A ~ ' s c h e  Zetafunktion ~ (a) der komplexen unabh~ingigen Variablen 

s - ~  a +  i t  ist bekanntlich eine in der ganzen Ebene, bis auf den einzigen Pol 

s = x, reguHire analytische Funktion,  welche der Funktionalgleiehung 

(I-- s) = 2 cos s~ r (8) ~ (8) 
(2~)" 2 

geniigt. Diese Funktionalgleiehung erlaubt die Untersuehung der Zetafunktion 

auf die t ta lbebene a > ~ zu besehr~nken; in der Tat, wenn man die Zetafunktion 
2 

I beherrseht, l~isst sie sich mittels der Funktionalgleiehung, welehe ja die fiir a > 

Werte yon Zeta in den beiden Punkten  s und i -  s verbindet, in der iibrigge- 

bliebenen t ta lbebene o < i studieren. 
2 

In dot  Halbebene a > I i s t  ~(s) durch das EUL~.R'sche Produkt  

(8) --- i -- ~;-" 
n--] 

dargestellt, we p ,  die n t' Primzahl bedeutet ;  es ist also speziell ~ (s) ~ 0 fiir a > i. 

Von dieser Produktdarstel lung ausgehend babe ich in einigen friiheren Abband- 

lungen durch eine arithmetisch-analytische Methode, welehe auf die Theorie der 
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Diophantisehen Approximationen basiert ist, das Verhalten yon ~ (8) in der Halb- 

ebene a > I  studiert  und u. a. den folgenden Satz bewiesen: l Es nimmt ~(8), 

bei ~edem ~ > o, im Strei/en I < a < i + 6 jeden Weft ausser Null an, sogar unend- 

lich o]t. 

Es war sehon seit langem ein Problem in der Theorie der RIm~A~;'sehen 

Zetafunktion die Bedeutung des EvLv.R'sehen Produktes fiir das analytisehe Stu- 

dium yon ~ (s), und speziell zur Untersuchung des Wertevorrates yon ~ (s), aueh 

ffir solehe Gebiete der Halbebene a > i zu erkennen, welche links yon der Gera- 
2 

den a = x gelegen sind ~ obwohl das Produkt  in keinem Punkte  8 ~ a + i t  mit  

z_ < a < i konvergiert. 
z 

In zwei Abhandlungen der neuesten Zeit ~ ist es gelungen, dies Problem an- 

zugreifen, und zwar mit wesentlichem Erfolg. Ein weiteres Beitrag wird in der 

vorliegenden Abhandlung gegeben. Die MSglichkeit sowohl in den beiden zitierten 

wie auch in der vorliegenden Arbeit, die EULER'sehe Produktformel zur Unter- 

suehung von ~ (s) im Streifen z < a < i verwenden zu kSnnen, beruht  auf einer 
2 

reeht bemerkenswerten Tatsaehe, die iibrigens leieht aus einem von Herrn SCH~EE 

herriihrenden Mittelwertsatz in der Theorie der DmICHLET'sehen Reihen abgeleitet 

werden kann, und die, allgemein gesprochen, folgendermassen ausgedriiekt w e t -  

den kann:  Das EVLER'sehe Produkt  konvergiert wohl in keinem Punkte  s 

des Streifens z < a < I d. h. bei festem in diesem Streifen gelegenem ~ strebt 
2 

hr 

( i~p~-~) -1 mit  waehsendem N keinem bestimmten endlichen yon Null ver- 

hr 

sehiedenen Grenzwerte zu; trotzdem konvergiert aber das Produkt  I [  (i ~p~)-~ -1, 

wenn mann kein festes s sondern das ganze unendliehe Gebiet _! < # < I ins Auge 
2 

fasst, im Grossen und Ganzen gegen die Grenzfunktion ~ (s); genau ausgedriiekt 

(in der Form, in welcher diese Tatsache in der letzten der beiden zitJerten 

Abhandlungen benutzt  wird, welche das Verhalten auf einer festen Geraden 

~ #o des Streifens z < ~ < ~ behandelt) : Es sei ao eine Zahl im Intervalle z < a < 
2 2 

H. BOKa: ~fber das Verhalten yon ~(s) in der Halbebene ~ > i .  (G6 t t inge r  N a c h r i c h t e n  
I9II). Der Leser  b r a u c h t  f ibr igens  f(ir das V e r s t ~ n d n i s  der  v o r l i e g e n d e n  A b h a n d l u n g  weder  
die h i e r  z i t ier te ,  noch  die s p a t e r h i n  za  z i t i e r enden  A r b e i t e n  fiber die Ze t a funk t ion  zu kennen .  

H. BoE~ u n d  E. L*~Dxu: Sur les z~ros clr la fonction ~(s) de RI~AN~ (C. R. Paris .  19~4 ), 
H. BOER End R. CoultxsT: Neue Anwendungen der Theorie der Dio2hantischen A22roximationen auf  
die RiE~ASs'sche Zetafunktion (Crelles Journa l ,  I914 ). 
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u n d  e > o,  $ > o bel iebig gegeben ;  d a n n  g ib t  es dazu  ein N ,  = No (ao, ~, ~) m i t  

fo lgender  E igenscha f t :  bei j edem festen N > N o  ist fiir alle h inre iehend grease T 

die S u m m e  der  Liingen der  I n t e r v a l l e n  der  reellen Var iab len  t z w i s c h e n - - T  und  

+ T,  fiir die 

{a o + i t )  I 
N i < ,  ] 
H (i--v~co*+i") -I 
n ~ !  

ist, d iv id ie r t  m i t  der  Gesamtl~inge z T ,  grSsser als i -  ~. 

B e v o r  ich dazu  i ibergehe,  das  Ergebn i s  der  vor l iegenden A b h a n d l u n g  kurz  

ause inanderzuse tzen ,  werde  ieh zun~ichst zu Or ien t i e rung  die R e s u l t a t e  der  bei- 

den  oben  z i t ie r ten  A b h a n d l u n g e n  kurz  erw~ihnen. 

Die ers te  Abhand lung ,  welche yon  H e r r n  LANDAU und mi r  herr i ihr t ,  be- 

hande l t  das  P r o b l e m  der  Nulls te l len de r  Ze t a funk t ion .  In  einer  f r i iher  ve r f a s s t en  

geme insamen  Arbe i t  ~ h a t t e n  wir  den  Sa tz  bewiesen:  E s  bezeichne,  bei ]estem J > o, 

I 
IV ( T )  die  A n z a h l  der NuUs te l l en  yon ~ (s) i m  Gebiete a > 2 + ~' - -  T < t < T ;  dann  

is t  / i i r  unend l ieh  wachsende8 T 

(i) N (T) = O(T).' 

N u r  wegen  der  besonderen  Wieh t igke i t  der  Nul ls te l len  yon  ~ (s) h a t t e n  wir 

in dieser  A b h a n d l u n g  unsere  Methode auf  die Absch~itzung der  Anzahl  der  Wur -  

zeln yon  ~ ( s ) =  o beschr~inkt und  sie n ich t  a l lgemein zur  Abschi i tzung der  An- 

, H. BOHI~ und E. LANDAU: Ein 8atz uber DIRICHLET'Sehe Reihen mit Anwendung a~,f die (- 
Funktion und die L-Funktionen (Palermo Rondieonti, x914). 

Damit hatten wir, unter Berfieksichtigung bokannter Tatsachen, speziell gezeigt: JDiedem 
I 

8treifen o < a < I geh6rigen Nullstellen yon ~ (s) liegen meist in niichster 2V~he der Geraden a = ~ ; d. h. 

wenn r bezw. ~b(T) die Anzahl derjenigen Nullstellen yon ~(s) im Reehteeke o < a < L  

- -  T< t < T bezeiehnet, welche dem schmalen Streifen _i __ 5 < a < ~ + d angehOren bezw. nicht 
2 

angeh6ren, so gilt bei jedem ~ > o  die Gleichung 

lim r  o 
T ~  

Dieser letzte Satz ist das eine zweier Resultaten, durch welche es in der neuesten Zeit gelungen 
ist, dem Rm~[x~N'schen Problem der Nullstellen der Zetafunktion im kritischen Streifen o < o < I 
wesentlich n~ther heranzurticken. Das andere Resultat ist die yon Herrn HARDY (Sur les zdros 
de la .fonction ~ (s) de RI~Am~, C. R. Paris I9~4 ) gemachte Entdeckung, dass auf der Geraden 

I 
o = ~ unendlieh vide Nullstellen yon ((s) 9elegen sin& 
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zahl hr~ (T) der Wurzeln yon ~ (s) = a in demselben Gebiete a > I + ~, _ T < t < T 
z 

verwendet;  wSrtlich dieselbe Methode ergibt bei ]edem lcomplexen a das ent- 
8prechende Re~ultat : 

(2) N~ (T) = 0 (T). 

In der sp~iter verfassten Note in den Comptes rendus konnten wir, fiir die An- 

zahl der Nullstellen, unser friiheres Ergebnis lV ( T ) =  O(T)  durch das weiterge- 

hende Resul tat  N ( T ) =  o (T) ersetzen, d. h. die Relation 

lira sup N (T) 
~._| T < ~  

dahin verseh~irfen, daB8 ~ogar 

(3) lim N (T) - - ~ O  
r=~ T 

iat. Die Methode, welche uns dieses letzte Resulgat ergibt, beruht,  wie oben er- 

wi~hnt, auf die Idee der Verwendung des divergenten EuL~.R'schen Produktes  fiir 

den Streifen I < a < I;  sic ist prinzipiell nur zur Abschgtzung der Anzahl der 
2 

Nullstellen - -  und nicht wio die friihere Methode auch zur Absehgtzung der 
Anzahl der a-Stellen - -  verwondbar. 

In der zweiten der oben zitierten Abhandlungen, welche von Her in  COURANT 

und mir herrfihrt, untersuchen wir die Werte, welche ~ (s) auf vertikalen im Strei- 

fen x_ < a < i  gelegenen Geraden a =  ao annimmt. Wir beweisen dureh eine Ge- 
2 

neralisation meiner frfiheren ffir die Halbebene a >  I ausgearbeiteten arithme- 
tischen Methode den Satz: 

Satz I :  Es liegen bei ]edem [esten a~ des Intervalles z < a <= z die Werte, welche 
2 

(s) au/ der vertikalen Geraden a = ao annimmt, in der ganzen ~-Ebene i~berall dicht. 

Dieser Satz, welcher das intrikate Verhalten yon ~(s)im kritisehen Streifen 

in pri~gnanter Weise zum Ausdruek bringt, enth~lt speziell, das ~ (s) im Streifen 
x 
- <  a < z jeden komplexen Wert  beliebig nahe kommt;  er liefert aber keine be- 2 
stimmte Aufkl~irung fiber die Werto, welehe ~ (s) in diesem Streifen tatsiiehlich 

annimmt, d. h. der Satz er laubt  fiir keinen einzigen Wef t  zu entscheiden, ob er 

im Streifen z < a  < I angenommen wird oder nieht. Uber die Frage der Werte 
2 

yon ~ (s) im Streifen I < a < z war es vor einigen Jahren Herrn LANDAU und mir 
2 
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gelungen, unter  Annahme der Richtigkeit der R~EMA~'schen Vermutung fiber die 

I 
Nullstellen yon ~ (s), d. h. unter der Annahme  ~ ( s )~  o ]iir a > ~, das reeht be- 

merkenswerte Resul ta t  zu ersehliessen, 1 dass ~(s) in jedem vertikalen Streifen 

a < ~ < fi mit i < a < fi < I s~imtliebe yon Null versehiedenen Werte annimmt. Auf 
2 

sieherem Boden, d. h. ohne Annahme der RIEMANN'schen Hypothese,  war aber 

bis jetzt  fiber den Wertevorra t  yon ~(s) im Streifen i < a  < I sehr wenig bekannt.  
2 

Ich beweise nunmehr in der vorliegenden Abhandlung, yon der EvLvR'schen 

Produktformel ausgehend und in wesentlieher Ankniipfung an die yon Herrn 

COURA~T und mir ausgearbeiteten arithmetisehen Methode, dass die obige Aus- 
sage fiber die Werte  yon ~(s), welehe yon Herrn LANDAU und mir als eine Fol- 

gerung der RXEMANN'sehen Hypothese  gewonnen wurde, unabh~ngig yon der Rich- 

tigkeit oder Unrichtigkeit dieser Hypotbese  wahr ist, d. h. ich beweise den Satz: 

Satz 11: Es  8el X < a < fl < x. Dann  n immt  ~ (s) im 8trei]en a < a < {t ]eden 
2 

yon N u l l  verschiedenen Weft  an, sogar unendlich o]t. 

Es ist zu beaohten, dass w~ihrend dieser Satz fiber den Wertevorra t  Wa,# 

yon ~ (s) im Streifen a < a </~ unter  Annahme der Richtigkeit  der RiEMX~l~'sehen 

Hypothese  ein endgiiltiges Resul ta t  liefert, n~mlieh: es wird jeden Wert  a C e  
unendlieh oft, den Wert  o dagegen gar nieht angenommen, erlaubt der Satz, 

wenn keine Hypothese  iiber die Nullstellen hineingezogen wird, nieht den Werte- 

vorrat  W<~ vollstiindig zu bestimmen; er besagt nut :  W~,8 enth~ilt gewiss jeden 

yon Null verschiedenen Wert,  l~isst aber die Frage often, ob die Menge W~,~ aus 
den s~imtlichen Werten fiberhaupt, oder aber aus den si~mtliehen Werten mit 

Ausnahme yon Null besteht. Es seheint vorliiufig, als ob die Untersuchungs- 

methode bei der Entseheidung dieser letzten Frage, d. h. bei der Entseheidung 

des fundamentalen RIg~ANN'sehen Problems, ob ~ (s) im Streifen i < o < x tatsiich- 2 
lioh Nullstellen besitzt oder nieht, prinzipiell versagt. 

Uber das Problem der a-Stellen bei yon Null verschiedenem a erlaubt  aber 

die Methode der vorliegenden Abhandlung nicht nur den Existenzsatz I I  auf si- 

eherem Boden zu stellen, sondern aueh den folgenden viel weitergehenden Satz 

zu beweisen: 

,~atz I I I :  Es  ~ei x - < a < f l < I  und a ~ o ;  es bezeichne Ma,~,~(T) die Anzahl  
2 

der a-Stellen yon ~(s) ira Rechteck a < a < fi, ~ T < t < T.  Dann  iat 

1 H. BOHR und E. LA,~DAU: Beitriige zur Theorie der RIEMASN'schen Zetafu~ktion (Math. 

Annaleno 1913). 
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lim inf M~,,,p (T) > o, 
T-~ T 

d. h. es gibt eine positive Konstante k = k (a, a, fl) derart, dass liar alle hinreichend 

grosse T 

(4) Mo, a,~ (T) > k T 
ist. 

Durch diesen Satz ist es gelungen, die ~)wahre GrSssenordnung~> der Funk- 

tion M~,a,z(T) festzustellen; denn, wie aus der yon Herrn LANDAU und mir be- 

wiesenen Relation (2) unmittelbar folgt, gibt es andererseits eine positive Kon- 

stante K = K  (a ,a ,  fl) derart, dass /i~r alle hinreichend grosse T 

ist. 

Jl/Ia, a,~( T) < K T 

Es bezeichne, stets ffir x < ~ <fl < I ,  Mo, a,z (T) die Anzahl der Nullstellen 
2 

yon ~ (s) im Rechteck a < a < ~, - -  T < t < T; dann ist nach der Relation {3) 

l ira  M 0 , . , z  (T)  o .  
r - ~  T 

Unter Beriicksichtigung dieser letzten Gleichung ergibt sieh aus (4) das sehr be- 

merkenswerte I~esultat: Es ist bei jedem a r ~ o 

l im M0,~,~ (T) o; 
r- |  Ma,~,z (T) 

d. h. ungenau ausgedriiekt: die Anzahl der Nullstellen yon ~(s) im Streifen 

a < a < fl, wenn es iiberhaupt solehe gibt, ist jedenfalls yon kleinerer GrSssen- 

ordnung als die Anzahl der a-Stellen bei beliebig gegebenem a ~ o. Es ist hier- 

mit zum ersten Male festgestellt, dass /iir die Werte yon ~ (s) im Strei/en x < a < i 
2 

die Zahl Null, mag sie in der Wertmenge enthalten sein oder nicht, eine allen iibri- 

gen Zahlen gegeni~ber besondere Rolle spielt. 

Bei den folgenden Untersuehungen werde ich mieh nieht auf den Beweis 

der soeben erw~ihnten Resultate fiber ~ (8) beschrs sondern dieselbe sogleich 

in einer etwas allgemeineren Form beweisen, die ieh erhalte, indem ieh einerseits 

die Resultate fiir den Halbstreifen i < a < i ,  t > o start  fiir den ganzen Streifen 
2 

I 
- < a < i ableite, und andererseits - -  was wesentlicher ist - -  die Funkt ion log ~ (s) 
2 



Zur Theorie der Riemann'schen Zetafunktion im kritischen Streifen 73 

s ta t t  ~(s) seIbst studiere. Bevor ich die somit erhaltenen verallgemeinerten 

Resultate kurz angebe, ist zuns zu erkls was dabei unter  log ~ ( s ) i n  

der Halbebene a > x_ zu verstehen ist:  Es bezeichne, wie durchweg im folgenden, 
2 

I 
q dasjenige einfach zusammenh~ngende Gebiet, das aus der Halbebene a > ~  

entsteht,  wenn erstens das reelle im Punkte  8 = I  ausmiindenden Intervall  

i < s < i und zweitens, bei jeder eventuellen der Halbebene a > i angehSrigen 
2 2 

Nullstelle aQ+ ire yon ~(s), die horizontale Strecke i < a ~ a o ,  t = t e  entfernt  wird. 
2 

In diesem Gebiete G zerf~illt der Logarithmus yon ~(s) in unendlich vielen ein- 

deutigen regul~ren Zweigen; unter  log ~ (s) soil derjenige in G regulttre Zweig 
verstanden werden, weleher fiir reelle s > I reell ist. Fiir die somit in G definierte 
Funktion log ~ (s) werde ich alsdann die beiden folgenden S~tze A und B be- 
weisen, yon denen der erste eine Generalisation des yon Herrn  COVaaNT und 

mir bewiesenen Satzes I bildet, ws der zweite den Satz I I I  und somit 
fortiori den Satz II  als speziellen Fall enth~ilt. 

Satz A: Es sei a o eine /este Zahl des Intervalles x < ~ < x ;  dann liegen die 
2 

Werte, welche log ~ (s) in den]enigen Punkten der Halbgeraden ~ = a o, t > o annimmt, 

die dem Gebiete G angeh6ren, in der ganzen Ebene iiberall dicht. 

Satz B: Es sei x-<a < ~ <  I und a eine beliebige komplexe Zahl (Null nicht 
2 

ausgeschlossen). Es bezeichne La, a,p(T) die Anzahl der Wurzeln yon log ~ ( a ) = a  

in dem~enigen Teil des Oebietes G, der dem Rechtecke a < a < fl, o < t < T amgeh6r#. 
Dann ist 

lira inf L~ ,z  (T) 
T--| T >o, 

d. h. es gibt eine po,itive Konstante C = C (a, a, fl) derart, dass /iir alle hinreichend 

grosse T 

La.~,,p(T) > C T  
ist. 

In diesem letzten Satze ist speziell enthalten, class loft ~ (s) in ~edem 8trei- 

fen a < a < fl m i t r  < a < fl < I jeden komplexen Weft unendlich o/t annimmt. Dies 
2 

Resultat  ist, selbst unter  Annahme der Richtigkeit der RIE~ANN'schen Hypo- 

these ein neues; in der Tat, die funktionentheoretische Methode yon Herrn LAN- 
DAU und mir, dutch welche wir unter  Benutzung der RxEMA~N'schen Hypothese 

Aeta mathematiea. 40. Imprimd le 23 avrtl 1915. I 0  
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bewiesen haben, dass ~ (s) im Streifen a < a < ~ ]eden Wert  ausser Null annimmt, 

ist unf~hig, das sch~rfere Resul ta t :  es nimmt log ~(s) im Streifen a < a <  fl je- 

den Wert  an, zu ergeben. 

Die obige im Gebiete G definierte regul~re Funkt ion log ~ (s) ist, wie aus 

der EuLV.R'schen Produktformel  unmittelbar  folgt, in der Halbebene a > I dureh 
die Reihe 

log ~ (s) = - -  ~ Log (I - -  p~-') 
~ I  

dargestellt ,  we ffir einen x mit positivem reellem Teil Log x stets den Hauptwer t  

bezeiehnen sell, d. h. denjenigen Weft,  dessen imagin~re Tell zwisehen ---~ und 
2 

+2z gelegen ist. Ieh sehreibe nun, bei festem N=> x, nieht nur in der Halb- 

ebene a > I,  sondern im ganzen Gebiete G 

N 

log ~ (s) = - -  ~_~ Log (x - -  p~-') + RN (s); 

hierbei bedeutet  also RN (s) diejenige in G regul~re Funktion, welehe in der Halb- 
ebene a > i dureh die Reihe 

R~r (8) --  Log ( I - -  ~ j ' )  
n - - ~ + l  

definiert ist. 

Die folgende Untersuehung yon log ~ (s) zerf~llt nunmehr in drei Para-  
graphen.  

In w x wird das Verhalten des >>Restes,> Rlv(s) mit Hilfe der SCH~EE'sehen 

Mittelwertsatzes untersucht;  es wird hierbei nicht etwa der Rest  RN(S) bei fest 

gehaltenem s fiir unendlieh waehsendes N abgeseh~tzt, sondern es wird gezeigt 

(vergl. die obigen Bemerkungen fiber den ~>Rest~ des EUL~R'schen Produktes),  

dass bei festem sehr grossem N der Rest  RN(s) in den meisten Gebieten des 

unendliehen Streifens _I < a < I sehr klein ist. 
2 

In w 2 bezw. w 3 wird zun~ehst mit Hinbliek auf den Beweis des Satzes A 

bezw. B, der ,>Anfang,> 
Ar 

PN(s) = -- ~_~ Log (I --p~-') 
f t ~ l  
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dureh die arithmetische Methode, in der generalisierten, sich auf die Idee der geo- 
metrischen Wahrseheinlichkeit stiitzenden Form untersucht. Schliesslich werden, 

in denselben Paragraphen 2 und 3, unter Heranziehung des Resultates yon w i, 

die Beweise der beiden Hauptsiitze A und B vollendet. 

w I. 

lbsehlitzung des Restes. 

Der Ausg~.ngspunkt der Untersuchungen dieses Paragraphen bildet der fol- 
gende Satz, welcher einen SpezialfM1 des sogenannten S c n ~ ' s c h e n  Mittelwert- 

satzes in der Theorie der DIRICHLV.T'schen Reihen, in einer yon Herrn LANDAU und 

mir unerheblich verallgemeinerten Form darstellt. 1 

HilJssatz 1. E8 sei die Dirichletsche Reihe j ( s ) =  -~ N r  a > o konvergent, 

I 
- <  as < z und a 2 > x. Dann  ist gleichrndsMg ]iir a~ < a < a 2 
2 

T 

r - |  d r 
--T 

(5) 

Aus diesem Satze folgt sofort das 
Corollar : Es  ist 

la.P. I /(a + i t ) l ' d a d t  = da < (a~--a~) 
J et--1 n - - I  ~g~t 

- -  ~ ' < _ _ c <  ~" 

Durch Anwendung dieser letzten Ungleichung auf die Zetafunktion werde 
ich zuniichst den folgenden Satz beweisen, welcher implizit schon in der in der 
Einleitung zitierten C. R.-Note von Herrn LAI~I)AU und mir enthalten ist, und 

dessen Beweis ich dieser Note entnehme. 

Hil/ ,satz  2. Es  ,e l  I < a~ < 3, -4 a2 > 2 und ~ > o. Dann  gibt ea dazu eine Zahl  

No ~ No (al, a2, ~) mi t  /olgender Eigenscha/t : Bei  jedem N > N O gi l t / i i r  alle hinreichend 

grosse T,  d. h. /iir T >  T O = To (N) die Ungleichunfl 

i H. Beret und E. LAtmxu: Ein 8atz i~ber Diriddetsche Reihen... l. c. 
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/ /I~N(*)-- 
o~ <o<o~ 
x<t<__T 

x [' dadt < e T, 

wobei ~N(8) die Funktion 

bezeiehnet. 

~V 

~2V(*) = ~ (8) H ( i  - p=.)  
n--1 

Beweia: Es ist bei festem N die Funktion ~N(S) eine in der ganzen Ebene 

einzigen Pol 8 =  I / ~mit dem Residuum 1~[ (i ~ p~l) reguliire bis a u f  den Funk-  

tion, welche fiir a > I durch das Restprodukt  

N 

n--1 n-- .,Nr+l 

dargestellt wird. Um den SOH~EZ'sohon Mittelwertsatz zur Absoh~tzung yon 
~N(S)-- I  zu verwenden, betrachte ich zun~iehst, s ta t t  der Funktion ~ N ( * ) - - i  

selbst, die ganze transzendente Funktion ( ~ N ( s ) - - I ) ( i - - 2 1 - ' ) ,  welche fiir a > o 
o ( 

durch eine konvergente DIRICHL~.T'sche Reihe ~ ~ darstellbar ist. Dies folgt z. B. 
rim1 

unmittelbar daraus, dass die Funkt ion (~N (s) - -  I) (i - -  21-0 gleich 

N 
(8) H (I - p=s) - I}  ( I  - -  2 l - s )  

N 
= {~ (8) ( i  - 2 , - . ) )  l I  ( I  - ~=s) - ( I  - 2 ' - 0  

ist, also bis auf zwei Gliedern als das Produkt  einer fiir a > o konvergenten DI- 

i s  
RICHLET'Bchen R e i h e  ~ (~) ( I - - 2  l - s )  = I - -  ~ + 3" 4" " u n d  e i n e r  a u s  n u r  e n d l i c h  

vielen Gliedern bestehenden DIRmHLET'schen Reihe erscheint.} Aus der Definition 
/ 

? 

yon ~N (e) folgt sofort, dass die Koeffizienten a .  der Reihe (~N (*) - -  i) (i --21 -") ~ n~ 

den Bedingungen 

{ an = o ffir n < ?iv+, 

[an[<2 fiir n > ~ , r+ l  

geniigen. Angewandt auf die Funkt ion (~lv (s ) - -  x) (z - -  21-') ergibt die Un- 
gleichung (5) die Relation 
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lim--~I~ [ fl(~s(.)--i)(~-2~-')l'aoat<(.,-.,).. ,,,o, 
T.~21 j j  = 

o~ ___< o=<  ~r 2 . -  * n -  JPN+I 

-- T <_~,~_T 

8 N ,  

Wo (bei festen o , ,  0,)  ~N---. o f i ir  N - - - ~ .  

Es ist also ffir alle hinreichend grosse T, d. h. ffir T~To= T o ( N ) ( > I )  

: I (~N (s) 
,,, <,,<o, 

- -  T<t<__~ 

- ~) (i - 2'-')I' dgdt < 3 ~NT. 

Nunmehr soll unter  dem Integralzeiehen der hineingebrachte Hilfsfaktor 

( i -  2*-') wieder weggeschafft werden. Zu diesem Zwecke konstruiere ieh zu- 

n~ichst die Kreisen F~ 0' ~ o, + I ,  4- z , . . . )  mit dem Radius _i um die Nullstellen 
9 

y o n  i -  2 l - ' ,  d. h. um die Zahlen 

nU 2gz~i (~,~___0, nUi, .~2, . . . )  Z~---- X Log2 

In der ganzen Ebene ausserhalb dieser Kreisen ist offenbar 

1 i - 2 ~ - , l >  c, 

we c eine positive absolute Konstante bedeutet.  Hieraus folgt ffir T ~  To, wenn 
nur fiber dasjenige Gebiet H (T) integriert  wird, welches aus dem ausserhalb der 

Kreisen F~ gelegenen Tell des Rechteekes ~, ~ ~ ~ ~,, - -  T < t ~ T besteht, die 

Ungleichung 

(6) f /,~r(s)-- II'd~dt <3%rT ~ " 

H(/3 

ES handelt  sich jetz datum, die kleinen ausgesehnittenen Kreise F~ (mit v ,~ o) 
dem Integrationsgebiet wieder hinzuzufiigen. Um die hierzu n6tige Abschiit- 
zung des Doppelintegrals fiber den Kreis U~ vorzunehmen, kann man sieh des 

folgeuden kleiuen Kuustgriffes bedienen. Da ~N (s) in den Kreisen [ 8 - -  z~ ] < i 

( ~ o )  reguliir ist, gilt bei jedem ~,~o die Ungleichung 

i~,_~1=< ~_ l< l~  2 
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Denn wenn die nicht konstante Funkt ion 1 ( s ) =  ~ a .  s" ffir Is I< R reguliir ist, 
n ~ 0  

gilt bekanntlieh ffir o < r < R die Relation 

2 ~  

o 

also f fir o < rt < r2 < R die Ungleichung 

2 ~  2 ~  

o o 

Dureh Summation 2' iiber diejenigen v ~ o, ffir welehe der Kreis F~ dem Reeht-  

eck a~ < a < ~2, - -  T < t < T ganz oder teilweiso angeh6rt, folgt fiir T > To 

f f  3"f (7) I ~ N ( s ) -  i I'dadt < ~ '  I~N(. ) - -  x I'dtrdt 

18--z'l<-l=9 < 1 8 - - ~ 1 = 9  

f f 3 tN < I ~N(S)-- ~ I' d . d t  < - ~ -  (T + ~). 

H(T + ]) 

Es ergibt sioh somit ffir T >  To dureh Addition der beiden Ungleiohungen 

(6) und (7), dass das Doppelintegral yon erstreckt fiber das ganze 

Reehteek a, < tr < a2, -- T < t < T nur mit Ausnahme des kleinen Kreises ] s - -  i I < 

um den Pol s = i kleiner ist als 

also gilt & fortiori, ffir T>To, die Ungleichung 

f f 9 e~v T I ~ N ( s ) - - I I ' d a d t < - ~ -  . 

l <~t<~T 

Ieh wiihle nun, wegen %r--.o, die Zahl No so gross, dass ffir N > N  o die Unglei- 

9 tN 
ohung ~ < a besteht.  Dann is~ ffir dieses N,  (nebst den obigen Zahlen To (N) 

ffir N>Na) die Bedingungen des Hilfssatzes offenbar erffillt, 
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Es sei wie oben i < 3 a~ < a2 > z feste Zahlen, und es sei N > i eine belie- 

bige ganze Zahl; dann definiere ich fiir v > 2  eine stetige Funktion ~lv (~) der 
reellen Variablen ~ durCh die Gleichung 

-,__<_~<o, 
r - -  1 ~< t__~v+ 1 

I I 'dadt .  

Wegen der fiir T > 2 giltigen Ungleichung 

T 

]<t~T+] 

folgt sofort aus dem Hilfssatze 2 das 

Corollar : Es sei i2 < a* < ~ ' a2>2 und ~ > o. Dann gibt e~ dazu eine Zahl 

N~ = Nl (a ,  a~,~) mit /olgender Eigenschaft: Bei jedem N > N~ ist /iir alle hinreichend 
grosse T, d. h. /iir T > T~ = T,  (N) 

T 

(8) -- ~'~,v (~)d~ < e T. 
2 

Fiir das folgende wird es yon Bedeutung sein nieht nur das Integral yon 

~v (~) sondern auch die Funktion ~N (~) selbst abzusehiitzen. Dies geschieht dutch 
den folgenden, aus der obigen Ungleichung (8) fast unmittelbar abzuleitenden 
Hilfssatz 3, welcher in unpriiziser Formulierung aussagt: bei sehr grossen N ist 
fiir unendlieh wachsendes ~ die Funkt ion ~N(~) fast immer sehr klein. In die- 
sere Hilfssatze trit t ,  obwohl nur  in impliziter Form, der Begriff der Wahrschein- 

lichbeit auf, welcher fiir die ganze Untersuchungsmethode der vorliegenden Ab- 
handlung (sowie schon d e r m i t  Herrn  COURA~T gemeinsam verfassten Abhand- 
lung) eine wesentliche Rolle spielt, und dessen Einfiihrung in den Kreis der Be- 

trachtungen es zuerst ermSglicht, bei den Beweisen der S~tze A und B die Un- 

tersuehung des ~Restes~ RN(s) einerseits und die des ~Anfangem> FN(s)anderer- 
seits aneinander zu kniipfen, d. h. diese beiden zuniichst getrennten Untersu- 
ehungen zu einer gemeinsamen Untersuchung der Funkt ion log ~ (a) = F:v (s) + Rlv(s) 
zu vereinigen. 
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Hil/ssatz 3: Es  babe bei /esten i < (;~ < 3 ~, az > z und einem N >  x die  Funk-  

glen q~r(v) die obige Bedeutung, d. h. es sei /igr v >  2 

~N(~) =//l ~N(8) - I I' dadt 

~--I <_t< z+ I 

gesegzt, g s  seien /erner o < e 1 < i u n d  o < e~ < i beliebig gegeben. Dann gibt es ein 

N = N '  (~,, (;2, ~ ,  ~2) derart, dass bei ~edem N > N '  /i~r alle hinreiehend grosse T,  

d. h. /iir T >  T ' =  T' (N) die Streebe 2 < v<__ T eine endliche Anzahl yon Intervallen 

entluilt, yon denen keine zwei einen inneren Punk t  gemeinsam haben, und welche 

die beiden /olgenden Eigenschaften besitzen: Es  ist die Summe der Ldngen der In-  

tervallen > ( i -  e2) T und /igr ]eden inneren Punbt v einer dieser Intervallen gilt 

die Ungleichun9 
q~ (~) < ~,. 

Beweis: Ioh bostimme nach dem obigen Corollar ein N' dorart, dass bei 
jedem N > N '  fiir T > T ' = T ' ( N )  die Ungleichung 

T 
(9) /~ON(V) dv < el:z ( T - -  2) 

2 

bosteht; hierboi soil ausserdem, fiir allo N > N  t, die Zahl T ' - -  - T ~ (N) so gross ge- 

wghlt sein, dass sio der Ungleiehung ( x - - ~ ) ( T r - - 2 ) > ( T - - ~ 2 ) T  t geniigt. Dieses 

N t und diese Zahlon T ~ ( N ) ( N > N  ~) werden alsdann die Bedingungen dos Hilfs- 
satzes erfiillen. In der Tat, es sei N > N  r, T >  T r (N) und, auf Grnnd der Defini- 
tion des bestimmton Integrals, die Zahlen 2 = xo < x~ < x2 " " < x,,, < x,,,+l = T so 
gew/ihlt, dass 

T 
< +' +" ( T - -  

~-o z ~ T  <___~+1 4 2 
ist, also wegen (9) 

ist. Da auf der ganzen Streeke z < r  die Funkt ion cfN(~) positiv ist, muss 
hierbei die Summe der Lgngen derjonigen Intervallen (x~,z~+l), fiir welohe 
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Max ~0N (v) __> sl ist, kleiner sein als ~ ( T - -  2). Es erfiillt somit die Menge 

aller fibrigen Intervallen (~,  z~+l) die Bedingungen des Satzes; denn sie haben 

eine Gesamtl~inge ~ / i - - ~ )  {T ~ ~ ) > ( I - - s 2 ) T ,  und es gilt fiir jedes in diesen 

Intervallen gelegene ~ die Ungleichung 

Damit ist der Hilfssatz 3 bewiesen. 
Um sp~terhin (d. h. beim Beweise des Hilfssatzes 5) yon der gefundenen 

Absch~tzung des Integrals  q~N (v) ~ f f I ~N (s) - -  I i s dadt zu einer Absch~tzung der 
unter  dem Integra!zeiehen stehenden Funktion [~rc(s)--II  selbst zu gelangen, 
bediene ieh reich einer einfaehen funktionentheoretischen Bemerkung, die ich 
aber wegen eines sp~teren Gebrauchs (in w 3) als besonderen Hilfssatz formuliere. 

Hil/ssatz 4: Es seien in der s-Ebene C und C' zwei gesctdossene Kurven (bei 
den Anwendungen stets Kreise oder Reehtecke), yon denen C ganz innerhalb C f 

gelegen ist. Es sei ]erner s > o beliebig gegeben. Dann gibt es eine, nur yon C, C ~ 
und s abl~ingige Zahl J > omi t /o lgender  Eigenscha/t: Jede innerhalb C r reguldre 

Funktion ] (s), welvhe die Bedingung 

~ / , , ( s ) , ' d a d , < J  

er/i~llt, geniigt ]i~r alle s innerhalb oder au] der Kurve C der Ungleichung 

I/(a)l<~. 

Bemerlcung: Wenn bei festem s>  o die Existenz eines solchen ~----~(C, O t) 
nachgewiesen ist, wird dies d offenbar yon einer Translation der Figur C, C r nicht 
abh~ngen. 

Beweis: Es sei 2 Q > o die kiirzeste Entfernung eines Punktes auf C zu einem 
Punkte  auf C r, also fiir jedes innerhalb oder auf C gelegenen s~ der Kreis 
I s - -  s~ [<  Q ganz im Inneren yon C t enthalten; dann behaupte ich: die Zahl 
r ~ - - z r  hat  die verlangte Eigenschaft. In der Tat, es sei l (s) regul~.r inner- 
halb C r, die Ungleichung 

f fl/(s)l'dodt<J 
erfiillt, und sj ein beliebiger Punkt  innerhalb oder auf C. Dann folgt, naoh einer 
schon oben verwendeten Schlussweise 

Ae~a r~,themativa.  40. Imprim6 le 24 avril 1915. 11 
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also 
I ~ - ~ , 1 ~  

Harald Bohr. 

dadt<~--~  f f ' ] (8 ) l ' dad t<  r 
C' 

11(8,)l<t q . e . d .  

Nach diesen Vorbereigungen gehe ieh nunmehr  zur Abseh~tzung des Rest- 
gliedes in der Formel ffir log ~ (s) fiber, d. h. zur Absch~tzung der im Gebiete 

G (vergl. S. 73) regul~reu Funkgion RN(s), welche fiir a > I dureh die Reihe 

(IO) RIV(8) = --  ~ Log (T --  ?~') 
~ - N + I  

dargestellt wird. Ieh beweise diesbeziiglich den folgenden, ffir den spi~teren Go- 
braueh angepasston Satz, weleher das Ziel dieses Paragraphen bildet. 

Hil[ssatz 5: Es sei I <a, < z ,  o < t ,  < i ,  o<e,, < i .  Dann gibt e8 eine Zahl 
2 

N* = N* (a', e', e") mit [olgender Eigenscha/t: Bei ]edem N >= N* enthdlt ]i~r alle hin- 
reichend grosse T, d. h. ]i~r T >  T* ~ T* (N) die Strecke 2 <=q: < T eine endliche An- 
zahl Intervallen, yon denen lceine zwei einen inneren Punkt  gemeinsam haben, deren 
GesamtlSnge > ( z -  e") T ist, und 8o, dass bei jedem im Inneren einer dieser lnterval- 

len 9eleffenen �9 erstens der horizontale Halbstrei[en a > a', ~ - -  i < t < ~ + i_ ganz dem 
2 2 

Gebiete g angehSrt, und 

Ungleichun9 

besteht. 
Beweis : Aus (Io) 

zweitens [i~r alle in diesem Halbstrei]en yelegenen s die 

I R~(s)  I < ~' 

folgt sofort, dass gleichm~issig ffir alle N > I  und alle 

lira Rlv(8) ~- o 

ist; es sei auf Grund dieser Bemerkung o">  i so gew~ihlt, dass bei jedem N ~ I  
in der ganzon Haibebene a ~ a" 

I R~  (8) l < t' 

ist. Es ist hernach der Nachweis (ffir ein N > I  und ein ~>2) ,  dass der Halb- 

streifen o > a f, ~ - -  i < t < v + i dem Gebiete G angehSrt, und dass in diesem Halb- 
2 - -  - -  2 

streifen [ R • ( & l < g  ist, damit gleiehbedeutend zu zeigen: Es gehSrt das Recht-  
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eok R : d < a < ~", �9 - -  - < ~ < ,  + dem Gebiete ~ an, und es besteht  im gan- 

zen Rechtecke R die Ungleichung I RN(s) ~ < d. 
Ieh werde nunmehr zeigen, dass diese beiden letzten Bedingungen fiir das 

Rechteck R erfii]lt sind, wenn im ganzen Rechtecke R (inkl. Rand) die Ungleiehung 

(xx) Ig (a)- l<g < 

~r 

besteht,  wobei ~v(s) die obige Funkt ion ~v (a) ---- ~ (s) H (i - p~-,) bedeutet.  In 

der Tat,  aus  ( I i )  folgt zun~ichst, dass ~N(a)# o, d. h. ~ ( , ) # o ,  im Rechteeke R, 

also dass das Rechteck R dem Gebiete G angeh6rt. Ferner ergibt sich aus ( i i ) ,  

als eine leicht zu ziehende Folgerung, dass im Reehtecke R der imagin~re Teil 

von R~ (s) zwisehen - -~-und + ~ gelegen ist, also dass in R die Relation 
2 2 

RN (,) = Log  N(a) 

besteht, wo Log ~ wie immer den Hauptwer t  bedeutet ;  denn auf der rechten Seite 
des Rechteekes (wo ~ = d r ist) gilt, nach der Bestimmung yon arr, die Unglei- 

ehung [ R N ( s ) l < d < i  ; also ist dor t  gewiss der imagin~ire Tell yon RN(*)ab- 

solut genommen < ~,  und da, naeh (i i) ,  die Funkt ion ~N(s)= eR~ (') im ganzen 

Rechteck R einen positiven reellen Tell besitzt, muss der imagin~re Tell der in 

R regul~ren Funkt ion RN(s) im ganzen Reehtecke R zwisehen- - -~  und +-~ 
2 2 

bleiben. Aus der somit in R bewiesenen Relation 

R,v(s) = Log ~v (s) = Log (I + (~N(s) - -  x)) 

folgt aber sofort, durch nochmaligen Gebrauch yon  (Ii) ,  die Ungleichung 

I < 2 z I <  *'. 

Es daft  folglich beim Beweise des Hilfssatzes (5) die beiden an einem In- 

terval]punkt z > z gestellten Bedingungen dutch die eine Forderung ersetzt wet-  

den : Es soll ~v (s) im Rechtecke ~ < ~ < d' ,  ~ - -  I < t < ~ + i der Ungleichung 

~ e n u ~ e n .  

~f 

2 
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Es sei nunmehr  a t ----- 2 I-(a'§ 211-/' an-----2d' gesetzt, also ~ < at < 3, a, > z  und 

( i :) 
das obige Reehteek R : d < ~ < a", v - -  - < t < v + ganz im Inneren des Reeht-  

eekes R ' : ( ~ , < a < ~ 2 ,  v - - I < t < v + i )  enthalten. Da, far v~2, die Funktion 

~N(S)- - I  im Reehteeke R' regul~ir ist, so ergibt der Hilfssatz 4 die Existenz 
eines ~ ~- ~ (g, B, R') = d (g, a', d') mit folgender Eigensehaft: ,Wenn 

~ R / ' ~ N ( * ) - - I " d a d t < ~  

ist, so gilt im ganzen Reehtecke~R (inkl. Rand) die Ungleichung 

2 

Es ist somit der Beweis des Hilfssatzes 5 darauf zuriickgefiihrt zu zeigen: 
Bei hinreichend grossen N (d. h. fiir N ~ N * )  und ffir alle hinreichend grosse T 
(d. h. ffir T > T *  (N)) liegt auf der Streeke 2 < v < T  eine endliche Anzahl Inter-  
vallen, von denen keine zwei einen gemeinsamen inneren Punkt  besitzen, dereu 

Gesamtl~nge > ( i - - g ' ) T  ist und deren innere Punkte  v die Bedingung 

9N(v) = / /  ,~N(8)-- I[ 'd~dt  < ~ 

v - - l ~ t  ~__v+l 

erfiillen. Die Existenz eines solchen N* nebst Zahlen T* = T* (N) ( N > N * )  ist 
aber gerade, was im Hilfssatze 3 bewiesen wurde. 

Der Hilfssatz 5 wird erst in w 3 beim Beweise des Satzes B in vollem Um- 
fange verwendet. Ffir den Beweis des Satzes A in w 2, welcher das Verhalten 
yon log ~ (s) auf einer festen Geraden ~ = ~0 behandelt, wird das folgende Co- 
rollar geniigen. 

CoroUar: Es sei ao eine feste Zahl im IntervaUe I < ~< I und o < e' < I, 
2 

o < e" < I. Dann gibt es eine Zahl N* mit/olgender Eigenscha/t: Bei ]edem N > N* 
entMilt /i~r aUe hinreichend grosse T, d. h. /i~r T ~ T* = T* (N), die Strecke 2<  v s  T 
eine endliche Anzahl yon Intervallen, yon denen keine zwei einen inneren "Punkt 
gemeinsam haben, deren Oesamtldnge > ( I - - , " )  T ist und so dass bei ]edem im In- 
neren einer dieser IntervaUen gelegenen v der Punkt a o + iv dem Gebiete G angehSrt 
und die Ungleichung 

I RN(oo + i v) l < 
be[riedigt. 
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w  

Beweis des Satzes A. 

Im vorliegenden Paragraph wird das Verhalten von log ~ (s) auf einer ver- 
tikalen Geraden a = a o  untersucht, wobei a0, wie durchweg im ganzen Paragra- 

phen, eine beliebige, fest gew~.hlte Zahl des Intervalles I < a < i bezeichnet. 
2 

Ich studiere zun~ichst mittels der arithmetischen Methode den ,Anfang, yon 
log ~ (a, + i t) 

FN(a0 + it) ----- --  ~ Log (r - -  p~O0+")) 

d. h., wenn zur Abkiirzung 

rn = T~ -~ 

L T d .  (n  ---- I ,  2 , ' ' "  ) z. 

gesetzt wird, die Funktion 

2V 
( I 2 )  t 'N  ('r o + i t )  = - -  ~ Log (I -- r . e ~ ' " ~ ) .  

Hierbei ist, wit ich fiir die folgenden Anwendungen sogleich hervorhebe, die Reihe 

 2r. 
divergent, die Reihe 

n--1 

dagegen konvergent. 
Den Ausgangspunkt der folgenden arithmetisehen Untersuchung des An- 

fanges F~v(a0 + it)  bildet die Theorie der Diophantisehen Approximationen, vor 
allem der folgende yon KRO~CKER herriihrende Satz: 

Es seien ~ ,  ~2,"" ~r  linear unabhdngige Zahlen, d. h. es bestehe keine Rela- 

tion c~ ~ + c:~  +. . .  + eN ~N ~ 0 mit rationalen nivht sdmtlich verschwindenden co; 

es seien /erner qot, qo2,'..q~N beliebige reelle gahlen. Dann gibt es zu ]edem positi- 

riven ~ ein positives t und dazu gehSrige ganze gahlen gl, g2,"" gN, so class die N 

Ungleichungen 
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(n= z,2,...N) 
a~mtlieh erliLllL aind. 

Geometr i sch  sagt  dieser Satz  aus, dass im N-dimensionalen  Einhei tswiir fe l  

Q die Menge A aller P u n k t e  P ,  ( o < t < ~ ) ,  die aus den P u n k t e n  (tZ~,tZ2,. . . tZN) 

d u t c h  R e d u k t i o n  der  K o o r d i n a t e n  modulo  z en ts tehen ,  iiberall dicht liegt. 

Der  KRO~CKER'sche  Satz  l~sst sich dah in  v e r a l l g e m e i n e r n -  und  diese 

Veral lgemeinerung,  deren  prinzipiel le B e d e u t u n g  fiir das S tud ium der  Ze ta funk-  

t ion zum ers ten Mal in der  oben zi t ier ten,  mi t  H e r r n  COURA~T gemeinsam ver-  

fasston Abhand lung  e r k a n n t  ist, h a t  auch  fiir die vor l iegende  Abhandlung  eine 

ausschlaggebende B e d e u t u n g  - -  dass die P u n k t m e n g e  A aller P u n k t e  P ,  im Ein-  

heitswiirfel  Q nicht  nu r  iibera]l d icht  liegt, sondern  auch,  dass sie do r t  )>i~berall 

gleich dichb) l iegt;  d. h. es gilt der  folgende 

Hil/ssafz 6: ~ Es  8eien die reelle Zahlen Z~, ~t2, . . .  ~2v linear unabMingig. Es  sei 

im N-dimensionalen Einheittwi~r/el Q ( o < y , < i ) ( n = z , 2 , . . . N ) e i n  parallel den 

Achsen orientiertes Parallelepipedon ~2 : ~/, < y,, < ~t,, + d ,  mit  dem Rauminhalt d~ d2. . .dN 

gegeben. Es  bedeute E = E (~2, T) die Menge aller W e r t e t  im Intervalle o < t < T , / f i r  

die der aus (tZ,, t Z2 , " . t Z N) dutch Reduktion der Koordinaten modulo z entstehende 

PunkL P,  dem ParaUelepipedon ~ angeh6rt. Dann besteht bei iedem T > o die MeRge 

E aus derl inneren Punkten einer endlichen Anzahl yon IntervaUen. Bezeichnet L (T) 

die Summe der Lgngen dieser Intervalle, so ist 

. L ( T )  
l ira---T--  ----- d~ d~ . . . dN, 

L ( T )  
d. h. der Quotient ~ 8~rebt ]iLr unendlich waehsende~ T gegen den Rauminhalt  de8 

Parallelepipedon ~.  

In  der  vorl iegenden,  sowie in den fr i iheren a r i thmet i schen  Un te r suchungen  

der  Ze t a funk t ion  wird der  KRO~CKV, R'sche Satz  auf  die Ampl i tuden  der  Zahlen  

p'~" (n = z,  ~ , . . - N ) ,  d. h. (wenn du tch  ~ d iv id ier t  wird) auf  die in dem Aus- 

d rucke  (zq-) v o r k o m m e n d e n  GrSssen 

1 Die in diesem Satze enthaltene Gleichm~ssigkeitseigenschaft der Punktmenge A ist ftir 
beliebige, h r zum ersten Mal yon Herrn H. WSYL in einem Vortrage in der Math. Gesellsch. in 
G~ttingen (Juli x913) explizit ausgesprochen. Herr WEYL gab dort einen neuen Beweis des 
KRONECKER'schen Satzes, der gleichzeitig die iiberall gleichm~ssige Dichte der Punktmenge A in 
Evidenz setzte. Die WEYL'sche Beweismethode (ver6ffentlicht in der Abhandlung: tiber ein Pro- 
blem aus dem GebleL der Diophantischen Approximationen, G~ttinger •achrichten, I914) hat sich 
fiir die Behandlung anderer Probleme in der Theorie der Diophantischen Approximationen 
yon Wichtigkeit gezeigt. Wenn es sich aber nur um den verallgemeinerten KRo~.c~s'schen 
Satz des Textes handelt, kann man, wie ich nach dem W ~ ' s e h e n  Vortrage bemerkt habe, den 
Beweis mit Hilfe des KRONECK~a'schen 8atzes selbst leicht erbringen (vergl. BoHa-Co~aA~, 1. c.) 
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2~r f 

angewende t .  Die MSglichkeit  dieser Verwendung  des K~ONECKER'sehen Satzes 

b e r u h t  darauf ,  dass  die  Z a h l e n  Log Pn (n ~ - I ,  2 , - . . N ) ,  auf  G r u n d  der  e indeut igen  

Zer legbarke i t  einer  ganzen posi t iven Zahl  in P r im fak to r en  l inear  unabIu~ngig s ind .  

Der  KRO~ECK~.R'sche Satz  ergibt ,  a]lgemein gesprochen,  dass die obigen 

Zahlen t ~ n ( n ~  1 , 2 , . . . N ) ,  obwohl  sie ja in Wirkl ichkei t  F u n k t i o n e n  n u r  des 

e iuen P a r a m e t e r s  t sind, sich (modulo I)  fast  ganz benehmen,  als w~iren sie yon 

e inander  unabh~ngige  Variable.  

B e t r a c h t e n  wir  dahe r  zun~chst ,  s t a t t  der  F u n k t i o n  

2r 
~'~(a o + i 0 - - -  ~ Log (i  - - r .  e2~'{'~),  

die F u n k t i o n  der  N reellen u~ab/~ntT/gen Variablen y t ,  y 2 , ' " y 2 v  

N 
~ v  (yt,  y , ,  . . .  ylv) = - -  ~ Log  (z - -  rn e~"iv-). 

Naeh  dam S tud ium dieser F u n k t i o n  werden  wir a lsdann mi t  Hilfe  des KI~OI~.c- 

:K]~R'sohon Satzes  auf  die E igensehaf ten  der  F u n k t i o n  F lv(a  o + i 0  zuriiekschlies- 

sen kSnnen.  

Es  bezeiehne in der  komplexen  ~N-Ebene ,T~v die Menge aller  Wer te ,  welche 

~iv (Yl, Y~,'"t/N) ann immt ,  wenn die Var iablen  Yl,  Y , , ' "  . yN  unabhgngig  yon  einan-  

der  sgmtliche reeIle Wer te ,  oder  was auf  dasselbe he rauskommt ,  siimtliche Wer t e  

o < y , < l  durehlaufen.  Hierbe i  durch l~uf t  r ,e~"~v- e inen Kre i s  mi t  dem Mittel-  

p u n k t e  Null  und  dem Radius  rn < i .  Wenn  abe r  eine komploxe  Zahl  x ,  e inen 

Kre i s  ] x ,  ] = r ,  < I durchl~uf t ,  so durehl~iuft - -  Log  (~ - -  x , )  eine geschlossene kon-  

vexe  K u r v e  F~,  die den Nu l lp u n k t  im In n e ren  enth~ilt, x Es ist somit  ~ - e i n f a c h  

die P u n k t m e n g e ,  welche du rch  ,Addi t ion~ der  N k o n v e x e n  K u r v e n / ' ~ ,  F ~ , . . . F ~  

en ts teh t ,  d. h. es ist ~ v  die Menge aller  P u n k t e  7x + 7~ + " "  + 7N, wo 7~ (n ---- ~, 2 , . . .N )  

1 Die einfachste Weise, um die Konvexit~t dieser Kurve Fn einzusehen, daft wohl die  
folgende sein (vergl. BOHR-COUItANT, 1. C. pag 264, Note): Es gen/igt zu zeigen, dass der Winkel, 
den die Tangente an die Bildkurve y ---- -- Log (x - -x)  mit der Abszissenachse der y-Ebene bildet, 
sich mouoton ~adert, wenn x den Kreis x ~ reiS(r ~ l) im positiven Sinne durchlituft. Dieser 

d_F_ - d y d x  I re iOi~  i x  u n d e s  ist also Winkel ist aber glelch der Amplitude yon d? d--xd--? 1 - - x  lb-----x ' 

nut zu zeigen, dass die Amplitude yon ix sich mouoton ltndert; das abet folgt unmittelbar 
I - - X  

daraus, dass, wenn x den Kreis ] x [ ----- r durchliiuft, i x  . ebenfalls einen Kreis durchlituft, und 

zwar einen solchen, der den Nullpunkt im Inneren enth~lt. 
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einen beliebigen Punkt  auf F~ bedeutet .  Fiir eine solehe geometrische Addition 

konvexer Kurven  (auf die ieh sehon bei der Untersuehung yon ~ (8)in der Halb-  

ebene a > i geffihrt wurde) gilt, wie ich an anderem Orte 1 bewiesen habe, der 

folgende Satz: 

Es sei F,~ (n ~ - i ,  2 , . . .  N)  eine geschlossene konvexe Kurve, die den Nullpunkt  

im Inneren enthdlt, und es bezeichne 2~r die dutch geometrische Addition entstehe~de 

Punktmenge ~,~v ~ F1 + F~ + ... FN. Dann ist ~,N ein Gebiet (inkl. Rand), welches 

entweder yon einer einzelnen geschlos$enen konvexen Kurve Y begrenzt wird, oder 

abet yon zwei geschlossenen konvexen Kurven Y und I,  yon denen I ganz im In-  

neren yon Y verMu/t. 

Es bezeichne /erner E,~ bezw. e,~ den gr6ssten bezw. kleinsten Abstand yore Null- 

punkte zur Kurve F,~, und es seien die Kurven so numeriert, dass das yon der 

Kurve F1 begrenzte Areal >= das yon der Kurve F~,(n = 2, . . .N)  begrenzte Areal ist; 

dann tritt im Falle 
N 

n ~ 2  

der erste der beiden obigen Fallen ein, d. h. es wird das Gebiet 2~N yon nut  einer 

konvexen Kurve Y begrenzt, und es ia  diese Kurve Y ganz im Kreisringe (inkl. 

Rand) 
2v N 

2e.<=l l<=2E. 
n m l  n - - 1  

gelegen. 

Ich habe bier diesen Satz in seiner allgemeinen Form nur zu Orientierung 

fiber den Charakter der Punktmenge 2fN angeffihrt. Fiir den Gebrauch der vor- 

liegenden Untersuehung wird der folgende Satz fiber die Punktmenge ~ z  reich- 

lich geniigen, welcher sofort aus dem obigen allgemeinen Satze abgeleitet wer- 
den kann. 

Hil/ssatz 7: Es  sei q eine beliebige positive Zahl; dann gibt es ein Mt = M~ (Q) 

derart, dass bei iedem M > MI die Menge ~,M aller Werte SM(y~,y2 ," 'yM)  sdmt- 

liche Zahlen z mit [z I <  q enthglt. 

Beweis: Wegen r~ > r 2 > r s . . .  ist fiir n > 2  die Kurve r, ,  ganz innerhalb der 
Kurve  r t  gelegen. Ferner  ist 

E~---- Max [ - - L o g  (I --rne~"~u,O[ = - - L o g ( I  ~ r n ) ,  
O<yn < 1 

e. ----- Min ] - -  Log (I - -  r n # ~ u . )  I ---- Log (I + r.), 
0<~y. < 1 

I H. BOHR, Om Addition af uendelig mange konvekse Kurver, Oversigt over det Danske Yiden- 
Bkab6rnes Selskabs Forhandlinger. IgI 3. 
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Es ist folglich lira e , ,  i, also, wegen der Divergenz yon ~ r . ,  die Reihe ~e~ 
nmco  r n  

divergent. Es sei nunmehr  M! so gross gewiihlt, dess die beiden Ungleichungen 

M~ MI 

J ~ l < 2 e n ~  ~ < 2 e n  
n~2  n ~ l  

erfiillt sind. Dann ist fiir dieses M~ die Bedingung des Hflfssatzes offenbar er- 

fiillt; in der Tat  bei jedem M > M ~  wird, naeh dem letzten Teil des obigen Satzes, 

das Gebiet ZM nut  Yon einer einzelnen Kurve begrenzt, welche den ganzen Kreis 
] z ] < r  in seinem Innern enthiilt. 

Wihrend  dieser letzte Hilfssatz, welcher in unpriiziser Formulierung aussagt: 
mit unendlieh wachsendem M breitet das Gebiet ~M sich naeh und naeh iiber die 

ganze Ebene aus, offenbar auf die Divergenz der Reihe ~rn beruht,  wird der 
Beweis des folgenden Hilfssatzes, welcher die Funkt ion 

2l 
S~I,N(yM+I, yM+2,' . .  YN) ~ - -  2 Log (I - -  r,,e2"~u,,) 

n - - M + I  

bei sehr grossen M und N > M behandelt, im Gegenteil auf die Konvergenz der 
Reihe :~r,~ bauen. 

Hil/ssatz 8: Es  sei e > o; dann gibt es ein M t=~ M ~ (~) mit  ]olgender Eigen- 

scha/t: Bei  ~eden N >  M > M r gibt es in N - - M - d i m e n s i o n a l e n  Einheitswiir/el 

o < y ,  < i (n = M + x, M + 2 , . - .N)  eine endliehe Anzahl parallel den Achsen orien- 

tierter Wiir/elchen an < y,, < an + d (n = M + I ,  . ' .  N)  yon denen keine zwei einen 

gemeinsamen inneren Punk t  besitzen, deren Gesamtinhalt > ~ ist, und so dass ]iir ]eden 
2 

Punkt  (yM+I , -"  YN) einer dieser Wiir/elchen die Ungleichung 

I SM, N(yM+I, YM+2,'" "YN) I = - -  Log (I-r,,e~"iu,,) < 
I n - - M + i  I 

be~teht. 

Beweis: Ich betraehte das fiber den N- -M-d imens iona len  Einheitswiirfel 
Q erstreckte Integral 

f f ... f Q 
y ~  + ~, " " y~) ]S dyM + l dyM + ~ " .dy~  

1 1 1 

0 0 0 

12 A~4a matht~rnatica. 40. Imprtmfi le 26 avri l  1915. 
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Wegeu 

= - -  L o g  - -  L o g  = 

n--M+l *. n~M+l 

folgt in bekannter Weise (durch Ausmultiplizieren und Integrieren) 

2N ~ r2m ~ ~a I ~f" ~ n  
~M+I rn=l n - - M + l  m--I n--M+l 

Es sei M' so gewiihlt, dass 

T6 $ ~. I s 

n - - ~ + l  2 

ist. Dann gilt bei jeden N > M >  M' die Ungleichung 

~2 
IM, N < --" 2 

Hieraus folgt aber unmittelbar, naeh der Definition des bestimmten N--M-dimen- 
sionaleu Integrals einer stetigen Funktion, die MSg|ichheit den N--M-dimensio- 
nalen Einheitswfirfel Q so in einer endlichen Anzahl parallel den Achsen orien- 
tierter Wiirfelchen q~ mit den Inhalten i~ einzuteilen, dass die Summe fiber 
diese Teilwiirfel erstreckt 

Max [S~,N(yM+x, .-"y2r < -- 
(v) (in qv) 2 

ist. In dieser Summe ist aber jedes Glied > o ;  also muss der Gesamtinhalt der- 

jenigen dieser Wfirfelchen, fiir welche Max ~SM,~I<~ ist, grSsser sein als I. 
2 

Diese letzten Wiirfelchen genfigen somit den s~mtlichen Bedingungen des Hilfs- 
satzes. 

Naeh diesen Vorbereitungen gehe ieh nunmehr zum Beweise des Hauptsatzes 
dieses Paragraphen fiber. 

Satz A: Bei /estem ao des Intervalles i < a <  I liegen die Werte, welche log ~(s) 
2 

in den}enigen Punkten der Halbgeraden (~ =ao, t> o annimmt, die zum Gebiete 
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G geh6ren, in  der ganzen Ebene iiberaU dicht, d. h. bei gegebenem komplexem a und 

einem e > o hat die Ungleichung 

Ilog ~ ( s ) - - a l <  

eine in G gelegene L6sung s ~ ao + i t  mit  t > o. 

Beweis: Ich bestimme zun~ehst, auf Grund der beiden Hilfss~tze 7 und 8, 

eine ganze Zahl Mo so gross, dass sie die beiden folgenden Eigensehaften besitzt. 

1) Es gibt  im Mcdimensionalen Einheitswiirfel o < y ~  < I (n = x, z,---Mo) 

einen Punkt  (y~, Y2 . . . .  YMo), ffir welchea 

M0 

(x3) - -  ]~ Log (x - -  r,e~"'y,)  -~ a 
n - -1  

ist. 

2) Bei ]edem festen N > Me gibt es im N--Mo-dimens iona len  Einheitswiir- 

fel o < y~ < I (n-~ M o + x, Mo + 2 , . - -N)  eine endliche AnzahI parallel den Aehsen 
orientierter Wiiffelchen q ~ ( ~ - - I , 2 , - . . ~ 0 )  yon denen keine zwei einen gemein- 

samen inneren Punkt  besitzen, deren Gesamtinhalt  > x ist, und so dass in allen 
2 

inneren Punkten  (YMo+I, Y~o+2, "" "Y~) dieser Wiiffelchen 

(I4) - -  Log ( x - - r . e ~ i u - )  <~- 
| n - - M o + l  3 

ist. 

Naehdem Me festgelegt ist, bestimme ich, was unter Beriicksiehtigung yon 

(z3) offenbar aus Stetigkeitsgriinden mSglieh ist, im Mo-dimensionalen Einheits- 
wiirfel o < y~ < I (n = I ,  2,--- Mo) einen kleinen parallel den Aehsen orientierten 

Wiirfel q mit der Seitenl~inge d, dessen Inhalt  d uo ieh mit i bezeiehne, so dass im 

ganzen Wiirfel q die Ungleichung 

(z5) Log (I - -  r , O ~ i u , ) - - a  < �9 
3 

besteht.  

Ich betrachte  nunmohr, bei einem festen N > Me, diejenige Punk te  P des 

N-dimensionalen Einheitswiiffels o < y~ < z (n ~ z, 2, .-. M, ,  M,  + z,---  N), doren 

Me erste Koordinaten im Mo-dimensionalen Einheitswiiffel o < y ~ <  I (n = i ,  2,---Me) 
einen Punkt  im Inuern der obigen Wiirfel q bestimmen, wi~hrend der zu den 

N -  M e letzten Koordinaten gehSrige Punkt  des N -  M~-dimensiona|en Einheits- 

wiirfels o < v , ~ < i ( n - - - - M  o + I , . - .N)  im Innern eines der obigen in endlicher An- 
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x gelegen isg. zahl vo = v0 (N) vorhandenen kleinen Wfirfeln q~ mit Gesamtinhalt > 

Die Menge dieser Punkte  P besteht  offenbar im N-dimensionalen Einheitswfir- 
_ _  < t fel o < y ~ < x ( n - = i , z , - - . N )  aus vo Parallelepipeden y r n < y , ,  y , , + d , ,  (wo 

d t -=  d, . . . . .  dgo = d; dz~o+t-= dMo+~ . . . . .  d~v ist), deren Gesamtinhalt  > i .~- ist, 
2 

also grosset als eine /este, d. h. nicht  von N (wohl aber yon Me) abhtingige Zahl .  

Ieh wende nun den verallgemeinerten KRON~.CKER'sehen Satz (Hilfssatz 6) 

an auf die Zahlen ~ = -  Log pn (n = i ,  2, ... N) und die soeben besproehenen vo 
2 ~  

Parallelepipeden des N-dimensionalen Einheitswfirfels, deren Gesamtinhalt  > / ist. 
2 

Dieser Satz ergibt sofort, stets bei einem festen N > M o ,  die Existenz eines 

T r =  Tr(N) ,  so dass fiir alle T ~ T  r die Streeke o < t < T  eine endliche Anzahl 

nieht fibereinandergreifender Interva]len mit Gesamtl~nge >-~ T derar~ enth/ilt, 
2 

dass ffir jedes v im Innern eines dieser Intervallen der Punkt  (rE1, ~ , - - .wAN) ,  

jede Koordina~e modulo i reduziert, in einem der obigen vo Parallelepipeden ge- 

legen ist; fiir jedes solehe v gilt daher, wegen (i 5) und (i4) , die Ungleiehung 

(a. + iv )  - -  a I = - -  - -  rnd~iC';'n )) - -  a 

< - -  ~=1 Log (I - -  rn e 2"I (x'n)) - -  a + - - ~ L o g  (I--r~e2~:q*z, ~ ) <*- + e_ = 2_,,. 
n-Mo+l  3 3 3 

Bisher war N eine beliebig gew~hlto Zahl > Me. Ieh bestimme nun sehliess- 

lieh, auf Grund des Ergebnisses yon w 1 fiber den Rest  RN(ao + it)  (vergl. das Gorollar 

des Hilfssatzes 5), ein festes N O > Me so, dass ffir aIle hinreichend grosse T, d. h. 
fiir T ~ T1, das Intervall  o < t < T (sogar das Intorvall 2 < t < T) eine endliohe 

Anzahl nicht iibereinandergreifender Intervallen mit Gesamtl/~nge > ( i -  ~) T ent- 

hiilt, mit  folgender Eigensehaft:  Ffir jedes v i m  Innern eines dieser Inter- 
vaIlen gehSrt a o + iv dem Gebieto G an, und es ist 

IR~Vo(ao + i v ) l<  ~-. 
3 

Es ist nunmehr leieht den Beweis des Satzes A zu Ende zu ffihren. In der Tat,  

es sei T > Max (T~, Tr(N0)); dann gibt es (da ja die Summe der beiden obigen 
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Gesamtin~ervall~ingen, von denen die eine > s T, die andere > i - -  T ist, grgsser 
2 

ist als die ganze L~nge T der Strecke o < t <  T ) e i n e n  Punkt  t i m  Intervalle 

o < t < T,  welcher gleichzeitig die beiden Bedingungen erffillen: 

iFNo(a ~ + i t ) _ a l <  2~ 
3 

I RNo (ao + it) I < -~" 
3 

Ffir dieses t > o gilt also die Ungleiehung 

Damit  ist der Satz A bewiesen. 

w 

Beweis des Satzes B. 

Das Ziel dieses Paragraphen ist der Bowels des folgenden Satzes, in welchem, 

sowie durchweg im folgenden, a und {~ feste Zahlen bezeichnen, die den Be- 

dingungen I < a < fl < I genfigen, w~hrend a eine beliebige fest gewiihlte komplexe 
2 

Zahl bedeutet .  

Satz B: Es bezeichne La,a,~ (T) die Anzahl der Wurzeln yon log ~ ( s ) = a  in 

dem~enigen Tell des Gebiete8 G, der dem Rechte~ke a < (~ < fl , o < t < T angeh6rt. 

Dann ist 

Lira inf L~, ~, ~ (T) > o. 
T- |  T 

Im vorhergehenden Paragraphen war die Aufgabe zu zeigen, dass log ~(s), 

wenn ~ eine gewisse Wertmenge durchl~uft (die Punkte  der Halbgeraden # = a0, 

t > o), einer gegebenen Zahl a bdiebig nahe kommt. Im vorliegenden Paragraphen 

dagegen handelt  es sich um den Nachweis, dass log ~ (s) in gewissen Gebieten 

den Wert  a tatsdchlich annimmt. Um diesen Nachweis zu fiihren, muss mit der in 

w 2 verwendeten arithmetischen Methode noch eine andere, schon in frfiheren 
Abhandlungen yon mir fiber DmmHLET'sche Reihen angewandte Methode verknfipft  
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werden, die allgemein gesprochen darin besteht, dass zuniichst eine analytische 

Hilfsfunktion H (s) konstruiert  wird, welche mi~ der zu untersuchenden Funk-  

tion (hier log ~(s)) in engem Zusammenhange steht, und die in einom vor- 

gegebenen Punkt  so don gegebenen Weft  a tats&chlich annimmt; mit dieser Hilfs- 

funktion wird danach die gegebene Funktion verglichen. 

Diese Hilfsfunktion H(s)  wird durch den folgenden Satz eingeffihrt. 

a + ~  i 
Hil/ssatz 9: Es  sei tro = , also - < ~o < i .  Dann gibt es eine reelle Zahlen- 

2 2 

/olge qh, qD2,'"~,~, "" mit  den beiden /olgenden Eigenscha]ten: 

I) Es  konvergiert ]iir a > i die Reihe 
2 

sogar bei ]edem e > o, E > o im Gebiete a > i + e, Is I < E gleichmSssig, und stellt also 
2 

]iir ~ > i eine reguldire analytische Funkt ion H (s) dar. 
2 

2) Es  ist 

H (a0) = - -  ~ Log (i - -  e~ir p~-*o) ----- a.  
n - -1  

Beweis: Es ist die erste Bodingung offenbar erffillt, wenn ffir alle n von 

n ( a l s o  e2~i~n = ( - - X )  n) einer gewissen Stelle an, d. h. fiir n > N,  die Zahl ~0,----2 

gew•hlt wird; denn es ist ja die Reihe 2 Log (i - -  (--  i)"p~ -8) im Gebiete 

i +  ~, is ] < E gleichm&ssig konvergent,  da die beiden Reihen ~( - -x )"p~-"und  
a >  2 
~ [ ( - -  i)"p~-" J~ = 2p~ -~~ in diesem Gebiete gleichmKssig konvergieren. Ich w&hle 

die ganze Zahl N so (d. h. so gross) dass einerseits 

- -  Log ( I - - ( - - I ) n p n * ~  < I 

I n - - N + l  

isL wtthrend andererseits die aus den Werten 

N 

S~v(yi, Y2, "'" y2v) = - -  ~ Log (I --pg-*~ 
n=J. 

bestehende Punktmenge 2~2v die s&mtlichen Zahlen z im Kreise J z - -  a J < i ent- 

hglt, was auf Grund des Hilfssatzes 7 mSglich ist. Dann enth&lt die Menge 22v 

speziell dio Zahl 
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z = a  + ~  Log ( z - - ( - -  z)"p~-~), 
n - - N + l  

d. h. es gibt N reelle Zahlen ~ t , ~ , ' " ~  derart, dass 

2 --~ Log (x--e2~i~~ + Log (I~(--I)"p~ -"a) 
n - - 1  n - -  ~ r + l  

n 
ist, also, wenn fiir n > N die Zahl qo, =~-  gewiihlt wird, dass die Identiti i t  

--~ Log (i--e2~i~-p~ ~) = a  

besteh~. Die somit best immten Zahlen q0~, q0s,..- erfiillen somit die beiden Be- 

dingungen des Hilfssatzes. Damit  ist dieser Satz bewiesen. 

Es sei um den Punkt  a o =  ein Kreis mit  dem Radius r <  so 
2 4 

gezogen, dass die obige Funkt ion H( , )  des Hilfssatzes 9 (welche im Mittelpunkte 

a, den Wer t  a annimmt, und die, wie z. B. aus dem Verhalten fiir a - -  + ~ un- 

mit telbar  hervorgeht, keine Konstante  ist) auf dem ganzen Rande des Kreises, 

d. h. fiir I s - - a  0 ] =  r, you a verschieden ist, und es bezeichne /~ das Minimum 

von I H (s) -- a ] fiir I s - -  ao I = r. Dann geniigt es offenbar, damit log ~ (s) inner- 

halb eines im Gebiete G gelegenen Kreises I s - -  (a o + i ~ ) ] < r  den W-err a annimmt, 

class [iir [ s - -  a o [ <= r die Ungleichung 

]log ff(s + iv) - -  H(s) I < t ~ 

be,teht; denn dann haben ja die beiden Funkt ionen log ~(s + iv) und H(s),  naeh 

einem bokannten funktionentheoretischen Satze, im Kreise I s - -  a01 < r dieselbe 
Anzahl a-Stellen, d. h. wenigstens eine. 

Ieh boweise nunmehr den folgenden Hilfssatz io, weleher beim Beweise des 

Satzes B die entspreehende Rolle spielt, wie der Hilfssatz 8 in w 2 beim Beweise 
des Satzes A. 

Hil/ssatz 10: Es  sei e > o. Dann gibt ea ein M'----M'(e) mit /olgender Eigen- 

schafi: Bei ]eden N > M > M'  9ibt es in N - -  M-dimen,  ionalen Einheitswiir/el 

o <=yn < i (n = M + x, M + 2, ... N)  eine endliche Anzald parallel den Achsen orien- 

tierter Wiir]elehen (ohne gemeinsame innere Punkte) mit Geaamtinhalt > I_ derart 
2 

class ]iir ]eden ]esten Punkt  (YM+l, YM+a,"" YN) im Innern eines die,er Wiir]elehen 
di ,  Funlaion 
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N 
(I6) SM, N(8; Y~+l, yM+2," "'yN)------ 2 Log ( I -  p~-'e~iY-) 

n ~ M + l  

im ganzen Kreise 18--~o I~ r absolut genommen kleiner ist al8 e. 
Bewei8: Es ist offenbar erlaubt, auf Grund des Hilfssatzes 4 in w I, beim 

Beweise die Ungleichung 

(I7) I S M ,  N ( 8 ;  y~+,, yM+2, ""YN)I<~ (fiir I8 - -a01s  

durch die Ungleiehung 

(i8) ; ; !  S M, ~ (8; yM + 1, yM+~,"" YN) I ~ d adt < e' 
t /  J 

Is - -  ~,o 1<2," 

zu ersetzen, wo d eine passend gew~ihlte positive ZahI ist; denn naeh dem Hilfs- 
satze 4 gibt es zu dem gegebenen e und den beiden Kreisradien r u n d  2 r ein g, 
so dass aus der Ungleiehung (IS) die Ungleichung (z7) folgt. 

Ich betrachte nun fiir einen beliebigen festen Punkt  (yM+I,y~I+2, ""yN)des 
N--M-dimensionalen  Einheitswfirfels Q das Integral 

f / I  SM, N(8; ... yN)I "2 dadt ~ g(y~ke+ 1, -.-y•) yM+I, yM+2, YM+~, 
I~--Oo 1<~2r 

und integriere diese letzte in Q stetige Funktion g(yM+l, yM+2, ""YN) fiber den 
ganzen Einheitswfirfel Q; dabei erhalte ieh 

JM, N = / f "  " fg (yM+l ,  yM+~,-.'yN)dy~+ldy~+~."-d y~r 
(q) 

J c/ ,./ J ~.] 
I s - ~o I < e r  (q )  

---- f j'h(8)dadt, 
I , - -ao l  <'2r 

WO 

h(8) = f f . j ,  N(8; yM+I, yM+2, '''yN)"dyM+ldyM+2"" .dyN 

ist. Nun ist aber naeh (z6) 
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w o  

S~,tc(a + it; Y~+I ,"  "YN)= SM, N(a; YJr + k~+l,--.y~ + klv), 

k,~ ---- t Log p,. (n ----- M + I , - - - N )  
2~,r 

ist. Daraus folgt - -  wie durch die Transformation y~y: + k,(n = M + I , . . .  N) 
unmittelbar zu ersehen ist, welehe ja den Einheitswiirfel Q in einen ~iquivalenten 

(d. h. nach Reduktion der Koordinaten modulo I mit Q zusammenfallenden)Be- 

reich iiberfiihrt - -  dass das Integral h(s )~h(a  § it) nur yon a, d. h. nicht yon 

der Ordinate t abh~ingt. Da nun (wSrtlich wie beim Beweiso des Hilfssatzes 8) 

fiir a >  I- 
2 

yM+l, "" "Y~)l~dyM+l "" "dyN < ~- ~ p ~ a  
n - - M % l  

ist, so folgt, wegen a 0 -  z r > a 

J ~ . N ~  h(a)dadt< 4z r  2 p[2~ ~ ~M, 

WO ~M--" 0 fiir M--oo .  Also gibt es ein M',  so dass fiir N > M__> M I das Integral 

JM, N ~ f / ' " : g ( y M + I ,  
{Q} 

yM§ " "  yN) dyM+ldyu+2"'" dyN< - 
2 

ist. Aus dieser letzten Ungleichung ergibt sich aber sofort nach einer schon 

friiher verwendeten Sehlussweise (vergl. den Beweis des Hilfssatzes 8) die Exi- 

stenz einer endlichen Anzahl in Q gelegener Wiirfelchen mit  Gesamtinhalt > x, 
2 

so dass im Innern aller dieser Wiirfelchen die zu bewoisende Ungleiehung 

g(y~+1, y M + 2 ,  "" " Y N )  < er 

efffillt ist. Damit ist der Hilfssatz 1o bewiesen. 

Nach diesen Vorbereitungen geho ich nunmehr zum Beweise des Satzes B 
fiber : 

Es sei zun~ichst die Zahl M, so (d. h. so gross) gew~hlt, dass einerseits, auf 

Grund der gleichmiissigen Konvergenz der Reihe H ( s ) = - - ~  Log (i - -  p~'e~iq~),  

wo H(s) die durch don Hilfssatz 9 eingefiihrte Hilfsfunktion bedeutet, die Ungleichung 
Acta mathsmatica. 40. Imprlm~ le 24 juillet 1915. 1~ 
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(19) H(s) + ~ Log ( I - - p n  se2~*gn) < ~  
n - - 1  4 

ffir [s--ao]<r besteh t, wo ~ die auf Seite 95 definierte Zahl ist, wi~hrend 

andererseits, auf Grund des Hilfssatzes IO, bei jedem N > Mo im N- -Mo-d imen-  

sionalen Einheitswiirfel Q: o < y ,  < I (n = Mo + I,  ... N) eine endliche Anzahl pa- 

rallel den Achsen orientierter Wiirfelohen mit Gesamtinhalt > _I derart  existieren, 
2 

dabs fiir jeden inneren Punkt  (y:~o+l,---y2v) einer dieser Wiirfelohen die Unglei- 

ohung 

- -  ~ Log (I - -  p~'e2~u.) < ~- 
n _  z ~ r o +  1 4 

fiir [ s - -  a o ] < r erfiillt ist. 

Nachdom Mo festgelegt ist, bestimme ich, aus Stetigkeitsgriinden, im M o- 

dimensionalen EinheitwSrfel o < y n  < I (n = I, 2, -.. Mo) einen kleinen Wiirfel q 

mit dem Inhalte i derart, dass fiir jeden inneren Punkt  (Yl,Y2, ""YMo) dieses 

Wiirfelohens q die Ungleichung 

- -  Log (I--p'~'e~'~ivn)+ 2 Log (I--p~-'e2~*~n) <~u 
I , ~ - I  . = l  4 

im Kreise I,- ol<r besteht. 
Folglic h existiert, bei jedem festen N > M  o im N-dimensionalen Einheits- 

wiirfel o < y ,  < I (n = I ,  2. .-  Mo, Mo + i - - -  N) eine endliche Anzahl yon kleinen 

Parallelepipeden mit Gesamtinhalt > I i derart, dass fiir jedem im Innern dieser 
2 

Parallelepipeden gelegenen Punkt  (yl, Y2,'"YMo,'"Ylv) die beiden Ungleichungen 

und 
n~l n~l 

I N I - -  - -  ~ - -  ~ Log (I p,, "e ~'~'un) < ~- 
In=Mo+l 4 

im Kreise ]s - -  ao ] < r  bestehen. Fiir jeden solchen Punkt  (Yt, Y2, "'" YN) gilt daher, 

unter Beriioksichtigung yon (i9), die Ungleichung 

H( , )  + ~ Log (1--~-*e*~i*-) < 
~ m l  
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Ich wende nunmehr den verallgemeinerten KRONECKER'schen Satz an auf 

die Zahlen ~ , =  Log lv, ( n =  I ,  2, . - .N)  und die obigen Parallelepipeden des 
2 ~  

N-dimensionalen Einheitswfirfels mit Gesamtinhalt > -.i Dieser Satz ergibt fiir alle 
2 

hinreichond grosse T, d. h. fiir T ~ T ' =  Tr(N) die Existenz einer endlichen An- 

zahl auf der Strecke o < t < T gelegenen Intervallen (I'), yon denen keine zwei 

/- T ist, und derart, einen inneren Punkt  gemeinsam haben, deren Gesamtls > 2  

dass fiir jeden inneren Punkt  �9 einer dieser Intervallen die Ungleichung 

H(s) + ~ Log (I--PnSe2~'i('~.) < 
n--I 

d. h. die Ungleiehung 

im Kroise ] s -- a, I < r 
Es war bisher N 

Grund des Hilfssatzes 

grosse T, d. h. fiir T 

iibereinandergreifender 

IH(s) -- FN(s + i~) I < 3 _~ 
4 

besteht.  
eine beliebige ganze Zahl > Mo. Ich wiihle nunmehr, auf 

5 in w I, ein festes N O > Mo derart, dass fiir alle hinreichend 
~ T , ,  auf der Sgrecke o < t < T eine endliche Anzahl nicht 

In te rwl len  (I") liegen, deren Gesemfliinge > I - - ~  T ist, 

und so dass fiir jeden inneren~Punkt ~ einer dieser Intervallen der ganze Streifen 

I I o > a, ~ - -  - < t < �9 + - i m  Gebiete G liegt und dass jedes s dieses Streifens der 

Bedingung 

INN(s) I < I~ 
4 

geniigt. Da der Kreis I s - - ( ao  + i~)[~r ganz innerhalb des Streifens a~a, 
I I - - -  _~ t < �9 + gelegen ist, gilt a fo r t io r i  fiir jedes solcho �9 die Ungleichung 
2 - -  ~ 2 

I R,v(s + i~) [ < #- 
4 

im Kreise [ s ~ ao [ ~ r. 
Ich betrachte nun schliesslich fiir ein T > To = Max (T'(No), T,) diejenige 

endliche Anzahl Intervallen (1'") yon Gesamtl~inge > T -  T = g  T, deren in- 

nero Punkte  diejenige Punkte  der Strecke o < t < T sind, welcho den beiden obigen 
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Intervallmengen (I ')(fiir  N = h r o )  und (I") gemeinsam sind. 

dieser Intervallen (I r') 

gleiehungen 

und 

also die Ungleiehung 

Fiir jedes v eines 

gelten im Kreise [ s - -  (*o [ < r gleichzeitig die beiden Un- 

] / / ( s ) -  ieN(s + iv)]< 3_e~ 
4 

] Riv(s  + iv) ] < ~-, 
4 

ilog ~(s + i v ) - - H ( s ) l < t * .  

Hieraus folgt aber (vergl. Seite 95) naeh der Definition yon ~, dasa log ~(s) im  

Kreise [ s - -  (ao + iv) [ < r mindestens eine a-Stelle besitzt. 
Es ist nunmehr leicht, den Beweis des Satzes B zu vollenden. In dot Tat, 

da einerseits eine endliche Anzahl auf der Strecke o < t < T gelegenen Intervallen 

mit Gesamtl~nge > ~  T offenbar mindestens T ~ I Werte v enthalten, yon de- 

nen je zwei einen Differenz ~>I haben, w~hrend andererseits zwei Kreise 

I s - - ( a o + i % ) ] < r  und ] s - - ( a o + i % ) l < r ,  wo Iv~- -v21~ i  ist, gewisskeinen ge- 

meinsamen Punkt  besitzen, so fo]gt fiir jedes T > T O die Existenz yon mindestens 

�9 .) 6 T - -  verschic, denen a-Stellen im Streifen - -  r < ~ < + - -  r < t < T + ~a {/o F, r ,  

also a fo r t i o r i  im Streifen a < ~ < fl, - -  I < t < T q- x. 

Hieraus folgt aber unmittelbar, wenn La,~,p (T) die Anzahl der a-Stellen yon 

log ~ (s) im Rechtecke a < ~ < fl, o < t < T bezeichnet, die Ungleiehung 

lim inf L, ,a ,~(T)  > o. 
T-| T 

Damit ist der Satz B bewiesen. 

A 

- -  v 


