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A. E i n l e i t u n g .  

Naehdem ieh in der Abhandlung I x dieser Serie reich lediglieh mit der kon- 

formen Abbildung des einfaeh und zweifach zusammenh~ingenden schliehten Bereichs 

besch~iftigt habe, lege ich der Untersuchung nunmehr einen beliebigen mehrfach 

[(p + 1)-faeh] zusammenh~ngenden sehlichten Bereich B zu Grunde, ohne iibrigens 

fiber die Natur  seiner Begrenzung irgend welche spezialisierenden Voraussetzungen 

zu maohen. Aueh ist es ffir die LSsung des sogleich zu erwiihnenden, in dieser 

Abhandlung in erster Linie behandelten Abbi]dungsproblems nicht yon wesent- 

liehem Belang, ob der Bereich yon endlicher Ordnung des Zusammenhanges ist 

oder als der allgemeinste schliehte Bereich yon unendlich hohem Zusammen- 

hange vorgestellt  wird. 

Das Abbildungsproblem, das wir in w 1--4 (erster u. "zweiter Tell) behandeln, 

ist eine Verallgemeinerung der in tier Abhandlung I ffir einfach und zweifaeh zu- 

sammenh~ngende Bereiche behandelten Kreisabbildung (d. i. Abbildung auf  eine 

Kreisfl~iehe, zu unterscheiden yon der Kreisring-Abbildung beim zweifaeh zu- 

sammenh~ngenden Bereiehe). Im Bereiehe B (exklusive dessen Grenze), welcher 
in der z-Ebene liegend vorgestellt wird, son eine durehaus regul~ire, grenzstellen- 

freie Funkt ion [ ( z ) =  ~ erkl~irt werden, we]che ihn auf das vollst~indige sehliehte 

Innere des Einheitskreises der ~-Ebene in der Weise konform abbildet, dass jeder 

dem Innern des Einheitskreises de r ~-Ebene angehSrende Wef t  yon der Funkt ion 

[ (z) innerhalb B einmal und nur einmal angenommen wird. Diese Funktion stellt 

die zum Bereiche B im Sinne der ~)Grenzkreisuniformisierung)) geh(irende uniformi- 

sierende Variable dar. Sie liefert yon der fiber B ausgebreitet  zu denkenden 

1 ,~Abhandlungen zur Theorie der konformen Abbildung. I. Die Kreisabbildung des all- 
gemeinsten einfach und zweifach zusammenhi~ngenden schlichten Bereichs und die R~nderzu 
ordnung bei konformer Abbildung.* Journal f. Math. Bd z45 S. I77--223. Die ganze Serie ist 
auf ca. vier Abhandlungen berechnet. 
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einfach zusammenh~ngenden Uberlagerungsfliiche q> dieses Bereichs eine ein- 
eindeutige, als die Fundamentalabbildung oder pr~iziser unverzweigte Fundamental- 
abbildung zu bezeichnende konformo Abbildung auf das Innere des ~-Einheits- 
kreises t und ist, abgesehen yon einer linearen Transformation, welche das Inhere 
des Einheitskreises in sich transformiert, vollst~indig bestimmt. Die Existenz dieser 
Funktion wird hier durch ein rein funktionentheoretisches Verfahren bewiesen, 
bei welchem insbesondere die LSsung der Randwertaufgabe der Potentialtheorie 
nicht benStigt wird. Dieses yon uns ebenfalls als Schmiegungsver[ahren bezeich- 
nete Verfahren ist die sinngemKsse Ausdehnung des in der Abhandlung I yon 
mir zur ausfiihrliehen Entwickelung gebrachten, in einer G6tt. Nachr.-Note (1912)1 

vorliiufig mitgeteilten ,Schmiegungsverfahrens,, eine Ausdehnung, auf welche ich 
in jener Note ebenfalls hingewiesen habe. 

Die Entwicklungen der vorliegenden Abhandlung kSnnen dabei doch wesent- 
lich unabh~ingig yon der Abhandlung I verstanden werden. Was insbesondere 
das Schmiegungsverfahren anbetrifft, so biete ich hier in dem allgemeineren FaIle 
des mehr/ach zusammenh~ingenden Bereichs eine Beweisform, we]che gegenfiber 
der in I gegebenen Beweisform wesentlieh noues bietet und daher auch in An- 
wendung auf das in I behandelte speziellere Problem der Abbildung des ein/ach 
zusammenh~ingenden Bereichs gegeniiber der dortigen Darstellung ein besonderes 
Interesso beanspruehen darf. Fiir beide Methoden eharakterisch ist die Anwendung 
des sogenannten Schwarzschen Lemmas, welches besagt, dass jede ffir [ z ]<  I re- 
gul~ire, fiir z ~ o den Wert null annehmende analytische Funktion, welche dem 
absoluten Betrage ihrer Werte nach in dora genannten z-Gebieto unterhalb eins 

1 Fiir diese ~berlagerungsflitcho ist die der PorscARC?schen Majorantenmethode (Bull. 
Soc. ~rath. de France t. i i. I883) zugrundeliegende Bedingung des Vorhandenseins von drei v611ig 
unbedeekten Punkten der Ebene erfiillt. Diese POI~CAR~'sche Arbeit in Verbindung mit dem 
Aufsatze yon OsGoon (Am. Trans. I9oo ) liefert daher bereits eine L6sung der Abbildungsaufgabe, 
s ine  L6sung, welche indessen die yon uns nicht ben~tigten ScHwARz'schen Entwicklungen fiber die 
Integration der Differentialgleichung J u ~  o zur Voraussetzung hat. Auf unsere Problemstellung 
geht auch Herr F. SCHOTT~ sin in der Arbeit: ,Ober die Beziehung zwischen ver~nderlichen 
Grt~ssen, die auf gegebene Gebiete beschrRnkt sind,. (Sitzungsb. d. Kgl. Preuss. Ak. d. Wiss., 
I9o7 S. 9~9 ff- und 19o8, S. II 7 ff). Die Problemstellung ist sin Spezialfall des allgemeinen yon 
mir in den GStt. Nachr. 0907) zuerst behandelten Problems der Grenzkreis-Uniformisierung und 
finclet sich auch untor den von mir ebenda (I9O7) behandelten spezielleren Problemen der ,Uni- 
formisierung reeller algebraischer Kurven~ vor, insofern als nach SCHOTTKT (Dissertation, Journal 
f. Math. Bd. 83) jedem schlichten mehrfach zusammenh~ingenden Bereiche eine reelle alge- 
braische Kurve zugeordnet werden kann. Vgl. auch FRICK~'S auf orthosymmetrische Riemannscho 
Fl~chen beztlglichos Fundamentaltheorem I I  in FRICKE-KLzI~, ,Automorphe Funktionen,  Bd. II,  
8.46. 

2 ~l~ber sine neue Methods dsr konformen Abbildung und Uniformisierung., G6tt. Nachr. 
I9x2 p. 844--848; siehe insbesondere Absatz 4. Absatz 2 und 3 derselben ~ote kommen im dritten 
und vierten Teile vorliegender Abhandlung zur ausftihrlichen Entwickelung. 
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bleibt, die Eigensehaft h~t, im Gebiete I z] < q  ihrerseits dem absoluten Betrage 
der Werte nach unterhalb q zu bleiben. Ein Erreichen der Schranke q kann nur 
eintreten, wenn die Funktion die Gestalt a. z hat, unter  a eine Konstante yore ab- 
soluten Betrage x verstanden. Das vorstehend bezeichnete SCHWARZ'sche Lemma 
wird bei der Anwendung vielfach in transformierter Gestalt (~)erweitertes Schwarzsches 
Lemma,) zur Geltung kommen. 

Um das Schmiegungsverfahren zur Anwendung bringen zu kSnnen, ist, wie 
in I, eine, im allgemeinen elementare vorbereitende Abbildung des Bereichs B auf 
einen Bereich BI innerhalb des Einheitskreises notwendig. Im Falle eines voll- 
st~ndig ausgearteten (d. i. nur von isolierten Punkten begrenzten) Bereichs wird 
dieselbe durch die Umkehrungsfunktion der elliptischen Modulfunktion geleistet, 
die ihrerseits hier als Abbildungsfunktion des Spitzendreieeks gewonnen wird. 

Naehdem im ersten Teile die Abbildungsfunktion ](z) gewonnen ist, wird im 
zweiten Teile das Verhalten der Abbildungsfunktion bei geschlossenen Uml~ufen 
und insbesondere auch das Verhalten derselben auf der Grenze dos Bereichs B 
n~her untersucht. 

Im dritten Teile schliesslich wird die verzweigte Fundamentalabbildung (d. i. 
verzweigte Abbildung auf das Innere des Einheitskreises, in speziellcn F~llen 
ganze Ebene exkl. bezw. inkl. des unendlich fernen Punktes) der sehlichten Be- 
reiche durchgeffihrt. Der allgemeinste Fall l~isst sich auf den Fall der gewShn- 
lichen signierten Kreisscheibe zurfickftihren, wobei hier der Fall endlich vieler 
innerhalb der Kreisfl~iche gegebener relativer Verzweigungspunkte a~ mit vorge- 
gebenen Verzweigungszahlen n~ und der yon unendlich vielen solchen Verzwei- 
gungspunkten ~auf gleicher Linie mittels des Sehmiegungsverfahrens zu behandeln 
sind, wobei namentlieh die Feststellung des  tats~ichlichen Eintretens der er- 
warteten Schmiegungswirkung durch besondere Uberlegungen geleistet werden 
muss. 

Fiir den Reduktionsprozess dient als Grundlage die Kenntnis der SCHWAI~Z'schen 
Dreieclcs/unktionen und des elliptischen Integrals erster .Art, deren hier gegebene 
Behandlung ein gewisses Interesse fiir sich darbieten diirfte. 

Der vierte Teil enth~lt eine Anwendung der verzweigten Fundamentalabbildung 
der schliehten Vollebene auf die Bestimmung algebraischer Funktionen zu gege- 
bener Riemannseher Fl~ehe, jenes Riemannsche Problem, welches bekanntlich 
zuerst (1870) durch SCHWARZ eine in sich geschlossene potentialtheoretische 
LSsung yon spezifiseher methodischer Tragweite fand.  Als eine Besonderheit un- 
serer LSsung ist ihr rein funktionentheoretischer, im Geiste yon WEIERSTRASS 
durchaus potenzreihentheoretisch bestimmter Charakter hervorzuheben. 

Uberhaupt ist die ganze Abhandlung II, wie auch die Abhandlung I yon 
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dot Idee einer rein funktionentheoretisehen, allein den Potenzreihenbegriff zu- 
grundelegenden Behandlungsweise beherrseht. 

B. Erster  Teii .  

Existenzbeweis der unverzweigten Fundamentalabbildung: das Schmiegungs- 
verfahren. 

w I. 

Problemstdlung und Unitdtssatz. Vorbereitende Abbildung des abzubildenden 
Bereichs au/ einen Bereich innerhalb des Einheibskreiaes. 

Es werde mit B ein sehlichter (p + x)-fach zusammenh~ngender Bereieh der 
z-Ebene bezeiehnet, fiir welchen jedoch p=>2 ist, aber auch -~ oo sein kann. 
Die Zahl p + x heisst die Zusammenhangszahl des Bereichs B, die Zahl p das 
Gesehlecht des Bereichs B. Uber die Natur der Begrenzungslinien des Bereichs 
B werde keinerlei spezialisierende Voraussetzung gemaeht, l)berhaupt wird unter 
dem Bereieh B lediglich das eigentliehe Innere desselben verstanden, d. i. die 
Gesamtheit aller derjenigen Bereichpunkte, mit welchen zugleich eine vollstltndige 
Umgebung derselben zum Bereiche gehiirt. Wir unterseheiden, wie in der Ab- 
handlung I, zwischen inneren Punkten, Grenzpunkten und ttusseren Punkten des 
Bereichs. Von den p + z Begrenzungslinien kSnnen sich einzelne oder auch alle 

I Der Gedanke einer rein" funktionentheoretischen Behandlung der Uniformisierungs- 
probleme, insbesondere der Grenzkreisuniformisierung ist, wie ich auch in der Abhandlung I 
erwtthnte, in gewissem Umfange schon frfiher zur Geltung gekommen: so bei GAuss (Methode 
des arithmetisch-geometrischen Mittels), bei  POISCAR~ (Acta mathematica Bd. IV), SCHLSSI~0mt 
[Crelles Journal Bd. IO 5 und IIO (V)]. Insbesondere haben POX~CAR~ (1. C. w Z7) und SCHL~.SIN~Ea 
(h c.) eine Darstellung der Uniformisierungstranszendenten ft~r die schlichte Vollebene, unter der  
Voraussetzung lauter reeller Verzweigungsstellen unendlich hoher Ordnung, durch algebraische 
N~herungsfunktionen behandelt,  die bei POINCXR~ durch sukzessive Quadratwurzelausziehungen 
gefunden werden. Diese Untersuchungen tragen jedoch in der dargebotenen Form nicht den 
Charakter selbst~tndiger Existenzbeweise, vielmehr den hypothetischer Konstruktionen, insofern 
als ihre G~iltigkeit den anderweitig (bei POI~CAR~ dutch die Kontinuittttsmethode) erbrachten 
Existenzbeweis voraussetzt. 

Bezfiglich der Frage einer rein funktionentheoretischen Bestimmung algebraischer Funk- 
tionen zu gegebener Riemannscher Fliiche ist hier noch eine Arbeit  yon SCHLZSINCeR in den 
Ann. de l'Ecole Norm. sup. t. 2o, I9o 3 zu erwRhnen. SeHL~SINGZR beschrttnkt sich dabei jedoch 
auf den allgemeinen Fall, indem er eine Vervollstlindigung in Aussicht stellt. Wesentlich frilher 
(I873 und i88i) behandelte T~O~AE in Math. Ann. Bd. VI  und X V I I I  den Fall drei- und vier- 
blltttriger Riemannscher FJiichen yon beliebigem Geschlecht. Schliesslich sei hier auch auf die 
Methode der Integralgleichungen in Anwendung auf das Riemannsche Problem der Bestimmung 
yon linear polymorphen Funktionssystemen mi t  vorgeschriebener Monodromiegruppe (Hr~sERT, 
PLmiELJ) sowie auf die Kontinuit~tsmethode in Anwendung auf dasselbe Problem (SCHLESXNeES, 
PLIH~.LJ) hingewiesen. 
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auf Punkte  reduzieren. Wir sprechen dann, wie in I, yon  einfach, zweifach, 
� 9  (p + i)-fach ausgearteten Bereichen. Der unendlich ferne Punkt  der z-Ebene 
kann innerer Punkt ,  ~iusserer Punkt  oder Grenzpunkt des Bereichs B sein. 

Wir stellen uns nun folgendes Problem�9 
Problemstellung: Es sol l  in B e ine  d u r c h w e g  re4~ul~re a n a l y t i s c h e  

F u n k t i o n  ~ ] ( ~ )  d e f i n i e r t  w e r d e n ,  we lche  d ie  E i g e n s c h a f t  h a t ,  e ine  
k o n f o r m e  A b b i l d u n g  des  B e r e i c h s  B au f  das  I n h e r e  des E i n h e i t s k r e i s e s  
der  ~ - E b e n e  zu v e r m i t t e l n ,  so zwar ,  dass  d ie  U m k e h r u n g s f u n k t i o n  
z~q0(~) fiir das  ganze  I n n e r e  des  E i n h e i t s k r e i s e s  ] ~ l < I  m i t  d e m  Cha-  
r a k t e r  e ine r  r a t i o n a l e n  F u n k t i o n  i iberaU h in  f o r t g e s e t z t  w e r d e n  k a n n  
u n d  d a b e i  n u r  W e r t e  a n n i m m t ,  d e r e n  r e p r ~ s e n t i e r e n d e  P u n k t e  in B 
l i egen .  

Die geforderte Abbildung des Bereiehs B werde als die Fundamentalabbildung 
dieses Bereichs bezeichnet. 

Wird speziell angenommen, dass der Bereich B den unend]ich fernen Punkt  
nicht in seinem Innern (h5chstens auf seiner Grenze) enthalte, was immer dutch 
eine lineare Transformation des Bereiehs erreieht werden kann, so wfirde sowohl 
die Funkt ion ] (z) in B als auch die Funkt ion ~ (~) im Einheitskreise fiberall re- 
gular sein. Letztere Funkt ion wiirde ausserdem offenbar eine eindeutige Funk- 
tion sein, was man yon der Funktion ](z) jedoch nicht sagen kann. Diese wird 
sich vielmehr stets als eine unendlieh-vieldeutige Funkt ion herausstellen. Man 
kann das formulierte Abbildungsproblem aueh so formulieren: 

Neue Formulierung de8 Abbildungsproblems: Es soll  z w i s c h e n  d e m  Be-  
r e i c h e  B u n d  de r  Fl~iche des E i n h e i t s k r e i s e s  e ine  d u r c h w e g  k o n f o r m e ,  
u n v e r z w e i g t e ,  im I n n e r n  de r  be iden  g e n a n n t e n  G e b i e t e  g r e n z s t e l l e n -  
f re ie  A b b i l d u n g  g e f u n d e n  w e r d e n .  

Eine solche Abbildung haben wir in der Abhandlung I zwischen der Fl~che 
des niehtausgearteten einfaeh zusammenh~ngenden Bereichs B und des nicht zwei- 
faehausgearteten zweifach zusammenh~ngenden Bereiehs B herstellen kSnnen, 
indem wir insbesondere im letzteren Falle fiber dem Bereich B die zugehSrende 
eiufach zusammenh~ngende Uberlagerungsfl~che konstruierten und diese zun~ehst 
mittels logarithmischer Abbildung auf einen sehlichten einfach zusammenh~ngen- 
den Bereich brachten, sodann diesen vermSge des Sehmiegungsverfahrens auf die 
Fl~ehe des Einheitskreises. 

Die zu bestimmende Funktion ](z) ist sofort als eine unendlich-vieldeutige 
analytische Funlction charakterisierbar, n~imlieh als eine Funktion,  welche bei Aus- 
fiihrung yon Uml~ufen um die verschiedenen Begrenzungsliuien des Bereichs B 
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und Wiederholung derselben in beliebiger Kombination immer neue Zweige dar- 
bietet. Nehmen wir zum Beweise das Gegenteil an, niimlieh, dass sie nur endlich 

viele Zweige besitze. Alsdann gehSrt zu ](z) eine gewisse, fiber B endlich-viel- 
bl~ttrig ausgebreitete Riemannsehe Fliiche F, deren B]iitterzahl mit der Anzahl 

dot verschiedenen Zweige der Funktion /(z) genau iibereinstimmt. Auf dieser 

Fl~che F kann nun die Funktion [(z)niemals an zwei yon einander verschiedenen 

Stellen zl und z2 einen und denselben Wert ~* annehmen, weil hieraus folgen 
wfirde, dass die Umkehrungsfunktion go (~) an der Stelle ~* die beiden verschie- 

denen Werte z 1 und z z besitzt, welche aus einander dutch eine gewisse analytische 

Fortsetzung innerhalb des Einheitskreises entstehen. Die Funktion go(t) k6nnte 
dann aber nicht mehr innerhalb des Einheitskreises fiberall reguliir sein, da eine 

in einem einfach zusammenh~ingenden Gebiete fiberall regul/ir oder mit dem Cha- 
rakter rationaler Funktionen fortsetzbare analytische Funktion in diesem Gebiete 

auch eindeutig sein muss. Wit konstatieren ferner, dass die Funktion /(z) auch 

nioht an zwei koinzidierenden, jedoch verschiedenen Bliittern angeh6renden 
Punkten z* der Fliiche F einen und denselben Wert ~* haben kann. Denn in 

diesem Falle wfirde nun ](z) in einer gewissen Nachbarschaft der erwiihnten Stelle z* 

in den erwiihnten Bliittern jeden[alls immer verschiedene Werte haben, weft sonst 
die betreffenden Zweige fiberhaupt fibereinstimmen miissten. Wir wfirden dem- 

naoh an der Stelle ~* jetzt zwei yon einander vers.ehiedene Elemente der Funk- 
tion go(~) erhalten, welche allerdings an der Stelle ~* selbst einen und denselben 
Wert z* aufweisen, was jedoeh nicht hindert, die Funktion ef(~) nun als mehr- 
deutigo analytische Funktion anzusprechen. Wir fo|gern jetzt, dass die Fliiehe F 

unter don bestehenden Annahmen eineindeutig und konform auf das Innere des 
Einheitskreises der ~-Ebene abgebi]det erseheint durch Vermittlung der Funktion 

[(z). Das ist aber topoIogisch unm6glich, weft die Fl~iche F mindestens p + z 
voneinander versohiedene getronnte Begrenzungslinien t hat, wiihrend die Fl~iche 

des Einheitskreises einfach zusammenh~ngend ist. 
Die soeben angestellte Betrachtung lehrt uns nun aber nicht nur dieses, 

dass die zu [(z) geh6rende Riemannsche Fl~iche F unendlich-vielbl~ittrig sein 
muss, sondern sio lehrt uns aueh unmittelbar, eben wegen der gefundenen Ein- 
eindeutigkeit der Beziehung zwischen F u n d  der Fliiche des ~-Einheitskreises die 
wiohtigo Tatsaohe, dass F seinerseits eine einfach zusammenhlingende Fliiche sein 
muss. Die MSglichkeit der LSsung unseres Abbildungsproblems involviert somit 

die Existenz einer fiber B ausgebreitet zu denkenden, re]ativ unverzweigten, 

Wir gebrauchen hier und im folgenden don Ausdruck Begrenzungslinien in dem wei- 
teren Sinne, dass wir dabei zuIassen, dass eine solche ~Linie~ den allgemeinsten Begrenzungs- 
typus darbiete oder sich auch auf einen Punkt reduziert. 

Act~ mathematica. 40. lmprim6 le 5 novembre ]915. 33 
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grenzstellenfreien, einfach zusammenh~ngenden Riemann'schen Fl~iche F,  welche 
nunmehr als die zu B geh6rende ein/ach zusammenMingende Oberlagerunge/lgiche 69 
bezeiehnet werde. Wir stellen zun~ichst den fiir das gestellte Abbildungsproblem 
geltenden Unit~tssatz fest. 

Unitdtssatz: Das g e s t e l l t e  A b b i l d u n g s p r o b l e m  k a n n ,  a b g e s e h e n  y o n  
e ine r  l i n e a r e n  T r a n s f o r m a t i o n ,  we lehe  das  I n n e r e  des  ~ - E i n h e i t s k r e i s e s  
in s ieh  t r a n s f o r m i e r t ,  n u r  e ine  L S s u n g  h a b e n .  

Der Beweis ergibt sieh sofort aus folgenden Bemerkungen. Sind /l(z) und 
/2(z) zwei Funktionen yon z, welche eine LSsung des gestellten Abbildungsproblems 
liefern, so stellt sieh die damit gesetzte Abh~ingigkeit zwisehen /1 u n d / 2  als eine 
fiberall regul~re, grenzstel]enfreie Beziehung des Innern des Einheitskreises auf 
sieh selbst dar, welehe Beziehung daher aueh eineindeutig sein muss, also gem~ss 
einem bekannten Satze in Gestalt einer ganzen oder gebrochenen linearen Funk- 
tion darstellbar. 1 

Es bietet keine Schwierigkeit dar, die erw~hnte eiufaeh zusammenh~ingende 
Uberlagerungsfl~iehe 69 fiber B direkt nach topologisehen Prinzipien zu konstruieren. 
Ebenfalls ergibt sich leicht, dass die Fl~che 69 durch die Eigensehaft, eine einfach 
zusammenh~ngende, innerhalb B grenzstellenfreie, unverzweigte Uberlagerungs- 
fl~che des Bereichs B zu sein, vollstEndig bestimmt ist. Wir begniigen uns in 
dieser Hinsieht auf andern Ortes yon uns gegebene Ausfiihrungen hinzuweisen. Ins- 
besondere haben wir im Journ. f. Math. Bd. I39 bereits den allgemeinsten Fall 
unendlieh-vielfach zusammenh~ngender Riemann'seher F1Echen behandelt. Wir 
kSnnen uns mit diesem Hinweise umsomehr begnfigen, als tats~chlieh ein voraus- 
gehender selbst~ndiger topologischer Existenzbeweis der FHiehe 69 fiir unsere unten 
gegebenen Entwicklungen zur Bestimmung der gesuchten Abbildungsfunktion 
nieht erfordert wird. Gleichwohl werden wit gelegentlich im folgenden auf die 
einfaeh zusammenh~ngende UberlagerungsflEehe 69 anspielen. 

Der Naehweis der Existenz der Abbildungs/unktion / ( z )kommt  hinaus auf 
d i e  Ausfiihrung der eineindeutigen konformen Abbildung der Fl~ehe 69 auf das 
Innere des Einheitskreises. Wir wollen diesen Naehweis fiihren mittelst eines 
konvergenten Prozesses, bei welehem nur Quadratwurzeloperationen zur Anwendung 

gelangen, die fibrigens aueh dureh V-Operationen oder Log-Operationen ersetzt 
werden kSnnen ohne wesentliehe Modifikation der Beweisffihrung. Das Ver- 
fahren bezeiehnen wir, wie in Abhandlung I, als Schmiegungsver/ahren, weil wieder 
als wesentliehe Eigensehaft der einzelnen Operationen die durch dieselbe be- 

1 Vgl. meino Abhandlung I i m  Journal f. Math. Bd. 145. 
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wirkte immer st~irkere Anschmiegung der Begrenzung des abzubildenden Bereichs 
an die Peripherie des Einheitskreises yon innen her zu nennen ist. 

Wie in Abhandlung I benStigen wit auch hier zun~ichst eine vorbereitende 
Abbildung des Bereichs B und damit zugleich des ihm iibergelagerten einfach zu- 
sammenh~ngenden Bereichs �9 auf einen Bereich B~, welcher ganz innerhalb des 
Einheitskreises liegt. Dieser Bereich BI wird, wenn B nicht ein vollst~ndig, 
d, i. (p + z}-fach ausgearteter Bereich ist, dessert Begrenzung somit nur yon 
Punkten gebildet wird, auf dieselbe Weise wie in I gefunden durch eine ein- 
eindeutige Transformation des Bereichs B, welche im Falle des Vorhandenseins 
~usserer Punkte  durch eine lineare Transformation geliefert wird, im Falle des 
FehIens yon ~iusseren Punkten dureh eine lineare Funktion in Verbindung mit 
einer Quadratwurzeloperation. 

Liegt jedoch der Fall eines vollst~ndig ausgearteten Bereichs B vor, so ist 
eine eineindeutige konforme Abbildung des Bereichs B auf einen sch]ichten ganz 
innerhalb des Einheitskreises liegenden Bereich Bt nicht mSglich. 

Wir betrachten zun~ichst den Fall des drei]ach zusarnmenhdngenden Bereichs 
B, dessen vollst~ndige Begrenzung yon drei Punkten gebildet wird, die wir mit  
o, i ,  oo zusammenfallend annehmen kSnnen. Wir fiberzeugen uns in folgender 
Weise yon der Existenz der zu diesem Bereiche geh5renden gesuchten Abbildungs- 
funktion ](z). 

Wir gehen aus yon einem yon drei OrthogonalkreisbSgen gebildeten Spitzen- 
dreieck 3 innerhalb des Einheitskreises der ~-Ebene und bilden das Inhere dieses 
Dreiecks konform auf die obere ttalbebene ab auf Grund des Schmiegungsver- 
fahrens der Abhandlung I, wobei nun zu zeigen ist, dass die so gefundene Ab- 
bildungsfunktion z ~ ( ~ )  sich auf den begrenzenden Kreisb5gen des Spitzen- 
dreiecks regular verh~lt und in den drei ~ussersten Punkten desselben sich be- 
s t immt verh~ilt. Beide Tatsachen gewinnen wir nach der Methode w167 9 u. Io 
Abhaudlung I in folgendcr Weise. Wit bilden ein Kreisbogenzweieck, welches 
man erh~It durch Erweiterung des Bereichs S fiber einen der begrenzenden Kreis- 
b6gen hinaus dureh das Aussere des Einheitskreises hindurch bis zu dem, jenem 
fiberschrittenen Kreisbogen in S gegeniiberliegenden Eckpunkte E yon S, mittels 
der Exponentialfunktion konform auf die obere Halbebene ab, sodass dem Punkte  
E der Nullpunkt entspricht und den beiden andern Eckpunkten yon S zwei 
Punkte  a und - - a  der Aehse des Reellen entsprechen. Bei dieser Operation wird 
S a u f  einen Bereich S' abgebildet, welcher der erw~hnten oberen Halbebene an- 
gehSrt. Nunmehr wird zu S' der zu ihm spiegelbildlich symmetrische Bereieh 
in Bezug auf die Achse des Reellen hinzugenommen und der so erweiterte Bereich, 
~,t, auf die Fl~che des Einheitskreises abgebildet, wobei die Strecke a . . .  ( - -a)  nach 
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dem Satzo S. 207 unten dot Abhandlung I in einen Orthogonalkreisbogen und folg- 
lich S t in ein Kreisbogenzweieek mit zwei rechten Winkeln iibergeht, welches nun 

seinerseits elementar auf die Flgche einer z-Halbebene abgebildet wird. Das Re- 
sultat ist wieder die konforme Abbildung des Spitzendreiecks S auf die obere Halb- 

ebene. Hierdureh ist nicht nur festgestellt, dass die oben genannto Abbildungs- 
funktion z = ep(~} des Spitzendreicks S auf den begrenzenden Orthogonalkreis- 

bSgen yon S sich regul~ir und in den Spitzen selbst sich bestimmt verhglt, sondern 
es ist auch klar, dass der analytische Charakter der Funktion [ (z) in den Punkten 

o, I, ~ dutch die Form der deft  geltenden analytischen Entwicklung n~iher be- 
stimmt ist. Es ergibt sieh, dass eine gewisse lineare Funktion yon [ (z) im Null- 

punkte die Entwieklung lose + [ (z) hat, unter ] (z) eine regulate Potenzreihe yon 
z verstanden, und dass Entspreehendes in den Punkten I und co stattfindet. 

Dass bei den nun in Betraeht zu ziehenden symmetrischen Wiederholungen 
des Spitzendreiecks B sieh tats~ichlieh eine vollst~ndige Ausfiillung des :Einheits- 
kreises ergibt, ist bekannt und wird wohl am einfaehsten so naehgewiesen. Man 

bringt die Fl~iehe des Einheitskreises auf die Fl~iehe der oberen Halbebene dureh 
diejenige lineare Transformation, welehe eine Spitze ins Unendliehe bringt, die 

beiden andern nach o und i ,  sodass das neue Spitzendreieek in bekannter Weise 
yon zwei Halbgeraden und einem Halbkreise begrenzt erscheint. Nun spiegelt man 
an dem Halbkreise. Dadureh wird das Spitzendreieek erweitert zu einem Vier- 

eek, welches unten yon zwei Halbkreisen mit einem Durehmesser der LEnge 
2 

begrenzt wird. Nunmehr spiegelt man das gauze Viereek an jedem dieser beiden 

Halbkreise. Dann wird das ganze jetzt ersehlossene Gebiet nach unten yon vier 

galbkreisen begrenzt, deren einzelner, einen Durchmesser < ~ hat u. s .w.  Hier- 
~ 4  

durch iibersieht man unmittelbar die allm~ihliehe vollst~ndige Ausfiillung des yon 
den beiden Halbgeraden und der Aehse des Reellen begrenzten Parallelstreifens, 
ebenso die Ausffillung der naeh reehts und links benaehbarten, sich sukzessive an- 

schliessenden unendlieh vielen Parallelstreifen und damit der ganzen oberen Halb- 
ebene. Die Ubereinstimmung der als Umkehrungsfunktion yon ~ (~) nunmehr ge- 
wonnenen Funktion ](z) mit der gesuehten Funktion ](z) ist evident. 

Naehdem wit in de r  angegebenen Weise in den Besitz der elliptischen Modul- 
[unktion bezw. deren Umkehrungsfunktion gelangt sind, kSnnen wir diejenige 

Hilfsabbi|dung vornehmen, welehe wir im Falle eines (p + x)-faeh ausgearteten 
(p + i)-faeh zusammenh~ngenden Bereiehs B benStigen, beret  wir das eigentliche 
Sohmiegungsverfahren zur Anwendung bringen kSnnen. Es sei B ein (p + z)-faeh 

zusammenhEngender sehlichter Bereich in der z-Ebene, dessen vollstEndige Be- 
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grenzung yon p + x getrennten Punkten gebildet wird. Alsdann kSnnen wir ver- 
mSge linearer Transformation annehmen, dass drei dieser Punkte mit den Punk- 
ten o, I ,  ooder  z-Ebene zusammenfallen. Wir bilden nunmehr, mit I(z) die 

Umkehrungsfunktion der Modulfunktion bezeiehnend, den Bereieh B mittels der 
Funktion I (z) konform ab, welehe Funktion in B eine unendlieh-vieldeutige Funk- 

tion ist, die jeden Wert der oberen Halbebene einmal und nut einmal annimmt 
mit Ausnahme derjenigen unendlieh vielen Werte, die l (z)  in den yon o, i ,  oo 
versehiedenen Begrenzungspunkten yon B annimmt. Es wird demnaeh der Bereich 

B unendlich-eindeutig auf einen Bereieh B' abgebildet, weleher yon der ganzen 

oberen Halbebene gebildet wird exel. der Aehse des Reellen selbst und exel. unend- 
lieh vieler Punkte innerhalb der oberen Halbebene, welehe sieh nut  gegen die Aehse 

des Reellen hin h~ufen. Durch lineare Transformation k6nnen wir die genannte 
Halbebene in das Inhere des Einheitskreises verwandeln und damit den Bereieh 
B r in einen Bereieh Bt, weleher aueh den Nullpunkt in seinem Innern enthaltend 
angenommen werden kann. 

Man bemerkt ohne weiteres, dass unsere vorbereitenden Hiilfsabbildungen 

mit~els linearer Funktionen, Quadratwurzelfunktionen, elliptiseher Modulfunktion 
sieh aueh auf den Fall unendlieh hohen Zusammenhanges des Bereiehs B erstreeken. 
Hierdureh ist die yon uns gestellte Abbildungsaufgabe reduziert auf die andere, 

in Bj eine unendlieh-vieldeu~ige analytisehe, regulate, unverzweigte, grenzsteIlen]reie 
Funktion ](z~) zu bestimmen, welvhe in B~ jeden Weft, welcher dem absoluten Be- 
trage naeh < x ist, einmal und nut einmal annimmt. 

w 2. 

Das Sehmiegungsver/ahren. 

Den Bereieh B~ haben wir im Folgenden als einen endlieh- oder unendlieh- 
vielfaeh zusammenh~ngenden Bereieh aufzufassen, der vollsttindig innerhalb des 
Einheitskreises der zt-Ebene liegt und den Nullpunkt in seinem Innern enth~tlt. 

In der Tat wird auch unser Beweisverfahren keine grunds~itzlich neue Betrachtung 
erforderlich machen, wenn wit diese Al]gemeinheit zu Grunde legen. Die zu be- 
st immende Funktion heisse [(zl). Wir werden sie als Grenzfunktion einer Folge 
endlich-vieldeutiger N~herungsfunktionen zn ~ ]n (zz) ermitteln, deren erste z~ selbst 
ist, w~thrend die (n + z)-te aus der n-ten mittels einer bestimmten Quadrat- 
wurzeloperation entsteht, sodass die Funktion [,~(z~) eine a~-l-deutige Funktion 

yon zt in dora Gebiete Bt ist. Diese Funktion [~(zl) nimmt in B~ keinen Wert 
mehr als einmal an, sic wird im Punkte zl ~ o in einem und nur einem ihrer 
Zweige (dem Hauptzweige) null und leistet eine 2~-l-deutige konforme Abbildung 
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des Bereiehs B, auf einen schlichten Bereieh Bn, dessert Ordnungszahl des Zu- 
sammenhanges mit unbegrenzt wachsendem n unendlich gross wird, wenn nieht 
bereits der Zusammenhang yon B~ selbst unendlieh gross war. Diese unendlich 

gross werdende Ordnung des Zusammenhanges wird jedoch in der Grenze selbst 
bedeutungslos werden auf Grund des folgenden wesentlichen Umstaudes, der die 

Bezeiehnung des Verfahrens als Schmiegungsver/ahren rechtfertigt. Es werden, 
wenn mit an der dem Nullpunkte am n~ehsten liegende Punkt der Begrenzung 

des Bereiehs B. bezeichnet wird, wie in I, die Beziehungen gelten 

(*) Ic~l < I,~1 < I ,~ l  < . . . ;  lira Ic~,~l = ~, 
n ~ a o  

sodass als Grenze des Bereichs B~ die ein/ach zusammenh~ingende Fl~che des Ein- 

heitskreises sich ergeben wird. 
Die Konstruktion der Funktion /n+l(Zl)~Zn geschieht, wie in I, unter Zu- 

hilfenahme einer im Punkte am verzweigten Windungsfli~che l~  erster Ordnung. 
Da ]edoch jetzt die Funktionen /~(zl) in B 1 sieh nicht mehr, wie damals, als 
eindeutige Funktiouen ergeben werden, so ist fiir die sp~tere Vergleichung der 

Funktionen ]~(zl) mit einander zum Zweeke des Konvergenzbeweises noch beson- 
ders hervorzuheben, dass jedenfalls in der Umgebung der Stelle zl = o ffir alle 
diese Funktionen ]~(z~) ein bestimmter Hauptzweig vorhanden ist, n~mlich der- 

jenige, in welchem die Funktionen ffir z~ = o verschwinden. 
Gehen wir zum Konvergenzbeweise selbst fiber, so kSnnen wir zun~ehst ohne 

weiteres, wie in der Abhandlung I, mittels des Schwarzschen Lemmas, in Anwendung 
desselben auf die Funktion z. (z.+l), d. i. z, in Abh~ngigkeit yon zn+x, sehliessen, 
dass die Beziehungen (*) bestehen. Wit kSnnen dies so ausspreehen: Die Funk- 
tion )r kommt dem yon uns gewiinsehten Ziele mit waehsendem n insofern 
n~her und n~her, als sic tats~chlieh in B~ eine in einem ihrer Zweige im Null- 
punkte versehwindende, in B L regul~re, unverzweigte und grenzstellenfreie ana- 
lytisehe Funktion ist, die keinen Weft mehr als einmal annimmt und mit der 
Gesamtheit ihrer Werte zwar noch nieh~ die volle l~l~iehe des Einheitskreises erfiillt, 
]edoeh ein Gebiet Bn innerhalb des Einheitskreises, welches bereits eine Kreis- 

fl~iehe K,  mit dem Nullpunkte als Mittelpunkt und einem Radius la~l vollst~indig 
enth~lt, der seinerseits mit unbegrenzt waehsendem n gegen ~ konvergiert. 

Wit wollen die Untersuehung zun~ehst ffir das Gebiet I z~ I < q I a~ I dureh- 
fiihren, indem wit unter q eine positive yon null versehiedene reelle GrSsse unter- 
halb I verstehen. Die dureh die erw~hnte Ungleiehheitsbeziehung definierte 

Kreisfl~ehe mSge mit K'~ bezeiehnet werden. Wir bemerken jetzt, dass nach dem 
SCHWARZ'sehen Lemma, angewandt auf die im Kreise K~ regul~ir und eindeutig 
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erkliirte Funktion Zn~--/n(Zl), die Werte zn, bei Besehr~inkung der GrSsse z, auf 

die Kreisfliiche K'I, ihrerseits auf die Kreisfliiehe K(q) mit dem Nullpunkt  als Mittel- 

punkt  und dem Radius q besehrKnkt bleiben. Um nun die gleiehmiissige Kon- 

vergenz der  Funktionenfo]ge [n (zl) in K' 1 zu beweisen, geniigt es jetzt,  die gleieh- 

m~ssige Konvergenz der GrSsse Zn+m gegen I innerhalb derselben Kreisfliiche zu 
Zn 

beweisen, woraus dann eben die gleichmiissige Konvergenz der GrSsse (zn+m--Zn) 
gegen o in demselben Gebiete folgen wiirde. Vgl. w 3 der Abhandlung I. 

Wir betrachten zu dem Zwecke die GrSsse zn+~ als Funktion der GrSsse zn. 
Zn 

Auf der Peripherie des Kreises Kn mit dem Radis ]anl wird diese GrSsse dem 
I 

absoluten Betrage nach unterhalb ~ bleiben. Sie bleibt demnaeh, da sie inner- 

Z o E~~ 

-I *1 

Fig.  L Fig. 2. 

halb desselben Kreises regul~ir ist, innerhalb dieses Kreises dem absoluten Be- 

trage naeh unterhalb ebenderselben GrSsse, welehe Gr6sse ihrerseits oberhalb i 

liegt und mit waehsendem n gegen I konvergiert.  Nun ist noeh zu bemerken, 

dass die zu untersuehende Funkt ion zn+,n fiir zn = o einen positiv reellen Wert  
gn 

oberhalb i annimmt. Hieraus folgt fiir diese Funktion, dass sie im Kreise [z, ] ~ q 
gleiehm~ssig gegen I konvergiert und zwar auf Grund des folgenden Hilfssatzes: 

Hil/ssatz: ][st W~-F(z) eine fiir I z l <  I reguliir und eindeutig erkliirte, im 

Nullpunkto den Wert  I annehmende analytisehe Funktion, deren Werte fiir alle 

genannten Werte  z innerhalb des Kreises K (~+E) mit dem Nul]punkt als Mitte]punkt 

und I + ~ als Radius (~ > o) bleiben, so bleibt dieselbe Funkt ion fiir [ z ] < q < I 

ihren Werten naeh auf die Fliiehe eines den Einheitspunkt  umschliessenden Kreises 

K besehr~inkt, weleher yon der Wahl der Funkt ion unabhiingig ist und dessen 

Durehmesser unendlieh klein wird, wenn die positive GrSsse ~ unendlieh klein wird. 

Dieser Satz ist eine Folge des SCHWARZ'schen Lemmas. Er  ergibt sieh aus 
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diesem dureh eino lineare Transformation tier Funktionsebene, welche den Ein- 
heitspunkt in den Nullpunkt iiberfiihrt und die Punkte  I + e und I -  e in die 
Punkte  + i und - - i .  Man erkennt ohne weiteres aus den beigefiigten Figuren, 
wie der Kreis K (in Figur 2 schraffiert) aus den Daten der z-Ebene als Bild der 

Kreisfls I zl < q gefunden wird. Der Winkel ~ der W-Ebene ist aus der Figur 
der z-Ebene zu entnehmen. 

Damit ist fiir die Kreisfls K'~ die gleichms Konvergenz der Funk-  

tionenfo]ge / ,  (z,) in deren Hauptzweigen bewiesen. 

Nunmehr  werde irgend eine Linie L vom Nullpunkte der zcEbene aus gezogen 
und ein dieselbe einbettender Fl~ichenstreifen fl betrachtet ,  der nicht bis an die 
Grenze des Bereichs B~ heranreicht. Indem wir der Funkt ion /~(z,) im Anfangs- 

punkte  der Linie L den Hauptwer t  o beilegen, ist damit  der Ver]auf der Funk-  

~/- s 

Fig. 3. 

tion /.(z,) ls L und damit  in zl bestimmt. Der 
Nachweis der gleichms Konvergenz der Funk-  
tionenfolge / ,  (z,) fiir fl ist unmittelbar  durch den 

vorhergehenden Beweis mitgeliefert, sobald nach- 
gewiesen ist, dass die Werte /,~(zl), wie sic in fl 
erkls sind, d e m  absoluten Betrage nach unterhalb 

einer GrSsse Q < I bleiben. Dass dies in der Tat  
der Fall ist, ist nun eine Folge des erweiterten 
Schwarz'schen Lemmas, welches wir jetzt kettenf5r- 

mlg liings der Linie L zur Anwendung zu bringen haben, auf dieser eine Folge 
hinreichend benachbarter  Punkte  P , ,  P2 . . . .  ws und um dieselben als Mittel- 
punkte  je zwei in B, verbleibende Kreisfls mit einem Radienverhs q so 
bestimmend, dass jedesmal P,+I der inneren Kreisscheibe des ~-ten Kreisscheiben- 
paares angehSrt. Als erweitertes SCHWARZ'sches Lemma bezeiehnen wir hierbei 
den folgenden Satz: 

Erweitertes Schwarz'sches Lemma: Ist W = F (z) eine fiir I z I < I regul~re, im 
Nullpunkte den Wert  W0 annehmende, dem absoluten Betrage nach unterhalb i 
bleibende analytische Funktion,  so bleiben fiir I z ] < q < i die Funktionswerte 
beschr~inkt auf die Fls eines Kreises, der den Punkt  W0 umschliesst und 
dessert Konstruktion gem~iss Figur 3 erfolgt. Diese Kreisfl~iche hat  yon der 
Peripherie des Einheitskreises einen endliehen, yon null verschiedenen Abs tand .  

Aus dem Vorstehenden geht hervor, dass die Funktionenfolge / ,(zl) inner- 

halb BI gleiehms konvergiert. Die Grenzfunktion /~ (z l )=  z| wird offenbar 
einen Hauptzweig besitzen, der im Punkte  zl = o versehwindet. Im Ubrigen ist 
die Funktion /| (z,) innerhalb B, in allen ihren Zweigen reguls und bleibt dem 
absoluten Betrage der Werte naeh unterhalb L 
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Wir wollen jetzt zeigen dass die Funktion t| eine schlichte, unendlich- 

eindeutige Abbildung des Bereichs BL auf das vollst~indige Innere des Einheits- 
kreises leistet. 

Zu dem Zwecke machen wir zuniichst die Bemerkung, dass die Funkt ion 

nicht  identisch verschwinden kann. Denn sie verschwindet im Hauptzweige fiir 

z~ ~ o und ferner ist im Hauptzweige fiir o < [ z~ [ < [ ~1 [ stets [ z| ] > [ zn [ > [ z~ ]. 
Welter bemerken wir, dass stets im Hauptzweige z~ yon z~ verschieden 

ist, sofern z' 1 yon z'~ verschieden ist, unter  z'l und z~ zwei verschiedene z~-Werte 

verstanden. Diesen Nachweis fiihren wir in der Weise, dass wir fiir die Differenz 
[ z ~ -  z~[ eine yon n unabh~ingige, yon null versehiedene untere Schranke bestim- 

men mittels des SCHWARZ'schen Lemmas. 

Nehmen wir in der Tat  zun~ichst an, dass z'~ und z'~ innerhalb des Kreises K'I 
liegen, so bleiben die entsprechenden Gr~ssen z~ und z'n in dem Bezirke [ z [ < q < I,  

wie wir wissen. Diese beiden Gr~ssen sind jedenfalls yon einander versehieden. 

Stellen wir uns nun vor, dass dutch hinreiehend grosse Wahl yon n die Entfernung 
' " ' als der Punkte  z n und z n beliebig klein werden k~nnte, so wiirde man um z~ 

Mit te lpunkt  einen ganz in Kn (d. i. [zn[~[an] )  enthaltenen Kreis xn mit  dem 

Radius [~n[ q beschreiben k~nnen, wobei das Verh~ltnis [z ' - -z~[ n beliebig 

klein werden wiirde. Hieraus aber wiirde sieh nun dureh Anwendung des 

SCHWARZ'sehen Lemmas auf die Umkehrungsfunktion der Funkt ion /n(z~), d. i. 
die Funkt ion z~ ~ ~(z~)  fiir das Gebiet • wobei der Punkt  z~ als Nullpunkt zu 

denken ist, sofort eine Abseh~tzung ffir die Differenz ] z j~z '~ [  ergeben, derzu- 
folge dieser Abstand unterhalh einer beliebig kleinen Gr6sse liegen miisste, 

w~hrend er doeh bestimmt und yon null versehieden ist. 
Betraehten wir nunmehr  irgend zwei Werte z" ~ |  (z'~) und z~/| 

setzen dabei jedoeh z'~ yon z~ zun~ehst versehieden voraus, im fibrigen abet  be- 
liebig innerhalb B~ liegend. Wir behaupten dann, dass die genannten beiden 
Werte z" und z~ yon einander versehieden sind. Zu dem Zweeke denken wit 
uns zweeks genauerer Definition der Zweige die Punkte  z'1 und z~ dureh eine 
Linie L'~ bezw. L~ mit dem Nullpunkte verhunden. Indem man yon diesem Punkte  

ausgehend die Linie L'~ bezw. L" durehl~uft, gelangt man, mit  dem Hauptzweige 
der Funktion/ |  beginnend, zu den Werten /| bezw. /| Wir k6nnen 
nun wie oben sehliessen, dass alle /n(z'~) und /n(z'~'), (diese Gr6ssen aueh in 

don dutch die Linien L'I bezw. L~' festzulegenden Zweigen genommen), fiir 
n ----- I ,  2, 3, �9 �9 �9 unterhalb einer Gr6sse q < I hleiben, folglieh innerhalb der Kreise 
K~ liegen yon einem gewissen ~ ab, das mit N bezeiehnet werde. Die Gr/Sssen 

Acta mathematica. 40. Imprim~ lo 10 novembre 1915. 34 
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z" und $~ sind nun aber offenbar yon einander versehieden fiir jeden Weft  des 

Index n. Folglieh ergibt sich, indem man sich denkt, dass man etwa in der 
z~Ebene  erst beginne mit dem Schmiegungsverfahren, genau wie vorher, die Un- 

gleichheit der GrSssen z'~ und z" und gleichzeitig erkennt  man die M~Sglichkeit, 
eine untere Schranke fiir den Abstand der beiden Punkte  z" und z~ zu berechnen. 

Nehmen wir jetzt  an, dass z'l und z'~ zusammenfallen. Alsdann ist Uber- 
eiustimmung der Werte z" und z" dann und nur  dann vorhanden, wenn die aus 
L'I und L~ zusammengesetzte geschlossene Linie L als solehe innerhalb B~ 

auf einen Punkt  zusammenziehbar ist. In der Tat  wird man wieder sagen 
kSnnen, dass yon einem gewissen n a b  die Punkte  z~ und z" einschliesslich der 

Bildkurven L" und L"~ (Bilder yon L'I bezw. L'~ in der z~-Ebene} auch in diesem 

Falle innerhalb K~ liegen und dass sie innerhalb eines Kreises mit  einem Radius 
q < i bleiben, der yon n unabh~ingig bestimmbar ist. Es ist nun auf Grund der 
vorstehenden Herleitungen klar, dass ffir das Zusammenfallen der Punkte  zL und 

I I  z~' notwendig und hinreichend ist die Bedingung: z ' -~  z,. Ist diese Bedingung 

erfiillt, so ist offenbar die als Bild yon L in der z~-Ebene sich ergebende Linie 
L~ innerhalb der Kreisfl~che K~ auf einen Punkt  zusammenziehbar, was sich un- 
mittelbar auf die Linie L mit Bezug auf den Bereieh B~ iibertrs und das oben 
bezeichnete Resultat  ergibt. 

Es bleibt sehliesslieh noeh die Frage der vollstiindigen Ausfiil]ung des Ein- 

heitskreises bei der durch die Funktion ]~ (zl) vermittel ten konformen Abbildung 
zu er]edigen. Diese Frage aber ist leicht zu beantworten. Es sei r < I.  Um 
dann fiir die Fl~iche K r des Kreises mit dem Radius r u m  den Nullpunkt de r  
zl-Ebene als Mittelpunkt zu zeigen, dass dieselbe vollst~indig ausgefiillt wird, be- 
st immen wir eine Zahl h r so, dass K N den Kreis K Cr) vollstiindig umschliesst. 

Der Kreisfls K r der zN-Ebene entspricht in der z~-Ebene ein gewisses mehr- 

bl~ittriges windungspunktfreies Fl~iehenstiick H, dessen vollstiindige Begrenzung 
yon der Begrenzung des Bereichs B1 einen endlichen Abstand hat. Innerhalb H 
ist die Funkt ion ]N(z~) eindeutig erkls und leistet eben die eineindeutige Ab- 

bildung dieses Fliiehenstiicks auf die Kreisfl~iche Kc~), wobei der Begrenzungslinie 
der Fl~che H die Peripherie von K (~) entspricht. Ist n > N so wird [~ (zt) in H 

ebenfalls eindeutig erkl~irt sein und eine Abbildung vermitteln, bei welcher die 
Begrenzungslinie des Bildbereichs offenbar eine geschlossene, die Kreislinie Kr 
einfach umschliessonde Linio In ist. Daraus ergibt sich, dass nun auch die 
Grenzkurve l| ganz ausserhalb Kr verliiuft und dass mithin H durch die Funk- 

tion [~ (z~) auf ein die KreisflHche Kr vollstiindig enthaltendes schlichtes Fl~chen- 
stiicke ineindeutig und reguliir abgebildet wird. 
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C. Z w e i t e r  T e i l .  

N~here Untersuchung der Abbildung. 

w 

Paraboliache und hyperbolische Umlau/ssubstitutionen zu isolierten Begrenzungs- 
punkten bezw. Begrenzungslinien. 

Die Kenntnis der durch die Funktion ~ ~ / ( z )  vermittelten konformen Abbil- 
dung fiihrt dazu, eine zum Bereiche B geh6rende eiffentlich diskontinuierliche Gruppe 
G yon linearen Substitutionen ins Auge zu fassen, bestehend aus lauter Substitu- 
tionen, welche die Fl~che des ~-Einheitskreises in sich transformieren. Betrachten 
wir n[imlich irgend zwei Zweige der Funktion /(z), etwa ~1 und ~2, so wird die 
zwischeu ~I und ~2 bestehende analytische Abh~ngigkeit eine solche sein, bei 
welcher sowohl die Funktion ~ (~1) als auch die Funktion ~ (~2) innerhalb des 
~-Einheitskreises eine regul~ire und grenzstellenfreie analytische Funktion ist. 
D. h.: die Abh~ngigkeit zwischen ~1 und ~2 stellt sich dar als eine eineindeutige 
konforme Abbildung der Fl~che des ~-Einheitskreises auf sich selbst. Diese Ab- 
h~ingigkeit wird daher durch eine lineare Substitution vermittelt.  Die Gesamtheit 
dieser Substitutionen bildet eine Gruppe G. 

Wir beweisen folgenden Satz. 
Satz: Die Funktion ](z) erleidet bei einer einfachen vollst~indigen Umlaufung 

einer Begrvnzungslinie des Bereichs B eine hyperbolische oder parabolische Sub- 
stitution, jenachdem dio betreffende Begrenzungslinie eine allgemeine Begrenzung 
oder eine ausgeartete Begrenzung ist, d. i. ein einzelner Punkt.  - -  

Bekanntlich unterscheiden sich die hyperbo]ischen Substitutionen yon den 
parabolischen dadurch, dass sie zwei getrennte Fixpunkte haben, die hier auf der 
Peripherie des Einheitskreises liegen miissen, w~ihrend die parabolischen Substitu- 
tionen nur einen einzigen Fixpunkt  haben, der hier ebenfalls auf der Peripherie 
des Einheitskreises liegen muss. 

Betrachten wir etwa zun~ichst don Fall eines isolierten Begrenzungspunktes 
a des Bereichs B. Wir konstruieren um den Punkt  a eine geschlossene Linie L, 
welche diesen Punkt  in dessen unmittelbarer Umgebung einfach umschlingt. Wir 
wollen zeigen, dass der vollst~ndigen Durchlaufung yon L eine parabolische Sub- 
stitution entspricht. Zun~ichst ist klar, dass die Funktion /(z) sich nicht bei end- 
lioh vielen Uml~iufen um den Punkt  a reproduzieren kann. Denn dies wiirde 
bedeuten, dass die zugehSrende Substitution eine elliptische Substitution w[ire, 
welche das Inhere des Einheitskreises in sich transformiert und fo]glich einen 
Fixpunkt  im Innern des Einheitskreises haben muss. Ein solcher innerer Fix- 
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punkt kann aber offenbar fiir keine Substitution der Gruppe G vorhanden sein, 
weil dann die Funktion ] (z) in mehreren von einander versehiedenen Zweigen einen 

und denselben Wert annehmen wiirde (entsprechend dem Fixpunkte), w~ihrend 

sic doch, wie wir wissen, keinen Wert mehr als einmal annimmt. Wir schliessen 
somit, dass sich als Bild der Linie L im ~-Einheitskreise eine Linie 1/ ergibt, 
welche, wenn die zu untersuchende Substitution nicht paraboliseh ist, zwei von- 
einander verschiedene Punkte der Peripherie des Einheitskreises miteinander ver- 

bindet. Durch 1/ wird das Inhere des Einheitskreises in zwei Gebiete zerlegt, 

deren eines, 7, "als das Bild der durch L abgegrenzten Umgebung des Punktes a 
zu gelten hat. Ist s der]enige Teil der Peripherie des Einheitskreises, weleher 
an der Begrenzung des Gebietes ~ teilnimmt, so stellt sich uns nunmehr die Um- 
kehrungsfunktion z(~) der Funktion /(z) als eine Funktion dar, welche 1Engs 
stetig in den Wert a iibergeht und sich folglich nach einem ScHwAaz'schen Satze 
(Abhandlung I S. 2io) fiberhaupt auf eine Konstante reduzieren muss. Das ist 

aber unmSglich. Mithin ist die der Umlaufung eines isolierten Begrenzungs- 
punktes entsprechende Substitution eine parabolische Substitution. 

Die Untersuchung zeigt zugleich, dass der Wertevorrat der Funktion ](z) 
in einem in sieh zusammenhEngenden, durch die Linie L abgegrenzten Gewinde 
yon Zweigen bei Zusammenziehung der Linie L auf den Punkt a sich auf einen 

einzigen Wert reduziert, niimlich den dem Fixpunkte der Umlaufssubstitution 
entsprechenden Wert. 

Lassen wir jetzt an Stelle des Punktes a eine allgemeine Begrenzungslinie A 

treten. Wir ziehen wieder eine Linie L, welche einen sich an A anschliessenden zwei- 
fach zusammenhEngenden Streifen S vom Bereiche B abtrennt. Der Linie L ent- 
sprieht im ~-Einheitskreise eine Linie .4, welche, wenn angenommen wird, die fiir 

L sieh ergebende Substitution der Funktion /(z) sei parabolisch, von einem Punkte 
S0 der Peripherie des Einheitskreises ausgeht und in demselben Punkte _~0 auch 
endigt. Es sind jetzt zwei F~ille zu untersebeiden, je nachdem das Bild des Be- 

reichs S im Einheitskreise das Gebiet ~1 oder ~2 ist. Mit 71 bezeichnen wir n~m- 
lioh dasjenige der beiden durch d/ bestimmten Teilgebiete des ~-Einheitskreises, 
welches ~0 als einzigen Peripheriepunkt auf seiner Begrenzung hat, mit ~,~ dasjenige, 

welches die ganze Peripherie des Einheitskreises als Begrenzungsstiick aufweist. 
Ist das Bild y von S mit ~ identisch, so bilden wir eine lineare Funktion 

~r der GrSsse ~ so, dass an Stelle des Einheitskreises die obere ~ ttalbebene und 
an Stelle des Punktes ~0 der Punkt r tritt, an Stelle der betrachteten parabo- 

lischen Substitution die parabolische Substitution ~r~_~r+ 2~ .  Ferner bilden 

wir nun e Ir ~rr und erhalten auf diese Weise eine eineindeutige konforme Ab- 
bildung des Bereichs S auf einen schlichten zweifaeh zusammenh~ngenden Bereich 
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S 'r, dessen eine, der Linie A entsprechende Begrenzung yon einem einzelnen Punkte 
gebildet wird, was naeh einem Satze der Abhandlung I (S. 2o4) nicht mSglich ist. 

]st zweitens das Bild 7 yon S mit 72 identiseh, so gehen wir yon der Be- 
merkung aus, dass die Funktion ] (z), wie aus dem Aufbau der Uberlagerungs- 
fl~iche �9 sieh unmittelbar ergibt, unendlieh viele yon einander versehiedene Zweige 
besitzt, welehe sogar in dem Sinne yon einander versehieden sind, dass keine 
zwei derselben demselben Gewinde angehSren, d. i. dureh blosse Umlaufung der 

Linie A ineinander fibergefiihrt werden kSnnen. Bilden wir mit einem solehen 
neuen Zweige und seinen bei Durchlaufung yon L sieh ergebenden weiteren 

Zweigen das Gebiet S ab, so wird das sieh ergebende Bild 2 volIst~ndig in 71 ent- 
ha]ten sein miissen. Das ist aber im Widerspruch mit der Tatsaehe, dass zwischen 

dem jetzt betrachteten und dem urspriinglich betrachteten Zweige der Funktion 
/(z) eine lineare Beziehung besteht, sodass auch fiir das Gebiet ~ die fiir das 

Gebiet Z, geltende Bemerkung in Kraft bleibt, dass dieses Gebiet die vollstllndige 

Peripherie des Einheitskreises als Begrenzung besitzt. 
Die Berufung auf den Aufbau der FIgche �9 kann fibrigens vermieden wer- 

den. Man bilde den Bereich B, mit z (1) und zl~) zwei nicht auf der Linie A ]ie- 
gende, versehiedenen Begrenzungslinien yon B angehiirende Punkte bezeichnend, 

den Bereich B mittels der Funktion z ' ~ l o g  _z(~ ) auf einen Bereich B' ab, 

welcher nun unendlich viele diskrete BiIder der Linie A als Begrenzungslinien 
aufweist, deren jede mindestens ein neues Zweiggewinde liefert. Die Beweisffihrung 
gilt offenbar auch bei unend]ich hohem Zusammenhange des Bereichs B. 

w 
Verhalten der Abbildungs/unldion /(z) au/ der Grenze (OrenzIinien und isoIierte 

Grenzpunlde) de8 Bereichs B. 

Naehdem wir uns fiber den Charakter der Substitutionen Reehenschaft ge- 
geben haben, welehe die Funktion /(z) bei Umlaufung der einzeInen Begrenzungs- 
linien erleidet, wollen wir nunmehr auf die Frage des Verhaltens der Funktion/(z) 
se]bs~ in den Begrenzungslinien niiher eingehen. Insbesondere wollen wir fol- 
gende S~tze beweisen. 

i. In einem isolierten Begrenzungspunkte a l~sst sieh yon jedem Zweige 
der Funktion /(z) eine lineare Funktion in der Weise bilden, dass die so ent- 

stehende neue Funktion yon z nach Abzug der Funktion log (z--a) sieh im Punkte 
a regular verh~It. Es geh(irt auf diese Weise zu jedem Zwcige der Funktion/(z) 
in einem solchen Punkte ein ganz bestimmter Wert der Funktion oder, besser 

gesagt, zu iedem einzelnen Gewinde yon Zweigen. 



270 Paul Koebe. 

z a. Zu verschiedenen bei a betrachteten Gewinden gehSren ferner stets 

versehiedene Werte, ebenso zu je zwei Gewinden, die versehiedenen isolierten 
Begrenzungspunkten entspreehen. 

2. Ist /5 eine gesehlossene regul~ire analytische Begrenzungslinie des Bereichs 
B, so verh~lt sieh die Funktion ] (z) in jedem ihrer Zweige l~ings L regular und 

kann demgem~ss fiber die Begrenzung yon L hinaus analytisch fortgesetzt wer- 
den. Das Analoge gilt, wenn L analytische Kurvenstfieke besitzt, fiir das Ver- 

halten der Funktion ](z) auf diesen Stricken. 
3. Ist eine Begrenzungslinie L yon B eine Jordan-Kurve, so verh~lt sich 

die Funktion /(z) in allen ihren Zweigen l~ngs dieser Linie stetig, und es ent- 

spreehen verschiedenen Punkten der Linie immer aueh versehiedene Werte der 

Funktion, desgleiehen einem und demselben Punkte immer versehiedene Werte, 
wenn versehiedene Zweige der Funktion in Betracht gezogen werden. 

4. Ist eine Begrenzungslinie /5 des Bereichs B eine Begrenzung allgemeinster 
Art, so ist gem~iss den Entwicklungen des w i i  der Abhandlung I die Begrenzung 
als eine zykliseh angeordnete Gesamtheit yon lauter Begrenzungselementen auf- 

zufassen und es gelten dann zu 3. analoge Bemerkungen, sofern man diese Rand- 
elemente an Stelle der einzelneu Punkte treten l~sst. Der pr~zise Inhalt dieser 
Behauptung ergibt sich aus den folgenden Beweisfiihrungen. 

Der Beweis des Satzes i. ergibt sich aus der Bemerkung, dass die S. 268 gebildete 

ExponentialgrSsse ~rl in Abh~ngigkeit yon z uns eine Abbildung darbietet, welche 
der vollst~indigen Umgebung des isolierten Begrenzungspunktes die vollst~ndige 

Umgebung des Nullpunktes entspreehen l~sst, also naeh dem Satze S. 204 der 
Abh. I dutch eine im isolierten Begrenzungspunkte selbst regulate ana]ytische 
Funktion vermittelt wird, deren Ableitung in diesem Punkte yon Null verschieden 
sein muss. Zugrunde liegt diesem Beweise der vorher gelieferte Naehweis, dass 

die zu einem isolierten Begrenzungspunkt gehSrende Umlaufssubstitution para- 

bolisch ist. 
Die l~iehtigkeit yon z a ergibt sieh aus dem Umstande, dass zwei verschie- 

denen an der L~berlagerungsfl~iehe �9 beteiligten Gewinden unendlieh hoher Ord- 
hung lauter voneinander versehiedene Gebiete im Einheitskreise entspreehen, 

deren jedes einzelne eine ganze Kreisfl~iehe enthalten muss, welehe die Peripherie 
des Einheitskreises in einem Punkte, n~mlich dem Fixpunkte der zu dem Gewinde 

gehSrenden Umlaufssubstitution beriihrt. 
Zum Beweise des Satzes 2. denken wit uns dem Bereieh B l~ngs der zu be- 

traehtenden regul~iren analytisehen Begrenzungslinie einen zwei~ach zusammenh~in- 
genden Fl~ehenstreifen b angesetzt. Der Bereich B § b werde mit B I bezeichnet. 
Nunmehr werde die zu B r gehSrende Funktion T(z) gebildet, welehe B ~ auf die 
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Fls des Einheitskreises abbildet. Dieselbe l~isst der Linie L eine bestimmte 
reguls analytische Linie entspreehen, welehe im Einheitskreise als Quersehnitt 

erseheint. Das Bild, welches die Funkt ion /(z) yon B entwirft, ist ein Teilbereieh 
der Fl~iehe des Einheitskreises, weleher, entsprechend der Linie L, unendlieh viele 
regul~re analytisehe Begrenzungsstiieke aufweist, im iibrigen jedoch ebenfalls ein- 
fach zusammenh[ingend ist. Bilden wir nun diesen einfaeh zusammenh~ingenden 
Bereieh auf die Fliiche des Einheitskreises ab gemiiss dem gew6hnliehen Schmie- 
gungsverfahren der Abhandlung I, so ergibt sieh bei dieser Abbildung gem~ss den 
Entwieklungen des w 9 der Abhandlung I eine regul~ire analytische Abbildung der 
erw~ihnten analytisehen Begrenzungstefle auf Stiicke der Peripherie des Einheits- 
kreises. Die letztgenannte Abbildung fiihrt uns nun aber zu der eigentlich be- 
trachteten Abbildung des Bereichs B auf die voile Fi~iche des Einheitskreises. 

Ein anderer Weg ist der folgende. Wir bilden zun~ichst den Bereieh/3 auf einen 
Bereieh B' ab, bei welehem der Linie L eine Gerade G entspricht. Wir erreiehen 
dies durch konforme Abbildung des yon L allein begrenzten, B enthaltenden ein- 
fach zusammenhfingenden Bereiehs auf eine Halbebene. Bei dieser Hilfsabbildung 
nun wird nach w 8 der Abh. I die Linie L regul[ir analytisch auf G abgebildet. 
Daher geniigt es, fiir den Bereieh B' nachzuweisen, dass die zugehSrende Abbil- 

dungsfunktion /(z) auf der Geraden G regul[ir ist. Diese Abbildungsfunktion 
kann nun aber erhalten worden, indem man zun~iehst B' an G spiegelt und ffir 
den gewonnenen erweiterten Bereich, bezeiehnet etwa mit B", die Abbildung auf 
die Fl~iche des Einheitskreises ausfiihrt, wobei der Geraden G, gleichgiiltig welehen 

Zweig der Funkt ion/ (z)  wir nehmen, ein vollst~indiger Orthogonalkreisbogen inner- 
halb des Einheitskreises entspreehen wird. Als Bild yon B wird sich bei dieser 
Abbildung ein yon unendlich vielen solchen vollst~indigen Ort hogonalkreisbSgen 
begrenztes Teilgebiet des Einheitskreises ergeben, welches einfach zusammen- 
h~ngend ist und welches nun, um zu /(z) zu gelangen, noch auf die volIe FIs 
des Einheitskreises abzubilden ist, wobei nun diesen Kreisb/Agen Teile der Peri- 
pherie des Einheitskreises regular entsprechen werden, gem~iss w 9 der Abhand- 
lung I. Der Vorteil dieser Beweisfiihrung gegeniiber der ersten besteht darin, 
dass yon den Entwicklungen des w 9 der Abh. I nur das auf kreisf/Jrmige Be- 
grenzungsstiicke Beziigllehe ben6tigt wird. 

Was nun den Inhalt der S[itze 3. und 4. anbetrifft, so bedarf derselbe kaum 
noeh einer besonderen Begriindung. Es geniig~ vielmehr, darauf hinzuweisen, 
dass wir verm/Age der soeben eingefiihrten Hilfsabbildung des Bereiehs B auf den 
Bereich B' mit  einer begrenzenden Geraden (eine Hilfsabbildung, die uns ja auch 
dann zur Verfiigung steht, wenn die Linie L eine Jordan-Kurve oder eine Be- 
grenzung allgemeinster Art ist) in der I~go sind, die Frage auf den Fall einer 
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begrenzenden Kreislinie oder Geraden zuriiekzufiihren. Wir haben nur zu be- 
achten, dass bei der genannten Hilfsabbildung betreffs der R~nderzuordnung die 
S~tze des w I I  der Abhandlung I massgebend sind. 

Dureh wiederholte Anwendung der soeben beniitzten Hilfsabbildung sind 
wir in der Lage, den Bereich B als einen solehen zu w~hlen, dessen Begrenzung 
verb lauter gesehlossenen reguldren analytischen Linien gebildet wird, wobei jedoch 
fiir jede einzelne dieser Begrenzungslinien die M6glichkeit einer Reduktion derselben 
au[ einen Punkt zugelassen werden muss, in welehem Falle wir yon einem aus- 
gearteten Bereich B spreehen. 

D. D r i t t e r  Tei l .  

Existenzbeweis der verzweigten Fundamentalabbi ldung beliebiger sehlichter 
Bereiche mittels des Schmiegungsverfahrens. 

w 

Abbildung der signierten gew6hnlichen Kreisscheibe: Das Schmiegungsver/ahren. 

Wir denken uns in der z-Ebene, die wir, um die Analogie mit friiherem 
hervortreten zu lassen, als z~-Ebene bezeichnen, die F]~iehe des Einheitskreises, d. i. 
die Gesamtheit aller dureh die Ungleiehheitsbeziehung I zl I < I definierten Punkte,  
signiert. D. h. wir w~hlen irgendwie eine endliehe oder unendlich grosse Anzahl 
yon Punkten dieses Bereichs (~>Verzweigungspunkte,>)aus, welehe sich im letz- 
teren Falle nur gegen die Peripherie des Einheitskreises hin hiiufen sollen, und 
ordnen jedem der Verzweigungspunkte eine positive ganze Zahl (,)Verzweigungs- 
zahb>) zu, welehe grSsser oder gleich 2 ist, aber auch gleich co sein kann. 
Nunmehr stellen wir folgendes Problem: 

Problem: Es sel l  im G e b i e t e  I z l ]<z  eine,  a b g e s e h e n  y o n  den  v o r -  
g e g e b e n e n  V e r z w e i g u n g s p u n k t e n ,  d u r e h w e g  r e g u l ~ r e  a n a l y t i s e h e  F u n k -  
t i o n  ~-~/(zl) d e f i n i e r t  w e r d e n ,  w e l e h e  an den  V e r z w e i g u n g s p u n k t e n  
s e l b s t  s i eh  in j e d e m  ih r e r  Zweige  so verh~i.lt, dass  sie an e i n e m  V e r -  
z w e i g u n g s p u n k t e  a m i t  z u g e o r d n e t e r  e n d l i e h e r  V e r z w e i g u n g s z a h l  n in  

B e z u g  auf  die  G r S s s e ~ / z l - - a  als E n t w i e k l u n g s g r S s s e  s ieh  r e g u l a r  ve r -  
h h l t ,  an  e inem  V e r z w e i g u n g s p u n k t e  m i t  z u g e o r d n e t e r  V e r z w e i g u n g s -  
zahl  r s ieh  n a e h  e n d l i e h  v i e l e n  U m l ~ u f e n  um d i e s e n  P u n k t  h e r u m  
n i em a l s  r e p r o d u z i e r t .  Die F u n k t i o n  ](zl) sel l  u n t e r  den  a n g e g e b e n e n  
V e r z w e i g u n g s n e b e n b e d i n g u n g e n  e ine  k o n f o r m e  A b b i l d u n g  de r  F l i i che  
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[ z l [ < I  a u f  d ie  F l i i che  [ ~ [ < i  v e r m i t t e l n ,  so das s  sie im G e b i e t e  [ z l l < I  
j e d e n  d e r  U n g l e i e h h e i t s b e d i n g u n g  ]~1 < I g e n i i g e n d e n  W e f t  e inma]  u n d  

n u r  e i n m a l  a n n i m m t ,  a n d e r e  W e r t e  ~" j e d o e h  n i e h t  a n n i m m t .  
Wir gehen jetzt die Entwieklungen der w167 i u. 2 dutch und sehen zu, welehe 

Modifikationen und Erg~nzungen diese Entwieklungen erfahren mfssen, um aueh 
fiir das jetzt  zu behandelnde Problem Gflt igkeit  zu erlangen. 

Zun~chst bemerken wir, dass der Naehweis der Giiltigkeit des Unit~itssatzes 
im vorliegenden Falle keine neuen Uberlegungen erfordert.  Wir linden vielmehr, 
class die Funkt ion /(zl), sofern sie iiberhaupt existiert, abgesehen yon einer line- 

aren, das Innere des Einheitskreises in sieh iiberfiihrenden Transformation voll- 
st[indig bestimmt ist. Dutch dieselben Uberlegungen wird auch festgestellt, dass ]e 

zwei Zweige der zu bestimmenden Funkt ion f (z~) durch eine derartige lineare Trans- 

formation zusammenh[ingen, welche sich nun an einem Verzweigungspunkte a yon 
endlieher Ordnung als eine elliptisehe Substitution (die zu a geh6rende Umlaufs- 
substitution) der betreffenden Ordnung n darstellen wird, an einem Verzwei- 

gungspunkte der Ordnung oo jedoch als eine parabolische Substitution. Insbe- 
sondere letztere Behauptung erhellt sofort aus Entwicklungen der w167 3 u. 4. Im 

Zusammenhang hiermit wird auch der analytisehe Charakter  der Funktion ](z~) 
an den Verzweigungsstellen n~iber bestimmt. Wir erkennen, dass es an einer 
Verzweigungsstelle a yon der endlichen Ordnung n zu jedem Zweige eine lineare 

Funktion desselben gibt, welehe im Punkte  a versehwindet und sieh beim ein- 
2 h i  

faehen Umlaufe u m a  m i t e  %- multipliziert und sich in der Gestalt ~/Z~--a{i + [(o)]} 
entwickeln ls unter  [(0)] eine im Punkte  a reguliire und in diesem Punkte  
selbst den Weft  o annehmende Funkt ion verstanden, in einem Punkte  a mit oo 

als zugeordneter Verzweigungszahl hingegen beim einfachen Umlaufe um den 
Punkt  a den Zuwachs 2 ~ i  erfiihrt und sich in der Gestalt l o g ( z i - - a ) +  [(o)] ent- 
wiekeln l~isst. 

Der zu bestimmenden Funkt ion [(z~) entspricht  eine fiber dem z~-Einheits- 
kreise ausgebreitet zu denkende einfaeh zusammenh~ingende Uberlagerungsfls 
�9 , welche in allen ihren Bl~ittern an den Verzweigungsstellen a Windungspunkte 

der Ordnung n bezw. oo hat. Diese einfach zusammenh~ingende Uberlagerungs- 
fl~iehe ist durch ihre angegebenen Verzweigungseigenschaften vollsts bestimmt. 

In  der Tat  wiirde die Annahme zweier derart iger Fliiehen ~)z und ~)2 sofort eine 
als Punkt-Koinzidenz sich darstellende eineindeutige Beziehung derselben auf- 
einander involvieren, d. i. Identi ts  Wir gehen indessen auf diese Frage sowie auf 

die Frage der direkten topologisehen Konstrukt ion der Fl~iche �9 bier nieht welter 
ein, verweisen diesbeziiglieh vielmehr wieder auf die allgemeinen andern Ortes 
gegebenen Ausfiihrungen (Journal f. Math. Bd. I39). Es muss wiederum bemerkt  

~ a  r 40. Imprimt4 le 12 novembre 1915. 3 5  
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werden, dass die Erledigung der genannten Fragen fiir unsere eigentlichen Ent-  

wicklungen nicht yon wesentlichem Belang ist. 
Wir gehen nun zur Bestimmung der Funkt ion [(zt)selbst fiber. Das Schmie- 

gungsver[ahren nimmt jetzt folgende Gestalt an. 1 Zungchst werde der Einheit- 

lichkeit halber angenommen, dass der Punk t  zt = o nicht zu den vorgegebenen 
Verzweigungspunkten ak [k = I ,  2, S, �9 �9 .] gehSrt, eine Annahme, deren Zutreffen 
in jedem Falle durch eine evth vorzunehmende lineare Transformation erreieht 

wird. Wit bezeichnen jetzt, in Analogie zu dem oben w 2 gleich bezeichneten 

Punkte,  mit  at den dem Nullpunkte am n~iehsten liegenden Verzweigungspunkt akl. 
Wir konstruieren dann, mit nk allgemein die zu ak gehSrende Verzweigungszahl 

bezeichnend, ein den Punkt  al als Windungspunkt (nkl - - i ) - te r  Ordnung besitz- 
endes  Windungsfliichenstfiek und begrenzen dasselbe dureh die nk,-mal zu durch- 
laufende Peripherie des Einheitskreises; in dieser Form bezeichnen wir das 

Windungsfliichenstfick mit W~. Ist  nk, = o~, so ergibt sieh ein Windungspunkt  
unendlich hoher Ordnung. Wir bezeichnen mit KI die Fl~iehe des Kreises I z~ I < ] at ], 
mit R das im Nullpunkt befindliche, die Richtung der positiv reellen Halbaxe 
anzeigende Richtungselement.  Die Fl~iche Kt und das Element  R gehSrt in un- 

serer Auffassung nur  einem Blatte der Fliiche W~ an. Nunmehr  bilden wir durch 

eine elementare Funkt ion z2 (zl) die Flgehe W~ in der Weise eineindeutig konform 
auf die schlichte Fliiche des z~-Einheitskreises ab, dass das Richtungselement R 

dabei in sich fibergeht. Die von at versehiedenen Verzweigungsstellen denken 
wir uns in allen Blgttern der Flgche W~ mit  der zugehSrenden Verzweigungszahl 
markier t  und bei der erwiihnten Abbildung dutch die Funkt ion z2 (zl) mitiiber- 

tragen, wghrend die zu al gehSrende Verzweigungszahl in der z2-Ebene gelfscht  
wird, niimlich an der Stelle z~ (a~). 

Wir erhalten dadurch in der Fliiche des z2-Einheitskreises eine neue Signie- 
rung, bei welcher wiederum der Bedingung geniigt ist, dass die an der Signierung 

beteiligten Punkte  sich nur  gegen die Peripherie des Einheitskreises h~iufen. Es 
ist die Bemerkung zu macben, dass der dem Nullpunkte am ngchsten kommende 

Punkt  a~ in der Signatur des z2-Einheitskreises der Bedingung 

geniigt, was ebenso wie die analoge Tatsache oben bewiesen wird. Nunmehr  wird 
die elementare Funkt ion z3 (z2) in analoger Weise wie z2 (zt) gebildet als die Ab- 
bildungsfunktion einer im Punkte  a 2 verzweigten Windungsflgche W2, deren 
Blgtterzahl gleich ist der zu a2 geh~Srenden Verzweigungszahh Auf W, hat  man 

1 Vgl. meine Note in Gt}tt. Nachr. 1912 S. 847. 
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sieh in allen Bl~ttern die Signatur des z2-Einheitskreises markiert und sodann bei 
der Abbildung durch die Funktion za (z~) mitiibertragen zu denken, wiihrend die 
bei a~ vorliegende Signatur, als durch die Abbiidung selbst bereits beriicksichtigt, 
in der zs-Ebene gelSscht wird, n/imlich an der Stelle z3 (as). 

Es ist klar, wie das Verfahren fortzusetzen ist. 
Wir haben jetzt eine unendliche Folge yon Funktionen 

/ -  = 

definiert, als deren Limes 

f| (zl) =l im/ . (z , )  

die zu bestimmende Funktion ](zl) sich ergeben wird. 
Zum genauen Nachweise der Richtigkeit dieser Behauptung weisen wir zu- 

n~chst auf das Bestehen der Relationen 

hin. Der Nachweis, dass 

(*) lim In, [ = I 

ist, erfordert gegeniiber dem entsprechenden Nachweise in w 2 noch eino beson- 
dere Uberlegung. Die Notwendigkeit einer solchen besonderen Uberlegung ergibt 
sich aus dem Umstande, dass wir im vorliegenden Falle nicht immer ein und 
dieselbe Ordnungszahl fiir dio Verzweigungspunkte der Fliiche IF,, W,, W, . . . .  
haben, sondern durcheinander Ordnungszahlen von 2 bis o~. Fiir unseren obigen 
Beweis war das Vorhandensein einer festen Ordnungszahl wesentlich. Namentlich 
kam dies bei der Betraehtung der Funkt ion ~(Q) (Abh. I S. i86) zur Geltung. 

Zum Naehweise der Limesgleichung (*) dient folgender Hilfssatz, dessen 
wesentlicher Inhalt  der ist, dass die bei Anwendung einer Windungsfliiche hSherer 
als erster Ordnung bewirkte Ansehmiegung jedenfalls noch sti~rker ist, als die 
bei Anwendung einer Windungsfl~che erster Ordnung zustande kommende. 

Hil]ssatz: Es sei Q eine den Bedingungen o < Q < I genfigende positive reelle 
Zahl. Es  sei K~ die Fl~ehe des Kreises I z l <  r Ferner sei W~') die im Punkte  

Q verzweigte ~,-b|~ttrige Windungsfliiche, welche durch die ~-fach zu durch- 
laufende Peripherie des Einheitskreises abgegronzt wird. Die KreisfliLche K o 
werde in dem einen Blatte, dem Grundblatte der Fliiche Wr markiert 
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und, diesem Blat te  entsprechend, mit ze bezeiehnet. In demselben Blatte werde 

aueh das positiv reelle Riehtungselement R im Nullpunkte markiert.  Nunmehr 

werde die Fl~che We(r), unter  Festhal tung des Richtungselementes R in Kq, in 

der bekannten elementaren Weise auf die schliehte Fl~ehe des Einheitskreises 

abgebildet dureh eine Funkt ion Z(~)(z). 

Alsdann wird behauptet ,  dass fiir die ganze Fl~iehe zq einsehliesslieh der 

Begrenzung die Ungleiehheit besteht  I Z(~)I>IZ(~)I fiir alle u > 2. Nur  fiir z = o 

selbst ist Z (~) (o) = Z (2~ (o) = o. 

I Bewei6: Zum Beweise betraehten wir die Funktion logl-  ~ und vergleiehen 

I 
sie mit l o g ~ .  Um diese Vergleiehung fiir das Gebiet uQ auszufiihren, denken 

I I 

wir uns jetzt  die Fl~iche We(2~ herangezogen. Auf dieser Fliiehe ist sowohl 

i l o g ~  als aueh l o g ~  eine eindeutige Potentialfunktion, erstere mit 'zwei 

logarithmisehen Unstetigkeitsste]len, letztere mit u solehen. Die genannten beiden 

Funktionen sind dureh ihre angegebenen logarithmisehen Unstetigkeitsstellen in 

Verbindung mit der Bedingung ihres Versehwindens am ganzen Rande  yon We(2~) 

vollst~indig bestimmt.  Wir bilden nunmehr die Fl~iehe We(2~) dureh eine Funk- 

tion z ~ (z) eineindeutig und konform auf die schlichte Fl~tche des z~,Einheitskreises 

ab, sodass dabei der Windungspunkt  in den Nul lpunkt  iibergeht. Die Ubertragung 

der genannten Potentialfunktionen auf die Fl~iehe des Einheitskreises liefert 

uns zwei in dieser F1Eche eindeutig erklErte positive Potentialfunktionen, 

die am ganzen Rande versehwinden, deren erste nur an zwei reellen Stellen 

- - A  und + A logarithmiseh unendlich wird, wEhrend die zweite an allen Stellen 

- - A  e~-" [it = I,  2 . . . .  ( ~ -  I)] logarithmiseh unendlieh wird. Ist nun ~, eine grade 

Zahl, so ist sofort evident, dass die Differenz U(z r) der beiden zu verg]eiehenden 

Potentialfunktionen im ganzen zr-Einheitskreise pos i t iv i s t ,  weil sie am ganzen 

Rande verschwindet und nur positiv logarithmisehe Unstet igkeiten besitzt, die 
2 ~ i  2 

an den Stellen - - A  e ~ " exkl. - - A  und + A selbst liegen. Is t  hingegen ~ eine 

ungrade Zahl, so wird die Funkt ion U (z r) an den genannten ~ - - 2  Stellen eben- 

falls positiv logarithmisch unendlieh werden, ausserdem aber an der Stelle A 

negativ logarithmiseh unendlieh. 
Hieraus geh t  zun~iehst hervor, dass in diesem Falle die Funkt ion U(z r) nieht 

im ganzen zr-Einheitskreise positiv sein kann. Was wir brauehen, ist nur, dass 

sie in dem in der zr-Ebene liegenden Bildgebiete ~' der Kreisfl~iehe xQ positiv 0 
ist. Diese Fl~che z' ist nun a beroffenbar als Teil enthalten in demjenigen Kreis- 
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29"r 
sektor der Winkel6ffnung ~- ,  dessen Winkelhalbierende yon der Strecke o . . .  (-- I) 

gebildet wird. In  diesem Sektor ist die Funktion U(z') jedenfalls yon Unstetig- 

keiten frei. L~ings des begrenzenden Peripheriestiickes n immt sic den konstanten 
Weft  o an. Lgngs jedes der beiden Radicnvektoren aber ergibt sic sich als po- 

sitiv auf Grund der Bemerkungen, dass die bei A liegende negativ logarithmische 

Unstetigkeit  gerade dutch die in Bezug auf den betreffenden Radiusvektor sym- 
metrisch zu ihr auftretende positiv logarithmische Unstetigkeit  aufgehoben w i r d .  

Man muss n~imlich beachten, dass die Funkt ion U (z') als eine Summe yon Poten- 

tialfunktionen aufgefasst werden kann, deren einzelne immer nut  eine Unstetig- 
keit besitzt, sodass nun jede der in Betracht  kommenden Unstetigkeiten in der 

Tat  ihren bestimmten Beitrag zur Funktion U (z') liefcrt. 
Der Fall v = oo wird zweckmgssig auf anderem Wege erledigt. In diesem 

Falle liefert eine einfaehere Betrachtung das Resultat  

Man kann ns die Fls Wo<| in der Weise konstruieren, dass man zu- 

n~chst Woe2) konstruiert  und relativ zu dieser Fl~che in deren Windungspunkt  Q 

eine relative Windungsfl~iehe der Ordnung oo konstruiert .  Dementsprechend wird 
ZI| gefunden, indem man zun~ehst Z ~21 bildet und v o n d e r  ZC2~-Ebene aus noch 

eine logarithmische Abbildung vornimmt, deren logarithmischer Verzweigungs- 
punkt  im Punkte  ZI2)(~) liegt. Insofern nun gem~iss dem ScHWARzschen Lemma 

bei jeder der genannten beiden Abbildungen fiir den einzelnen Punkt  eine Ver- 
grSsserung des Abstandes vom Nullpunkte eintritt,  ergibt sieh ohne weiteres: 

I zc| > I I. 
Nach dem hiermit gelieferten Nachweise der Limesgieichung (*) ist weiter 

noch besonders zu zeigen, dass die Grenzfunktion 1| (z,) tatsiichlieh, wie es sein 

soil, in all den vorgegebenen Verzweigungspunkten ak und zwar in alien ihren 
Zweigen die verlangte Verzweigungseigenschaft besitzt. Dieser Punkt  ist des- 

wegen nicht ohne weiteres einleuchtend, well wit bei der Wahl der Punkte  
a,, a~, . . .  ein Prinzip befolgt haben, welches yon vornherein nicht erkennen l~isst, 
dass jeder Punkt  ak wirklieh einmal an die Reihe kommt und, wenn dies schon 
eintritt ,  ob dann alle Zweige der zu bestimmenden Funkt ion f~ (zl) zur Beriick- 
sichtigung kommen. Man muss ja bedenken, dass in der z,-Ebene der einzelne 

Punkt  ak nicht mehr dutch cinch einzelnen Bildpunkt, sondern dutch endlich 

viele oder gar unendlich viele solche Bildpunkte repr~isentiert wird. 
Die Beantwortung der gestellten Frage ergibt sich folgendermassen. Wir 
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fassen irgend einen yon den gegebenen Verzweigungspunkten ins Auge. Es sei 

dies der Punkt  A und seine zugeordnete Verzweigungszahl sei N. Wir verbinden 
denselben mit dem Nullpunkt der zl-Ebene durch eine Linie L, welehe keinen der 

iibrigen Verzweigungspunkte und auch den Nullpunkt nicht zum zweiten Male 

trifft, im iibrigen aber eine beliebige, sich selbst auch beliebig oft schneidende 

Bahn innerhalb des zl-Einheitskreises darstellt. Wir betten jetzt die Linie L in 
einen einfach zusammenh~ngenden begleitenden Fl~chenstreifen S ein, welcher 

nun naeh Art  einer Riemannschen Fl~che an den Schnit tpunkten der Linie L 

mit sich selbst mehrbl~ttrig erscheinen wird. Betraehten wir nunmehr  in S die 
Funktionen /n (z~). Dieselben sind in diesem Gebiete offenbar alle eindeutig, und 
wit behaupten jetzt, dass yon einem gewissen n a b  die Funkt ion /n (z~), wie sie 

in S erkl~rt ist, im Punkte  A einen Verzweigungspunkt der Ordnung N besitzt. 
Zum Zwecke dieses Nachweises betrachten wir die bei den sukzessiven Schmie- 

gungsoperationen in der z2-Ebene, z3-Ebene, . . ,  zu Stande kommenden Bilder des 

Fl~chenstreifens S, welche Bilder wir mit $1, S~ . . . .  bezeichnen. Nehmen wir nun 

an, dass die Funktionen / ,(zl)  in S fiir jedes n eindeutig seien, mithin z,+l(z,) 
unverzweigt in A ('), d. i. dem in S~ enthal tenen Bildpunkte yon A, so wiirde not- 
endig I A(n) I mit unbegrenzt, wachsendem n gegen I konvergieren miissen wegen 

der Relation Jim l a ~ ] ~  I.  In  der Tat  wiirden ja sonst fiir ein gewisses n d e r  
Punkt  A (") als Punkt  a~ zur Bildung der Riemannsehen Fl~iche W~ und der Funk-  

tion zn+l(z.) in Betracht  kommen. 

Nun ist aber andererseits wiederum unmSglich, dass I A(~)I sich i beliebig 
n~hern kann;  denn jedenfalls miisste die als Bild der Linie L in der z.-Ebene sicb 
ergebende Linie L n mit A (n) als Endpunkt  und dem Nullpunkte als Anfangspunkt 
in einem gewissen, yon n unabh~ngig bestimmbaren Teilbezirke, ( I z l<  q < I), des 

Einheitskreises enthalten bleiben (vgl. hierzu S. 266 der vorliegenden Abhandlung). 
Die somit bewiesenermassen bei einem gewissen Wert  n ~ des n zum ersten 

Male auftretende Verzweigung der Ordnung N im Punkte  A des Streifens S kann 
nun offenbar nieht durch sp~itere Operationen aufgehoben werden. 

Wir bemerken noch fo]gendes. Wenn N die Ordnungszahl irgend einer yon 
~l versehiedenen, an der Signatur des z~-Einheitskreises beteiligten Stelle ist, so 
findet sich diese Ordnungszahl offenbar fiir jedes n auch in der Signatur des z,- 

Einheitskreises und zwar mehrmals vor. Die unmittelbar voranstehende Ent-  

wickluug gestat tet  alsdann den Schluss, dass die Zahl N unendlieh oft als Ver- 
zweigungszahl der Fl~ehe W, figurieren muss. Dieser Umstand aber gestat tet  

uns, den Nachweis der Limesgleiehung (*) ohne den Hilfssatz S. 275 zu erbringen, 
unter  Einfiihrung der in w 2 der Abhandlung I definierten Funkt ion a(e), die 

jetzt  unter  Zugrundelegung der Ordnungszahl N s ~ t t  2 zu bilden w~re.  
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w 

Abbildung der drei/avh signierten Vollebene durch die Schwarzschen Dreiecks/unk- 
tionen und Abbildung der VoUebene durch das elliptische Integral erster Art. 

Naehdem wir im Vorgehenden das Problem der Fundamentalabbildung der 
signierten gewShnliehen endliehen Kreisseheibe vollstiindig erledigt haben, wollen 
wit nunmehr das entsprechende Problem fiir die signierte Vollebene behandeln 
und zwar speziell unter der Voraussetzung, dass die Anzahl der gegebenen Ver- 
zweigungspunkte ak entweder kleiner oder gleich 3 ist oder schliesslich gleieh 
4, wobei dann noch alle vier Verzweigungszahlen gleieh 2 angenommen werden. 
Diese Spezialfiille werden uns in w 7 die LSsung der sehliesslieh in Betraeht zu 
ziehenden allgemeinsten Aufgabe (beliebig signierte Vollebene und beliebig sig- 
nierter allgemeiner Bereieh) vermitteln. 

Die gestellte Aufgabe erweist sich in gewissen F~llen als yon vornherein 
unmSglich, n~mlieh in den F~illen, in welehen eine Abbildung mit der vorgege- 
benen relativen Verzweigung entweder auf die Vollebene selbst oder auf die ganze 
Ebene exkl. des unendlieh fernen Punktes ausgefiihrt werden kann, Abbildungen, 
welche wir im weiteren Sinne auch als Fundamen.talabbildung bezeichnen kSnnen. 
Es sind dies die bekannten F~ille mit zwei und diejenigen mit drei, vier Ver- 

zweigungspunkten, fiir welche die Summe ~ !  _> I i s t .  

Im Falle von nur zwei vorgegebenen Verzweigungspunkten ergibt sich aus- 
serdem die Nebenbedingung, dass die beiden vorgegebenen Verzweigungspunkte 
dieselbe zugeordnete Verzweigungszahl besitzen miissen. Ist  die Bedingung er- 

fiillt, so leistet die Funktion V : : a l  bezw. log z - a '  die in Frage kommende 

L 

a 2 Z - -  a 2 

Abbildung. 
Im Falle yon drei vorgegebenen Verzweigungspunkten haben wir fiir ni, n2, 

n3 die Falle (z, z, 2), (2, 2, n > z), (z, 3, 3), (2, 3, 4), (z, 3, 5) zuerst zu nennen, 

in welehen ~ ~ > x ist und eine Abbildung auf die Vollebene ausgefiihrt wer- 

den kann. 
Diese Abbildung vollzieht sich in den erst genannten vier F~illen im Ein- 

klang mit dem Grundprinzip des Sehmiegungsverfahrens dureh Wurzeloperationen, 
im zweiten Falle speziell fiir n -- ~ unter Mitbenutzung einer log-Operation. 

Wir nehmen etwa den Fall (2, 3, 4) als Beispiel. Es seien al, a~, a 3 die drei 

gegebenen Verzweigungspunkte. Zu der Funktion z' ~ - - _ ~ i  z - -  a~ geh5rt eine zwei- 

bl~ttrige Riemannsche Fliiche, auf welcher wir uns die Stelle a2 in beiden Bliittern 
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markiert denken mit der Verzweigungszahl 3, ferner as mit der Verzweigungs- 

zahl 2. In der zr-Ebene bekommen wir dann an den Stellen a(~ 1) und a(s ~), d. i. 

den zwei Bildpunkten von a2, je eine Verzweigungszahl 3, an der Stelle a~), d. i. 

dem Bildpunkte yon aa, die Verzweigungszahl 2. D. h. : Wir sind beim Falle 

(2, 3, 3) angelangt. Dieser Fall, fiir den wir hier wieder die alte Bezeiehnung 

a~, a2, a3 d e r  Verzweigungspunkte einfiihren, erledigt sich nun so. Wir bilden 

z ' ~  z -~-a2 und bekommen dann an den drei Bildpunkten a(~ 1~, a(~), a(~ a) des 
a8 

Punktes  at je eine Verzweigungszahl 2. Dadureh erhalten wir den Fall (2, 2, 2). 

Dieser erledigt sich, wenn wir hier wieder die Bezeiehnung a~, a2, a3 fiir die Ver- 

V zwoigungspunkte oinfiihren, folgendermassen: Wir bilden z'----- ~z----~ und be- 
z - -  a2 

kommen dann bei a(~) und a(82~, d. i. den Bildpunkten yon a~, je eine Verzwei- 

gungszahl 2. Von da fiihrt dann eine Quadratwurzeloperation zur schlichten 
unsignierten Vollebene. t 

Der Fall (2, 3, 5) l~sst sieh nicht so behandeln. 2 Wir finden die gesuchte 
Abbildung auf eine schliehte Vollebene im vorliegenden Falle, als Umkehrungs- 

funktion einer rationalen Funktion. Diese rationale Funkt ion wird gefunden, in- 

z ~ konstruieren, dem wir zun~chst das sph~irische Dreieek mit den Winkeln 2 '  3 '  

dessen beziigliche Eckpunkte  mit A,  B, C bezeichnet werden miigen. Die sym- 

metrischo Wiederholung des Dreiecks A, B,  C um den Punkt  B herum oder um 

den Punkt  C herum fiihren uns auf das Grunddreieck des regul~ren Ikosaeders 

bezw. auf das Grundpentagon des regul~ren Dodekaeders,  und von da aus in be- 
kannter Weise zur vollstiindigen Ausfiillung der Vollkugel. Die 5o Deckbewegungen 

der Ikosaedergruppe liefern uns jetzt  eine Gruppe yon 6o linearen Substi tutionen 

S~(~) in der ~-Ebene. Bezeichnen wir mit ~0 einen beliebigen Punkt  der ~-Ebene, 

welcher jedoeh mit keinen Eckpunkte  der Dreicksteilung der ~-Ebene zusammen- 
60 

fallen sell, so wird z---~Sz(~--~-T)offenbareineAbbildungderschliehtenEbene 
~-1 

auf eine 6o-bl~ttrige, einfaeh zusammenh~ngende, gesehlossene Riemannsehe Fl~ehe 

in der z-Ebene leisten, welche Fl~ehe nur in drei Punkten  verzweigt ist mit  den 
Verzweigungszahlen 2, 3, 5- 

Wir haben hier in neuer Auffassung die Aafl6sung der von KLEI~ als Oktaedergleichung 
bezeichneten Gleichung gegeben, indem wir so zu sagen den umgekehrten Ausgangspunkt nahmen. 
Vgl. KLm~ ~,Vorlesungen tiber das Ikosaeder,, S. 96 ft. Vgl, auch Vlvx~Ti ~Les fonctions poly- 
6driques et modulaires~ S. 268--271. Paris, I9IO. 

2 F. KLEIn: Beweis ftir die Nichtaufl6sbarkeit der Ikosaedergleichung durch Wurzelzeichen~. 
Math. Ann. Bd. 6I. S. 369 ft. 
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Die F~lle mit drei gegebenen Verzweigungspunkten und Vcrzweigungszahlcn 
3 

n~, n~, n3 mit  der Nebenbedingung _ ~ ~ I ,  d. s. die Fiille (2, 2, m) ,  (2, 3, 6), 

(2, 4, 4), (3, 3, 3) gestatten eine analoge Behandlung. Der erste Fall erledigt 
sich sofort dureh Anwendung einer Quadratwurzel -und einer Logarithmus-Opera- 
tion. Der zweite, dri t te und vierte Fall erledigt sich dureh Angabe derjenigen 
Funktion z(~), welche die konforme Abbildung des geradlinigen Dreiecks rait 

den Winkeln ~ , ~ , ~ auf die Halbebene leisten, d. i. beT.iiglich die Funktion 
n l  n2 n3 

(~ru)2 ~ ~Su, ~o2(u)~ io, u, ~oru 1, mit quadratischem Periodenparal]elogramm im 
mittleren Falle und einem aus zwei gleichseitigen Dreiecken zusammengesetzten 

rhombischen Periodenparallelogramm in den beiden andern F~llen. 2 Die GrSsse 
~ u als Funktion yon z kann ihrerseits naeh Sc~rwAaz direkt als Integral dar- 

gestellt und auch auf diese Weise erkl~irt werden. Vgl. hierzu die nachfo]gende 
Behandlung des elliptischen Integrals. 

Der Fall (z, 2, 2, 2) wird in bekannter Weise dureh das elliptische Integral 
erster Art erledigt, welches die konforme Abbildung auf die ganze Ebene exkl. 
leistet. Wir werden dabei die Integralfunktion u (z) im Sinne potenzreihentheore- 
tischer Betrachtungsweise erkl~iren, als die dutch die Integration der fiir den 

Integranden geltenden Potenzreihenentwicklung entstehende, naeh den Grund- 
s~tzen der Potenzreihentheorie analytisch fortzusetzende Funktion. Dass diese 

Funktion die gewiinschte Abbildung leistet, ergibt sich nach diesen Grunds~itzen 
am einfaehsten wohl wie folgt. Die Funktion u (z) l~sst sich an jeder Stelle der 

I 
zum Integranden V-~ gehSrcnden Riemannschen Fliiche R eindeutig umkehren, 

und es gehSrt auf diese Weise zu jeder Stelle (z0, V-Z0) der Riemannsehen Fl~iche 
ein gewisser Radius Q, als Radius des grSssten um die zugehSrende Stelle uo als 
Mittelpunkt existierenden Kreises, innerhalb dessen die Funkt ion z(u) noch den 

Charakter einer rationalen Funktion besitzt. Die GrSsse t~ ist auf der geschlos- 
senen Riemannschen Fl~iche R eine stetige, eindeutige, iiberall positive Funktion 
des Ortes, deren Werte folglich oberhalb einer gewissen positiven yon Null 
verschiedenen Schranke 7 bleiben. Darin liegt aber, dass die Umkehrungsfunk- 

tiou z(u) im Endlichen iiberhaupt keine Grenzstellen darbieten kann, an welcher 
sie aufhSrt, den Charakter einer rationalen Funkt ion zu besitzen. Denn man kann 

I Das Zeichen ,~ soll andeuteu,  dass die beiden durch dieses Zeichen ve rbundenen  Funk- 
t ionen  ganze l ineare  Transformat ionen yon e inander  s in& Es ist  fe rner  s ta t t  ~ der  in der  
Theorie  der  e l l ip t i schen Funk t ionen  fibliche Buchstabe  u gebraucht .  

Vgl. me ine  Abhand lung  Math.  Ann.  Bd. 57 S. 158. 

Ac~a maShcma~ca. 40. Imprim6 le 15 novembre 1915. 36 
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ja nun yon jeder Stelle aus in jeder Riehtung mindestens noch um das Stiick 7 
weitergehen, ohne den Charakter einer rationalen Funktion fiir die Funktion z (u) 

aufzugeben. 1 
Wir betraehten nunmehr  den allgemeinen Fall yon drei relativen Verzwei- 

3 
gungspunkten in der z-Vollebene, wobei die Summe ~ < i vorausgesetzt wird. 

k - 1 nk 

Wir konstruieren dazu das Kreisbogendreieck A B C mit den Winkeln 
~rg ~ /g 

an den beziiglichen Eeken A, B, C. Wir w~hlen die Bezeiehnung so, 
n~' n 2' n~ 
dass n~ < n2 ~ ns ist. Die Konstruktion des Kreisbogendreiecks selbst ist ele- 
mentar.  Wir denken es uns als Dreieek mit dem Einheitskreise der ~-Ebene als 
0rthogonalkreis, und zwar innerhalb dieses Kreises liegend. Nunmehr  bestimmen 

wir mittels des Schmiegungsverfahrens, wie wir dasselbe in der Abhandlung I 
zur Anwendung brachten, diejenig~ Funktion z (~), welehe das Innere des Dreieeks 
A B C auf die obere Halbebene abbildet und kSnnen naeh derselben Methode, 
die wir bei der elliptisehen Modulfunktion oben w i anwandten, den analytisehen 
Charakter der Funktion z(~) l~ngs der Begrenzung des Kreisbogendreiecks be- 

stimmen und nun durch den Spiegelungsprozess die analytische Fortsetzung der 
Funktion z (~) innerhalb der ganzen Fl~che des Einheitskreises vornehmen. Die 
Tatsache der zustandekommenden vollst~ndigen Ausfiillung des Einheitskreises 
zeigt dann, dass wir in der Funktion ~ (z) die gesuchte Abbildungsfunktion ] (z) 

besitzen. 
Es wird nicht iiberfliissig sein, an dieser Stelle einige, die Topologie der 

Schwarzschen Dreiecksgruppen betreffende Bemerkungen hinzuzufiigen, welehe in 
iibersichtlicher Weise das topologische Gesetz erkennen lassen, naeh welchem sich 
bei der symmetrisehen Wiederholung des Dreieeks A B C gem~iss dem Symmetrie- 
prinzip die vollst~ndige Ausfiillung des Einheitskreises vollzieht. Wir bringen 
dabei das Prinzip der kranz]Srmigen Erweiterung zur Anwendung in einer Form, 

bei welcher wir stets die Bedingung der Konvexitdt der die Fl~ehe des Einheits- 
kreises nach und nach ausschSpfenden N~herungspolygone erffillen werden. Die 
Bedingung der Konvexit~it eines Gebietes bezw. ist so zu verstehen, dass die als 
Orthogonalkreisbogen konstruierte Verbindung je zweier Punkte  des Gebiets ganz 

in dem Gebieto selbst enthalten ist. 
ErfiiUen erstens alle drei nk die Bedingung nk > 3, so finder das Prinzip der 

kranzfSrmigen Erweiterung bei vollstgndiger Aufreehterhaltung auch der Kon- 
vexit~it aller N~herungspolygone unmittelbar Anwendung. Wir gruppieren zu- 

Vgl. die Bohandlung bei E. PICARD, JTrait6 d'analyso~ Bd. II, pag. 336, ~893. 
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n~ichst um das Ausgangsdreieck alle mit einer Seite oder auch nur einer Ecke 

daran anstossenden. Wir fiigen diesen ersten Kranz neuer Dreiecke hinzu und 

erhalten einen umschliessenden konvexen Linienzug, welcher das erste N~iherungs- 

polygon darstellt. Die Eckpunkte  desselben sind s~imtlich entweder zweizipfelig 

oder dreizipfelig, je nachdem in demselben zwei oder drei Dreiecke yon innen her 

anstossen. Nunmehr werden l~ngs der Begrenzungslinie des ersten Niiherungs- 

polygons alle mit einer Seite oder Ecke anstossenden weiteren Dreiecke hinzuge- 

fiigt, welche zusammen den zweiten Kranz bilden. Die dadurch erweiterte Figur 

stellt das zweite N~herungspolygon dar. Dasselbe ist ebenfalls konvex und hat 

nur zweizipfelige oder dreizipfelige Eckpunkte.  So geht es weiter yon Kranz zu 

Kranz, ohne dass jemals eine Schwierigkeit auftritt .  
Es ergibt sich auch eine Absch~tzung der Anzahl der Kr~inze, welche aus- 

reichen, um eine vollsts Bedeckung irgend eines mit dem Einheitskreise 

konzentrischen Kreises yore Radius r < i zu haben. Man muss dazu die durch 

den Logarithmus eines Doppelverhs in bekannter  Weise dargestellte nicht- 

euklidische Entfernung zweier Punkte  innerhalb des Einheitskreises in Betracht  
ziehen. Die Punkte  mit dem euklidischen Abstande r vom Nullpunkte haben 

eine bestimmte nichteuklidische Entfernung vom Nullpunkte, welcher innerhalb 

des Ausgangsdreiecks A B C liegen mSge. Die beiden Begrenzungslinien irgend 

eines Kranzes haben ihrerseits einen nichteuklidischen Abstand voneinander, fiir 

welchen unabh~ngig yon der Wahl des Kranzes eine untere Schranke d bestimmt 

werden kann. Man denke sich zu dem Zwecke das Dreieck A B C an jeder Seite 
einmal gespiegelt. Man erhiilt dadurch die neuen Eckpunkte  A r, B r, C ~. Die GrSsse 

d kann dann gew~hlt werden als die kleinste unter den kiirzesten nichteukli- 

dischen Entfernungen zwischen Strecke A B und Streckenzug A r C B r, Strecke 

B C und Streckenzug B r A C r, Strecke C A und Streckenzug C ~ B A ~. 

Die F~lle, in welchen n I -----2 ist, lassen sich nicht in derselben Weiso un- 

mitre]bar behandoln. Wir kSnnen sie jedoch erledigen gem~ss dem Prinzip der 

kranzfSrmigen Erweiterung unter Aufrechterhaltung der Konvexit~tsbedingung, 

indem wir zuvor yon dem Dreieck A B C zu einer anderen konvexen Grundfigur 

(Dreieck, Viereck, n-Eck) iibergehen. 

Yiaben wir den Fall n~----2, n2-~3  so ist n3>_ 7. Wir nehmen dann zu 
dem Dreieck A B C die daraus durch Spiegelung um B herum hervorgehenden, 

an B anstossenden fiinf weiteren Dreiecke hinzu und erhalten dadurch als 

2 ~ und B als Mittel- neue Grundfigur ein Dreieck mit den drei gleichen W i n k e l n -  
na 

punkt.  

Nehmen wir den Fall nl----2, n~ ~--4, so ist ns _-->5- Wir erhalten auf ana- 
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loge Weise wie vorher jetzt  als neue Grundfigur ein Viereek mit lauter gleichen 

Winkeln 2 ~  und B als Mittelpunkt.  
n3 

Haben wir sehliesslich nl = 2, n2 > 5 ,  ns >n2 ,  so ergibt dasselbe Verfahren 

als neue Grundfigur ein n2-Eck mit lauter gleichen Winkeln z z und B als Mittel- 
n3 

punkt. In alien F/illen liefert das Prinzip der kranzfSrmigen Erweiterung, auf 

die neuen Grundfiguren angewandt,  nur konvexe Figuren mit lauter zweizipfeligen 

Eckpunkten als N~herungspolygone. 

w  

Abbildung der allgemeinsten signierten schlichten Bereiche. 

Wir sind nunmehr in der Lage, die Fundamentalabbi ldung der signierten schlich- 

ten Bereiehe im allgemeinsten Fa]le durchzufiihren, n~imlich durch Redukt ion auf 

behandelte FSlle, insbesondere auf das in w 5 behandelte Problem der Abbildung 

der signierten gewShnlichen Kreisseheibe. 1 
Wir denken uns einen beliebigen endlich-oder unendlieh-vielfaeh zuzammen- 

hiingenden schliehten Bereich B in der z-Ebene gegeben und stat ten denselben 

mit einer Signatur aus, indem wir  endlioh oder unend]ieh viele Punkte  ak im 

Innern desselben, die sieh nur gegen die Grenze yon B h~iufen sollen, markieren 

und denselben Verzweigungszahlen nk zuordnen, die auoh oo sein kSnnen. Der 

Sinn des zu stellenden Abbildungsproblems ist klar. Die zu bestimmende Funk- 

tion heisse ](z). Wir kSnnen nun zuniichst mit dem unsignierten Bereieh B die 
Fundamentalabbildung ausfiihren, wobei wir im Falle, dass der Bereich B einfaeh 

oder zweifach zusammenh~ngend ist, eine Abbildung auf die ganze Ebene exkl. oo 

bekommen kSnnen, aber aueh den Fall der Vollebene als des gegebenen Bereiehs B 

von vornherein mit in Betraeht  ziehen miissen. Die Signatur haben wir uns bei 

der erw~hnten Fundamentalabbildung mit iibertragen zu denken, wobei jeder mar- 

kierte Punkt  im allgemeinen unendlieh viele Bildpunkte fiir die neue Signatur 

liefern wird. 

Wir sehen aus dem Vorstehenden, dass es geniigt, das Problem fiir drei 

F~ille zu behandeln, n~imlich fiir die signierte gewShnliche Kreisscheibe, die signierte 
unendliche Kreisscheibe (ganze Ebene exkl. oo) und fiir die signierte Vollebene. 
Dabei ist noeh zu sagen, dass im letzteren Falle nur endlieh viele Punkte  in der 

i Vgl. meine Note: ,Zur Uniformisierung der algebraischen Kurven~, G6tt, Nachr. I9o7, 
desgl, meine Abhandlung, ~ b e r  die Uniformisierung beliebiger analytiseher Kurven. Zweiter 
Teil% Journal f. Math., Bd. I39 , w167 S u. 6. 
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Signatur auftreten kSnnen, weil sonst H~iufungspunkte vorhanden w~ren und als- 
dann das Problem zweekm~issig als ein Abbildungsproblem fiir einen nicht ge- 
schlossenen Bereich, dessen Begrenzung yon den H~ufungspunkten gebildet wird, 
betrachtet  werden wiirde. 

Die Abbildung der signierten unendlichen Krei88cheibe (exel. oo) reduziert sieh 

folgendermassen auf die der signierten endlichen Kreisseheibe. Es sei 2 die An- 
zahl der signierten Punkte  a~ mit den Verzweigungszahlen nk. 2 kann aueh un- 
endlieh sein, in welehem Falle auffassungsgemiiss lim l a k ] ~  co !st. 

k--oo 

Der Fall 2 = I erledigt sieh sofort dureh eine Wurzel- bezw. Logarithmus- 
Operation vollst~indig. 

Der Fall ~.----2 erledigt sieh vollst~ndig, indem man den unendlieh fernen 
Punkt  mit  der Verzweigungszahl oo behaftet  und nunmehr  die Ebene mit der 
dureh die Verzweigungszahlen nl, n2, oo bestimmten Dreieksfunktion abbildet. 

Im Fal]e ~ ~ 3 !st zu unterseheiden, ob alle •k gleich 2 sind oder nicht. Im 
letzteren Falle nehmen wir einen Verzweigungspunkt, dessen Verzweigungszahl 
grosset als 2 ist, dazu irgend einen zweiten und sehliesslich den Punkt  oo, indem 
wir diesem die Verzweigungszahl ~ zuordnen. Nun wird die signierte Ebene mit- 

telst der durch die drei genannten Punkte  mit ihren zugeordneten Verzweigungs- 
zahlen bestimmten Dreiecksfunktion auf eine gew~hnliche signierte Kreisscheibe 

abgebildet. Wir gelangen so zum Falle des in w 5 behandelten Abbildungsproblems 
fiir die gew~hnliche signierte Kreisscheibe. 

Sind im Falle ~ 3 alle Verzweigungszahlen n~ gleich 2, so hi!den wir die 

signierte z-Ebene mittels z r ~  V z ~  auf eine signierte zweifach punktier te  

Ebene ab. Nunmehr  ordnen wir den be!den Punktierungsstellen je die Verzwei- 
gungszahl co zu und nehmen noch irgend einen Punkt  der Signatur der zr-Ebene 
mit seiner Verzweigungszahl hinzu. Durch die damit  bestimmte Dreiecksfunktion 
erhalten wit eino Abbildung auf die gew~hnliche Kreisscheibe, deren Signatur aus 

der urspriing]ich gegebenen durch die Abbildung best!mint wird. 
Es bleibt noch der Fall der Follebene a]s des gegebenen Bereichs B zu be- 

hande|n. Die Anzah! ~ !st dann endlich und kann ~ 3 vorausgesetzt werden, da 
~ 3 dutch die I)reiecksfunktionen er]edigt !st. Ebenso !st der Fall ~ ~ 4, wenn 

allo Verzweigungszahlen gleieh 2 sind, durch das elliptische Integral erster Art  
vorweg erledigt. 

Es sind nun zwei Unterf~lle zu unterscheiden. 
Es kann n~mlich erstens sein, dass sich unter  den Verzweigungszahlen nk 

drei solche befinden, fiir welche die Summe dor reziproken Werto kleiner oder 
h~chstens gleich i !st. Alsdann !iefert die dadurch definierte Dreiecksabbildung 
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der signierten z-Ebene sofort die Redukt ion auf den Fall der signierten gewShn- 

lichen oder unendliehen Kreisseheibe. 1 

Ist  zweitens fiir keine drei Verzweigungsstellen die erwghnte Bedingung er- 

fiillt, so wghlen wir irgend drei der Verzweigungsstellen und bilden fiir die zu- 

gehSrenden Verzweigungszahlen die betreffende Dreieeksfunktion, welehe minde- 

stens vierdeutig ist. Wir bekommen vermSge derselben eine Abbildung wieder 

auf eine signierte Vollebene, wobei nun aber in der neuen Signatur vier unter- 
einander gleiche Verzweigungszahlen auftreten werden. Von hier aus kommen wir, 

falls diese vier Verzweigungszahlen s~mtlich gleich 2 sind, dureh das elliptisehe 

Integral erster Art auf die signierte unendliche Kreisscheibe, desgleichen, wenn 

alle gleich 3 sind, mittels der dureh drei derselben bestimmten Dreieeksfunktion 
auf die unendliche signierte Kreisseheibe, wenn alle vier grSsser als 3 sind, mittels 

der dureh drei derselben bestimmten Dreiecksfunktion auf die signierte gewShn- 

liche Kreisseheibe. ~ 

Hiermit ist die Redukt ion vollendet. 

Zum Sehluss bemerken wir noeh, dass wir im Vorhergehenden das Problem 

der Abbildung allgemeinster signierter Bereiche in der Weise behandelt haben, 

dass wir zungehst die relativ unverzweigte Kreisabbildung des Bereichs vorge- 

nommen haben. Wit  hgtten start  dessen auch den Bereieh mit seiner Signatur 

direkt, behandeln kSnnen, in der Weise, dass wir auf einen signierten Teilbereich 

innerhalb des Einheitskreises zu kommen suehen, der nieht mit der ganzen Fl~che 

des Einheitskreises identiseh zu sein braueht.  Das Schmiegungsverfahren kann 

dann auf einen solchen Bereieh mit Signatur in der Tat  direkt angewandt werden. 

Man hat  nur zu beachten, dass bei der Auswahl des jeweilig ngehsten Punktes,  
der als Punkt  a .  zur Bildung der Flgche W~ dient, nun aueh die Grenzpunkte 

des jeweiligen Bereichs mit zur Konkurrenz kommen neben den markierten Ver- 
zweigungspunkten. Eine Ersehwerung des Beweisverfahrens wird hierdurch nieht 

bedingt. 

Wit erwghnen zum Sehlusse aueh noeh, dass die Eigensehaft eines Punktes,  

isolierter Grenzpunkt des abzubildenden Bereiehs B zu sein oder innerer Punkt  

des Bereiehs B mit zugeordneter Verzweigungszahl ~ ,  als gleichwertig erseheinen, 
von dem trivialen Falle abgesehen, dass der Bereieh B die einfaeh punktierte 

Vollebene ist und entweder kein oder nur ein Verzweigungspunkt und zwar dieser 

mit endlicher Verzweigungszahl gegeben ist. 

Vgl. hierzu S. Jo~A~sso~'s Anwendung dieser Droiecksfunktion zur Majorantonbildung in 
Math. Ann. Bd. 52, S. ~92. 

Vgl. meine S. 284 unten zitierten Abhandlungen. 
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E. V i e r t e r  Te i l .  (w 8.) 

Bestimmung algebraischer Funktionen zu gegebener Riemannscher Flitche. 

Nach Kenntnis der verzweigten Fundamentalabbildung der Vollebene, die 

wir in w 7 durchgeffihrt haben, gelingt jetzt verh[iltnismiissig einfach die LSsung 
des Problems, zu einer vorge]egten gesehlossenen Riemannschen F]~iche eine 
dazu gehSrende algebraische Funktion zu konstruieren. Abgesehen yon der 

Einfachheit und Durchsichtigkeit des eingesehlagenen Weges ist besonders der 
durehaus funktionentheoretische Charakter der gauzen Beweisffihrung hervor- 
zuheben, welehe vollst~ndig und allein auf den elementaren Grundlagen der Po- 

tenzreihentheorie beruht. 
l~s sol F irgend eine fiber der z-Ebene ausgebreitete geschlossene endlich- 

vielbl~ttrige Riemannsche Fl~che mit endlieh vielen Windungspunkten. Es wird 
die Konstruktion einer auf dot Fl~che F eindeutigen analytisehen Funktion w (z) 
verlangt, welehe fiberall auf der Fl~iehe den Charakter einer algebraischen Funktion 

besitzt und ausserdem in zwei verschiedenen Bl~ittern der Fl~che F niemals iden- 
tisch, d. h. fiir variables z dieselben Funktionswerte annimmt. Die letztere Be- 
dingung kann auch in Form der Forderung formuliert werden, dass die Funktion 
w (z) als Funktion yon z n yon einander versehiedene Zweige haben soll, wenn n 

die Anzahl der BlOtter der Riemannschen Fl~ehe F i s t .  
Wir markieren in der schliehten z-Ebene diejenigen Stellen, an welchen die 

Fl~iehe F in irgend einem Blatte einen Windungspunkt hat. Es seien dies die 
Stellen at, a2 . . . .  , a~. 

Im Falle ~/~ 2 ist die LSsung der Aufgabe trivial. In diesem Falle kann 

n~mlieh die Riemannsche FIKche F offenbar nut die Gestalt einer bei al und a2 
je einen und nur einen Windungspunkt (n--I)- ter  Ordnung besitzenden Fl~ehe 

haben, zu welcher als Funktion w(z) unmittelbar die Funktion "'__~'i)/z-~ ange- 

geben werden kann. 

Ist ~ > 3 ,  so veffahren wir folgendermassen. Wit bestimmen jeder Stelle ak 
entspreehend das kleinste gemeinsehaftliehe Vielfaehe nk aller zu ak gehSrenden 
Windungszahlen, d. i. der um i vermehrten Ordnungszahlen der iiber ak ]iegenden 
Windungspunkte. Nunmehr wird die zu at . . . . .  a, als Verzweigungspunkten und 

nl . . . .  n~ als Verzweigungszahlen geh6rende Fundamentalabbildung bestimmt, 
deren Existenz oben bewiesen worden ist. 

Die Abbildungsfunktion ~ (z) kann eine endlieh- oder unendlieh-vieldeutige 
Funktion yon z sein. Wir betraehten jetzt diese Funktion als Funktion auf der 
Riemanuschen Fiiiehe F und bezeiehnen sie als solehe mit ~ (~). Die Funktion 
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(~) wird auf der Fl~iehe F nur  an den Stellen ak relativ verzweigt sein kSnnen. 

Die relative Verzweigungszahl an einer solchen Stelle ist offenbar gleich ~ ,  wenn 

N die Windungszahl des betreffenden Punktes fik ist. 
Die Funktion ~ (~), wie sie sich gem~iss den Prinzipien der analytisehen Fort-  

setzung als Funktion auf F ergibt, kann weder an einer und derselben Stelle 
noch an zwei von einander verschiedenen Stellen ~ denselben Wert  annehmen. 

Diese Bemerkung versteht sich von selbst, sofern die beiden Punkte  ~ fiber ver- 
schiedenen Punkten  der z-Ebene liegen, weil ja bekannt  ist, dass die Funktion 

(z) an zwei yon einander verschiedenen Punkten  der z-Ebene nur  verschiedene 
Werte haben kann. Dass ~ (~) an einer und derselben Stelle ~ nicht in zwei ver- 
schiedenen ihrer Zweige einen und denselben Wert annimmt, ist ebenfalls 
klar, well dies nach den Eigenschaften der Funkt ion ~(~) nur  so mSglieh 
w~ire, dass in den beiden betreffenden Zweigen der Funktion ~(~) Ubereinstim- 
mung der Werte nicht nur an der einen Stelle ~, sondern fiir variabel gedachtes 

bestehen mfisste. Alsdann wfirden wir aber nach dem Begriff der Funkt ion 

(~) die betreffenden beiden Zweige dieser Funktion nicht mehr als verschiedene 
Zweige betrachten. 

Dass sehliesslich die Funktion ~ (~) auch nieht an zwei in der z-Ebene koinzi- 
dierenden, auf der Fl~iche F jedoeh versehiedenen Punkten  ~, etwa ~111 und ~(2~, einen 
und denselben Wert ~* annehmen kann, ergibt sich daraus, dass andernfalls die 
Funkt ion ~ (~) eine mehrdeutige Funkt ion yon ~ w~ire, indem sie n~mlich an der 

Stelle ~* sowohl den Weft  ~c1~ als aueh den Wert ~2) ann~hme, welche beiden Werte 
auf dem Wege einer gewissen analytisehen Fortsetzung innerhalb des ~-Gebietes 
(Einheitskreis, punktierte Ebene, Vollebene) in einander fibergehen. Das ist nun 
aber andererseits unmSglieh, weil die Funktion ~ (~) eine unverzweigte Funktion 
ist und weil das ~-Gebiet einfaeh zusammenh~ngend ist. 

Von der Funktion ~(~) ausgehend bilden wir nunmehr eine Funktion w(~) 
in folgender Weise. 

Liegt erstens der Fall der Abbildung auf die Vollebene fiir ~ (z) vor, so ist 
die Funktion ~(z), also aueh die Funktion ~(~) endlieh-vieldeutig. Es wird die 
Funkt ion ~ (~) an einer und nur einer Stelle ~(01 und zwar nur  in einem ihrer Zweige 
yon erster Ordnung unendlich. Wir kSnnen noch annehmen, dass der Punkt  ~01 
ein yon allen Punkten  a~ verschiedener Punkt  sei. Wir bilden jetzt, mit ~{~(~), 

~l~l (~) . . . .  ~l~(~) die verschiedenen Zweige der Funktion ~ (~) bezeiehnend die Summe 

N 

= 
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Alsdann ist w (~) offenbar eine Funktion der verlangten Art, die iibrigens nur  an 
einer Stelle, n~mlich der Stelle ~(0~, unendlieh wird und zwar erster Ordnung. 

Liegt zweitens der Fall der Abbildung auf die ganze Ebene ( excl. oo ) fiir ~(z) 
vor, so denken wir uns die Fl~che F ,  deren Gesehlecht p griisser oder gleich o 

sein kann, mittels p Riiekkehrsehnittpaaren yon einem gemeinsehaftlichen, all- 

gemein gehaltenen Kreuzungspunkte 5 aus zu einer einfaeh zusammenhKngenden 
F1/~ehe aufgesehnitten, die so aufgesehnittene Fl~ehe sodann noeh weiter aufge- 
sehnitten dureh Einsehnitte yon 5 naeh allen Punkten  a k [ k ~ I , . . ,  r]  auf F, 
deren Windungszahl kleiner als nk ist. Die so aus F entstandene einfaeh zusam- 

menh~ngende Fl~ehe werde mit F '  bezeichnet. Die Funktion ~ (~ )n immt  auf 
Grund der vorangesehiekten Untersuchung in F an zwei versehiedenen Stellen 
immer aueh versehiedene Werte an. Ein Zweig derselben bildet die Fl~ehe F '  
auf einen schlichten Fundamentalbereieh in der ~-Ebene ab, dessen, den ver- 
schiedenen Zweigen entsprechende euklidiseh kongruente Wiederholungen die ganze 

~-Ebene exkl. des unendlieh fernen Punktes  einfaeh bedecken. Nunmehr  wird 
innerhalb F'  ein gewiShnlieher Punkt  ~(0) beliebig gew~ihlt. Ibm entsprechen un- 

endlieh viele Punkte  ~'(~) Wir bilden die unendliehe Reihe ~(0)" 

~ ~(0)1 

welehe in der ganzen ~-Ebene gleiehmiissig konvergent ist und eine analytisehe 
Funktion darstellt, die gegeniiber den Substitutionen des Fundamentalbereichs un- 
ge~ndert bleibt. Der Naehweis der gleichmKssigen Konvergenz vollzieht sieh, wie 
der entspreehende Beweis fiir die Reihe der Funktion p'(u) in der Theorie der ellip- 

tisehen Funktionen.  Der Umstand,  dass hier nieht nur  Parallelverschiebungen, 
sondem auch Drehungen als Substitutionen in Frage kommen, verursaeht keine 
neue Schwierigkeit, weft die Punkte  ~(x~ und ~'(~) in einem quadratisehen bezw. ~(0) 

gleiehseitig rhombisehen Periodengitter so untergebraeht sind, dass in keinem ein- 

zelnen Quadrat  oder Rhombus  des Gitters mehr als vier bezw. seehs der Punkte  

liegen kSnnen. Um zur Funkt ion w (~) zu gelangen, brauehen wir die Funkt ion 

W (~) nur auf die Fl~ehe F zu iibertragen. 

Liegt schliesslieh der allgemeine Fall vor, so verwandeln wir wieder die Fl~che 

F in die einfaeh zusammenh~ingende Fl~ehe F ,  die dann durch die Funktion ~(z) 

auf einen Fundamentalbereich und dessen die Fl~ehe des ~-Einheitskreises aus- 

fiillende Wiederholungen abgebildet wird. Nunmehr  wird die Funktion 
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als Quotient zweier POI~CAR~'schen Reihen gleieher Dimension gebildet. Die 

Funkt ion O~(~) werde im Fundamentalbereieh unendlich bei al, a 2 , . - .  ~h, null 

bei ~i, ~2 . . . . .  ~k. Es sei M die HSchstordnung dieser l~ullstellen. Alsdann werde 

die Funkt ion ~1 (~) so bestimmt, dass sie im Fundamentalbereieh nur an einer 

yon den a und ~ verschiedenen Stelle ~c0~ unendlieh der Ordnung M § i wird. 

Bei dieser Wahl wird w (~) eine eindeutige Funktion auf F,  welche nur an einer 

Stelle unendlich wird yon der Ordnung M § I ,  an anderen Stellen jedoeh hSeh- 

stens von M-ter  Ordnung. Die Funkt ion w (z) gehSrt demnach eigentlich zur Rie- 

mannsehen Fl~che F .  

Zum Schlusse sei noch bemerkt,  dass man die beiden ersterw~hnten F~lle 

mit unter  den allgemeinen Fall subsumieren kann, indem man start  der n k  Mul- 

tipla derselben als Verzweigungszahlen w~ihlt. Auch kann man es immer so ein- 

richten, dass diese Multipla fiir die verschiedenen ak einander gleich sind, was ffir 

den Existenzbeweis der Funkt ion ~ (z) eine Erleiehterung bietet, insofern als dann 

der Hilfssatz pag. 275 unmittelbar entbehrlich wird. 


