
ESSAI SUR LES FONCTIONS o DU QUATRII~ME DEGRt~. 
Par 

PAUL APPELL 

PARIS. 

Premii~re pattie. 

I. Dans les Annales de la Facult6 des Sciences de Marseille pour i89z , t. I, 
p. i - -7 ,  j 'ai consid6r6 une fonetion d6finie par une s6rie simple, ayant  comme terme 

g6n6ral une exponentielle dent  l 'exposant est un polyn6me du quatri~me degr6 par 

rapport  au rang n du terme. J 'a i  indiqu6 (loc. cit. et Bulletin de la Soci6t6 math6- 

matique de France, t. XIX,  ann6e i89o--9 i  , p. i25-- i27)  des relatious fonction- 
nelles que v6rifient cette fonction et d 'autres fonctions qui s'en d6duisent. Enfin, 

je suis revenu sur ce sujet  dans deux notes des Comptes Rendus: Sur les ]onctions 
0 de degr~s supJrieurs, 25 Septembre x9xx , t. I53, P. 584--587, Sur lee ]onctions 
0 du qualrikme degrd, 2 Octobre Igix , t. I53, p. 617--618, et dans un article des 
Rendiconti del Circolo matematico di Palermo: Sur des /onctions se rattaehant aux 
/onction8 0 du quatrikme degr~, s6ance du io D6cembre i9 i i ,  t. XXXI I I ,  p. 86--89. 

En I892 M. l'Abb6 RIVEREAU a publi6 dans le tome II  des Annales de la Faeult6 

des Sciences de Marseille un article relatif ~ la fonction que j 'avais d6finie dans 

le tome I. Je  publie ici la premiere partie de l 'ensemble de ees recherches. 

II. Fonction ~) /ondamentale du quatri~me degr& En modifiant 16g~rement 
la notation autrefois adopt6e, posons 

' (n ,4  ) = n ( n - - I )  ( n ~ 2 )  ( n - - 3 )  
I . 2 . 3 - 4  

~ ( n - -  I) ( n - -  2) 
( i )  (n, 3) - x .  2 . 3  

(n, 2) --- n ( n - -  i) 
1 . 2  

(n, I) =n, 
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en remarquant  que chaeune de ees fonctions est la difference de la pr~c6dente, 
par rapport  ~ l 'accroissement I: 

(2) 
( n , 3 ) =  (n + 1 , 4 ) - - ( n , 4 )  

(n, 2) = (n -b i ,  3) - -  (n, 3) 

(n, ~) = (n + i ,  2) - -  (n, z). 

Soient enfin A une constante dont  la partie r~elle est ndgative et X ,  Y,Z 
des variables complexes. 

Nous appellerons fonction 0 ]ondamentale du quatri$me degrd la fonction 
enti~re: 

(3) 
n m  q-oo 

0 (A, X, Y, Z) = ~ e(", 4) .4+(~,~)x+(~,2) r+(,,~lz. 

Cette fonetion v6rifie les quatre relations 

(4) 

O(A,X  + z~i,  Y,Z) = O(A,X,  Y,Z) 

O(A,X,  Y + z z i ,  Z) = O(A,X,  Y,Z) 

O(A,X,  Y ,Z  + 2 ~ i ) = O ( A , X ,  Y,Z) 

O ( A , X  + A , Y  + X , Z  + Y ) = e -  O ( A , X , Y , Z ) .  

Les trois premieres do ces relations sont 6videntes, ear les coefficients de X,  Y, Z 
dans le terme g6n6ral de la s~rie (3) sont des entiers. Quant ~ la quatri~me 

des relations (4) on l 'obtient de la fa~on suivante; les identit6s (2) montrent  que 

n - -  -boo 

O(A ,X  + A, Y + X , Z  + Y ) =  ~ e(n+l'4)A+(n+l'$)X+(n+l,2)Y+(n,1)Z; 
n l - - O 0  

si l 'on remplaee, duns l 'exposant, (n, i) par  (n + i ,  I ) - - i  et si l'on remarque 

que, n variant  de - - ~  ~ + r on peut  remplacer n + I par  n, on a la quatri~mo 

des relations (4). On remarquera que la substi tution faite sur les lettres A , X ,  
Y, Z dans eette quatri~me relation, eonsiste ~ a]outer ~ ehacune des trois der- 
nibres lettres X, Y, Z la prdcgdente. 

I1 est 6vident enfin que la fonetion 0 conserve la m6me valeur quand 

on remplace X,  Y, Z par  des valeurs Xt,  X~, Zt relies que, dans l 'exposant du 

terme g6n6ral de Ia s6rie (3) les coefficients de n s et de n ehangent de signe, 
eelui de n ~ restant le m6me. 
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Pour  obtenir ees valeurs remarquons que 

( - - n , 4 ) = ( n  + 3 , 4 ) =  (n,4) + 3 (n,3) + 3(n,  2) + (n, r) 

~ ( - ' , 3 )  ~ - - (  " + ~ ,3)=  - ( ' ,  3 ) - ~  (~, ~ ) - ( ' ,  ~) 
(5) 

| ( - -  n ,  2) - -  (n + ~, ~) = (n, 2) + (n, ~) 
| 

( ( - - n , ~ )  = - - ( n , i ) .  

Done en 6erivant 

A ( - - n ,  4 ) + X ( - - n , 3 ) +  Y ( - - n , 2 ) + Z ( - - n , I )  = A ( n , 4 ) + X ~ ( n , 3 ) +  Y~(n,2)+Zt(n,I) 

on voit que 

(6) X t = 3 A - - X ,  Y t = 3 A - - z X  + Y ,  

ee qu'on pout 6crire, sous forme sym6trique, 

(6') X + X~ = 3A,  Y - -  X = Y, - -  X , ,  

Z I - ~ A - - X +  Y - - Z  

( Y +  Y , ) = - - - ~ A .  Z +  Z ~ - -  z 2 

III .  Fonctions 0 gdngrales du quatribme degrg d'ordre a. D6signons par o~ 

une constante dent  la partie r6elle est n6gative, par x, y, z trois variables com- 

plexes, et eonsi46rons le polyn6me 

q)(n)----a(n,4) + fl(n,3) + 7(n,2) + d(n, I) 

off n e s t  un entier quelconque, a un entier positif, diff6rent de z6ro, fl, 7, 

des entiers d6termin6s arbitrairement ehoisis positifs, n6gatifs ou nuls. 
Co polyn6me prend des valeurs entiers pour route valeur enti~re, positive, 

n6gative ou nulle do n. Nous aurons alors, en d6signant par D/(n)  une diff6renoe 

telle que /(n + I ) - - ] ( n ) :  

Dqo(n) • a ( n , 3 )  + fl(n, 2) + 7(n, I) + 

DDqo(n) = D'-ep(n) = a  (n, 2) + fl(n, I) + ~' 

DD~qg(n) = D3ep(n) = a(n, I) + fi 

DD39 (n) = D4q~ (n) = a. 

Cola pos~, consid6rons la fonotion enti~re de x, y , z :  

(~) o t '~ ' x ' v ' z l  . - * ~  la,fl ,7, 6] ~ 2 ea)r162 
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Cetto fonetion de x , y , z  poss6de la p6riode 2 z i  par rapport  h chaeune des 
variables s6par6ment: elle v6rifie, de plus, la relation 

En effet, calculant, sur la s6rie, le premier membre de la relation (8) et re- 

marquant  que 

~(n) + D~ (n) =rp(n + ~) 

Dq)(n) + D~rp(n) = Drp(n + I) 

D*q~(n) + DSq~(n) = D*qJ(n + x) 

DS~p(n) -~ DSq~(n + i ) - - a ,  

on voit que ee premier membre est 6gal au produit  de e -~" par  la s6rie (7), off n 
est remplae6 par (n + z): ee qui d6montre la relation (8). 

La fonction O (w'x'Y'Z t a, f , 7 , 6 !  peut  s 'exprimer ~ l'aide de la fonetion O fonda- 

mentale. En effet, en ordonnant  l 'exposant du terme g6n6ral de la s6rie (7) 

par rapport  h (n,4), (n, 3), (n, 2) et (n, i), on a, pour eet exposant 

-co(n, 4) + (-~ + f~o) (n, s) + (c,y + fix + 70,)(n, 2) + 

+ (az + fly + 7 x + 6w) (n,T) + flz + 7Y + (~x. 

En eomparant  cet exposant ~ celui du terme g~n6ral de la fonetion fondamen- 

tale O ( A , X ,  Y , Z ) ,  on voit que 

OIoJ, x , y , z )  =eZ ,+Tu+~O(  A X ,  Y , Z )  (9) 

off 

(Io) 

A ~ o )  

X = a x  + f(o 

Y = ay + fix + 7(o 

Z = a z  + f y  + Tx + ~o.  

Toutes les fonetions 0 qui d6pendent de quatre entiers a, f l , 7 ,$  so ram~nent 
done au seul 616ment analytique O. 

IV. Rgduction de l'entier ft. Quand l 'entier positif a est ehoisi, on peut,  

duns les formules pr6e6dentes, donner aux entiers fl, 7, $ des valeurs arbitraires. 
Mais il est ~ remarquer qu'on peut  toujours ramener fl ~ avoir l 'une des valeurs 
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O, 1 , 2 , . . . , a - - I .  

En effet, l 'ent ier  n prenant ,  dans  la s6rie (7) toutes  les valeurs de - -0o g + 0o, 

on no change pas la somme de la s6rie en remplagant ,  dans  le terme g6n6ral, 

n par  n + k, k d6signant  un  entier a rb i t ra i rement  ehoisi. Le polyn6mo 9(n) est 

alors remplac6 par  un au t re  

~p (n) = q~ (n + b) = qo (b) + n D q~ (b) + (n, 2) D" q~ (k) + (n, 3) Ds9 (b) + (n, 4) D4eP (It), 

ou, en in terver t issant  l 'ordre et  rempla~ant  les diff6rences par  leurs valeurs 

~p(n)=a(n,4)  + (ale + fl) (n,3) + [a(/c, 2) + file + 7] (n, 2) + 

+ [a (k, 3) + f ( k , 2 )  + ~'k + ~] (n, i)  + ~0 (k). 

La  s6rie dovient  alors 

oh 

O(eO, x , y ,  x,  y,  z I 

f = a k +  

~" = a (k, 2) + pk + ~' 

~' = a ( k , 3 )  + p ( k , 2 )  + ~,k + J,  

b 6rant  arbi traire.  

I1 existe toujours  une valeur  de k et  une seule, positive, n6gative ou nulle, 

telle que fir soit 6gal k l 'un des nombres  o, i ,  2 . . . .  , a - - I .  C'est eet te valeur  quo 

nous a t t r ibuerons  g k. La  fonction O, oh fl est quelconque, pourra  done tou- 

jours, au  facteur  cons tan t  e~ k) pros, ~tre remplac6e par  une fonetion analo- 

gue off 

(Iz) o < ~ < _ . - - z .  

A raveni r ,  dans  toutes  les fonetions 0 consid6r6es, fl sera suppos6 v6rifier cet te  
condi t ion (zi). 

Le  nombre  positif  a ~ tant  appel~ l'ordre de la fonction 0, on voit  qu'il  existe 

une in/initd do fonct ions 

0levy,;) 
d'ordre donn~ a: on les obt ien t  toutes  en fa isant  
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f f=O~ I ~ 2 ~ . . . C ~ - - I ,  

7 = o , + 1 , •  . . . .  +oo  

~ = o , •  . . . .  +co .  

V. Changement de n e n - - n .  Si dans rf(n) on change n e n - - n ,  on ob- 

t ient un nouveau polyn6mo qui donne la m6me fonction 0 

cf~ (n) = 9 ( -  n) = ~ (n, 4) + fl, (n, 3) + 7, (n, 2) + ~ (n, ~), 

d'ofi, en se reportant  aux re]ations (5) ot (6) 

fl~ = 3 ~ - - f l ,  7, = 3 a - - 2 f l  + 7, ~ - - - a - -  fl + 7 - - ~ .  

On a alors 

I~o,x, y , z  t (~, z ,  y, z I 
O ~ ,  fl, 7, ~I = 0 ~a, ill, ~ ,  ~g 

VI. Substitution inverse. La fonetion 0 admet la p6riode 2 z i  par rapport  

ehacune des variables $, y, $; ello v6rifie la relation 

0 ( o , x  + o,  y + x, z + y) = e - ~ ' 0 ( o , x ,  y ,z)  

OU 

0 (o, x', yl, z') = e-a'O (co, x, y ,  z) 

on posant 

s  x + o~, yr = y  + x ,  

La substi tution inverse donne 

x=x~- - eo ,  y = y J - - x r  +~o, 

on a done aussi 

z ' = z + y .  

z = z r - - y  f + s  

(I2) 0 (x ' - -  ~o, yr--xr + oJ, z r - - y  ' + x'--~o) = ea("-v'+~'-~163 z'). 

VII. Fonction enti~re la plus gdn~rale v~ri/iant lea m~mes relations /onc- 
tionnelles qu'une /onction 0 d'ordre a. Cherehons la fonetion enti~re la plus g6n6- 

ram G{x ,y , z )  v6rifiant les relations 

I G(x + 2 z i ,  y , z )  = G(x ,  y ,z)  

~ G ( x , y  + 2 z i ,  z )=  G ( x , y , z )  
(I3) ] G ( x , y , z  + 2z i )  = G (x ,y ,z)  

(G(x  + ~ ,  y + x, z + y) = e - a ' G ( x , y , z )  
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oh a est u n  entier positi] donn6; nous allons montrer  que cet te  fonction G est 

une fonction lin6aire, k coefficients constants, des fonctions 0 d 'ordre a 

/~-o r=--~ ~---~, a ' ~ ' 7 '  

oi~ les coefficients Ap,r,a sont des constantes. C'est ce qui r6sulte de la m6thode 

des coefficients ind6termin~s. D'abord les trois premieres relations ( I3 )mon t ren t  

que G est d6veloppable en une s6rie de la forme 

G (x, y, z) = 2 Bl,~,~ d ~+mu+"" 

les trois entiers l , m , n  prenant  routes les valeurs do - - ~  ~ + oo et  les Bt,m,n 

6tant  des coefficients ind6pendants de x, y, z. 

L 'ent ier  positif a 6tant  donn6, groupons d 'abord les termes dans lesquels 

n est de la forme 

n = a p +  fl, 

oh p e s t  un entier var iant  de - - ~  s + co et  fl un entier d6termiu6 ayan t  une 

des valeurs 

O, 1,2,...~--I, 

de telle fa~on que p soit le quotient  et fl le reste de la division de n par a. 

La s6rie se d6compose ainsi en une somme de a s~ries: 

~-- a--1 

t~-0 l,m,p 

l, m, p variant  d e - - o o  k + ~ .  Prenons les termes qui correspondent  ~. une 

valeur d~termin6e de fl: 

Gfl--~- ~ Bl,m, ap+pelx+my+(aP+fl) a. 
l ,m,p 

Introduisons ~ la place de l e t  m d 'autres  entiers 7 et ~ en posant 

A chaque 

7, ~, P e t  r6ciproquement. Nous pourrons alors 6crire 
-4cta mathcmatica. 40. Imprim6 le 18 no~embre 1915. 

m =  7 + #P + a(p,  2) 

l = d  + Tp + f l (p ,2)  + a(p ,3 ) .  

groupe de valeurs de l , m , p  r6pond un seul groupe de valeurs de 

38 
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en posan t  pou r  abr6ger  

Paul Appell. 

O~= ~ C 7 , 5 , p ~  xrpl(p)+yq~(.p)+zq)a(p) 

7,8,p 

1 = 91 (p.) = ~ + 7 p + ~ (p, 2) + .  (p, 3) 

m =  9.~(P)= 9~(P + I ) - - 9 1  (p) = Dg~(p) 

n = 93 (P) = 92 (P + I) - -  92 (P) = D~9, (P). 

l l  res te  h 6erire que  la fonet ion G~ v6rifie la re]at ion 

Gp (x + w, y + x, z + y) = e-~"G~(x, y, z). 

On devra  avoi r  

.~ CT, o,peo~l(p)+z[r ~ ~ C7,6,p~Xr - a a .  

Mais comme 

9, (p) + 92 (p) - -  9,  (p + ~) 

9~(p) + 93(p) = 9~(p + ~) 

93 (p)  ffi 93 (p  + ~) - - -  

Oil a 

.~ C7,5,  p e~ 6xg~ l)+yq~(p+l)+~q~a(p + l ) - a ~  ~ ~ CT,8,pgXqJl(p)+yq~(.p)+zrpa(p)-az 

ou, en changeant ,  dans  le premier  membre ,  p e n  p - - I  

-~ C7, • ,p -1  e ~ ~I(p-I)  e xr + Y q~(P) + z c a ( p ) - a z  ~ ~ C7 ' o,p eXq~l(la) +y q~(p) + zr 

Les ent iers  qui mul t ip l ien t  x, y, z dans  les exponent ie] les  des deux  membres  

6rant  6gaux, les coefficients  s en t  6gaux, e t  on a 

Cr, 6, p = Cz, 0,p-1 e ~ ~ i ( p - i ) .  

Ecr ivons  ee t te  r e l a t ion  en y r emplasan t  success ivement  p pa r  i ,  2, 3 , - . .  P, e t  

mult ipl ions m e m b r e  ~ membre  les re la t ions  obtenues,  nous  aurons  enfin 

~-  CT, d, o ew~lP)p 
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ep (p) = a (p, 4) + fl (P, 3) + 7 (P, z) + ap.  

299 

La fonetion Gz est alors 

~fl ~ 2 C?'O'~ xDep(P)+Yl~q~(P)+XDarP(P)" 
Y, ~,P 

Faisons d 'abord la sommation par rapport  h p, en laissant f l ,7,  d constants:  nous 

[co, x , y , z  / Nous 6erirons aurons comme coefficient de Cr,~,o une fonction 0 ~a,~,7 ,&" 

la place de Cr,o,o un coefficient A~,7,~ pour rappeler que Cr, o,o peut  d6pendre 

de ft. Nous aurons ainsi 

(I4) 
~a, fl, 7, a! 

D'ofi enfin, pour la fonction G 

fl--a--1 fl--~--I ~--+= . # IO~, X, y ,  Z t 

fl-O ~ - 0  ; , ---r  ~----Qo 

Telle est done l'expression gdndrale des fonctions entidres v6rifiant les relations 

(I3). Cette expression renferme une double infinit6 de coefficients arbitraires 

A#,v,a ~ variant  de o h a - - I  et 7, ~ prenant  toutes les valeurs de - - ~  ~ + ~ .  

En rempla~ant O t ~' x,  y ,  z I a, {~, 7,c?! par son expression s l'aide de la fonetion 

fondamentale O, on a aussi 

(xS) 

off 

(io) 
Y ~ a y  + f ix  + 7co 

Z ~ a z  + fly + Tx § ~oJ. 

La fonction enti6re G ( x , y , z )  que nous venons de t rouver  et qui est d6finie 

par l '6quation (I5) renferme une infinit6 de coefficients arbitraires Ap,r,o. On 
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pourra 6videmment chercher ~ disposer de ces coefficients de telle faqon que 

la fonction G v6rifie d 'autres relations fonctionnelles distinctes des relations (13). 

Nous reviendrons plus tard sur ce point. 

VIII.  Fonctions m&omorphes laiss~es invariables Tar les substitutions du 
groupe d'une /onction 0 du quatri~me degrd. 

Soit en g6n6ral G (x,y ,  z /a)  une fonction enti~re v6rifiant les quatre relations 

fondamentales (13). Nous venons do donner l'expression g6n6rale de la fonc- 

tion G. Quand nous voudrons mettre en 6vidence l'ordre a, nous 6crirons 

G ( x , y , z / a ) .  Nous appellerons ces fonctions G des fonctions enti~res g6n6rales 
d'ordre a. 

Soient G~ (x, y, z/a~), G2 (x, y, z/a2) . . . . .  Gk (x, y, z/al,), k de ces fonetions 

d'ordres respectifs a~, a~ . . . . .  ak. D6signons par c~, c2,. �9 Ok des constantes et for- 

mons la fonction 

i=k 

(15) H (x , y , z )  = H G ~ ( x , y , z ~ c i ] a O .  

Cette fonetion est enti~re: elle admet la p6riode 2 z i  par rapport  s chaque 

variable; enfin elle v6rifie la relation 

H (x + eo, y + x , z  + y) ~ e--(al+a~+"'+ak)'+alcl+~c~+'''+~k~k H (x, y , z ) .  

Posons 

C 
a t e  L + (~2C2 + " ' +  akCk 

at + a2 + ' - ' +  ak 

nous aurons 

a l + a ~ + . . .  + a k = a  

ou, en faisant 

H (x + w, y + x, z + y) = e -~(~-r H (x, y, z) 

Z ~ C ~ Z  r 

H (x + ~ , y  + x, zr+ y + c) = e - ~ '  H ( x , y , z  r + v); 

la fonetion H ( x , y ,  zr+ c) est done une fonction enti~re G ( x , y , z ' / a )  et on a 

(17) G (x, y, z - - c / a )  = ] [  G~(x, y , z - - c , l  ,~i). 

La fonction m6romorphe 
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(I8) 

oil 

i - k  

H ~ i  (X ,  y ,  f - -  Ci / " i )  
F (x ,  y , z) = ~_~i'~ 

i-1 

Ce I + a 2 + " " " + C~k ~ Cttl + Ct'.~ + ' ' "  + at). 

atc` + a 2c~ + . . . +  akck-~artgt  + aF2g~ + ' " T  at;.ff;. W 2 n z i  

vdrifie les quatre relations 

(I9) 

I F ( x  + 2 g i ,  y , z ) -~  F ( x , y , z )  

F ( x , y  + 2 ~ i , z ) =  F ( x , y , z )  

i F ( x , y , z  + 2~i)  = F ( x , y , z )  

[ F ( z  + o , y  + x , z  + y) = F ( x , y , z ) .  

I1 est 6vident que les d~riv~es partielles de F par rapport ~ z v&ifient les m@mes 

relations. 

La fonction m6romorphe 

ilk d L ~  G~(x, / . ,)  
(20) F (x, y, z) = ~ As - %  Y, Z el 

dz  
i--1 

oil 

Ala, + A2a2 + "-.+ Akak=o 

v6rifie les m6mes relations, car l'effet de la demi~re substitution du groupe 

est de faire croitre chaque terme de - -A ia l .  Une expression de la forme 

(2I) F (x, y, z) ~ A d"Log G (x, y, z - - g / a )  
d z n 

oil n > I, v6rifie encore ces relations, quels que soient n, a et la constante g. 

Enfin, il est ~vident que les sommes, les produits, les quotients de ces ex- 

pressions sont des fonctions m~romorphes v~rifiant les m~mes relations (I9). 

Toutes les fonctions que nous venons de former et qui v&ifient les relations 

(I9) sont de la forme 

F ( x , y , z )  ~ GI ( x , y , z - - g  / a) 
G ( x , y , z - - c / a )  
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G~ et G 6rant deux fonctions enti~res g6n6rales v6rifiant les m6mes relations 

fonctionnelles qu'une fonction 0 d'ordre a. 

En prenant  la d6riv6e par rapport ~ z, 

Fr" __ GI1 G - -  G~ G r ' 
G ~ 

on voit que le produit 

�9 (x ,  y ,  z) = G ~ F~' 

est une fonction enti$re de x , y , z ;  comme F~ v6rifie les relations (I9), O ( x , y , z )  

admet la p6riode 2 z i  par rapport ~ chaque variable et v6rifie la relation 

O ( x  + ~o,y + x , z  + y) = e  -~a('-c) q ) ( x , y , z ) .  

En posant z - - c  = z r, on transforme done cette fonction q) en une fonction 

enti~re g6n6rale d'ordre 2a v6rifiant les m6mes relations que 8 (x, y, z) : soit 

G 2 ( x , y , s  eerie fonction. La d6riv6e F ' ,  est alors le quotient de deux de 

ces fonctions 0 g6n6ralis6es 

(22) F ~  = G2 (x ,  y ,  z - -  c / 2 a)  
G 2 ( x , y , z - - e / a )  

IX. I I  n'existe pas de /onctions enti~res vgri/iant les relations (zg). De m6me 

qu'il n'existe pas de fonctions entiJres d'une variable avec deux p6riodes, il n'existe 

pas de fonction entiJre F ( x , y , z )  v6rifiant les relations (I9). En effet, si une 

pareille fonetion existait, elle serait repr6sent~e, pour toutes les valeurs des 

variables, par une s6rie 

F ( x , y , z )  = ~Bz,,~,, e z~+mv+~" 

l, m , n  6rant des entiers qui varient d e - - c o  ~ + co et Bl,,,,,,~ des coefficients 

constants. En 6crivant que ce t te  fonction v6rifie la relation 

on a 

F ( x  + eo,y + x , z  + y ) =  F ( x , y , z )  

Bl,m,n elr176 (l+m) z + ( m + n ) y + n z  ~ ~ Bl,ra, n e lz+my+nz �9 

D'ofi, en identifiant les coefficients des termes e (z+m)~+(m+"~u+"" dans les deux 

membres 

(23) Bz+m,~+. , .  = eZ~ m,.,. 

Consid6rons les coefficients dans lcsquels n a une valeur dgterminde non nulle. 

Nous pourrons poser 
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m - ~ n p + r  

en appe lan t  p le quo t i en t  e t  r le reste  de la division de m pa r  n, r 6rant  un 

des hombres  o, I ,  2 . . . .  n - - i  s i n  est  positif ,  o, i ,  2 . . . .  - - n - - x ,  s i n  est  n~gatif. 

Nous  grouperons  alors les te rmes  pour  lesquelles r a une va leur  d6termin$e.  

Dans  ces condi t ions p var ie  de - -0o  h + oo. Nous  poserons ensui te  

l =  ( p , 2 ) n  + p r  + q, 

q var ian t  de  - - r  h + co p o u r  que  l var ie  de - - ~  b. + oo. Avee ces no ta t ions ,  

pou r  faire  c ro l t r e  m de n e t  l de  m, il suff i t  de  faire c ro l t r e  p de I. Lo coeff icient  

B t , , , , ,  oh n e t  r o n t  des valeurs  d6termin6es,  dev iendra  une fonct ion  de p e t  q, 

Cp, q, e t  la re la t ion (23) dev iendra  

(24) ~ p + l ,  q ~--- e [(p' 2) n +p r + q] o) Cp, q . 

Rempla~an t  p pa r  o, I, 2 . . . .  p - - I ,  p e t  mul t ip l ian t ,  on a 

(.]p, q ~ e[(p,  3)n + (p,  2) r + p g] ea Co, q �9 

Les te rmes  co r respondan t s  de la s6rie, oh q a une  va]eur  d6termin6e seront  alors 

o n  posan t  pour  abr6ger  

~m+oo 

Co, q 2 ec~176 

p~--ao 

+ (p,2)r  + pq 

et  d6signant  pa r  qJt,~p2,~pa les diff6rences D~p(p), DStP(p),DS~p(p). Or ce t te  

s6rie est  6v idemment  divergente, car, dans  l ' exposan t  de e, le t e rme  de  degr6 le 

co nps 
plus 61ev6 en p est ~ e t  p var ie  de - - co  h + oo. 

II ne peu t  done exis ter  que  des t e rmes  dans  lesquels n = o; la fonet ion  F 

est alors ind6pendante  de z. 

X. Fonvtionn enti~res de deux variables vgri/iant des relations analogues h 
(i9). P a r  contre ,  il exis te  des fonet ions  de deux  et, en g6n6ral, d ' u n  nombre  

pai r  de variables,  v~rif iant  des re la t ions  analogues h (x9). Bornons  nous ici 

une  fone t ion  enti~re de deux  var iables  g(x,y) telle que 

(25) 

g(x + 2 z i , y )  = g(x,y)  

g (x ,y  + 2~i)----g(x,y) 

g(x+o~,y+x)=fg(x,y) .  
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Pour  la former prenons deux entiers quelconques )~ et ~t dent  le premier E est 

positi/ et diff6rent de z6ro. D6signons par ~ (n) le polyn6me en n 

La fonction 

qJ(n) -= Z(n ,  2) + ~tn. 

n m + a o  n ~ + o o  

(26) 
n ~ - - o o  n ~ - - o o  

v6rifie les conditions indiqu6es. Ello peut  d'ailleurs s'6crire 

n ~ + c o  

(27) g(x,  y) = e~v ~ eot~(-,~)+.-]+~(x-+.~ 
n ~ - - o o  

oil la s6rie est une fonction 0 elliptique v6rifiant los deux relations 

O(x + 2 z i )  =O(x)  

0 (x + o) = e -~= 0 (x). 

Nous d6signerons la fonetion enti~ro (26) qui d6pend des deux entiers i~ et 

~t par 

En posant 

n ~ + c o  

O ( X , A ) =  ~ eal",=l+ x" 
n Ot~ 

off la partie r6ello de A est n6gative, on a 

Ix, Yl --- e~,=+~vO(Zx + ~tto, Zw). 
g ~,  ~,! 

On peut  toujours, en remplagant dans le terme g6n6ral de la s6rie (26) n par 

n + k, determiner k de fagon que la nouvelle valeur de l 'entier ~, soit Fun des 

nombres o, i, 2 . . .  4 - - i .  C'est co quo nous supposerons r6alis6 par  la suite. I1 

existe donc, une fois o donn6, une infinit6 de fonctions 
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== I, 2, . . . -}- 0o, ~ = O, I ,  2 . . .  ~ , ~  I .  Pour cheque valeur de ~t, il y a ~ fonc- 
tions g. 

RSeiproquement, si l 'on cherche la fonction enti~re la plus g~n~ral8 g (x, y) 

v~rifiaut les relations (25), on t rouve qu'elle est donn~e par la s~rie 

~ ' + |  (x,y) 
~--1 ~ - 0  

les coefficients A~,~ ~tant ind~pendants de x et  y ;  c 'est  ce qu'on verra par  ta 

m~thode des coefficients ind~termin~s, comme nous l 'avons fait plus haut  pour 
des questions analogues. 

I1 r~sulte de lt~ que si E (z) est une fonction enti~re quclconque de z la 
fonction 

~v [g (x, y)] 

oh g(x,  y) a ]a forme (28), a encore la m6me forme. 

Soit G ix, y, z / a )  une fonction enti~re v6rifiant les m6mes relations qu'une 

O(e~ d'ordre a. Le produit  G(x,y,z/a)g(x,y) est encore une fonction 
. a,~,r,~l 

fonction enti~re G 1 (x,y,z/a) de m~me ordre, ayant  par  rapport  tt z les m~mes 
z6ros que la premi6re. 

XI.  D~rivde8 partielles des /onctions F. Soit d 'abord une fonction /(x,y) 
de doux variables admettan$ la p6riode z ~ i  par rapport  K ehaque variable et  
v6rifiant la relation (29) 

(29) / (x  + w, y + x) = / ( x , y ) .  

Nous allons chereher des combinaisons des d~riv~es partieHes de / v~rifiant la m~me 

relation: il est ~vident que toutes les d~riv~es admet t ront  la p~riode 2 ~ i  par  
rapport  ~ ehaque variable. Faisons 

f'ffi/'., /2f/'y 

I.=I~, l.,=h.=l'~,, h,=l;. 
�9 . . e t c .  

Les fonctions 1~, 122,... ne contenant  que des d~riv~es par  rapport  ~ y v~rifient 

~videmment la relation (29). Mais il en existe d 'autres,  qu 'on peut  former comme 
il suit. 

A ~ a  mathemat /ca .  40. Imprim~ le 13 avr i l  1916. 3 9  
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Ecr ivons  la re la t ion  

qui  d6fini t  y e n  fonc t ion  de x. 

on  a aussi 

ou en d6r ivan t  deux  fois 

Paul Appell. 

! (x, y) = o 

D'apr6s  la re la t ion (29) si on a 

y = ~(~)  

y + x = 9 ( x  + to) 

Y" ----- 9"  (x + to) 

~" (x) = r  (x + to). 

La  d6riv6e y" ne  doi t  done  pas  changer  quand  on  change x en x + to et  y 

en y + x. (Voyez ~ u n  au t re  po in t  de r u e  la no te  des Rend icon t i  di Pa le rmo  

s6anee du  io  Dee6mbre  i 9 i z ,  t. X X X I I I ) .  Appl iquons  ~ ] ( x , y ) =  o, le th6or~me 

des fonct ions  implicites,  nous  aurons  

ou en 61iminant yr 

11 + Y'12 -~ o 

/11 + 2112 Y' +/22Y '2 + Y r t / 2  = 0 

I ,  1: - 211, h h + 1221t + y" 1; = o. 

La  fone t ion  

(30) 

v6rifie la re la t ion  

g (x, y) =/,,/: - -  2/12/1 h + 122/I 

g(x + to, y + x) = g ( x , y ) .  

V6rifions-le d i rec tement .  P o u r  ee]a, 6rant  donn6e une  fonet ion  quelconque 

ep(x,y) appelons  ~, avee  un  t ra i t ,  ce que dev ien t  ce t te  fonct ion q u an d  on y 

remplace  x et  y pa r  x + to e t  y + x 

~ r  + to, y + x). 

Alors (29) donne  
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Ddrivons cet te  relation par rapport  ~ x et y: nous avons 

], + /~ - -1 ,  

]2 --'---/2 
],, + 2 ],, + ]~-- - I , ,  

L ,  - / , , .  

Prenant  alors la fonction (30) on a 

g == (],, + 2 ],2 + ]22) ]~ 

-- 2 (i,2 + ]~) (7, + I2) 1, 

+ 122(I,, + ] ,) '  

- -  I, ,  1' - -  21, ,  1 , / ,  + I2, I ;  

On obtiendrait  d 'autres formules analogues en oalculant ym, yiv . . . .  etc. 

XII .  Ezpression, analogues pour lea [unctions F de trois variables x , y , z ,  
admettant la ~riode 2 ~ i  par rapport ~ cha~ue variable et vgri/iant la relation 

(3z) F ( z  + ~,,y + x , z  + y ) = F ( z , y , z ) .  

Appelons de m~me FI,  F2, F ,  les trois d~riv~es premi%res; 

F,I F,, F .  

F21 F,, F2s 
F2~ Fs2 Fs2 

les six d6riv4es secondes (Fi~-~ Fkl), et  d~signons par  ~ ce que devient  une 

function ~(x ,y , z )  par l 'effet de la substi tut ion ( z ,y , z )  (z + w,y  + z , z  + y). 
En d4rivant par  rapport  aux trois variables, la relation (3z), on a 

"Fs ~'~s 
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On en conclut 

Paul Appell. 

- '  F2 F~ F, F~ ' -- F2 F 8 F, Fv F~ -- -- 2 = F~ -- 2 

On a done ainsi deux fonotions d6pendant  des d6riv6es premieres 

(32) F~, F~ - -  F~ F~ - -  2 F, F~ 

qui sent  laiss6es invariables par  les substitutions du groupe eonsid6r6. 

Si nous passons aux d6riv6es secondes, nous avons 

(33) ~'~ = ~2~ + ~., 

On en conclut que les trois fonotions 

(34) IF,, -- F~2 F3, 
I 

( F~2 F: -- 2 F32 F8 F2 + F88 F; 

sent invariables par les substitutions du m~me groupe. 0'est ee qu'il est ais6 

de v6rifier. 

On pout ra t tacher  cos formules K la thdorie des formes. Ainsi, prenant  la 

forme 

~ x ,  + ~ x  r + ~,~ r , ,  

raisons sur X et  Y la substi tut ion 

X = X' ,  Y = X' + Y' 

de ddterminant  + I. L 'effet  de eette substi tution en vertu des relations (33) 

est de t ransformer la forme en 

F22 X 's + 2 F,~ X' Y' + Fss Y". 

Los disoriminants des deux formes sent  done 6gaux 

F:8 -- ie~2 Fs, ~ F:8 -- F~ F~ 

co qui donne une des fonetions invariantes (34). 
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Des considerations analogues s 'appliquent aux d~riv~es d 'ordre plus ~lev~. 

En appliquant ~ une des fonctions trouv~es (32) et (34) les memes calculs qu'~ 
F, on en obtient ~videmment d 'autres poss~dant les m~mes propri~t~s. 

XIII .  Transformations. Dans une deuxi~me pattie, nous nous occuperons, 
entre autres, de certaines transformations, dont  nous avons donn~ un exemple 

simple dans les Comptes Rendus (S~ance du 7 Septembre i914). 

Paris, le 17 Sept. I9i  4. 


