
0BER DEN ZUSAMMENHANG ZWISCHEN DEM MAXIMAL- 
BETRAGE EINER ANALYTISCHEN FUNKTION UND DEM 

GROSSTEN GLIEDE DER ZUGEHORIGEN TAYLOR- 
SCHEN REIHE? 

(Brief an Herrn Professor Dr. A. WX~N.) 

Vos 

G. PdLYA 

in ZORICH. 

Sehr geehrter Herr Professor! 

Ich habe Ihre Arbeit ~Uber den Zusammenhang zwischen dem Maximalbe- 
trage einer analytischen Funktion und dem grSssten Gliede der zugehSrigen 
Taylorschen Reihea mit dem allergr6ssten Interesse ge]esen. Ich bemfihte reich, 

Ihren Gedankengang, dessen Originalit~it reich frappierte, klar herauszuarbeiten. 
Es gelang mir in der Tat mit einem etwas einfacheren Ansatz auszukommen, 
Ihre Sehliisse in elementare Hilfss~tze zu zerlegen, und diese Hilfss~itze kurz 
und durchsichtig zu beweisen. Es hat h~ufig keine Schwierigkeit, einer schon 

gemachten Entdeckung einfachere Form zu geben, und ich hKtte Sie damit nicht 
aufgehalten. 

Es ist aber ein Punkt Ihrer Arbeit, und zwar eben der springende Punkt 
darin, mit einer gewissen Unklarheit behaftet, die einige Leser aufhalten k~innte. 

Sie behaupten S. 310 Ihrer Arbeit, dass s~imtliche Ungleichungen 

(~8) Hr"-k_<H P'-~ (~<n), (~9)H r. < l l  P" (~>o) 
k-x rn --k_l---P~. ~ r . + ~ =  k.lP.+k 

fiir unendlieh viele n erfiillt werden kiinnen, vorausgesetzt, dass 

o<rt<r2<r3 < ' ' ' ,  o<P~<P2<Ps<""  

lira rn = o~, lim P,~ ~- P, 
f t  ~lO f t  aO 
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312 G. P61ya. 

wo P einen beliebigen positiven endlichen Wert haben kann. I c h  werde im Fol- 
genden eine numerische Folge r,, r2, rs,-.- angeben, bei welcher Ihre Unglei- 

chungen (i8), (i9) fiir kein n s~mtlich erffil]t sind. 
Dies Beispiel, ich weiss es wohl, entkr~iftet Ihren Schluss keineswegs. Denn 

meine Folge ist eben eine numer i sche ,  w~ihrend Sie noch freie Hand haben ge- 
wisse Ihrer rt, r2, r3,'-- in bestimmten Intervallen geeignet zu w~ihlen. Aueh 
die Art dieser Wahl ist Ihrer Ausfiihrung, wenn auch vielleicht nieht ganz klar, zu 
entnehmen. Ubrigens, urteilen Sie selbst, ob die nachfolgende Darstellung Ihrer 

Schliisse nicht das Versts Ihrer Entdeekung erleichtern kSnnte. 

1. Die Potenzreihe 

F ( x ) = a o  + a , z  + a2x 2 + . . .  

soil folgende Eigensehaften haben: 
I) Allo Koeffizienten ao, a , ,  a 2 , ' "  sind positiv. 
2) Die Rolle des grSssten Gliedes wird naeheinander yon jedem Glied a , x "  

iibernommen, sei es ein ganzes Intervall entlang, sei es nur in einem 

Punkte. 

3) ao=~ .  
Sie haben in Ihrer Arbeit S. 307 gezeigt, dass, wenn Ihre Ss fiir 

solehe ganze Funktionen gelten, die den Bedingungen x) 2) geniigen, sie dann 
fiir jede ganze Funktion gelten. Offenbar ist die Normierung 3)eine irrelevante 
Beschriinkung. 

Das Glied a , x "  iibernimmt die Rolle des grSssten Gliedes yon seinem linken 
Nachbar a ,_iz  ~-*. Dies soil in dem Punkte ]xl----r= gesehehen, d. h. es sei 

a . - 1  r~  - 1  ~ an r'~ 

oder 

I 
[ I ]  1 an = ~-~an--1. 

Seien r,, 

grSssten Gliedes antreten. 

[2] 

r~, r3 , ' . ,  die Punkte, we a , x ,  bezw. a2x~,aszS ,  . . .  die Rollo des 
Es ist 

o < r l  < r2 < r3 < . . "  

und aus [i] ergibt sich dureh Rekursion 

* I ch  n u m e r i e r e  m e i n e  F o r m e l n  in  eckigen K l a m m e r n  [], u m  sio yon  I h r e n  in r u n d e n  
K l a m m e r n  () n u m e r i e r t e n  F o r m e l n  zu un te r scho iden .  



Lrber den Zusammenhang zwischea dem Maximalbetrage etc. 313 

I 
a,~ 

r t r 2 r s .  . �9 r n "  

[3] 
F ( x )  = I + , r~ r ~ . . .  r,," 

Jede Potenzreihe, die den Bedingungen x) 2) 3) geniigt, l~isst sich, und 

zwar nur auf eine Weise, in die Form [3] setzen. Umgekehrt,  ist [2] erfiillt, so 

reprgsentiert [3] immer eine Potenzreihe, die im Kreise yore Radius Q-----limr, 

~n 
konvergiert,  und die Bedingungen i) 2) 3) erfiillt; denn es ist offenbar 

~'1 ~'2 ra"" " r n  

das grSsste Glied yon [3] im Intervalle r .  < Ixl___< r .  +: yon versehwindender oder 

positiver Liinge. Setzt man fiir r,, r,, rs ,""  die einfaehsto waehsende Zahlenfolge 

i, 2, 3 . . . .  ein, so erhglt man die einfaehste ganze Funkt ion e z. 

Ieh setze [ ~ l = r ,  und fiir r ,~<r<r, ,+l  

r n 
r e ( r )  = 

~'1 1r2 r3--- rn 

/~(r} = I + ~ r . - - a + l - . . r n - - l r n  
r~ /z--1 v . l r n + l r n + 2 . . ,  rn+~ ,  

Es ist also 

I~' (~) l  < F ( r )  = m ( r ) ~ ( r ) .  

Ich halte am Ansatz [3] feat. Ich habe also die beiden Ausdriicke m (r) 

und ~u(r) gegeneinander abzuw~igen. Ich habe r~,r~, rs ," -  als feat gegeben zu 

betrachten, und ich kann r i m  Intervalle ( rn , r ,+ l )  variieren lassen. 

2. Hilfssatz I. Ich saze yon der Fol#e l, ,12,.. .  1,,,... voraus, dass 

lira I n -  + oo. 
n~r 

Dann gibt es unendlich vide Indices n, zu denen man Zahlen A beaimmen 
kann, derart, dass alle Unffleichungen 

[4] 
1,_~+~ +-- -  + l , _ i  + 1, < A < l,+1 + / n + 2  Jr" " '"  -~- lfa+~ 

( ~ =  i , 2 , . . . n ' p  ~ = i , 2 , 3 , - - - )  

erfiillt sind. 
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314 G. Pblya. 

Es sei r gegeben. Ieh werde einen Index n finden,, n > r ,  der die gewiinschte 

Eigenschaft hat. Dabei kann A beliebig gew~hlt werden, wenn sie nur grSsser 

ist als das Maximum der Zahlen l~,l~,-.-l~ 

[5] A > l~, A > 12,.." A > l~.. 

Man betraehte zum Beweiso die Zahlen 

L~=I, . : - -A 

L~ + 1 ---- l~ + l~ +1 -- 2 A 

L~+2=l~ +/~+1 + / ~ + ~ - - 3 A  
. . . . . . . .  . . . . .  , 

L~=l~  + / r + l  + "'" + 1 , - - ( n - - r +  I)A 
�9 ~ . . �9 . �9 �9 . . . . .  . ~ �9 , �9 

Es ist offenbar l imL,  = + oo, und darum besitzen die Zahlen L~, Lr+l,  it+2"'" 

ein Minimum, d. h. es gibt (wenigstens) ein / ~  so, dass 

L ~ > L ,  ( v = r , r + I , r + 2 , . . . ) .  

Es ist 

L n + ~ - - L , ~ = l n + l  + l,,+~'" + l n + ~ - - v A  > o  ( v = I , 2 , 3 , ' " )  

und so ist die zweite Hglfto der Ungleiehungen [4] erfiillt. Es ist ferner 

L, , - -L,~-~,~I ,~-~+I + ... + 1,-1 + l ,~- -~A < o  (n - -~ t>r ) .  

Dies zeigt, dass auoh ein Teil der ers~en Hglfte der Ungleichungen [4] erfiillt 

ist, ngmlieh diese, we #~ ~ n -  r. Addiert man zu der Ungleichung 

/r+l + l~+~ + ... + l , ~ ( n - - r ) A  

die aus den Ungleiehungen [5] fliessende 

/~-~+1 + l~_~+, + . . - +  I t<  ( r - - n  + #)A,  

so sieh~ man, dass die orste Hi~lfte der Ungleichungen [4] aueh ffir /, > n - - r  er- 

fiillt ist. Der ]ndex n (n>=r) und die Zahl A sind also in der Tat so gewghlt, 

dass alle Ungleiehungen [4] erfiillt sind. - -  

Setz~ man in [4] /* = v == i ,  so erhglt man 

l,~ < A < l,,+ 1. 
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Es bes teht  also der  Satz:  Strebt die Folge l l , [2 , l , , . . ,  gegen + oo, so lassen ,ich 

darin unendlich vide Paare benachbarter Glieder 1,, In + 1 /inden, so dass 

l n<ln+l  + In+2 + "'" + ln+v 
('v = I ,  2,  3," "" ) 

1,~+1>1,,-~,+1 + " " +  ln-1 + In 

Um so merkwiirdiger  ist es, dass folgender Satz, der  eigentlich viel ein- 

facher lau ten  wiirde, /alsch ist:  Strebt die Folge l t , l~ , . . ,  l n , . . .  r + Qo, so 

lassen sich darin unendlich vide Glieder l ,  l inden, ,o dabs 

In--i* + "'" + ln--2 + 1,,--~ < l . <  l,~+1 + l,,+~ + "" + l,~+~ [6] 
/, v 

(~=I ,2 , ' ' 'n - - I ;  ~ = I , 2 , 3 , ' ' "  ). 

In  der Tat ,  es gibt  gegen + oo s t rebende Folgen, deren Glieder folgenden 

Ungleichungen geniigon 

Ii > 12 

l~ > 14 

l 5 > I e > l~ > l s 

[7] 19 > lto > " "  >I,8 
�9 �9 . �9 �9 �9 �9 

12k+l > 12~+2 > ' " >  12~+1 
. . . .  ~ �9 . ~ ~ �9 �9 

In  solchen Folgen gibt  es kein n ,  fiir welches siimtliche Ungleichungen [6] 

erfiillt wiiren. Genauer,  es sind wenigstens 2 4 -  I Ungleiehungen [6] nicht  er- 
fiillt, wenn 2 4 + i <: n < 2k+l. 1 

3. Eine ins Unendlicho wachsende Folge yon der  E igenschaf t  [7] erh~lt  

man  e twa folgendermassen:  es sei 

x Es besteht jedoch folgender Satz: )Sei die Funktion f ( x )  stetig filr x > o ,  und sei 
lira f (x )  -~ + oo. Dann gibt es beliebig grosse Abszissen r sodass fiir jedes x < ~ und jedes 

a g m o o  

y > $  

_.. 
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und lim P~ sei endlich. 
n ~ o o  

G. P61ya. 

o < PI < P~ < P s < " ' <  P ,~<"  

Sei ferner 

r l  = r 2 - - - - 2  

r3 = r 4  = 4 

r s = r 6 = r 7 = r s ~ - 8  
�9 �9 * �9 * * * �9 �9 

r2 k + l  = r 2 k + 2  . . . . .  r2 T M  = 2 T M  
�9 �9 �9 �9 . . * �9 . �9 �9 �9 , �9 , �9 

Setzt man 

r ~  

In = log ~-~, 

so sind die Ungleichungen [7] alle erfiillt. Folglich sind die Ungleichungen [6], 

die sich jetzt so schreiben ]assert 

( r ,~-~. . .rn-~rn-1 \x r,, i I rn+lr ,+v. .r~+~ \1 
P n - . ' "  " P , , - 2 P n - l l " " ~  ~= tP~ + I ~ P .  + 2---~"P-~+~/~ 

(it = x , 2 , . . . n - -  i ;  v = 1 ,2 ,3 , - - . )  

fiir kein n s~imtlieh erfiillt, und genauer, die Anzahl der nioht erfiillten w~ichst 

mit wachsendem n ins Unendliche. Das besagt aber, dass Ihre vorher erw~hnten 

Ungleiehungen (I8), (i9) im Falle tier eben konstruierten l%lge r l , r2 ,r3 , '"  fiir 

kein n s~mtlioh erfiillt sind, und class die Anzahl der nicht erfiillten unbegrenzt 

mit n w~chst. - -  

Es sei 

o < r t < r 2 < r 3 < . . . < r , ~ < . . .  

o <P~ < P2 < P3 < ' " < P ~  <""  

]im r ~  = o~. 
~ o Q  e ~  

8o kann man zu unendlieh vielen Indices n positive Gr6ssen r bestimmen, wo 

r n < r < _ _ r n + l  

ist, sodass sdimtliche Ungleichungen 
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[8] 

m - t , +  1 . .  - r n - 1  rn < P n - ~ , +  t �9 . .  P n - 1  P n  

r~ = p~ 
(~---- 1,2, . --n)  

r ~ p" < n ( W ~ I , Z , 3 , . . . )  
r n + l  rn+~..,  r~+~= P , + t  Pn+u- . -P , ,  +,, 

erlallt s in& 

Man wende Hilfssatz I auf die Folge 

317 

r2 - - l ~ = l o g  r .  It = log  ~ t '  l~ ~ log  p-~,. ff~ . . . .  

an, und man  setzo die in den Ungloiohungen [4] vorkommende  Zahl 

r 
a = log  

Ffir #-----v-~ i ergeben die Ungleichungen [4] 

also 

log~-~< A = r r . + l  log r ~  1 log ~ < log f f - ~  < 

r,~ < r < r,~+ l .  

r ~ 
Setzt man  den Werg A ~ l o g f f ~ m  [4] ein, so erh~lt man  genau die Unglei- 

chungon [8]. 

4. Dutch  das Gesagte, hauptsiichlieh durch [3] und  [8], glaube ich den 
wesentlichsten Teil des Gedankenganges der w167 I - -3  ]hrer  Arbeit  dargestellt  zu 
haben. Ich glaube, dass der Kern Ihrer  Schlussweise in w 5 in folgendem Hilfs- 
satze seinen oinfachsten Ausdruck finder: 

Hilfssatz II .  Die Folge reeller galden 

l~, 12, l s , ' -"  l~,  .- �9 

unterliege den beiden Bedingungen 

i) lira (l~ + 12 +--" + l~) ---- + o0 

2) lira l, ~ o. 
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Dann  gibt es unendlivh viele Indices n, zu denen sich eine Gr6ase A so bestimmen 

ldsst, dass sdmtliche Ungleichungen 

[9] 1,~-~+1 + . . .  + l,~-1 + l ,  > A > ln+1 + In+2 + "'" + ln+v 

(/~ = 1 , 2 , . . . n ;  v =  1 , 2 , 3 , " - )  

be]riedigt sind. 
Sei r gegeben; ieh werde einen Index n, n > r, finden yon der im Hilfssatz 

II. verlangten Eigensehaft. 

Es sol M das Maximum der r + i Zahlen 

11,11+/2,",ll +12 +'"+lr; o. 

Kraf t  Bedingung i) kommen unter  den Zahlen 11 +12+ . - -+ l~  solehe vor, die 

grSsser sind als M. Sei v = s der kleinste Index, fiir welchen dies eintritt ,  dann ist 

also 

s > r  

li +12+18 + " "  + l ,  > M > l l  +12 + . "  + l~ 

( ~ =  1 , 2 , 3 , . - . s - - I )  

lt + 1 2 + l s + ' " + l s > o  

12+13+'"+18>o 

/s + ' " + / 8 > o  
�9 �9 ~ ~ �9 , . 

/8>0. 

Das Minimum der s Zahlen 

ll + l~ + . ' .  + l~ 12 + "" + l,~ ls 
8 8--I I 

ist also ein positiver Wert, den ich = A setzen will. 

Man bilde nun die Zahlenfolge 

L~ = l ~ - -  A 

L s + I = I ~  + I ~ + I - - 2 A  

L~+2=l~ + l~+l + ls+2--  3 A  
�9 �9 �9 �9 ~ ~ �9 �9 ~ �9 �9 �9 �9 

L~ =Is+ls+l+Is+2+.:'+ln--(n--s+ I)A 
�9 �9 �9 . * �9 ~ . �9 ~ ~ ~ �9 ~ ~ �9 ~ * * �9 ~ ~ 
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lira L ,  = - -  

wegen der Bedingung z), und da A > o. Folglich haben die Zahlen Lo, Lo+I, 

L o + 2 , . . .  ein Maximum, d. h. es gibt wenigstens eine Zahl L , ,  so dass 

Es ist also 

L,,<L. ( ~  = 8 ,  8 "[- I ,  8 q'- 2 ,  �9 �9 " ) .  

L , ~ + , , - - L , ~  ~ - l , + t + l n + 2 + ' " + l n + , , - - ~ ' A ~ o  ( v > o )  

L,~ - - L , - ~ , = l , ~ - , + l + ' " + l , , + l + l , , - - p A > = o  ( # < n - - s ) .  

Man bemerke, dass n > s  > r i s t ,  und der Beweis endet, wie fiir Hilfssatz I. x 

Ich wiirde reich sehr freuen, wenn diese Schlussweise ]hren Beifall f~nde. 

Um Ihr Resultat in w 5) aus Hilfssatz II zu erhalten, setzt man 

~ , / , n  == logr~^ Cn ~ rl  rs . ~ '  Tn = Pt fls " " " Pn 

A 

v 


