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Es mSge die Differentialgleiehung 

ds 

vorliegen. Hierbei sei ~(8, t) eine fiir alle 8, t gegebene, stetige und hinsichtlich 
s und t mit den Perioden I periodisehe Funktion. 1 Ausserdem sei die Lipschitz- 
sehe Bedingung erfiillt. E8 e~stirt dann stets eine 8olche Kon, stante H, das8 der 

Untersehied einer beliebig gewdhlten Ldsung yon z) und der Gr6sse ~ .  t ]iir alle t 

zwischen endlichen Grenzen bleibt. Einen Beweis dieses Satzes finder man in einer 

Note yon E. E. LEw.  s In ihr wird auf eine die Theorie der Mondbewegung 

betreffende Arbeit yon LEw-CIVITA s hingewiesen. Der genannte Satz ist jedoeh, 

wie mir scheint, nebst  weitergehenden Resultaten gewissen Untersuehungen zu 

entnehmen, welehe POI~CAR~ im Jahre  1885 verSffentlicht hat. 4 

i S ind die Pe r ioden  andere ,  so geni ig t  die E in f f ih rung  neue r  s u n d  t p ropor t iona le r  Va- 
r iabe ln ,  um auf den  oben  g e n a n n t e n  Fal l  zurf ickzukommen.  Es m0ge  f e r n e r  besonders  b e m e r k t  
werden,  dass  in  d iese r  U n t e r s u c h u n g  n u r  reel le  end l i che  Gr6ssen  vo rkommen .  

E. E. LEvi, Sur  les dqua t ions  d i f fd ren t i e l l e s  pdriodiques,  C. R. 191I T. 153 S. 799. 
s LEvI-GIvITA, Sur les dqua t ions  l indai res  ~ coeff ic ients  pdr iodiques  e t  sur  le moyen  mou- 

v e m e n t  du noeud  lunaire .  Anna le s  de l 'Ecole Normale  supdrieure .  28, i9II .  
4 H. POINCAR]~, Sur les courbes  ddf inies  pa r  les dqua t ions  di f fdrent ie l les .  Trois i~me par t ie .  

J o u r n a l  de M a t h d m a t i q u e s  I V  s. T . i .  I88~. Die h i e r  in B e t r a c h t  gezogenen  U n t e r s u c h u n g e n  
l i n d e n  s ich ira IS. Kapi te l  und  b e g i n n e n  auf  S. 226. POI~CARr b e t r a c h t e t  die s p r u n g h a f t e  Punkt -  
bewegung  auf  e ine r  gesch lossenen  Linie .  E ine  wich t ige  Rolle sp ie l t  h i e rbe i  e ine  Ar t  yon  Sta- 
bi l i tat .  Es is t  dies die s tabi l i td  h la Poisson,  die ,ewige  Wiede rkunf t J  m i t  be l ieb iger  Ann~he-  
rung.  Man  k a n n  die a u f t r e t e n d e n  Fragen  yon v e r s c h i e d e n e n  G e s i c h t s p u n k t e n  aus  b e t r a c h t e n  
und sie zu m a n c h e r l e i  P r o b l e m e n  in Bez i ehung  setzen.  I ch  e rw~hne  e twa  die P o n c e l e t s c h e n  
Polygone.  

Acta mathematica. 40. Imprim6 le 14 avril 1916. 41 
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Liegt eine LSsung yon i) vor, so verdient die Frage besonderes Interesse, 
ob die LSsung in der Form 

s = ~ , . t +  l ( t , ~ , . t )  . . . . . . . . . . . . . .  2 

darsteUbar ist. Hierbei ist ~ die sehon erw~ihnte Konstante, j(x, y) eine fiir allo 
x, y definierte, stetige und hinsichtlieh x, y mit den Perioden i periodisehe Funk-  

tion. 1 Ist  ~ keine Rationalzahl und kann eine LSsung in der Form 2) darge- 
stellt werden, so werden alle LSsungen aus der Gleiehung 

s----/~.t + c  + / ( t , / ~ . t  + e) . . . . . . . . . . . .  3 

dureh geeignete Wahl der Konstanten e erhalten. Umgekehrt  liefert 3) in diesem 
Fall bei jedem Weft  der Konstanten e eine LSsung. 

Es sei /~ keine Rationalzahl und es mSge eine der LSsungen in naheliegen- 
der Weise dureh eine Kurve auf einem Kreisring dargestellt werden. Eine not- 
wendige und hinreiehende Bedingung fiir das Auftreten des eben besproehenen 

Falles besteht dann darin, dass die darstellende Kurve den Ring iiberall dieht 
bedeekt. Die Riehtigkeit dieser Behauptung geht aus den unten folgenden ErSr- 
terungen hervor. So leieht es nun h~iufig ist, beim Auftreten neuer wesentlieher 
Voraussetzungen ~ das Auftreten des oben besproehenen Falles vorherzusagen, so 
sehwierig ist es, allgemeine praktiseh wertvolle Kriterien dafiir anzugeben. Die 

im Anfang dieser Einleitung eingefiihrten Annahmen genfigen jedenfalls nieht, um 
das Eint.reten des genannten Falles sieherzuste|len. 

Wir nehmen nun an, rp(s, t) sei eine solehe Funktion, dass der eben erSr- 
terte Fall eintritt. Wir haben im Vorhergehenden bereits auf Voraussetzungen 
hingewiesen, die mitunter  geeignet sind, die genannte Annahme zu stiitzen. Hier 
mSge noeh erwiihnt werden, dass, wenn ~(8, t) nur von s oder nu t  yon t abhiingt, 
die Bereehtigung der Annahme h~ufig ohne jede Sehwierigkeit zu erweisen ist. 
Es mSge weiter die Differentialgleiehung 

ds 
d-7 ~ q~(s, t) + ~ (~ ,  s ,  t) . . . . . . . . . . . .  4 

gebildet werden. Hierbei ist ~0 fiir alle 8, t u n d  diejenigen ~ gegeben, deren Ab- 
solutwert kleiner als eine bestimmte positive Zahl ist. Ferner geniigt ~0 fiir 

1 I n  d iesem Fall  k a n n  f ( t ,  1 ~ . t )  mi t  be l i eb ige r  Ann~therung du reh  e in  aus  s in  2~ t ,  cos 21rt, 
s in  2~rpt, cos 2~/~t geb i lde tes  ganzes  Po lynom erse tz t  werden .  

Diese V o r a u s s e t z u n g e n  k 6 n n t e n  z. B. Aussagen  t iber  i n t e g r i e r e n d e  Faktoren ,  inf in i tes i -  
male  T r a n s f o r m a t i o n e n ,  I n t e g r a l i n v a r i a n t e n  u. s. w. e n t h a l t e n .  
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jedes einzelne spezielle ~ denselben Bedingungen, wie sie zu An/ang dieser Ein- 

leitung fiir ~ formuliert wurden. Endlieh soll es mSglich sein, ]~0] dadureh be- 

liebig klein zu machen, dass man I~] geniigend klein w~ihlt. 

Wir bezeichnen die eharakteristisehe Zahl f/Jr 4) mit Q. Man kann ] t t -  q l 
beliebig klein machen, indem man 1~1 genfigend klein w~hlt. ~ 

Es ,el nun a irgend eine Ldsung yon 4). 

s-----tt.t + e + l(t, ~ . t  + e) . . . . . . . . . . . .  5 

sei die]enige Ldsung von 1), welehe [iir t ~ o m i t  a iibereinstimmt. Dann k6nnen 
wir schreiben 

a = q . t + e + ] ( t , q . t + c ) + ~  . . . . . . . . . . .  6 

wobei 171 beliebig klein gemaeht werden kann, indem man 1~] geniigend klein wdhlt; 

und zwar geniigt ein Kleinheitsgrad gleiehzeitig [iir alle t u n d  alle L6sungen yon 4). 
Es ist also, um eine ApproximationslSsung im eben genannten Sinn zu er- 

halten, geniigend, in dem Ausdruek fiir die LSsung yon I) die Zahl l~ dutch die 

Zahl q zu ersetzen. Diesen Satz sehe ieh als das wesentliehe Ergebnis meiner 

Arbeit an. Es w~ire yon bedeutendem In~eresse, wenn eine direkte Verallgemei- 

nerung des Satzes denselben auf Systeme yon Differentialgleiehungen ausdehnen 
kSnnte. Ein dahin gehender Versueh wiire ]edoeh aussiehtslos. 

Ieh mSehte nun noeh einige Worte fiber das Verh~iltnis meiner Arbeit zu 
den Untersuehungen yon POI~OaR~ hinzufiigen. POINCAR2 geht auf die Kon- 
struktion eines Integrals aus, wKhrend in meiner Arbeit eine DarsteUung der L6- 

sungen ins Auge gefasst wird. Am Sehluss des bier in Betraeht  gezogenen Ka- 
pitels ffihrt POINCaR~. auch einen ~>kleinem> Parameter  in die Differentialgleiehung 
ein und gibt eine gewisse Entwieklung ffir dass Integral. Dieser Tell der At -  

belt yon POINCaR~ hat ]edoch nut  einen ]ormalen Charakter. 
Es war nieht zu vermeiden, dass ein grosser Teil meiner Arbeit den oben 

erw~ihnten bereits vorhandenen Untersuehungen nahe steht. Dies gilt insbesondere 
bezfiglieh der Untersuehungen yon POI~rCAR~, w~ihrend die Arbeit yon LEvi nu t  

ffir den Beginn des ersten Paragraphen in Betraeht  kommt. Ieh babe meine Dar- 
stellungsform so gew~ihlt, dass die folgenden Auseinandersetzungen ohne Kennt-  

his der Arbeiten yon POt~CAR~ und LEw verstanden werden kSnnen. Ein Ver- 
zieht auf diese Unabh~ingigkeit hiitte keine nennenswerte Kfirzung herbeigefiihrt. 

a Dies kann  unmi t t e lba r  aus den Un te r suchungen  von 1)OINCZlti~ gefolger t  werden.  
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w 

Die charakteristische Zahl. u S~tze. 

Wir fassen eine LSsung yon r) ins Auge und bilden 

s( t  + m ) - - 8 ( t )  . . . . . . . . . . . . . . .  7 

wobei m irgend eine positive ganze Zahl bedeutet.  Zunachst i~berzeugen wit uns 

davon, das8 die gr6sste der ganzen Zahlen, die nicht gr6sser als 7) aind, einen yon 
der Wahl yon t unabhdngigen Weft besitzt. Andernfalls miisste nKmlieh fiir einen 

gewissen t-Werth der Ausdruek 7) gerade gleich einer ganzen Zahl g werden. 
Hieraus wiirde dann gem~iss den beziiglieh z) eingefiihrten Voraussetzungen fol- 
gen, dass 7) fiir alle t den Wert  g besitzt. Somit wiire unsere Behauptung den- 
noeh richtig. Die in der eben begriindeten Behauptung genannte ganze Zahl 
wollen wir mit (m) bezeiehnen; sie kann auch gleich Null oder kleiner als Null sein. 

Es bezeichne nun aueh n irgend eine positive ganze Zahl. Dann gilt 

s(t + m .  n)  - -  8 (t) = Is (t + m .  n )  - -  8 ( t  + m ( n  - -  I))] + [ s ( t  + m ( n  - -  x)) - -  

- - s ( t  + r e ( n - - z ) ) ] +  - . -+  [ s ( t + m ) - - s ( t ) ] = n [ ( m )  + e ] = m [ ( n )  + ~/] . . 8 

wobei e und ~2 kleiner als 1 und nicht negativ sind. Aus 8) ergibt sieh 

(m_)) + • = (nJ + . . . . . . . . . . . . . .  9 
~ n n 

Man kann daher den Untersehied der in 9) links und reehts an erster Stelle ste- 
henden Briiche kleiner als eine beliebig gew~hlte positive Zahl maehen, indem 
man sieh auf geniigend grosse m, n besehr~nkt.  Es existiert daher der endliehe 
Grenzwert 

lira !m) ---- ~ . . . . . . . . . . . . . .  I 0  

Dieser Grenzwert h~ingt nieht yon der Wahl der LSsung ab. Ist  n~mlieh s~ (t) 
irgend eine LSsung yon z), so gibt es eine solche ganze Zahl ~,, dass fiir alle t 
s(t) + ~,~8~(t) < s(t) + ~-F i gilt. Hieraus geht die Riehtigkeit der eben ge- 
maehten Bemerkung sofort hervor. 

Mit Benutzung yon 9) erkennen wir nun, dass die GrSsse 

m . ~ - - ( m ) - - ~ = m . ~ - - m . ( n - - ) - - m .  ~ . . . . . . . . .  xz 
";% ~,  
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falls m festgehalten wird, wiihrend n naeh ~ strebt, nach o konvergiert. Dieses 

Resultat  verlangt das Bestehen der Ungleiehung 

wobei das Gleiehungszeiehen nur  ffir ein rationales ~L vorkommen kann. 

Es mag zun~ichst bemerkt  werclen, dass # sicher rational ist, wenn die 
GrSsse 7) fiir ein gewisses m eine ganze Zahl g i s t .  Dann w~ire niimlieh in 8) 

, ~ o  und (m)----g und d a h e r ~ .  

Wir haben nun, wenn n irgend eine positive ganze Zahl ist und Z, v irgend 
welche ganze Zahlen bedeuten 

(n) + ;t--  ~ ,~[s( t  + n) + X]--  Is(t) + , , ]< (n) + ~-- y + ~ . . . . .  ~3 

[# . ( t  + n) + ~t]-- [f~.t + ~,] = . u . n  + ~ - -  v . . . . . . . .  ~4 

( n ) + Z - - J , ~ # . n + $ - - ~ , ~ ( n ) + ~ - - ~ , +  i . . . . . . .  I5 

wobei in x3) und I5) das Gleichungszeichen nur  fiir rationales ~u auftreten kann. 
Die Differenzen 

[s(t + n) + Z]- -  [s(t) + , , ]  . . . . . . . . . . . .  ~6 
und 

[ # . ( t + n )  + Z ] - - [ # . t + , , ]  . . . . . . . . . . .  17 

liegen daher fiir ein nicht rationales # zwischen denselben aufeinanderfolgonden 
ganzen Zahlen. Diese Di//erenzen sind daher yon N~dl ver, chieden und gleichzeitig 
poaitiv oder gleichzeitig negativ. Bei rationalem ,u liegen sie in dem yon zwei auf- 
einanderfolgenden ganzen Zahlen bestimmten Intervall,  wobei die letzteren Zahlen 

selbst mit zum Intervall  gerechnet werden. Die Di/]erenzen z6), x 7) haben daher 
nicht entgegenge,etztes Zeichen. 

Offenbar gilt das gefundene Resultat  aueh dann, wenn ne ine  negative ganze 
Zahl ist. 

w 2. 

Oeometr isehe Darstel lung.  Der in der Einleitung erwiihnte besondere Fall. 

Wir fiihren ein reehtwinkliges Koordinatensystem auf einer Ebene ein. Un- 
ter einer Versehiebung (m, n) verstehen wir eine solche Versehiebung eines geo- 
metrischen Gebildes, bei welcher die Abszissen seiner Punkte  den Zuwaehs m, 
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die Ordinaten den Zuwachs n erfahren. Im Folgenden werden nur ganzzahlige 

Werte yon m u n d  n zugelassen, ohne dass hierauf besonders hingewiesen wird. 

Andererseits kSnnen m, n positiv, negativ oder gleich Null sein. Wir stellen nun 

eine LSsung yon i) dutch eino Kurve  dar und unterwerfen diese Kurve  allen Ver- 

schiebungen der eben genannten Art. Die durch die Versehiebung (m, n) erhal- 

tene Kurve  nennen wir (m, n)-Kurve. Hiernach ist die (o, o)-Kurve die ur- 

spriingliehe Kurve.  Alle diese Kurven  stellen LSsungen dar. Haben  die (ml, nl)- 
und (ra2, n~)-Kurve einen gemeinsamen Punkt ,  so fallen sie ganz zusammen. 

Tri t t  dieser Fall ein, so fiihrt die Verschiebung (m~- -ml ,  n 2 -  n~) jeden Punkt  

der (m~, n~)-Kurve in einen Punkt  derselben Kurve  fiber und das Gleiche gilt 

yon der (o, o)-Kurve. Bei der Versehiebung (m2--m~, n~ - -n l )  geht der Punk t  

mit den Koordinaten t, s(t) in den Punkt  mit den Koordinaten t + m~--m~, s(t) + 

+ n 2 -  n~ fiber, sodass, weil der letztere ein Punkt  der (o, o)-Kurve ist, s($ + 

+ m2 -- m l ) - ~  s(t) + n~- -n~  gilt. Ist  nun nicht gleichzeitig m~ ~ mz und nl ~ n2, 
so wird die GrSsse 7) fiir ein gewisses positives m gleich einer ganzen Zahl. 

Hieraus folgt, wie im w I bemerkt  wurde, dass ~ eine Rationalzahl ist. Is t  also 

heine Rationalzahl, so haben die Kurven (m~, n~) und (m~, n2) beinen gemein- 

samen Punkt ,  wofern nicht gleichzeitig m~ ~ m~, nl ~ n2 gilt. 

Wir denken uns nun die Ebene als aus 2 Bliittern bestehend. Auf dem 

einen Blat t  befinden sich die eben besproehenen Kurven;  dieses Blat t  heisse das 

Kurvenblat t .  Das andere Blat t  wollen wir aus einem sogleich ersiehtliehen Grunde 

das Geradenblatt  nennen. Alle Konstruktionen, bei welchen nieht angegeben 

wird, auf welchem Blat t  sie geschehen, mSgen auf beiden Bl~ttern in derselben 

Weise ausgefiihrt werden. Auf dem Geradenblatt  ziehen wit durch den Koordi- 
natenanfangspunkt eine Gerade mit dem Richtungskoeffizienten ~L. Diese Gerade 

unterwerfen wir allen Verschiebungen der oben genannten Art. Durch die Ver- 

schiebung (m, n) entsteht,  wie wir sagen, die (m, n)-Gerade. Is t  ~L keine Ra- 

tionalzahl, so sind die (mr, n~)- und (m2, n2)-Gerade yon einander verschieden, 

sofern nieht gleichzeitig m~ ~ m~ und nl = n~ ist. In diesem Falle bedecken die 

(m, n)-Geraden die Geradenebene iiberall dicht. Wir ziehen nun eine Senkrechte 

zur Abszissenaehse; 1 dieselbe ist nach dem Vorigen als auf der C u r v e n - u n d  

Geraden-Ebene gelegene Doppellinie anzusehen. Die Durehsehnit tspunkte der 

Senkrechten mit der (m, n)-Kurve und der (m, n)-Geraden bilden, wie wit  

festsetzen, ein Paar  yon entsprechenden Punkten.  Bei nicht rationalem # ist 

1 Im Folgenden verstehen wir unter einer ~Senkrechten* stets eino Senkrechte zur Ab- 
szissonachso. 
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dadurch eine weehselseitig eindeutige Beziehung festgesetzt. P1 und P2 seien 
nun die Durchschnittspunkte der Senkrechten mit der (m t, n t ) - u n d  (m~,n~)- 
Geraden. Q~ und Q2 seien die Durchschnittspunkte m i t  der (m~, nl)- und 
(m2, n~)-Kurve. Hierbei wird der Fall, dass gleichzeitig m~-~m~, n ~ r t 2  ist, 
ausgeschlossen. Die Abszisse der auf der Senkreehten gelegenen Punkte sei t. 
Dann haben P~, P~, Q,, Q2 die Ordinaten/~.  (t--m~) + n~, l~(t--m2) + n~, s ( t - -  
- - m l )  + n,, s ( t - -mz )  + n2. Indem wir nun das in w i hinsichtlich der Differen- 
zen i6), zT) Gefundene heranziehen, erhalten wir folgenden Satz: Es kann nie- 
reals der Fall eintreten, class P2 yon Pt aus in der Richtunr der positiven Ordina- 
tenachse und gleichzeitig Q2 y o n  Qt an8 in der Richtung der negativen Ordinatenachse 
lieqt. Ebenso ist der Fall ausgeschlossen, dass P~ yon P~ aus in der Richtung tier 
negativen Ordinatenachse und gleichzeitig Q2 yon Q~ aus in der Richtung der positiven 
Ordinatenachse liegt. Wir driieken dieses Resultat so aus, dass wit sagen: Die 
Punkte PI P: und Q, Q2 liegen nieht in entgegengesetzter Ordnung. Ist tt keine Ra- 
tionalzahl, so sind sowohl P~ und P2 als aueh QI und Q2 yon einander versehie- 
den. In  diesem Fall liegen PIP~ und Q~ Q2 stets in derselben Ordnung. Ieh be- 
merko ausdriieklieh, dass der eben abgeleitete fiir das Folgende wiehtige Satz 
auf die Poinear6sehen Untersuchungen zuriiekgeht. Von nun an setzen wir in 
diesem Paragraphen tt als nicht rational voraus. 

Es mSgen nun zun~ehst die Konsequenzen der weiteren Voraussetzung ver- 
folgt werden, dass die (m, n)-Kurven die Kurvenebene iiberall dieht bedeeken. 
Dann liegen aueh die Durehsehnittspunkte der (m, n)-Kurven mit einer Senk- 
rechten auf ihr iiberall dieht. Ist  das letztere umgekehrt fiir eine Senkreehte 
der Fall, so bedeeken die (m, n)-Kurven die Ebene in der genannten Art. Wit 
fassen nun irgend eine Senkreehte S ins Auge. I)ieselbe ist nach dem Vorher- 
gehenden als Doppellinie anzusehen. Die iiberall dieht auf S liegenden Durch- 
sehnittspunkte mit den (m, n)-Geraden sind naeh dem Vorigen den iiberall 
dieht auf S liegenden I)urehsehnittspunkten mit  den (m, n)-Kurven weehsel- 
seitig eindeutig zugeordnet. I)abei ist, wie wir sahen, die Anordnung der zuge- 
ordneten Punkte  auf der Kurven- nnd Geraden-Ebene die gleiehe. Wit ver- 
vollst~indigen nun die Zuordnung so, dass aUe Punkte  der auf der Geradenebene 
gelegenen Senkreehten und alle auf der Kurvenebene gelegenen Punkte  yon 
einander wechselseitig eindeutig entspreehen, wobei die Anordnung der beiden 
einander zugeordneten Punktsysteme in dem oben erw~ihnten Sinn dieselbe bleibt. 
Diese Zuordnung liisst sich offenbar stets ausfiihren und zwar nur in einer be- 
stimmten Weise. Das eben Gesagte erstreekt sich auf alle Senkrechten. 

Es seien nun x, t] die Koordinaten irgend eines Punktes der Geradenebene 
und Y die Ordinate des zugeordneten Punktes der Kurvenebene. Naeh dora 
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Obigen ist Y - - y  eine eindeutige Funktion yon x, y; wir bezeiehnen sie mit 
](x, y). Welter folgt aus dem eben Ausgefiihrten, dass /(x, y) sieh in eine ste- 
tige Funktion yon y verwandelt,  wenn man x ~ eonst, setzt. Endlieh ist /(x, y) 
hinsichtlieh x, y mit  den Perioden r periodisch. Dies ergibt sieh, wenn man 

bedenkt,  dass, wie leicht zu sehen, eine (m, n)-Versehiebung entspreehende 
Punkte  wieder in entspreehende Punkte  iiberfiihrt. Beaehtet  man die Periodizitiit 

yon /(x,  y), die eben genannte Stetigkeitseigensehaft und endlieh das fiber die 
Anordnung der zugeordneten Punkte  Gesagte, so sieht man, dass die Sehwan- 

kung yon /(x, y) bei einem speziellen konstanten x-Weft  kleiner als z ist. Wit 
werden ~etzt beweisen, dass ](x, y) iiberaU stetig ist. 

Wir denken uns zunKehst zwei Punkte  der Geradenebene, welehe auf ein 
und derselben (m, n)-Geraden liegen und die Koordinaten x~, y~ und x2, Y2 be- 
sitzen. Y~ und Y2 seien die Ordinaten der zugeordneten Kurvenpunkte.  Es 
gibt d a r n  solehe Werte u, v, dass 

] (x2, Y2) - - / ( x l ,  Yt) ---- ( Y2 - -  Y2) - -  ( Y, - -  Yt) ----- cp(u, v)(x~ - -  x,) - -  t~ (xz - -  x,) �9 �9 zS 

gilt, wobei q0 die in z) vorkommende Funkt ion bedeutet.  Man kann daher die 

links stehende Differenz absolut beliebig klein maehen, indem man Ix2 - -x l l  ge- 
niigend klein w~hlt. Im Folgenden bedeute ] (P) den Wert  yon ] (x, y) fiir den 
Punkt  P der Geradenebene. W~re ](x ,y)  fiir einen Punkt  Q der Geradenebene 
nicht stetig, so wfirden in beliebiger N~ihe yon Q Punkte  P existieren, fiir welche 

[ ] ( P ) - - / ( Q ) I  > q gilt, wobei q eine gewisse positive Konstante  bedeutet.  Ist P 
ein derartiger Punkt ,  so gibt es auf der durch ihn hindurchgehenden Senkreeh- 
ten einen Punkt  pr, weleher auf einer der Geraden (re,n) liegt, yon P eine be- 
liebig kleine Entfernung hat  und [ / ( F )  - - ]  (Q) I > q liefert. Hierbei ist die bereits 
gefundene Stetigkeitseigensehaft yon / (x ,y )  beriicksichtigt worden. Auf Grund 
des eben gesagten kSnnen wir behaupten, dass die vorhin gemachte Aussage fiber 

die Existenz yon Punkten  P besonderer Art bestehen bleibt, wenn man die For- 
derung hinzufiigt, dass die P auf Geraden (m, n) liegen. Es gibt daher aueh 

auf diesen Geraden gelegene Punkte  P1, P2 . . . .  welehe naeh Q konvergieren und 

I/(P1) - -  ] (Q) I > q, I/(P2) - -  / (Q) I > q - . .  liefern. Dureh jeden dieser Punkte  P~, P2 
u. s. w., beispielsweise P~, denken wir uns die (m,n)-Gerado gezogen und ihren 
Sehnit tpunkt  R~ mit der dureh Q gehenden Senkreehten bestimmt. Dann streben 
die Entfernungen QR~ und P~,R~, fiir ~ naeh.o.  Wir haben also naeh dem 
Vorigen, indem wir das in Ansehluss an z8) Gesagte und die bereits gefundene 
Stetigkeitseigenschaft yon ] (x, y) beriicksiehtigen, 

[ / (P , , )  - -  / (R, , ) ] - - .o [ / ( R , )  - - / ( O ) ] - - . o . .  . . . . . .  z 9  
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und folglich 

[l (P-) - -  J (Q)] -o o . . . . . . . . . . . . .  zo 

Das gefundene Resultat li~sst sieh aber mit der Ungleiehung ] / (P , )  - - / (Q)]  >q 
nioht vereinigen. Wir miissen daher unsere versuehsweise gemachte Annahme, 
/ (x ,y )  sei im Punkte  Q nicht stetig, fallen lassen. Die Stetigkeit yon ](x,y)  ist 
daher bewiesen. ] (x, y) ist also eine fiir alle x, y gegebene, eindeutige, stetige, 
mit  den Perioden i hinsiohtlich der x, y periodisehe Funktion. 

Dem Punkt  der Geradenbene mit  den Koordinaten t, H. t i s t  der Punkt  mit 
den Koordinaten t,a(t) auf der Kurvenebene zugeordnet. Wir haben also 

s ( t ) - -  ~ .  t = I (t, . .  t) . . . . . . . . . . . .  2z 

Die betraehtete LSsung yon I) ist also in der Form z) darstellbar. 
Nun wollen wir die Voraussetzung, dass die (m, n)-Kurven die Ebene iZberaU 

dicht bebecken, aussehalten, andererseits abet die Annahme machen, dass die betrach- 
tete L6aunil in der Form 

s (t) = t~.  t + X (t ,  re .  t) . . . . . . . . . . . . .  z2 

darstellbar ist. Hierbei bedeutet g (x, y) eine fiir alle x, y gegebene, eindeutige, 
stetige und mit  der Perioden I periodisehe Funktion.  

Aus dieser Annahme folgt, wie wit zun~iehst zeigen, daaa die (m, n)-Kurven 
die Ebene iiberaU dieht bedeeken. Um den Beweis zu fiihren, ziehen wir die der 
Abszisse t entspreehende Senkrechte. Die Sehnit tpunkte der (m,n)-Kurven 
und (m,n)-Geraden mit dieser Geraden haben die 0rdinaten s ( t ~ m ) +  n und 
tt. ( t - - m ) + n .  Wit wollen im Folgenden der bequemeren Ausdrueksweise wegen 
die auf den (m,n)-Kurven gelegenen Punkte  der Kurvenebene und die auf den 
(m,n)-Geraden gelegenen Punkte  der Geradenebene ,Punkte  erster Klassea 
nennen und alle iibrigen Punkte  auf den genannten Ebenen zur ,)zweiten Klasse~ 
rechnen. Es seien nun Pt ,  Pz auf der gezogenen Senkrechten gelegene, zur ersten 
Klasse gehSrende Punkte  der Geradenebene. Q~,Q2 seien die entspreehenden 
Punkte  der Kurvenebene. Die Ordinaten yon P~,P2 seien Yt, Y2, diejeningen yon 
Q~, Q2 seien Y~, Y2. ])ann haben wit, wenn P~ und P2 auf der (m~, ha)- und 
(m~, n2)-Geraden ]iegen 

r2  - -  lrl = Is (t - -  m2) + n2] - -  [s ( t - -  m,)  + n , ]  = [ ~ .  ( t - -  m 0  + n~] - [ ~ .  ( t - -  ml) + n~] + 

+ x (t, ~ .  ( t - -  m~) + n2) - z ( t ,  ~ .  ( t -  ml) + nl) ~ y ~ - -  y ,  + x (t, y : ) -  x (t, y l ) .  �9 �9 z3 

Man kann somit die Entfernung Q~ Q2 beliebig klein maehen, worm man nur die 
Entfernung P~ P2 genfigend klein wiihlt. Giibe es nun auf der erwiihnten Senk- 

~l.~a ~ h a n n ~ i c a .  40. Imprimd lo 15 avril  1916. 4~ 
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rechten eine Streeke yon dot L~inge r > 0 ohne auf der Kurvenebene gelegene 
Punkte erster Klasse, so wfirde diese Lficke die auf der Senkrechten und der 

Kurvenebene gelegenen Punkte erster Klasse~in zwei Gruppen I und II zerlegen. 

Diesen Gruppen I und II  mSgen auf der Geradenebene die Punktgruppen (i) 
und (2) entsprechen. Berficksiehtigt man das oben fiber die Punktanordnung 
Gesagte sowie den Umstand, dass die (m, n)-Geraden die Geradenebene fiberall 
dicht bedecken, so ergibt sich die Existenz yon einander beliebig nahe liegenden 

Punkten R1 und R2, yon denen R I d e r  Gruppe (I), R 2 der Gruppe (2)angehiirt. 
Sind $1 und $2 die R~ und R2 entsprechenden Punkte der Kurvenebene, so gehSrt 
$1 zur Gruppe I, $2 zur Gruppe II. Benutzen wir nun die in Ansehluss an 23) 
gemachte Bemerkung, so sehen wir, dass man die Entfernung Sl $2 beliebig klein 

maehen kann, wenn man die Entfernung R~ R 2 genfigend klein w~hlt. Dieses 
Resultat ist mit der Existenz der oben erwghnten Liicke nicht vereinbar. Un- 
sere Behauptung, dass die (m,n)-Kurven die Kurvenebene fiberall dicht be- 
decken, ist damit bewiesen. 

Wir kiinnen daher im vorliegenden Fall die Funktion l (x ,y)  wie im Vor- 
hergehenden konstruieren. ])ann gilt 

( t ) - - ~ , . t - -  ~ ( t , u . t )  = / C t , u . 0  . . . . . . . . .  24 

x (t, u .  ( t - -  m) + n)  = x ( t - -  m,  ~ .  (t - -  m)) = ! ( t - -  m,  ~,. ( t - -  m) ) = 

= / ( t , ~ . ( t - - m ) + n )  . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  25 

falls m, n ganze Zahlen sind. Zieht man nun die der Abszisse t entspreehende 

Senkreehte, so stimmen die Funktionen X (x,y) und / (x ,y)  ffir gewisse auf der 
Senkreehten fiberall dicht liegende Pankte der Geradenebene fiberein. Hieraus 
folgt, dass die genannten Funktionen i~berhaupt zusammmen/allen. 

Wir wollen nun unter Beibehaltung der im unmittelbar Vorhergehenden ge- 

maehten Voraussetzungen diejenige LSsung von x) darstellen, fiir welehe bei 
t = to s = so wird. Wir ziehen zu diesem Zweek die der Abszisse to entspreehende 
Senkrechte. Auf dieser Senkreehten bestimmen wir den Punkt P der Kurven- 
ebene mit der Ordinate So und den P entspreehenden ~ Punkt der Geradenebene. 
Die Ordinate des letzteren sei go. Naeh dem Vorhergehenden kSnnen die ganzen 
Zahlen m , n  so bestimmt werden, dass 

s (to - -  m )  + n = So + e /* .  (to ~ m )  + n = go + ~ 26 

ist, wobei [,~ und [~1 beliebig klein sind. Dann stellt 

t Hiorboi wird die L6sung zu Grunde golegt, welcho der Gegenstand der vorhergohenden 
Undorsuchungen war. 
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s ( t - - m )  + n = # . ( t - - m ) + n + / ( t , ~ . ( t - - m ) + n )  . . . . . .  27 

eine LSsung yon i) dar, die sich yon der gesuchten LSsung in einem beliebig aber 
fest angenommen, to umsehliessenden t-Intervall beliebig wenig unterscheidet, 
wofern nur I~1 geniigend klein ist. Die rechte Seite yon 27) kann geschrieben 
werden 

l~.(t--to) + go + ,7+ ] ( t ,~ .  (t--to) + go + ~) . . . . . . .  28 

Der Ausdmek 28) unterseheidet sieh yon 

p .  ( t - - t o )+  g0 + / ( t , ?z .  (t--to) + go) . . . . . . . . .  29 

beliebig wenig, wenn nur [7]] geniigend klein ist. Man kann daher den Unter- 
schied der gesuehten L6sung und des Ausdrucks 29) im genannten t-Intervall 
beliebig klein maehen, indem man m, n geoignet wRhlt. Da aber weder die ge- 
suehte LSsung noch 29) yon der Wahl der m , n  abh~ingen, so muss die gesuehte 
LSsung im genannten Intervall mit 29) iibereinstimmen. Da ferner dieses t- 
Intervall beliebig gross gew~ihlt werden kann, so muss z 9) die gesuchte L6sung 1iir 
alle t lie/ern. 

Wir sehen also, class im bier vorliegenden Fall jede Ldsung yon x) in der Form 

s = p . t + c + / ( t , ? , . t + c )  . . . . . . . . . . . .  3o 

bei geeigneter Wahl der Konstanten c dargestellt werden kann. Aus dem Vorherge- 
henden folgt auch unmittelbar, das, 30) bei jedem Wert der Konstanten c sine 

LSsung lielert. 
Wir wollen annehmen, dass der den letzen Unterschungen zu Grunde lie- 

gende Fall eintritt. Es mSgen dio Koordinaten eines Punktes der Kurvenebene 
mit  X, Y bezeiehnet werden, w~ihrend y die Ordinate des entspreehenden Punk- 
tes der Geradenebene ist. Man kann dann Y - - y  als Funktion yon X, Y be- 
trachten. Oberlegungen, die den obigen analog sind, wiirden dann zur Darstellung 
eines Integrals yon i) fiihren. Die Form dieses Integrals entspricht dem yon 
POINCAR~ gefundenen Resultat. 

w 

Beweis des in der Einleitung angegebenen Satzes. 

Indem wir uns der in der Einleitung erwRhnten Bezeiehnungen bedienen, 
wollen wir zun~ichst zeigen, dass man in der Tat I/~--tg[ beliebig klein maehen 
kann, indem man [4[ geniigend klein wRhlt, s (t) und a (t) seien LSsungen yon 
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I) und 4), welche fiir t = o zusammenfallen, m sei eine beliebig aber fest aus- 

gews positive ganze Zahl und (m) habe dieselbe Bedeutung, wie im w wobei 

die Gleiehung I) und die LSsung 8(t) zu Grunde gelegt werden. Indem man l el 
geniigend klein w~ihlt, k a n n  man erreiehen, dass a ( m ) - - a ( o )  sich yon s ( m ) - -  
- - 8  (o) beliebig wenig unterscheidet.  Da, wie wir voraussetzen, 1 # keine Ratio- 

nalzah] ist, kann 8 ( m ) - - s  (o) naeh w 1 nieht ganzzahlig sein. Bildet man daher (m) 

unter  Zugrundelegung yon 4) und a(t), so findet man bei geniigend kleinem l el 
denselben Wert, wie unter  Zugrundelegung yon I) und s(t). Die Benutzung yon 

I2) ergibt somit m [ ~ - - r  und daher I ~ - - Q I <  ! .  Damit  ist die Riehtig- 
m 

keit unserer Bemerkung bewiesen. 
Wir denken uns nun auf der positiven Ordinatenachse vom Anfangspunkt an 

die Streeke I aufgetragen. Diese werde dann in p gleiche Teile geteilt, p be- 
deutet  hierbei eine positive ganze Zahl. Die Schni t tpunkte  der (m, n)-Geraden ~ 
mit  der Ordinatenachse liegen auf ihr iiberall dieht, da wir ja ein nicht  rationales 
t~ voraussetzen. Es kann daher zwisehen den Endpunkten  jeder Teilstreeke je 
ein Sehni t tpunkt  ausgew~hlt werden. Die (m,n)-Geraden, welche dureh die 
gews Sehni t tpunkte  gehen, denken wir uns fiir diejenigen Abszissen ge- 
zogen, welehe kleiner als i und nieht kleiner a l s o  sind. Auf die so erhaltenen 
p Absehnitte wenden wir alle (m,n)-Versehiebungen an und erhalten so ein 

System yon unendlieh vielen Abschnitten ?. Irgend eine Senkreehte schneider 
diese Absehnitte in Punkten, die auf ihr nirgends dieht gelegen sind. Die Abst~nde 

benaehbarter  Sehnit tpunkte sind kleiner als 2.  
P 

Wir kehren zu den anf~inglichen p Absehnitten zuriiek und ]enken unsere 
Aufmerksamkeit  auf diejenigen Absehnitte fl der (o, o)-Geraden, welehe naeh ge- 
hSriger Versehiebung diese p Absehnitte ]iefern. Auf der (o, o)-Geraden w~hlen 
wit dann 2 Punkte  mit den Abszissen - - k  und +/~ so aus, dass der yon diesen 
Punkten  begrenzte Absehnitt  ~ alle Absehnitte fl umfasst. Sobald ~ und p vor- 
liegen, kann /~ gew~hlt werden, s Da alle Abschnitte ? durch Verschiebung der p 
Absehnitte hervorgehen, so liefert der Verschiebungsprozess angewandt auf den 

Abschnitt ~ alle Absehnitte ? als Teilabsehnitte. Jeder  Punkt  auf einem Absehnitt 
geht daher dureh Versehiebung eines gewissen Punktes  des Absehnittes ~ hervor. 

Auf Grund des Gesagten ergibt sieh die Richtigkeit der folgenden Behaup- 

* Dieso Voraussetzung ist tibrigens ffir den im Augenblick verfolgten Zweck unwesentlich. 
Es wird herbei die Gleichung i) zu Grunde gelegt. 

8 Wit wollen k positiv wiihlen. Ausserdem m6gen die Punkte mit den Abszissen 4-k 
zu 3 gerechnet werden. 
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tung. Zieht ,nan einen Geradenabschnitt yon der Ldnge z_ in der Richtung der 
P 

Ordinatenachse, so liegt zwischen den Endpunlden dieser 8trecke mindeaens ein Punld, 
der dutch eine (m, n)-Verschiebung eines Punkte, yon ~ hervorgeht. 

Im Falle der  Gleichung I) kommen die Bet raehtungen des zweiten Para- 
graphen im vollen Umfang zur Geltung. Die LSsungen ergeben sich aus 3). Im  
Falle der Gleichung 4) dagegen sind diejenigen Untersuchungen gegenstandsIos, 
welcho sieh auf die Annahme stiitzen, da~s die (m, n)-Kurven die Kurvenebene 
iiberall dieht  bedeeken. 

Wir wghlen zuniiohst eine positive Kons tan te  ,9 willkiirlich aber fest aus. 
Dieser Kons tan ten  ,9 ordnen wir eine positive GrSsse 8 so zu, dass 

~ . . . . . . . . . . . .  3 I  
2 

gilt, sobald Iv"-y'l<O ist. Hiorbei bedeutet  [(x,y)  eine gemgss w fiir die 
Gleichung I) unter  Zugrundelegung einer lest gewiihlten L6sung eingeffihrte 
Funkt ion.  Hierauf werden die posit iven 
ganze Zahl p so gewghlt, dass 

2r+2q+-4<- ~ 
p 2 

GrSssen r u n d  q sowie die positive 

2q+ 4 ~ 0  . . . . . . . . . .  32 

ist. Der posit iven ganzen Zahl p ordnen wir hierauf gem~iss den vorhergehenden 
Bet raehtungen  dieses Paragraphen eine positive GrSsse k zu, wobei wir uns 
auf Gleichung I) beziehen. Endlich sei x eine solche positive GrSsse, dass fiir 

q 

gilt und  f/Jr - - k ~ t  ~ k LSsungen yon i) und  4), die f i i r t  ~ o zusammenfallen, 
sich um weniger als r unterseheiden. Es existiert bei unseren Voraussetzungen 
ein solches x. Im  Folgenden wird stets l el < x anflenommen. 

Es mSge nun ~ (t) irgend eine LSsung yon 4) sein. Die Konstante  c sei so 
gew~hlt, class 

. . . . . . . . . . .  3 4  

diejenige LSsung yon x) darstellt ,  welche fiir t ~ o  mit  ~ (t) i ibereinstimmt. 
Diese L6sung 34) der Gleichunr x) werde yon nun  ab zu Grunde gelegt und  die 
Betraehtungen yon w 2 mSgen sieb an diese LSsung ansehliessen. Die Relic der 
Funkt ion  f (x, y) in w 2 spielt  dann  die Funkt ion  c + ] (x, y + c). 
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Sowohl fiir die Gleichung I) als auch fiir die Gleiehung 4) ffihren wir je eine 
Geraden und Kurvenebene ein; wit haben es daher jetzt mit vier fibereinander 
liegenden Ebenen zu thun. Die Kurvenebenen mSgen mit C1 und C4, die Geraden- 
ebenen mit GI und G 4 bezeichnet verden, je naehdem es sieh um die Gleiehung 

x) oder 4) handelt. 
Wir ziehen nun die (o, o)-Gerade auf G1 und G 4 und bestimmen auf diesen 

Geraden die Absehnitte, welehe die Punkte umfassen, deren Abszissen absolut 

nieht grSsser als k sind. Diese Absehnitte wollen wir R-Absehnitte auf der 

(o,o4-und (o,o4-Geraden nennen, je nachdem es sieh um Gleiehung i ) o d e r  
Gleichung 4) handelt. 

Wir ziehen nun die Senkreehte x ~ t, wobei $ willkiirlieh gew~hlt ist. Diese 

Seukreehte mag alien vier Ebenen C~, G~, C4, G~ angehSren. Auf dieser Senkrech- 
ten w~ihlen wir den Punkt R mit der Ordinate ~. t. R mSge auf G 1 und G 4 lie- 
gen. Es mSge zun~ehst die auf G~ gelegene Senkrechte betrachtet werden und 
im besonderen diejenigen beiden Absehnitte derselben, deren Ordinaten den 

Ungleiehungen q ~ y ~ q + 2p und - -  q - -  P ~ y ~ - -  q geniigen. Da diese Streeken 

in der Richtung der Ordinatenaehse liegen und die L~ngen 2 haben, so kann man 
P 

zwisehen den Endpunkten der ersten einen solehen Punkt P, und zwisehen den 

Endpunkten der zweiten einen solehen Punkt P2 angeben, dass P~ durch Versehie- 
bung eines Punktes P / ,P2  dutch Versehiebung eines Punktes P~ erhalten wird, 
wobei sowohl P1 r als aueh P2 r dem k-Absehnitt der (o,o4-Geraden ange- 
hSren. Die Abszisse yon P11 sei az, diejenige yon p r sei a~. Wir bestimmen 
nun die P~I und P2 t entspreehenden Punkte Qlf und ~2 r, wobei die Gleiehung I) 

und die LSsung 34) zu Grunde gelegt werden. Q/ liegt auf C~ und hat die 
Koordinaten a~,s(a,); Q2 r liegt auf C~ und hat die Koordinaten a2,s(a~). Die- 
selbe Versehiebung, welehe P1 ~ in P~ fiberfiihrt, wenden wir nun auf Q1 t an und 

gelangen so zu dem P1 a u f  C~ entspeehenden Punkt, den wir mit Q~ bezeieh- 
nen wo]len. Dieselbe Versehiebung, welehe P2 r in P2 fiberffihrt, l~sst Q2 r in 

einen Punkt auf CI iibergehen, der P2 entsprieht; wir bezeichnen ihn mit Q2. 
Q~ und Q2 liegen auf der Senkreehten x ~ t in derselben Ordnung wie P~ und P~. 
Den R entspreehenden auf C~ liegenden Punkt bezeichnen wir mit S. Seine 
Ordinate ist 

e . t + c + l ( t , q . t +  c) . . . . . . . . . . . . .  35 

Da P~ und P~ den Punkt R einsehliessen, so sehliessen Q~ und Q2 den Punkt S ein. 
Wir wenden uns nun der Gleiehung 4) zu. Zun~ehst werden auf dem ]c- 

Absehnitt der (o,o4-Geraden diejenigen Punkte aufgesueht, welehe dieselben 
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Abszissen wie p r u n d  P2 ~ haben. Es seien dies der Punkt  # t  mit  der Abszisse 

al und der Ordinate ~. a~ und ferner der Punkt  rf~ ~ mit der Abszisse a2 und der 
Ordinate r Die Entfernungen P,,zr, t und P2':r~' sind gleich ~ r  

und Ig--e l . la21.  Da la, I und la~l nicht gr6sser als k sind, so erh~ilt man mit 
Beriicksichtigung yon 33) P , '~ , '  < q und P2'~r2' < q. Wir unterwerfen nun ~rl' 
derselben Verschiebung, welche PI' naeh PI fiihrt und ~r 5' derselben Versehiebung, 

welche P2' naeh P5 fiihrt. Auf diese Weise ergeben sich zwei Punkte  auf der 
Senkrechten x = t, welche wit ~r~ und ~2 nennen wollen. Offenbar ist P, zrl-----P1'~1' 
und P~ ~ - - - - P 2 ' ~ '  und daher  

P~z~I < ~/ P s ~ 2 < q  . . . . . . . . . . .  36 

Der Punkt  PI liegt, wie wit wissen, auf tier Senkreehten �9 = t veto Punkt  R 
aus nach der Seite der positiven Ordinatenachse u n d e s  ist P~ R > q. Daher liegt 
auch tier Punkt  zr, auf z = t veto Punkte  R aus in der Richtung der positiven 

Ordinatenachse. Ebenso ergibt sich, dass ~2 auf x ~ t yon R aus in der Rich- 
tung tier negativen Ordinatenaehse liegt. Die Punkte  ~r, und ~ sehliessen den 
Punk t  R ein. 

Wir fassen nun diejenigen Punkte  auf C~ ins Auge, welche die Koordinaten 

al,tr(a,) und a2,~r(a~) besitzen. Diese Punkte  nennen wir Yt' und y~'. Wenden 
wir die Betrachtungen des w 2 auf die Gleiehung 4) an, indem wir die LiJsung 

a(t) zu Grunde legen, so sind ~1', 72' Punkte,  welehe ~r,',~2' entsprechen. Die 

Entfernungen Q,' 7,' und Q2' 75' sind gleich ] s (a,) - -  a (a,) I und [ s (a2) - -  a (as) I. Diese 
GrSssen sind jedoch kleiner als r (s. die auf (33) folgenden Zeilen). Wit haben also 
Q~'7~' < r und Q~'72' < r. Es mSge nun 7,' derselben Versehiebung unterworfen wer- 

den, wie P,', Q,', z~,' und 75' derselben Verschiebung wie P~', Q2', ~r~'. Man erhKlt 
so auf der Senkreehten x --~ t zwei Punkte,  die wit ~ und 7z nennen. Da ~r,' und 
7,' entspechende Punkte  sind, so s ind-auch  zr~ und 7, entspreehende Punkte.  
Dasselbe gilt yon ~ und 7~. Hierbei wird natiirlich die Gleiehung 4) und die 

L6sung a (t) zu Grunde gelegt. Es gilt Q1'7, '= Q~ 7, und Qs' ~'---Q~ 7z und daher 

Q, 7~ < r Q2 7~ < r . . . . . . . . . . . .  37 

Wir bezeiehnen nun den Punkt  der C,-Ebene mit  den Koordinaten t ,a(t)  mit  
Y.. Offenbar sind R und ~ entspreehende Punkte.  Da ~r, und ~rz den Punkt  R 

einsehliessen und 7~, 75 den Punkten  ~ ,  zr~ entspreehende Punkte  sind, so liegt 
nicht ausserhalb des yon 71 und ~ bestimmten Intervalls tier Senkrechten 

~-~-~. 

Indem wit  fiir den Augenblick die Verteilung der erwiihnten auf z ~ t  
liegenden Punkte  auf die vier Ebonen unberiieksichtigt lassen und nur  die Lage 
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auf der Senkrechten x-~ t beaehten, vergrSssern wir das Intervall  Q1 Q2 naeh bei- 
den Seiten hin um r. Das so gefundene neue Intervall  hat  die Ausdehnung 
QIQ2 § 2r. Der Punkt  S liegt zwisehen Q1 und Q2, also aueh zwisehen den End- 

punkten des neuen Intervalls. Die Entfernungen Q171 und Q2 7~ sind kleiner als 
r, es liegen daher  auch 71 und 7~ zwisehen den Endpunkten  des neuen Intervalls. 

Da ferner ~ nieht ausserhalb des yon 71 und 72 bestimmten Intervalls gelegen 
ist, so liegt aueh ~ zwischen den Endpunkten des neuen Intervalls. Die Ent- 

fernung 2~S ist daher kleiner als Q1 Q2 + 2 r. Die Ordinate yon ~ ist a(t) ,  die- 
jenige von S wird dureh den Ausdruek 35)dargestell t .  Es unterscheidet 8ich 

daher a (t) veto Ausdruck 35) um weniger als Q1 Q2 + z r. 

Q1 und Q~ sind Punkte  auf C1, welehe P1 und P2 entspreehen, wenn die 
Gleiehung I) und die LSsung 34) zu Grunde gelegt werden. Werden die Ordi- 
naten yon P1 und P2 mit y~ und y~ bezeiehnet, so hat  daher Q~ die Ordinate 

y~ + e + / (t, y~ + c) . . . . . . . . . . . . .  38 
und Q~ die Ordinate 

y ~ + e + / ( t , y 2 + c )  . . . . . . . . . . . . .  39 

Fiir die Entfernung Q1 Q2 gilt daher  

Q ~ Q ~ l y ~ - - y , ] + l l ( t , y ~ + e ) - - / ( t , y ,  +c) l  . . . . . . .  4 ~ 

die Lage yon P~ und P2 oben Gesagten gilt, wenn man 32) Naeh dem fiber 
berfieksiehtigt, 

und daher  naeh 3I) 

Somit ergibt sieh 

ly2-y l < 2q + 4 ~ 0  4 x 

I I ( t , y , + c ) - / ( t , y ~  + c ) l ~  ~ . . . . . . . . . . .  4z 
2 

Q, Q 2 < 2 q +  4-+ O- . . . . . . . . . . . . .  43 
p 2 

Q~Q~+ 2 r < 2 r + 2 q +  4- + - ~ < 0  . . . . . . . . . .  44 
p 2 

wobei 32) beriieksiehtigt worden ist. Es unterscheidet sich daher a(t) veto Aus- 

druck 35) um weniger als O. Wir kiinnen also sehreiben 

a ( t ) ~ - q . t + c + l ( t , q . t + c ) + ~ l  . . . . . . . . . .  45 

Ivl<o 
Damit ist der in der Einleitung erw~hnte Satz bewiesen. 


