
0BER EINEN SATZ DES HERRN SERGE BERNSTEIN. 
Vos 

MARCEL RIESZ 

in ST0(~KHOI~. 

(Aus zwei Briefen an Herrn G. MITTAG-LEFFLER.) 

I .  

. . .Neu l i eh  haben wir uns fiber einen Satz yon Herrn S. BERNSTEIN unter- 

halten. Ich kann Ihnen jetzt  ffir denselben einen ganz elementaren Beweis mit- 
teilen, der auf der LA(~RANO~sehen Interpolationsformel beruht. 

Ieh werde zun~chst den zu beweisenden Satz folgendermassen ausspreehen. 

Es s e i /  (x) ein Polynom yon h&hstens n-tern Grade mit beliebigen komplexen 
KoeHizienten 

l(x)----a, + a~x + . - . +  a,,x". 

Es bedeute L das .Maximum des absoluten Betroqes von ](x) au] der Strecke ( - - i ,  

+ i). Bezeiehnen wit  dann mit ~ einen beliebigen Punkt, der ausserhalb ~ der Streeke 
( - - i ,  + I) liegt, so ist 

(i) + B),,, 

wo A und B die Halbachsen der Ellipse bedeuten, die dutch den Punkt ~ geht und 
die Punlde - - i  und + i zu Brennpun~en hat. 

Herr  BER~STEIN n beweist fiir Polynome mit reellen Koeffizienten 

(2) II@I < L { A  + B)" ( n > o )  

Der Satz bleibt richtig, wenn ~ auf der Strecke (~  i, + i) gelegen ist, wird aber in diesem 
Falle trivial, da jetzt die Ellipse in die (doppelte) Strecke (--I, +I)  iibergeht und A + B = I  wird. 

I S. BER~STmN: (I), Sur Fordre de la meilleure approximation des fonctions continues par 
des polynomes de degr$ donn6, M6moires publi4s par la Classe des Sciences de l'Acad6mie de 
Belgique, Bd. 4, x912, S. I~--i~. In  dieser Arbeit wird der Satz nur ftlr reelle ~ bewiesen. 
Der allgemeine Bowels befindet sich in der Arbeit (II): Sur une propri6t6 des polynomes, 
Bulletin de la Soc. Math. de Kharkof, Bd. 14. 
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und fiir Polynome mit beliebigen komplexen Koeffizienten 

I/if)l< 2L(A + B)". 

Ieh werde Ihnen demnKchst einen auf der Theorie der analytischen Funk- 
tionen fussenden Beweis mitteilen, dutch welehen ieh zeigen kann, dass (2) auch fiir 

Polynome mit beliebigen komplexen Koeffizienten richtig ist. Mein elementares 
Verfahren ergibt aber fiir be]iebige ~ nur die weniger besagende Ungleichung (i). 
(Wie ieh am Ende dieses Briefes zeigen werde, ergibt z. B. fiir reelle ~ die LA- 
GRA~G]:sehe Interpolationsformel sogar mehr als (2), aber nicht fiir ein beliebiges ~). 

Um die Interpola~i0nsformel anwenden zu kfnnen,  bestimmen wir zun~chst 

ein Polynom (n + i)- ten Grades g(x), das in den Punkten  

/g r ~  
X a ~ I ~ $ g t ~ C O S  ~ . . . X r  ~ C O S - - ~ . . . X n ~ I  

verschwindet. Zu diesem Ende setzen wir fiir - -  x < x_< x, x = cos ~. Ver~.ndert 
sich nun ~v von o bis re, so beschreibt x die Strecke (+  x , -  i). Hieraus erhellt, 
dass das fragliehe Polynom 

9(x) = sin (arc cos x) sin (n are cos x) -~ G(rf) = sin rp s innr  

gesetzt werden kann. x 

Nach der LAORANG~sehen Interpolationsformel ist nun 

, •  l (x,)  .- 
1 (x) --  g(~) (~ ~ '  (x,) 

Um diesen Ausdruek explizit zu berechnen, schreiben wir 

g'(x~) = [d~ (sin n fp sin fp) ~-~x]~=~ 

Hieraus erhalten wir 

und 

In cos nep sin ~ + cos ~ sin 
k sm n ep]~V.~r. 

( o < r < n )  

1 Dass g(x) wirklich ein Polynom (n+I)-ten Grades in x = c o s  ? ist, folgt z. B. aus der 
Formel 

g(~)= Y~--- ~,._ [(~+i r - - -~)-  - (~- i  r  
25 

Hier kann der Quadratwurzel irgend einer der beiden m6gliehen Worte beigelegt werdon, 
der aber dann an allen drei Stellen derselbe sein muss. 
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g' (~)  - - -  2 n ,  

~ ' ( - -  I)  - -  ( - -  I )  n+l  2 ~ .  

Mithin 

n - - 1  _g(x)  1(~) I)"+~ t ( - I )  i)'+~ 1(~')/" 
(3) ! (x) - ~ -  2 ( x - - ~  + ( -  2 (~, + ~) + ~ ( -  ;~-a:,/ 

r - - I  

Es sei nun ~ ein beliebiger spezieller Wert  von x, der ausserhalb der Strecke 

(- -  I, + i) liegt. Wir k6nnen dann nach dem Vorgehen yon Herrn BERNSTEIN 

e b + e - b  . e b _ e--b 
(4) ~ = c o s ( a  + b i) -~ - - - -  cos a - - z  - - s i n a  2 2 

setzen. Da Kosinus eine gerade Funktion ist, k~nnen wit hierbei b > o w~ihlen. 

Dann zeigt aber die Formel (4) folgendes. Is t  a + bi einer der Werte  yon are 

cos ~ und ist b > o, so ist ~ auf einer Ellipse belegen, die die Punkte  - - i  und 
e b + e - b  e b _ e--b 

+ I zu Brennpunkten hat  und deren Halbachsen - - - - u n d -  sind. Die 2 2 
Summe dieser Halbachsen ist natiirlich e b. 

Wit  sch~tzen nun I sin (a + bi) l ab. 

I sin (a + b i) ] ~--- ] eb +2 e-b- sin a + I" e b - - 2  e - b  

ebenso 

Mithin 

cos a ] 

I Ve2b  + e _ 2 b _ 2  c o s  2 a  < s + e--b = ~ = - - - - - E - -  < P; 

I s inn (a  + b i ) l ~  e'~b + e--rib _ _  < enb .  
2 

(5) I g(~)l = I sin (n arc cos ~) sin (arc cos ~) I = I sin n (a + bi) sin (a + bi) I < e(n+i)b. 

Wir bezeichnen nun mit ~ das Minimum des Abstandes yon ~ zu den Punkten  

der Strecke (- -  i, + i). Dann erhalten wir aus (3) und aus (5) zun~ichst folgende 
sehr grobe Abseh~tzung 

e (n+l)b i n  e (n+l)b 
II(~)1__ < ,~ ,~ = L - - ~ .  

Dieses Resul ta t  wenden wir jetzt  auf das Polynom (/(x)) ~ an, w o m  eine 

beliebige positive ganze Zahl bedeutet .  Wit  erhalten 
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l/(~) l" < Lm r 

also 

Lassen wir nun m ins Unendliehe wachsen, so ergibt sieh 

I / ( ~ ) l < L : b . 1  W . z .  b. w.  

Fiir reelle Werte von ~ ergibt die Interpolationsformel folgende Verallge- 

meinerung eines Satzes yon TCH~,BYCHEFF. ~ 

Unter den am An/ange diese8 Brie/es gemachten Voraussetzungen ist ]i~r ]eden 
reellen Weft ~, der auoserhalb der Streeke ( - - i ,  § i) liegt, 

(6) I 1(~) I < L I cos n (arc cos ~) I :  

das Gleichheitszeichen ausgesehlossen, wenn das Polynom /(x) nicht yon der Form 
L d  ~ cos (narc cos x) ist, wobei 0 eine beliebige reeUe Zahl bedeutet. 

In der Tat ergibt die Formel (3) fiir ein beliebiges x 

.-1 ~)  
(7) I/(~) I </" I O'(x)--I (2 I- ~ - ~ ,~ 

= n ~ 1 + 2 1 ~ + ~ 1  + _ 1 ~ - -  " 

1 Man kann einen ahnl ichen Beweis  und dasselbe Resul ta t  erhal ten,  wenn man in f ( x )  
x ~  cos T setzend, f (cos  qo) in eine endl iche  FOURI~Rsche Reihe  entwickelt ,  d. h. 

n 

f(cos ~) ~ ~ cos x~ 
~ 0  

schreibt  und dann die Koeff izienten as abschatzt;  man erh~tlt ftir ]f(~)] zunachst  eine grobe 
Absch~ttzung, die dann, wie oben, ve r fe ine r t  werden kann. 

Den Kunstgriff, eine grobe Abschatzung auf eine beliebig hohe  Potenz einer  Funkt ion  
anzuwenden,  um daraus eine genauore Abschi~tzung fiir die Funkt ion selbst herzulei ten,  ent- 
nehme  ich e inem Schreiben yon Her rn  LANDAU. Her r  LANDAU wendet  daselbst den genannten  
Kunstgriff  auf ein yon dem unsrigen v611ig verschiedenes  Problem an. 

1 TCHEBYCHEFF: Sur les fonctions qui s '6cartent  peu do z6ro pour certaines valeurs de la 
variable, Werke, Bd. 2, S. 335--356. Vergl.  auch BERNSTEIN ( I ) ,  S. I3--I4.  TSCHEBYCHEFF und 
BERNSTEIN beweisen diesen Satz nur  fiir Polynome mit  reel len Koeffizienten und zeigen in 
diesem Falle, dass das Gleichhei tszeichen nur  ftir das Polynom f ( x ) ~ - : t : L  cos (n are cos x) 
bes tehen kann. In  seiner spateren Arbei t  (II) zeigt Her r  BERNSTEIN, dass ffir Polynome mi t  ree]len 
Koeff iz ienten die Ungle ichung (6) fiir bel iebige komplexe ~ gilt, die der  Bedingung I~1~_> I 
genfigen. 

z Dass diese Abschi~tzung genauer  ist als (I), folgt z. B. aus der  Ungle ichung ]cos n(a-F bi)[ ---- 

I ~/e2nb -]- e_2nb_ F 2 c o s 2 • a  < enb"~e--nb = ~ < enb. Vergl.  BERlqSTEIN (I), S. x4. 
2 2 
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Setzen wir andererseits in (3) s ta t t  /(x) die Funktion cos (n are cos x) ein 
und beachten, dass cos (n arc cos x~)=  ( - - i )  ~ ist, so erhalten wir 

(8) cos (n are cos x )  = - -  g ( x )  I I I + + 

r--! 

Bedeutet  nun ~ einen beliebigen reellen Wert, der entweder > I oder < -  i 
ist, und setzen wit diesen Weft  in (7) und (8) ein, so haben alle Glieder der 

Klammer in (8) dasselbe Vorzeichen, mithiu ist der absolute Betrag dieser Klam- 
met  gleieh dem Werte der Klammer in (7), folglich ist die rechte Seite yon (7) 
gleich L ~ cos (n are cos ~) ]. Also endlich 

(6) I / (~)1 < L I cos ( .  are cos ~) I. 

Man sieht auch unmittelbar (da g(~) fiir die in Betraeht  kommenden Werte nieht 
versehwindet), dass das Gleiehheitszeiehen in (7), also auch in (6), nur dann be- 
stehen kann, wenn die Werte /(xr) abwechselnd gleieh 4-e~~ sind. Dann ist 
abet, wie leieht ersichtlieh, 

] ( x )  = "4- e l o  L cos (narc  cos x). 

Es ist einIeuchtend, dass es in dem zuletzt bewiesenen Satze geniigt, s tar t  

I [(x) I < L, fiir - -  I ~ x ~ I ,  nur ] ] ( x r )  I ~  L (r ---- o, I , . . .  n) vorauszusetzen. 
Islinge, den z3. Mai I915. 

II. 

. . .  Wie ich sehon in meinem vorigen Briefe angedeutet  habe, l~isst sich, fiir 
n > o, die Ungleichung (I) jenes Briefes dutch die sch~irfere Ungleiehung (2) er- 
setzen; d. h. unter  den dortigen Voraussetzungen gilt fiir einen beliebigen Punkt  
~, der ausserhalb der Strecke ( - - i ,  + i) liegt, die Ungleiehung 

I I (~)I<L(A + B) '~. 

Der Beweis beruht auf einfachen funktionentheoretischen Betrachtungen, 
welche die wahre Grundlage des Satzes zu bilden scheinen. 

Man denke sieh die Ebene l~ngs der Strecke (--  I ,  + i) aufgeschnitten und 
bilde in dieser aufgesehnittenen Ebene die Funktion 

~ ( Z )  ---- Z "1- ~ I .  
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Es wird derjenige Zweig der Quadra twurze l  genommen,  der fiir alle reelle z > i 

p o s i t i v i s t .  Dadurch ist (p(z) in der  aufgeschni t tenen Ebene eindeutig best immt.  

Wir  beweisen nun  den folgenden (iibrigens als bekann t  zu betrachtenden)  
Hilfssatz:  

Au/  jeder Ellipse, mit den Brennpunkten - - I  und + i u n d  den Halbachsen 

A und B ,  ist I~p(z)l konstant und ist gleich A + B.  SpezieU ist au] der doppelten 

Streeke ( - - I ,  + I) I~)(z)l=I. 
Bedeute t  z einen P u n k t  der  genannten  Ellipse, so kann  z = A cos ef § i B  sin ef 

gesetzt werden. Ausserdem ist A t - - B  ~ I .  Also 

~p(z) ~ A cos ef + i B  sin ep + VA ~ cos 2 q0 + 2 i A B  cos cf sin ef - -  B 2 sin ~ ~0 - -  I 

A cos ep + i B  sin ~0 + VA ~ cos ~ ef + 2 l A B  cos ~ sin ep - - B  ~ sin ~ ~p - -  A 2 + B ~ 

A cos ~0+ i B  sin ef + VB ~ cos ~ ef + 2 i A B  cos ~ sin ef - -  A ~ sin ~ % 

Der Wer t  der  Quadra~wurzel ist  • (B cos ep + iA  sin el). Da demjenigen Pu n k t e  

der Ellipse, der  auf  der  posit iven reellen Aehse liegt, der Wer t  q0 = o entspricht ,  

muss das Vorzeiehen + genommen werden. Mithin ist 

~p(z) ---- (A + B)e ir 

und 

Iv/(z)l= A + B. 

Die Doppelstreeke ( - - i ,  + i) kann als diejenige Ellipse aufgefasst  werden, 

fiir welehe A ~ i und  B ~ o wird, folglieh i ibergeht hier die obige Gleichung in 

I~0(z)l ~ - i .  Dies folgt iibrigens aueh daraus,  dass auf  dieser Streeke z reell und  

~ • i V i - - z  ~ rein imagin~r ist. 

Wir  be t raeh ten  nun  in der  aufgesehni t tenen Ebene die Fu n k t i o n  

/(z) 

g(z) - (~)n" 

Diese Funk t ion  ist in jedem inneren Pu n k t e  der  aufgesehni t tenen Ebene (aueh 

im Unendliohen) regul~ir analy~iseh, mi th in  erreieht  ihr absoluter  Bet rag  sein 

Maximum auf der Grenze, d. h. auf  den beiden R~indern der  Doppelstreeke 

{ - - i ,  + i ) .  Hier  is~ aber der  absolute Bet rag  des Nenners gleieh i ,  und  der  

absolute  Betrag des Z~ihlers ist naeh  unserer Voraussetzung < L.  Hieraus folg~ 

sehon, dass in der  ganzen Ebene  Ig(z)l_<L ist. Da aber  der Z~ihler yon  g(z)e in  

Polynom,  und der  Nenner,  fiir n > o, kein Po lynom ist, ist  g(z) keine Kons tan te .  

Mithin is~ in jedem Punkte ,  der ausserhalb der  Streeke ( - - i ,  + I) liegt, 
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Ig(z)l=] /(z) <L, 

d . h .  

I ! ( z ) I < L ( A  + B)". W. ~.. b. w.~ 

Unser Beweis lli.sst sieh auch leieht auf den Fall iibertragen, we [(z) ein 

Polynom in z und V ~ - - I  vom Gesamtgrade ~ n  ist. Hierdureh erh~lt man, 

wenn man noch z = cos x setzt, einen Satz fiber trigonometrisehe Polynome, auf 

welchen ieh aber  hier nieht niiher eingehen will, da er auch aus unseren spiiteren 
Betrachtungen folgt. 

Ich sagte oben, dass der angewandte Hilfssatz als bekannt  zu betraehten ist. 

In der Tat  bildet die Fankt ion x = ~P(z) einen Zweig der Umkehrung der Funktion 

(9) i( i) Z ~ - - -  X-t- �9 
2 

Die Funktion (9) und ihre Umkehrung werden z. B. im zweiten Bande des 

Traitg d'Analyse yon Herrn PICARD eingehend behandelt.  (Vergl. 2. Aufl. S. 

314--517.) Die Funktion (9) bildet jeden um den Anfangspunkt beschriebenen 
Kreis, dessen Halbmesser r > i ist, auf eine Ellipse ab, deren Halbachsen A und 

B der Gleichung A + B ~ r geniigen, und deren Brennpunkte  - - I  und + I sind. 

Der Kreis mit dem Halbmesser i wird auf die doppelte Strecke (- -  I ,  + I) abge- 

bildet. In diesen Tatsaehen ist der obige Hilfssatz enthalten. 

Jeder  Kreis, dessen Halbmesser r < i ist, wird dutch die Funktion (9) wieder 
auf eine Ellipse abgebildet, deren Halbachsen die Gleiehung A -  B ~ r erfiillen 

und deren Brennpunkte  ebenfalls - - i  und + I sind. Die x-Ebene wird also 

durch die Funktion (9) auf die doppelte z-Ebene abgebildet. Die Umkehrfunk- 

tion dieser Abbildung hat  folglich zwei Werte, die durch die Formeln 

und 
x ,  -----z + V ~ - - x  

z ,  = z - -  V z - C ~ - -  ~ 

dargestellt werden. Natiirlich ist z l x , - ~  i .  

Dieser  Beweis,  den  m i r  H e r r  MARCEL RIESZ se iner  Zei t  mi t te i l te ,  wurde  von mi r  in  zwei 
k l e ine ren  A u f ~ t z e n  *~'ber e inen  Satz des  H e r r n  SERGe B~RSSTEI~, S i t zungsber i ch te  de r  Kgl. 
Bayer.  Akad. d. Wissensch . ,  J ah rg .  I9I i ,  S. 419--424~ und  ~Sur un  th~or~me de M. SERO~ BEa~- 
STmN, The  Toh6ku  Math .  Journa l ,  Vol. 9, Nos. i, 2, i916, S. i--6~ o h n e  a n d e r e  B e m e r k u n g  wieder-  
gegeben,  als m i t  e i n e m  Hinwe i s  auf  den  obigen Brief.  Dorch  u n v o r h e r g e s e h e n e  U m s t a n d e  
wurde  j edoch  das  Drucken  desse lben  d e r a r t  verz6ger t ,  dass  m e i n e  Aufslttze f r t ihe r  als  de r  Brief  
e r s eh i enen .  H i e r d u r c h  k 6 n n t e  das Missve r s t~ndn i s  au fkommen,  der  Beweis  s t a m m e  yon mir .  
Dies is t  aber ,  wie  ich h ie r  ausdr i ick l ieh  b e t o n e n  will, du rchaus  n i c h t  de r  Fall .  

G. MITTAG-L~FFL~m 
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Um das grosse Interesse der betrachteten Abbildung zu zeigen, will ich hier 
einen Satz aussprechen, der aus den angefiihrten Betrachtungen bei PICARD un- 

mittelbar folgt. 
Jede Funktion, die ausserhalb der Strecke ( - - i ,  + I) regul~ir analytisch ist, 

kann in eine Reihe der Form 

oo  

( I O )  Za,~(z--V~) '~ .~.  Za,~(z + vz~:~.~)-,~ 
n~O n ~ O  

entwickelt werden. 
Dieser Satz beruht eben auf der Tatsaehe, dass die Funktion z--Vz-V---I---- 

_ i in der aufgesehnittenen Ebene regul~ir analytiseh ist, und diese 
z + V ~ - - i  

Ebene auf das Innere des Einheitskreises abbildet. 
Der zuletzt ausgesprochene Satz gestattet eine recht interessante Anwendung. 

Herr HAAR hat n~imlieh den folgenden merkwiirdigen Entwicklungssatz gefunden. 

(Uber analytische Funktionen mit singul~irer Linie, GSttinger Nachrichten, i914, 

Heft x, S. II5--z23.) 
Sei F(z) eine Funktion der komplexen Ver~inderliehen z, die ausserhalb des 

doppelpunktlosen analytischen Kurvenstiiekes k fiberall reguls analytisch ist. 

Allsdann existieren unendlieh viele, ls der Kurve k definierte und nur yon 
dieser Kurve abhs stetige Funktionen ]l(z),/2(z),.-.,/,(z), .-.so, dass fiir 
jede Stelle z, die ausserhalb der Kurve liegt, die unendliche Reihe 

fd/, (~) /" d/:(~) f d l , , ( ~ )  
(II) F ( ~ ) + a , ] ~ -  z +a2fli~Z__~s +'"+anfl(~z~z),~ +'" 

(k) (k) (k) 

konvergiert und die Funktion F(z) darstellt; hierbei bedeuten die a, Konstanten, 
und die Integrale sind im STIELTJSSschen Sinne genommen. 

Herr HAAR beweist dies dureh eine konforme Abbildung auf Grund eines C. 

NEUMANNsehen Theorems fiber Entwieklungen nach Kugelfunktionen zweiter Art. 

Es ist nun leieht zu zeigen, dass, wenn man statt dieses Entwieklungssatzes den 

0bigen anwendet, die STIELTJESsehen Integrale vermieden werden kiinnen. Es sei 

in der Tat ~p(z) die yon Herrn HAAR angewandte Funktion, welche die dureh die 

Kurve /c aufgesehnittene Ebene auf eine durch die Strecke ( - -z ,  + z)aufge- 
sehnittene Ebene konform abbildet, wobei die unendlich fernen Punkte der beiden 
Ebenen einander entspreehen magen. Dann ist nach dem obigen Satz, wenn wir 

f l (z)  = q~Cz) - -  V(qJCz) )s - -~  
setzen, 
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F(z) = F(oo ) + ~ a,,(;~(z))". 

345 

Da nun die Funktion /~(z) in der ganzen durch die Kurve k aufgesehnitte- 

hen Ebene stetig ist und im Unendliehen verschwindet, so k6nnen wir schreiben 

(~ (z ) ) -  - -  2 i ,~ j V - ~ -  d;,  

wobei das Integral fiber die beiden R~nder der Kurve k erstreckt wird und zwar 
so, dass die aufgeschnittene Ebene zur linken liegt. Integriert  man dann nach 
dem Vorgehen yon Herrn  HAAR ( n - - i ) - m a l  partieLl, so miissen die total inte- 

grierten Glieder verschwinden, da die Funktion (~(z)) ~ im Unendliehen yon der 
n-ten Ordnung verschwindet. Mithin erhiilt man 

_ f  r . (~)  d~. 

Jedem Punkte  ~ der Kurve k (ausser den Endpunkten)  entsprechen in der 
aufgeschnittenen Ebene zwei Punkte  ~' und ~". Setzen wir g~(~)~7n(~')--7,(~") 
und in den Endpunkten  g~(~)= o, so erhalton wir 

(x3) 
_ f g=(~) 

Aus (IZ) und (I3) folgt nun die Darstellung 

co 

F(z) = F(~o) 
I ,J a: ,  

wobei die Funktionen g~(~) auf der Kurve k stetig (und ausser den Endpunkten 
sogar regular analytiseh) sind. 

Es sei noeh bemerkt, dass die Funktionen ~,(~) in der Entwicklungsformel 

yon Herrn HAAR yon der zweiten ange/angen eine stetige Ableitung besitzen, wie 
das aus dem Beweise von Herrn HAAR hervorgeht. Man k6nnte also auch in 
der Formel (I i )  f i i r n  ~ 2, 3 . . . .  

Aeta tnathemat/ea. 40. Imprim6 le 13 Juillet 1916. 44 
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sehreiben. Die Einheitliehkeit der Darstellung wiirde aber dann verloren gehen, 
da /1(~) keine stetige Ableitung besitzt. 

Zuletzt will ieh noeh Ihre Aufmerksamkeit  auf einige S~tze lenken, d ie  in 
denselben Gedankenkreis gehiiren, wio der B~,RNSTEINsehe Satz. 

Aus dem, was wir oben fiber die Abbildung z =~-  x + sagten, erhellt so- 

fort, dass der B~.R~STEI~sche Satz mit dem folgenden Satze gleiehwertig ist: 

Es sei h ( x ) =  ~ a k  x + auf dem Einheitskreise dem absoluten Betrage 
k--0 

nach ~ L ;  dann ist im Inneren des Einheitskreises ]h(x)] < L Ix ]-'~ und im/~us- 
seren des Einheitskreises [ h (x)I < L ] x I". 

Dieser Satz bedarf ja kaum eines Beweises. Er  folgt unmittelbar  aus der 
Tatsaehe, dass h(x)x ~ innerhalb und h(x)x  - n  ausserhalb des Einheitskreises re- 
gular analytisch sind. 

Derselbe Gedankengang ffihrt zu dem folgenden allgemeineren Satze: 
n 

Ist  h ( x ) ~  ~ a k x  k auf dem Einheitskreise dem absoluten Betrage nach < L ,  
k ~ f n  

so ist innerhalb des Einheitskreises ] h (x) ] < L ] x ]-m und ausserhalb des Einheits- 

kreises ] h(x) ] < L [ x In. Das Gleichheitszeichen ist ausgeschlossen, wenn h(x) 
nicht-- - -Ldex -m bzw. = LdOx '* ist, hierbei bedeutet  O eine beliebige reelle Zahl. 

(Man kann selbstredend den Satz dadurch verallgemeinern, dass man die Anzahl 
der Glieder in irgendeiner der beiden Richtungen ins Unendliche wachsen l~isst, 
vorausgesetzt dass die unendliche Reihe auf dem Einheitskreise z. B. gleiehm~is- 
sig konvergiert.) 

Setzt man in diesem Satze x -~  e ", so erh~lt man das folgende Ergebnis: 
n 

Ist H(s)~- -~a l ,  e k" auf der imagin~ren Achse dem absoluten Betrage nach 
k ~ - - ~ r t  

< L ,  so ist fiir R(s) > o (wo R(s) den reellen Teil yon s bedeutet)  ] H ( s ) l < L e  '~R(') 
und fiir R ( s ) < o , ] H ( s ) ] < L e - ' n R ( ~ )  u. s. w. 1 

All dies kann aueh auf Ausdriieke yon der Form H ( s ) =  ~ a k e  ~ fibertra- 
k--0 

gen werden. Hierbei bedeuten die ~k reelle Griissen, die den Ungleichungen 

N 

Sotzt m a n  in  d iesem Satze s = i a ,  so k a n n  man  H(s)~ H(ia) in der  Fo rm ~ ( A ~  cos ka 1 

kffi0 
+ Bk s in  ka) schre ibon.  Das obige k a n n  also auch  als e in  Satz f iber t r i g o n o m e t r i s c h e  P o l y n o m e  
ausgesprochen  werden .  
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co<~0<~l<. . .<~<+ov geniigen. Setzt man dann voraus, dass auf der 
imagin~iren Aohse ]H(s)I<L ist, so folgt auf Grund eines bekannten PHRAGM~N- 

LINDEL61~schen Satzes, dass fiir R(s) > o, ~H(s)]<Le ~R~'~ und fiir R(s) < o ,  

I H(s)I<Le~RCs~ ist. Hierbei ist auch das Gleichheitszeiehen auszuschliessen, 

wenn H(s)nicht~Leiee~nS bzw. ~ L e i S e ; ~  ist, wobei {9 wieder eine beliebige 
reel|e Konstante bedeutet. 

v 

' f Ffir Integral a(~)e~"d~, oder allgemeiner fiir Ausdriicke yon der Form 

v 

/ e ~' d,4 (v), we A (4) eine beliebige Funktion beschr~nkter Schwankung bedeuten 

kann, gilt ein ~hnlicher Satz. (Dieser letzte Ausdruck umfasst natiirlich die 
beiden vorangehenden.) 

Diese S~tze enthalten ja eigentlich nichts neues; ich wollte eben nur  ihren 

Zusammenhang mit dem schSnen Satze yon Herrn BER~STEIS betonen. 

Islinge, den 25. Mai 1915. 
Mared Riesz. 


