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MARCEL RIESZ 

in ST0CKHOLL 

Vor  mehr  als sechs J a h r e n  habe  ieh in e iner  kurzen  Mit te i lung ~ e inen S a t z  

fiber DIRICHL~.Tsche Re ihen  

ao e-;.oz + . . . +  a.e-; .nz + . . .  (O<go < "-- < ~ L . < . . . ;  lim X . =  oo) 

ausgesproehen,  dessen Beweis (fiir den al lgemeinen Fall)  ieh ers t  j e t z t  verSffent-  

liehe. Ich hegte  n~mlieh immer  die H o f fn u n g  meinen urspr i ingl iehen,  r eeh t  ver- 

wickel ten Beweis wesent l ieh vere infachen  zu k6nnen.  Fi i r  den  speziellen Fall 

der  gew6hnl ichen DIRICHL~.Tschen Re ihen  ~ a , n - "  h a t  H e r r  LAI~DA~ meinen  

damal igen Beweis mi~ meiner  Zus t immung  ver6ffent l ieht .  ~ Gleiehzeit ig gab er 

eine Reihe  wicht iger  Anwendungen  meines Satzes auf gewisse zah len theore t i sche  

Funk t ionen .  In  e iner  ande ren  Arbe i t  verSffent l ich te  er  e inen zweiten, auch yon  

mir  herr i ihrenden,  v e r w a n d t e n  Satz,  nebs t  Beweis und  wand te  denselben auf  eine 

idea l theore t i sehe  F u n k t i o n  an. s 

Unser  Satz  behaup t e t ,  dass, wenn die Koef f iz ien ten  der  DIRICHLETschen 

Reihe  eine gewisse Bedingung  erfiillen, die Reihe  an  allen Regular i t~ tss te l len  ihrer  

Konvergenzgeraden  konverg ier t .  I eh  habe  schon in der  e rw~hn ten ,  kurzen  Mit- 

M. Rmsz: Sur les s6ries de I)IRICHLET et les s6ries enti~res, Comptes rendus, Paris, Bd. 
I49 (I9o9, 2). 

E. LAI~DAU: ~3ber die Bedeutung einiger neuen Grenzwerts~tze der Herren H,R,Y und 
AXER, Prace Inatematyczno-fizyczne, Warszawa, Bd. 2i (I91o). Vergl. S. I5I--I67. 

s E. LA~VAu: ~ber eine idealtheoretische Funktion, Transactions of the Ainer. Math. Soc., 
Bd. I3 (I912). Vergl. S. I8--19. Fiir andere Anwendungen dieser Siitze vergl. D. C,uEa: Neue 
Anwendung der PFmFFERschen Methode zur Absch~tzung zahlentheoretischer Funktionen, 
Inauguraldissertation, G~ttingen (I914) und G. H. HARRY: On the expression of a nuinber as the 
suin of two squares, Quarterly Journal of Mathematics, no. 183 (19x~). 
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te i lung hervorgehoben,  dass unser  al lgemeiner Satz  den bekann ten  FATouschen 

Satz  fiber Po tenz re ihen  als Spezialfall  umfasst .  Es  ist  mir  nun  neuerdings  ge- 

lungen,  ffir diesen l e t z tgenann ten  Satz  e inen i iberaus einfachen Beweis zu f inden,  

der  an  ande re r  Stelle verSf fen t l ich t  wurde .  1 Derselbe ges ta l te t  sich fiir unseren  

aUgemeinen Satz  fiber DIRICHLETsche Reihen  fast  ebenso einfach wie fiir Po tenz-  

reihen. In  Absehni t t  I der  vor l iegenden Arbei t  soil nun  der  Beweis fiir den 

genann ten  al lgemeinen Satz  entwiekel t  werden.  Im Abschn i t t e  2 wird u n t e r  

ande rem gezeigt, dass unser  Satz  den FATouschen Satz  enth/il t .  In  Abschni t t  

3 wird die Bed ingung  (i)  yon  Abschni t t  i durch  eine gleiehwertige ersetzt ,  und  

daraus  werden d a n n  ein Spezialfall  des Satzes u n d  einige S/itze fiir gewisse spe- 

zielle Exponen ten fo lgen  hergelei te t .  Im  Absehni t te  4 wird endlich auseinanderge-  

setzt ,  wie unsere  Ergebnisse  auf  ve rwand te  In tegra lausdr f icke  f iber t ragen werden  

kSnnen.  

In  der  vor l iegenden Arbei t  wird fiberall vorausgesetz t ,  dass die be t r aeh te t e  

Funk t i on  an  den fragl iehen Stellen regul/ir ist. Ieh  gedenke in einer  sp/ i teren 

Arbei t  auszufi ihren,  wie die Regularit~it du rch  weniger  e insehr~nkende Bed in -  

gungen erse tz t  werden k a n n 2  Auch  auf  d i e  Ausdehnung  der  vor l iegenden Er -  

gebnisse auf  typische Mittel s komme ieh bei einer  sp~iteren Gelegenhei t  zuriiek. 

l .  Sa tz  I .  Er/iiUen die Koe//izienten einer DIRICHLETsehen Reihe 

die Bedingung 

/ (z) -~ ao e -  ~o" + . . .  + an e -  ~,~" + . . .  

(I) lira a~ + a~ +- - -  + a,~ ,.oo e~- ~ = o, (c > o), ~ 

und ist die in/olge dcr Bedingung ( i)  ]/~r R ( z ) >  v reguldire Funktion /(z) auch in 
gewisaen Punbten der Geraden R (z)= c reguldr, so konvergiert die Reihe in diesen 
Punkten. 5 Die Konvergenz ist eine gleichmdseige au] ]eder abgeachlosaenen Strecke der 

1 M .  RIESZ: Neuer Beweis des FATouschen Satzes, G0ttinger Nachrichten (I916); Si~tze tiber 
Potenzreihon. Arkiv f6r Mat., Astr. och Fys. (1916). 

Vergl. M. RIESZ: Comptes rendus, a. a. O. und ~ber einen Satz des Herrn FATOU, Journal 
fiir Mathematik, Bd. 14o (19II). 

s Fiir die ausftihrliche Darstellung der Eigenschaften dieser Mittel vergl. G. I-I. HARDY 
and M. RI~SZ: The general theory of DIRICHLET'S series, Cambridge Tract in Mathematics etc. 

4 Die Bedingung ist auch bei e = o hinreichend aber nich~ mehr notwendig. Bleibt der 
Ausdruck auf der linken Seite yon (i) nur beschr~tnkt, so gilt dasselbe ftir die Teilsummen der 
Reihe an jeder Regulariti~tsstelle der Geraden Z~(z)----c. )~hnliches gilt, wenn in den sp~teren 
Bedingungen die Voraussetzung, dass gewisse Ausdriicke gegen Null konvergieren, ersetzt wird 
durch die Voraussetzung, dass diese Ausdriicke beschr~nkt bleiben, oder in der Ausdrucksweise 
yon Herrn LANDAU, wenn o (lurch 0 ersetzt wird. 

Wie gew0hnlich, setzen wir R(a + b/)~ a und I(a + b / )~  b. 
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Geraden, welehe aussehliesslieh aus Regularittitsstellen besteht. Wie bekannt, ~ ist 

die obige Bedingun# (i) aueh notwendig, damit die Gerade R ( z )= e wenigstens eine 

Konvergenzstelle der Reihe enthalte. 

Wir setzen 

und 
An ~ ao +""  + an 

A (v) ~ A . ,  ;t,, < v < ;t.+~ 

A(v)==o, o < V < Z o . '  

Dann ist bekanntlieh naeh der AB~.Lsehen Transformation 

(2) ao e-~~ + a~ e -z'~ + ' "  + an e-~n ~ 

= A o ( e - ~ - - e  -~,~) + A, (e-~.~ , - -e-h  ,) + ... + A ,_ l  (e-~.~-l "--e-~.~ ") + 

2n 

+ A , e -  ~.,~" = z f A  (v)e-~'clv + A ,e -x , ,  ~ o 

o 

Die Bedingung (x )kann  aueh in der Gestalt 

(3) lira A (v) e - ~ ,  =~ o 

geschrieben werden. Dana folgt aber aus (2), dass die Reihe l (z)-~ ~ a ,  e-~., " in 
n ~ 0  

jedem saint Begrenzung in der Halbebene R(z )>  c gelegenen, endlichen Gebiete 
gleichm~issig konvergiert und daselbst eine reguliir analytisehe Funktion darstellt .  
Es ist auch fiir R ( z ) >  c 

(4) 

oo 

! (z) = z f A  (v) e-"" dr. 
o 

Es m~ge nun die Funkt ion /(z) auch auf der Geraden R ( z ) ~  c Regulari- 

t~tsstollen besitzen und z-~  c + �9 i sei eine solche Stelle. Wir bestimmen zwei 

Punkte  z~ = c + ~ i und z~ ~ c + ~2 i derart ,  dass ~ < �9 < z2 sei, und die Funkt ion 

(z) auf der ganzen Strecke z~, z 2 (mit Einschluss der  Endpunkte)  regulRr sei. Wir 

k6nnen dann die Zahl b < r so nahe an c w~ihlen, dass die Funkt ion /(z) aueh 

1 j .  L, W. V. J~.~s~.N: Sur une g~n~ralisation d 'un th(~or~me de CAucaY, Comptos rendus,  
Paris, Bd. io6 (1888, x). Diese Behauptung wird i ibrigens auch in Abschni t t  2 der  vorl iegen- 
den Arbei t  bewiesen.  

s Natt lr l ieh kann ~o auch o sein. 
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noeh im Reehteck z~, z~, b + ~r 2 i, b + % i dieselbe Eigenschaf t  besitze. Wir  setzen 

der  Kiirze halber  z~ r -~ b + % i,  z2 t ~ b + v 2 i. Wir  se~zen endlieh zt" -~ d + % i,  

zz" ~ d + ~2 i ,  we d eine beliebige, aber  feste Zahl > c bedeutet .  

Wir  betraeh~en je tz t  die Funk t ionen  

g ,  (z) = d , ,  ( ' -  ~)(z - -  z~) ( z - -  z~) (1 (z) - -  (ao e -  ~o~ + . . .  + a,~ e-~,~'))  

und werden zeigon, dass bei hinreichend grossem n auf  der  ganzen Begrenzung 

des Reehteeks  z~ r, %", z2", zr~ 

(5) I y- (z) I < 

wird, wie klein aueh die positive Zahl e sein mag. ~ 

Wegen (I) kSnnen wir fiir ein beliebig kleines, positives $ e i n e  Zahl  ~ l inden 

derar t ,  dass 

(6) I A ,  e-X~'l < 6 fiir n > ~, 

und  daraus  folgt, dass 

(7) [ A ( v ) e - ~ [ < $  fiir v>2~.  

Wi t  setzen der  Kiirze halber noeh a = R(z). Fiir  a > c ist  dann  wegen (2) 

und  (4) 

(8) I / ( z ) - - (aoe -~~  + . . . + a , e - ~ , ' ) [  = A ( v ) e - ~ ' ~ d v - - A , e - ~ ,  ~ .' 

1 zn 

W~hlen wir je tz t  n > v, so folgt aus (6), (7) und  (8) 

(9) I/(z) (ao e -~~  " + a , , e - ~ " ' ) l < ' ~ l z l  / e - ' ( ~  - -  - .  + ~ e - ~ , n  t o -  e) 

= d e - ~ .  t~-~ I + < d e - ~ .  t~ I + ~----~ , 

we K das Maximum yon Izl im Reehtecke zj', z~", z2", %' bedeutet .  

In g.(z) k6nnte auch statt e xn(z-c) die Funktion e z(z-e) stehon, we 2 eine beliebigo 
Zahl bodeutot, die der Bedingung An_~< a~< .~n+l genfigt, 

o0 
f ~  

Diesor husdruek kann aueh in der Form z j  A(v)e-VZdv--Ane--)'n§ la geschrioben 

2n+1 
werden. 
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Es miige noeh H das Maximum der Werte  [z--z~[ und J z - - z : l  fiir alle 

Punkte  z des genannten Reehteeks bedeuten. 

Ist  nun z ein be]iebiger Punkt  der Streeke z~, z/ ' ,  so ist ] z - -  z, I ---- a - -  c. 

Also ist naeh (9) auf dieser Streeke 

(zo) Ig,.(z)l<e~,*(~162176176 + K) 
=O(a--c)  H + clH K <d H ( d - - c  + K). 

Dieselbe Ungleichung gilt aus Symmetriegriinden auch fiir die Streeke z 2, z2". 

Es sei jetzt  z ein Punkt  der auf der Geraden a = d  gelegenen Strecke 

z, ' ,  z2"; dann ist wegen (9) 

Um [g.(z)J auch auf den anderen Teilen der Begrenzung des Reehteeks 

z / ,  z/ ' ,  z~", z2 r abzusch~tzen, bezeiehnen wir mit  M das Maximum yon ]/(z)~ in 

diesem Reehtecke und mit A die grSsste der Zahlen [A0[, [ A z J , - . [ A ~ [ .  Dann 

ist mit Riieksieht auf (2), (6) und (7) fiir b < a < c ,  ~:~<I(z)<z2 

(z2) I / (z)--  (ao e -~*" +.- .  + a,,e-~,, ") I < M + Oe-~,, ~-~ + K A  ~e-("-~)dv + 

0 

)'n 

i "e-- v (o~c) C~ e~n (c -- o) e~v (c--o) + K ~  dr< M + + KA). ,  + 
r 

Auf der Strecke z / ,  z~ ist [ z - -  z~ [ ~ c --  a, folglieh 

K ~  
e ~ n ( c - o )  . 

C - -  (7 

I e~,. ( ' -  r ( z - -  z.) (z - -  z,) [ <  e -  ~,,[~- 0)(c - -  ,~)/'/ 

also mit Benutzung yon (z2) und auf Grund yon c - - a < c - - b  

(z3) ]gn(z)]<(c--a)e-;~n(r + KA~.~eX~(~-b)) + J H ( c - - b  +K).  

Durch Differentiation folgt unmittelbar, dass der Ausdruck u e-~nu als Funk- 

I tion yon u ~ o  betrachtet ,  sein Maximum fiir u=ffi~ erreicht. Daher ist 

T 

A[cga mathm,natiea. 40. Imprim~ le 18 Julllet 1916. 

( ~ <  c).  

45 
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Daraus folgt, dass das erste Glied auf der rechten Seite yon (i3) bei hinreiehend 
grossem n kleiner als ~ wird und somit ist dargelegt, dass bei hinrechend grossem 
n auf der ganzen Strecke zl r, zl und ebenso auch auf der Strecke z2 r, z2 

(x4) I g~, (z) I < ~ (I + H (c -- b -t- K)) 

ausfiillt. 

Auf der Streeke z~ r, z2 ~ ist endlich wegen (x2) und c - -a  .~-c--b 

[ gn (z) [ < e-~,Cc-b) H' ( M + ~ e~,~ Cc--b, + K A it~,e~,, r + cK 6b e~,,(c-b)) : 

K -~e--~'~C~--b)tt' ( M +  KAL~e~C~-b')+ ~tt~( I + c " b )  " 

Ffir hinreiehend grosses n ist das erste Glied des letzten Ausdruekes kleiner als 
das zweite, folglieh 

(~5) Ig.(z)[< 2~H'(~ + c K b)" 
Bei hinreiehend kleinem r ergeben die Ungleichungen (IO), (ix), (I4), (I5) 

die Ungleiehung (5) ffir die ganze Begrenzung des Rechtecks z~', z~", z2", z2'. 
Damit  sind wir aber gleich am Ziele. Denn die Funktionen gn (z) sind im 

betrachteten Reehteeke regular, mithin erreieht ihr absoluter Betrag sein Maxi- 

mum auf der Begrenzung. Daraus ergibt sieh, bei hinreiehend grossem n, ffir 
einen beliebigen inneren Punkt  x der Streeke zl, z2 

oder 

e I' I/(x)- (ao e -~~ +-..  + a,e-~n~)l < Ix--z  II 

d. h. die behauptete Konvergenz unserer geihe.  
Auf die gleichmgssige Konvergenz kann man nun folgendermassen sehliessen. 

Besteht die Strecke xl, x2 der Geraden R ( z ) ~  c ausschliesslieh aus gegulari tgts-  
stellen, so ist sie in einer grSsseren Streeke enthalten, welehe dieselbe Eigensehaft 
besitzt. Bezeichnen wir die Endpunkte  dieser grSsseren Streeke wiederum mit 

z~ und z2, so folgt aus (i6) die gleichm~issige Konvergenz ffir die Punkte  der 
Streeke x~, x2. 

2. In den folgenden Absehnitten geben wir unserem Satze versehiedene 
neue Formen, aus denen dann einige interessante Spezialf~lle des Satzes folgen. 

Durch die lineare Substitution z ~  z - - c  geht Satz  I in den folgenden fiber. 
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Satz  It. Es aei c eine beliebige, aber ]este, positive, reelle Zahl. Erfiillen dann 
die Koe]]izie~en der DmlCHL~.rschen Reihe 

/ (z) = aoe - u *  + . . .  + a,, e-~,~" +-. .  

die Bedinqung 

(17)  l ira ao e aoc + - - .  + a,, e~,, c 
n-- 0o eJ, n e ~--- O~ 

und let die in/olge dieser Bedingung /iir R (z) > o reguldre Funktion ] (z) auvh in 
gewissen Punkten der imagindren Achse reguldr, so konvergiert die Reihe in die.sen 
Punkten. Die Konvergenz ist gleiehmdssig au/ ]eder ~trecke der imagindren Aehse, die 
ausschliesslich aus RegularitdtssteUen besteht. Die Bedingung (17) ist auch notwen- 
dig, damit die imagindre Aehse wenigstens einen Konvergenzpunkt der Reihe enthalte. 

Dieser Satz  geht  dureh  die Trans fo rma t ion  e - ' =  x fiir 2n----n in den ge- 

nann ten ,  fo lgendermassen lau tenden  Satz  yon  FATOtr x fiber. 

ErfiJllen die Zahlen an die Bedingunq 

(18)  l ira a,,  = o, 
n CO m 

so konvergiert die Potenzreihe 

F(x)-----ao + a lx  + . . . + a , x " +  ..- 

an jeder Regularitatsstelle des Einheitskreises. Die Konvergenz ist au[ jedem Re4lu- 
laritdtsbogen eine gleichnuissige. 

In  der  T a t  n immt,  fiir ~ = n, die Bedingung (17) die folgende Gesta l t  an:  

(19) lira ao + a, R + ..- + a,, R" 
n--| R tb = o, ( R  > I)  

wo R eine feste Zahl  bedeute t .  Wir  haben  also nur  zu zeigen, dass die Bedin-  

gungen  (18) und  (19) vollst~ndig gleichwert ig sind. 

Es sei zuers t  (18) erfiillt .  Dann  1/~sst sich bei beliebig kleinem , die Zahl 

v de ra r t  best immen,  dass fiir alle m > v 

Is,,,[ < ~ 

wird. Mithin ist ffir n > v 

t p .  FxTou:  S~r ies  t r i g o n o m 6 t r i q u e s  e t  s~ r i e s  de  TAY1,os, Ac t a  Ma th . ,  Bd.  3o 0906).  V e r g l .  
S. 389- -39I .  
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lao + a , R  + .. .  + a~R nl < lao  + "." + a , R  ~'[ + ~(R ~ + x + - . - + R  n) < 
R "  R'* 

< l a o  + "-" + a~R"l R 
R ~ + e R _  x 

2 R  
Fiir hinreiehend grosses n ist dieser Ausdruek < R-~xx e' 

lieh aus (18). 

und 

d. h. (19) folgt wirk- 

Es sei nun umgekehrt  (19) erfiillt. Dana ist bei geniigend grossem n 

[ao + . . .  + a = - l R  " - 1  + a . R " ]  < 
R,~ 

]ao + . . .  + a ~ - l  R ~ - l l  <]ao + . . .  + a , ~ - l R  ~ - 1 [  < , .  
R ~ R ~ - 1 

Daraus folgt dureh Subtrakt ion [a.I  < 2 e. Mithin hat  auch die Bedingung 

(i9) die Bedingung (xS) zur Folge. 

Wit  kehren jetzt  zu dem allgemeinen Satze I r zuriick. In demselben spielt 

augenscheinlich die positive Konstante  c eine rein zuf~illige Relic. Die Vermu- 

tung liegt also nahe, dass die Beziehung (17) ffir alle positiven Zahlen besteht, 

wenn sic fiir eine einzige solche Zahl besteht. Dies ergibt sich in der Tat  aus 
dem folgenden, iibrigens bekannten Satze. 

Is t  

(20) lim ao e ~'~ + -." + a . e Z .  '~ 
n - - ~  e ) ' n a  ~--- O,  

we a eine beliebige, ]este, komplexe  Zahl  bedeutet, so ist  auch  

ao e~~ + . . .  + aneZna (2I) lim ~ o, 
n- -  oo e i ~  a 

we ~ eine beliebige komplexe  Zah l  se in  kann ,  derea reeUer Te i l  posi t iv  ist. 

Unsere Behauptung folgt leicht aus der ABv.r.schen Transformation. 
setzen 

A a , n ~ a o  e)'~ + . . .  + ane~n a 

(22) 

Wir 

A ~ ( v ) = A ~ , ,  fiir Z,<v<=s und = o  fiir o<__V<~o. 

Dann ist nach (2) 

Ap,~ -= ao e ~ a + ... + a~ e~ a = (a - -  fl) f A .  (v) e ~ (a- ~) dv  + A~, ~ e ~  ca- ~). 
t /  

o 
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Naeh  (20) kann  man  eine Zahl v bes t immen derar t ,  dass 

[A~,,~[<,e~-n R~a) fiir n > v  

und  also aueh  

laa(01<ee    ffir v > ~ .  

Aus (22) erg ib t  sieh nun  mi t  Ri icksicht  auf  die le tz ten Ungle ichungen 

I A p . n l < J a - - ~ l  24a(v) ev(P-a)dv + J a - - ~ i e  eoR{B)dv + eeXnR(P}< 

gv 

Bei hinre iohend grossem n ist  das ers te  (yon n unabh / ing ige )Gl i ed  des 

le tz ten  Ausdruekes  kleiner  als das zweite  und daraus  erh~lt  man  unsere  obige 

Behaup tung .  

Aus diesem le tz ten  Ergebnisse  ers ieht  man  such  leicht, dass die Bed ingung  

(17) (bzw. die Bed ingung  (i)) auoh notwendig  ist, dami t  die imagin/ire Aehse 

(bzw. die Gerade  R(z)----c) wenigstens e inen K o n v e r g e n z p u n k t  entha l te .  

Es sol in der  T a t  die Reihe  2a, ,e-~, ,"  in e inem P u n k t e  z ~ t i  der  imagini~- 

ren Aehse konvergent .  Man kann  d an n  ohne Besehr / inkung der  Allgemeinhei t  

voraussetzen,  dass die Reihe  gegen den  Wer t  Null  konvergier t ,  da  dies immer  

duroh Veri inderung yon  z. B. a0 e r re ich t  werden kann,  was den Grenzwer t  (17) 

n ich t  beeinfhmst.  Dann  ist  abe r  (2o) fiir a ----- - -  ti, also auch  (21) fiir fl ~ c erfiillt. 

Dies besagt  aber  eben, dass such  (17) effiillt  ist. 

3. In  diesem Abschni t t e  werden wir (17) durch  eine gleichwert ige Bedin-  

gung ersetzen,  die foJgendermassen lautet .  

Es gebe eine positive Konstante K derart, das8 bei beliebig kleinera , und hin- 

reichend grosaem n 

(23) ]an + "'" + an+p[ < e, sobald o < ~n+~,--~n < K 
iat. t 

' Die Bedingungen (i) und (zT) erinnern an den Ausdruck von Herrn C•HEs fiir die Ken- 
vergenzabszisse dot DmXCHLETschen Reihen. Dieser Ausdruck ist bekanntlich im Allgemeinon 
nur dann gliltig, wenn die Konvergenzabszisse positiv ist. Die Bedingung (23) erinnert nun an 
einen Ausdruck ftir dieselbe Konvergenzabszisse, cler immer gfiltig ist, und den, von einander 
unabh~ngig, die Herren LINDH und KoJmA und in einem Spezialfalle such Herr KNOFI' gefunden 
haben. Die Bedingung (23) ist auch mit 

lira eJ'ne(ane - ~ n c  + an+le--~n+ Ic +. . ' )  a= o (e > O) 
n ~  oo 
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Man  h a t  s icher  m i t  R i icks ich t  auf  das  b e k a n n t e  ABELsche L e m m a  (das 

auch  aus  der  oben  a n g e w a n d t e n  AB~Lschen T r a n s f o r m a t i o n  fo]gt) 

(24) l a .  + "'" + a . + ~ l ~  l e - ~ . r  "~ + "'" + e - ~ + ~ a . + p e ~ " + p ~ l  < 

e -  z. ~ Max  [ a .  e~'. c + . . .  + a.+~ eX.+r c], r = o, i , . . .  p. 

I s t  n u n  (x7) erfiil l t  und  is t  n geni igend gross, so ist 

laoe  ~o~ + .-. + a , e ~ . , ~ +  . . .  + a , + ~ e z , + r r  r = . o ,  I ,  .-. 

folglich, wenn  it,+, ~ Z~ < it,+p - -  i t , <  K ist,  

] a n e ~ ,  ~ + . . .  + a,~+~ e~-+~ ~] < ~ -e~n§  < ~ , 

also nach  (24) 

[ a ,  + .-. + a ,+p [ < a, o < i t , + p - -  it, < K ,  

d. h. die Bez iehung  (23). 

Es  sei j e t z t  u m g e k e h r t  (23) erfiillt.  Aus dem ABErschen L e m m a  folgt  

lame:~m c + . . .  + am+pe~m+pr < exm+~ r Max ]am + " - +  am+r I,  r = o ,  I , - - - p ,  

also nach  (I3) fiir jedes  m > v, we v eino geni igend grosse  Zahl  bedeu te t ,  

(25) [ a,n e~'m ~ + -." + am+p e~'m+p c [ < e e ~ + p  ~, o < it,,+, - -  Zm < K.  

Wir  toilen j e tz t  die E x p o n e n t e n  ~ + ~ , . . -  it, fo lgendermassen  in G r u p p e n  ein 

its§ i t s , ;  i ts ,+,,  . . ,  ; i t , ;  

w e  

gleiehwertig. Dieso letzte Bedingung erinnert wieder an eine Yormel der Herren PIlqCHERLE 
und SeENE~ ftlr negative Konvergenzabszissen. (Ffir Literaturangaben betreffs dieser versehie- 
denen Formeln vergl. HARDY and RIEsz, a. a. 0., S. 8.) 

Es ist einleuchtend, dass aus (23) eine analoge Bedingung fiir jeden anderen festen Wert 
folgt. Denn besteht (23) fiir einen festen Werten K, so besteht es naturgem~ss fitr jeden 

anderen festen Weft, der kleiner als K ist. Andererseits zieht (u3)eine analoge Bedingung 
ffir alle ganzzahlige Multipla yon K mit sich. Aus diesen beiden Tatsachen folgt unsere Be- 
hauptung, und wit k6nnten auch ohne Beschrankung der Allgemeinhoit K~- i voraussetzen. 
Daraus folgt dann leicht, dass die Bedingung (23) mit der. folgenden gleichwertig ist: 

Bei beliebig kleinem ~ und hinreichend grossem n ist 

lan + . . .  + a ,+pl  < s(~,~+p-- ~, + ~) (p >o);  

odor auch mit der folgenden: bei beliebig kleinem r und hinreichend grossem n ist 

l a , - ~  + a,--~+l + ...  + a - I  < e(~--- ~--? + i) (p>o).  
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o < L.--~.~+,__< K, 

o < ~ , §  Xv,+l_-< K, 

(26) 

Dann ist 

Wir setzen jetzt 

o s  

~,~+ ~ < L , - - ( i - - i } K .  

~ Pi+l 

a b e  z h r - ~  A t ,  ah e~h c ~-  A2 ,  - "  Z a b e  ~hc -~  Ai+~,  . . .  a~eXh " ~  A / + ~ ,  

h--~+l h - j~+ l  h -  Pi + ) h--pj + I 

so ist nach (zs) und (26) 

Es ist mithin 

] A i+ l ]  < * elx,,- e - i )  x ) , .  

[a,+~ eX,+~ ~ + . .-  + a, ,eX,,*[  ~-  [ A i + ~  + A t + . . -  + A i + ~  + . . .  + A t  [ < 

< ~ e Z n  r + ee(~.n - K ) c  + ~e(;~n - 2 K ) r  + . . .  
~, e~n c 

I - -  e - K r  

Folglich ist bei geniigend grossem n 

I ao ea~ c + . . .  + an  e ~. *[ <~ ] a o e ~ e + . . .  + a, ,e  ~,, ~ [ + [ a, ,+l  eX,,+i e + . . .  + an  e xn el 

2 ~ e~n e 

< I ~ e  - I ~ *  

d . h .  die Beziehung (x7). Also sind die Bedingungen (x7) und (23)wirklich 
gleichwertig. 

Wit wollen nun aus Satz I t mit Hilfe yon (23) einige speziellere Resultate 
herleiten. 

Ist  ~ = n  und wRh]t man K <  I, so geht (23) in [ ~ [ < ,  fiber, wir erhalten 
also wieder den FAToUschen Satz. 

Die Bedingung (23) ist sicher erfiillt, wenn a ,  den folgenden zwei Bedin- 
gungen geniigt 

(27) lima,, = o; lira an . . . . .  ~ -- ~.,,--I o. 
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Dies ergibt natfirlieh wieder den FATOUschen Satz, aber auch folgenden 

Satz fiber gewdhnliche DIRICHLETsche Reihen. 

Is t  lim n a,, -~ o, so konvergiert die Reihe ~ a,~ n -~ an ]eder Regularitditsstelle 

der imaginaren Achse. 
Wie ich in der erstgenannten LA~DAVschen Arbeit gezeigt habe, folgt ffir 

gewShnliche DmroHL~Tsche Reihen der Satz I leicht aus diesem spezielleren Satze. 1 
Ich will schliesslieh bemerken, dass ffir alle solcho Exponentenfolgen, ffir 

welche die Differenz Z~--/t~_l beschr/~nkt bleibt, die beiden Bedingungen (27) 

an  offenbar dureh die eine Bedingung ,-| _ g n _  ~ = o  ersetzt werden kSnnen. 2 

Ist  dagegen die Differenz gn- -gn-1  immer grSsser als eine feste positive Zahl, 

so k6nnen die Bedingungen (27) durch die Bedingung lira a~ = o ersetzt werden. 
g g u ~ O  

4. Unsere Ergebnisse lassen sich leicht auf Integrale yon der Form 

co  

(28) tr 'a  (v) e - ' ~  dv  

o 

oder ST~ELTJESsche Integrale von der Form 

QO 

j e  -v" d A (v) (z9) 
o 

fibertragen. In (28) bedeutet  a (v) eine Funktion, die iibor jede endlicho Streeke 
integriert werden kann, und in (29) bedeutet  A (v) eine Funktion, die auf jeder 
endlichen Streeke yon beschr~nkter Schwankung ist. Der Ausdruck (29)umfasst 
natiirlich sowohl die Integrale (28) als auch die DmmHLV.Tschen Reihen. 

Ffir die Ausdriicke (28) und (29) ist die Bedingung (x) naturgem~ss duroh 

go 

lira e -goc ~ ~'a(v)dv = o 
g o ~ o o  , 2  

r 

o 

bzw. duroh 

zu ersetzeu. 

lim e - ~ c  A (w)  = o 
g o m o o  

Die Bedingung (23) geht entsprechend in 

Vergl.  a. a. O. S. I56--I58. 
Ftlr eino andoro Herloi tung diesos Ergebnisses  vergl. HARDY and RIzsz, a. a. O. S. 47- 
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o~+K' [ 

a (v)dv < ~, 
oJ 
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co > ~, K'  ~ K 

IA(o, + K ' ) - - A  (~)1 <e, ~ > # ,  K'~K 

iiber. 

Alle Beweise laufen genau so wie oben, nur ist s ta t t  der AB~.Lschen Trans- 
formation stets eine partielle Integration vorzunehmen. 

Islinge, den i I .  M~rz i9z6. 

Aeta mathematlea. 40. Imprim6 le 19 Juillet 1916. 46 


