EIN KONVERGENZSATZ FUR DIRICHLETSCHE REIHEN.
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Vor mehr als sechs Jahren habe ich in einer kurzen Mitteilung® einen Satz

iiber DiricHLETsche Reihen
A L R A Y L R (Oélo< Ly <oy lim Ay = )
n=w

ausgesprochen, dessen Beweis (fiir den allgemeinen Fall) ich erst jetzt vertffent-
liche. Ich hegte nimlich immer die Hoffnung meinen urspriinglichen, recht ver-
wickelten Beweis wesentlich vereinfachen zu kénnen. Fiir den speziellen Fall
der gewdGhnlichen DiricHLETschen Reihen Za,n—* hat Herr LANDAG meinen
damaligen Beweis mit meiner Zustimmung veroffentlicht.® Gleichzeitig gab er
eine Reihe wichtiger Anwendungen meines Satzes auf gewisse zahlentheoretische
Funktionen. In einer anderen Arbeit veroffentlichte er einen zweiten, auch von
mir herrithrenden, verwandten Satz, nebst Beweis und wandte denselben auf eine
idealtheoretische Funktion an.?

Unser Satz behauptet, dass, wenn die Koeffizienten der DiricELETschen
Reihe eine gewisse Bedingung erfiillen, die Reihe an allen Regularitatsstellen ihrer
Konvergenzgeraden konvergiert. Ich habe schon in der erwihnten, kurzen Mit-

! M. Rigsz: Sur les séries de DirIcHLET et les séries entiéres, Comptes rendus, Paris, Bd.
149 (1909, 2).

? E. Laxpauv: Uber die Bedeutung einiger neuen Grenzwertsitze der Herren Haroy und
Axgr, Prace matematyczno-fizyczne, Warszawa, Bd. 21 (1910). Vergl. 8. 151—167.

3 E. Lavpav: Uber eine idealtheoretische Funktion, Transactions of the Amer. Math. Soc.,
Bd. 13 (1912). Vergl. 8. 18—19. Fiir andere Anwendungen dieser Sitze vergl. D. Caver: Neue
Anwendung der PrerFrerschen Methode zur Abschitzung zahlentheoretischer Funktionen,
Inauguraldissertation, Gbttingen (1914) und G. H. Harpy: On the expression of a number as the
sum of two squares, Quarterly Journal of Mathematics, no. 183 (1915).
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teilung hervorgehoben, dass unser allgemeiner Satz den bekannten FaTouschen
Satz iiber Potenzreihen als Spezialfall umfasst. Es ist mir nun neuerdings ge-
langen, fiir diesen letztgenannten Satz einen iiberaus einfachen Beweis zu finden,
der an anderer Stelle verdffentlicht wurde.* Derselbe gestaltet sich fiir unseren
allgemeinen Satz iiber DiricHrETsche Reihen fast ebenso einfach wie fiir Potenz-
reihen. In Abschnitt 1 der vorliegenden Arbeit soll nun der Beweis fiir den
genannten allgemeinen Satz entwickelt werden. Im Abschnitte 2 wird unter
anderem gezeigt, dass unser Satz den Fatouschen Satz enthilt. In Abschnitt
3 wird die Bedingung (1) von Abschnitt 1 durch eine gleichwertige ersetzt, und
daraus werden dann ein Spezialfall des Satzes und einige Sitze fiir gewisse spe-
zielle Exponentenfolgen hergeleitet. Im Abschnitte 4 wird endlich auseinanderge-
setzt, wie unsere Ergebnisse auf verwandte Integralausdriicke libertragen werden
kénnen.

In der vorliegenden Arbeit wird iiberall vorausgesetzt, dass die betrachtete
Funktion an den fraglichen Stellen reguldr ist. Ich gedenke in einer spiteren
Arbeit auszufiitbren, wie die Regularitdt durch weniger einschrinkende Bedin-
gungen ersetzt werden kann.? Auch auf die Ausdehnung der vorliegenden Er-
gebnisse auf fypische Mittel®> komme ich bei einer spdteren Gelegenheit zuriick.

1. Satz I. Erfillen die Koeffizienten einer DiricHLETSchen Reihe

fR)=a e h*+-- -+ azeta® ...

die Bedingung

(1) lim ot Ot ot an_

e einc

o, (e>0),*

und ist die infolge der Bedingung (1) fiir R(2) > ¢ reguldre Funktion f(2) auch in
gewissen Punkien der Geraden R (z) = c reguldr, so konvergiert die Reihe in diesen
Punkten.® Die Konvergenz ist eine gleichmdssige auf jeder abgeschlossenen Strecke der

! M. Riesz: Neuer Beweis des Farouschen Satzes, Gottinger Nachrichten (1916); Sitze iiber
Potenzreihen. Arkiv fér Mat., Astr. och Fys. (1916).

* Vergl. M. Rizsz: Comptes rendus, a. a. O. und Uber einen Satz des Herrn Farov, Journal
fiir Mathematik, Bd. 140 (1911).

8 Fiir die ausfiihrliche Darstellung der Eigenschaften dieser Mittel vergl. G. H. Harny
and M. Rigsz: The general theory of DiricHLET'S series, Cambridge Tract in Mathematics etc.
(r915).

* Die Bedingung ist auch bei ¢ = o hinreichend aber nicht mehr notwendig- Bleibt der
Ausdruck auf der linken Seite von (1) nur beschriankt, so gilt dasselbe fir die Teilsummen der
Reihe an jeder Regularititsstelle der Geraden R(z)=c. Ahnliches gilt, wenn in den spiteren
Bedingungen die Voraussetzung, dass gewisse Ausdriicke gegen Null konvergieren, ersetzt wird
durch die Voraussetzung, dass diese Ausdriicke beschrinkt bleiben, oder in der Ausdrucksweise
von Herrn Laxpav, wenn o durch O ersetzt wird.

5 Wie gewohnlich, setzen wir R(a + bi)=a und I(a + bi)=1b.
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Geraden, welche ausschliesslich aus Regularititsstellen besteht. Wie bekannt,? ist
die obige Bedingung (1) auch notwendig, damit die Gerade R (z)=c wenigstens eine
Konvergenzstelle der Reihe enthalte.
Wir setzen
Ap=a,+-- + aq
und
A(v)-=A,., Zn<véln+l

A@)=o, 0<v< 4,2
Dann ist bekanntlich nach der ABrLschen Transformation
(2) aoe—loz_}.ale—hz 4+ ta,e 7=

=A°(e—7~08__e—113) + A,(e——lxt___ —hl) +ee 4 An——l (e—}.”__lz__e-—i.”z) +
In
+ Ape— ’-n'=zfA (v)e—v2dv + A, e *n2,

0

Die Bedingung (1) kann auch in der Gestalt

(3) lim A (v)e-v¢=o0

v=w0

geschrieben werden. Dann folgt aber aus (2), dass die Reihe f(z) = Za,. e~'a*in
n=0

jedem samt Begrenzung in der Halbebene E(z)> ¢ gelegenen, endlichen Gebiete
gleichmissig konvergiert und daselbst eine regulir analytische Funktion darstellt.
Es ist auch fiir R(z) >¢

a

(4) I(z)=zfA (v)e—o*dv.

0

Es mdge nun die Funktion f(z) auch auf der Geraden R (z) = ¢ Regulari-
titsstellen besitzen und x=c + z¢ sei eine solche Stelle. Wir bestimmen zwei
Punkte 2z, =¢ + 7,4 und 2z, =c¢ + 7,1 derart, dass 7, < 7 < 7, sei, und die Funktion
{ () auf der ganzen Strecke z,, z, (mit Einschluss der Endpunkte) regulir sei. Wir
konnen dann die Zahl 5<c¢ so nahe an ¢ wihlen, dass die Funktion f(z) auch

T J. L. W. V. JenseN: Sur une généralisation d’un théoréme de Cavcny, Comptes rendus,

Paris, Bd. 106 (1888, 1). Diese Behauptung wird ibrigens auch in Abschnitt z der vorliegen-
den Arbeit bewiesen.

? Natiirlich kann 2, auch o sein.
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noch im Rechteck z,, z,, b+ 7,1, b + 7, ¢ dieselbe Eigenschaft besitze. Wir setzen
der Kiirze halber 2,'=0b +2,4,2,/=0b+ 7,7. Wir setzen endlich z,"=d + 7,7,
2,"=d + 7,4, wo d eine beliebige, aber feste Zahl > ¢ bedeutet.

Wir betrachten jetzt die Funktionen

gn (2) = e*n (s —e) (z—2)(z—2z) (/(2) — (@, e Wf 4.+ agein?))

und werden zeigen, dass bei hinreichend grossem = auf der ganzen Begrenzung
des Rechtecks z,/, z,", z,", 2,

(5) lgn(2)]<e

wird, wie klein auch die positive Zahl & sein mag.?
Wegen (1) konnen wir fiir ein beliebig kleines, positives d eine Zahl » finden
derart, dass

(6) | Ane—*nc)< 0 fir n>»
und daraus folgt, dass
(7) |4 (v)e—ve|<d fiir v>2,.

Wir setzen der Kiirze halber noch ¢ = R (2). Fiir ¢ > ¢ ist dann wegen (2)
und (4) '

w

(8) [/(z) —(aoe=%% + -+ ane*n?)| = zfA(v)e—wdv—A,,e—znz 2

i

Wihlen wir jetzt » >v, so folgt aus (6), (7) und (8)

(0) /(&) — (@oe~D%+--+ ane=in?)| < d]2] fe—'"(“—”)dv +detnlo—d =
i'n

___de—ln(a——c) (I + ._I_z_l_) < d‘e-ln(a—-c) (I + __l{__ s
g—c|] g — C|

wo K das Maximum von |z] im Rechtecke 2/, 2,”, 2,", 2, bedeutet.

! In gn () konnte auch statt en®~9 die Funktion ¢*“~9 stehen, wo 1 eine beliebige
Zahl bedeutet, die der Bedingung in < 2 < in+1 geniigt.

=]

* Dieser Ausdruck kann aach in der Form 2 A(@®)e % dv—4, ¢ 'n+17 geschrieben

An 1
werden.
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Es mége noch H das Maximum der Werte |z—z,| und |z—z,] fiir alle
Punkte z des genannten Rechtecks bedeuten.

Ist nun z ein beliebiger Punkt der Strecke z,, z,”, so ist |z—z,|=0—c.
Also ist nach (g) auf dieser Strecke

(x0) |g,.(z>|<e'-n(v—w(a—c)Hae—lnw—ﬂ(I+ X )=

g—¢

=0(c—c)H+dHK<JdH(d—c+ K).

Dieselbe Ungleichung gilt aus Symmetriegriinden auch fiir die Strecke z,, z,".
Es sei jetzt z ein Punkt der auf der Geraden ¢ —d gelegenen Strecke
2", 2z,"; dann ist wegen (g)

I P L —K~) —oH 1+

d—c¢ d—cl’

Um |gn(2)] auch auf den anderen Teilen der Begrenzung des Rechtecks
z,', 2", 2", 2 abzuschitzen, bezeichnen wir mit M das Maximum von }f(z)} in

diesem Rechtecke und mit 4 die grésste der Zahlen |4,], |4,], ---|4.]- Dann
ist mit Riicksicht auf (2), (6) und (7) fir b<o<e,r,<I(2)< 7,

"V
(12) [f(2)—(@oe 2"+ -+ @ne*n®) | <M + Jenlc—0) ¢ KAfe“""”’dv+
0

‘n

+ K&]e—v‘d—c)d'v< M4 3einte=0 L K AL ebvte—a + K9
1'1'

cC— 0

einte—0)

Auf der Strecke z,', z, ist |z—z,|=¢ — g, folglich
|ent— (z—2,)(z—2,)| < e *nlc—9 (c —0)H
also mit Benutzung von (1z) und auf Grund von ¢c—o0<c—b
(13)  lgn(2))|<(c—0)ePnlc—d H(M + K Ad,ec=8) + §H(c—b + K).

Durch Differentiation folgt unmittelbar, dass der Ausdruck ue~*s*%, als Funk-

tion von u > o betrachtet, sein Maximum fiir u = o erreicht. Daher ist
n

X
1” =

Acta mathematica. 40. Imprimé le 18 juillet 1916, 45

(6——0) e l”(c-—o);
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Daraus folgt, dass das erste Glied auf der rechten Seite von (13) bei hinreichend
grossem 7 kleiner als ¢ wird und somit ist dargelegt, dass bei hinrechend grossem
n auf der ganzen Strecke z,’, z, und ebenso auch auf der Strecke z,, z,

(14) lgn(2)1<8(z + H(c— b + K))
ausfillt.
Auf der Strecke z,', z,' ist endlich wegen (12) und c—o=¢c—b
lgn(2)]| < e Pnle—b H? (M +detnle=b + K A}, e =0 clf_‘;b elnw—b)) =
K
~ im0 B (M + KA}Welv('-'—b’) +oH> (1 + E—_—b) .

Fiir hinreichend grosses n ist das erste Glied des letzten Ausdruckes kleiner als
das zweite, folglich

(15) Ign(z)|<26H2(1+;—§—z).

Bei hinreichend kleinem ¢ ergeben die Ungleichungen (10), (11), (14), (15)
die Ungleichung (5) fiir die ganze Begrenzung des Rechtecks z/, z,", z,", 2,'.

Damit sind wir aber gleich am Ziele. Denn die Funktionen g, (z) sind im
betrachteten Rechtecke reguldr, mithin erreicht ihr absoluter Betrag sein Maxi-
mum auf der Begrenzung. Daraus ergibt sich, bei hinreichend grossem =, fiir
einen beliebigen inneren Punkt 2 der Strecke z,, z,

lgn(z)| <,
oder

e
r—z{lz—2zl

(x6) (@) — (@, e~ % .. + ane‘“ln”)|<|

d. h. die behauptete Konvergenz unserer Reihe.

Auf die gleichmissige Konvergenz kann man nun folgendermassen schliessen.
Besteht die Strecke z,, x, der Geraden R (z) = ¢ ausschliesslich aus Regularitéts-
stellen, so ist sie in einer grisseren Strecke enthalten, welche dieselbe Eigenschaft
besitzt. Bezeichnen wir die Endpunkte dieser grosseren Strecke wiederum mit
z, und z,, so folgt aus (16) die gleichmissige Konvergenz fiir die Punkte der
Strecke «,, z,.

2. In den folgenden Abschnitten geben wir unserem Satze verschiedene
neue Formen, aus denen dann einige interessante Spezialfille des Satzes folgen.

Durch die lineare Substitution 2’ =2z —c¢ geht Satz I in den folgenden iiber.
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Satz I'. Es sei c eine beliebige, aber feste, positive, reelle Zahl. Erfillen dann
die Koeffizienten der DirRICHLETschen Reihe

f(z)=aoe_;'°’+"‘+ a"e—ln8+...
die Bedingung

aoe’»oC+...+anelnc_

(17) lim

-0 e},,,c 4
und ist die infolge dieser Bedingung fir R (z)> o requlire Funktion f(z) auch in
gewissen Punkten der imagindren Achse reguldr, so konvergiert die Reihe in diesen
Punkten. Die Konvergenz ist gleichmdssig auf jeder Strecke der imagindren Achse, die
ausschliesslich aus Regularitdtsstellen besteht. Die Bedingung (17) ist auch notwen-
dig, damit die imagindre Achse wenigstens einen Konvergenzpunkt der Reihe enthalte.
Dieser Satz geht durch die Transformation e—*=z fiir ,== in den ge-
nannten, folgendermassen lautenden Satz von Fartou! iiber.
Erfiillen die Zahlen a, die Bedingung

(18) lima, = o,

3= D

80 konvergiert die Potenzreihe
Fx)=a, + a, %+ +a, "+ -

an jeder Regularititssielle des Einheitskreises. Die Konvergenz ist auf jedem Regu-
laritdtsbogen eine gleichmdssige.
In der Tat nimmt, fiir 4, =n, die Bedingung (17) die folgende Gestalt an:
a+a R+ - +a,R?

(19) '1‘1_12 T =0, (BR>1)

wo R eine feste Zahl bedeutet. Wir haben also nur zu zeigen, dass die Bedin-
gungen (18) und (19) vollstindig gleichwertig sind.
Es sei zuerst (18) erfiillt. Dann lisst sich bei beliebig kleinem & die Zahl
v derart bestimmen, dass fiir alle m > v
laml <e&

wird. Mithin ist fiir > »

! P. Fartou: Séries trigonométriques et séries de Tav1or, Acta Math. Bd. 30 (1906). Vergl.
8. 380—301.
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lag +a, B+ --- +anR”|<|a0+ +a,,R“'|+s(R“’+1+---+R”)<

Rn Rn
lao + -+ + a, B”| B
< Fn + ¢ Y
Fir hinreichend grosses = ist dieser Ausdruck <FZ§28, d. h. (19) folgt wirk-

lich aus (18).
Es sei nun umgekehrt (1g) erfiilit. Dann ist bei geniigend grossem =z

lag + -~ + an_1 B! + a, R*|

Rn <e

und

_4 Rn—t? __1Rr—1
Ialo’l‘ +R(,1‘n 1 |<|a0+ I‘Z};Zf; 1B |<8.

Daraus folgt durch Subtraktion |a,|<zs Mithin hat auch die Bedingung
(19) die Bedingung (18) zur Folge.

Wir kehren jetzt zu dem allgemeinen Satze I' zuriick. In demselben spielt
augenscheinlich die positive Konstante ¢ eine rein zufillige Rolle. Die Vermu-
tung liegt also nabe, dass die Beziehung (17) fiir alle positiven Zahlen besteht,
wenn sie fiir eine einzige solche Zahl besteht. Dies ergibt sich in der Tat aus
dem folgenden, iibrigens bekannten Satze.

Ist

a, ehe 4 ... 4 anel,,a

(20) lim prmes

T O

3

wo « eine beliebige, feste, komplexe Zahl bedeutet, so ist auch

. qgehf 4 ... +anetnf
lim proy

(21)

0,
N=w

wo B eine beliebige komplexe Zahl sein kann, deren reeller Teil positiv ist.

Unsere Behauptung folgt leicht aus der ABELschen Transformation. Wir
setzen

Aa,‘n =, eha 4 ... anexna
Ao (V) = A4, n fiir A <9< Apyy und =o fiir 0<v <4,
Dann ist nach (2)
}'n
(22) Agn=a,e*f+ ... + aeinf = (a— @) an(v)e"(ﬁ—a)dv + Ay netnB—a),
0
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Nach (z0) kann man eine Zahl » bestimmen derart, dass

| Ag,n| < eenB@ fir n> v
und also auch
|4a(v)| < ee?B@ fiir v > 4,.

Aus (22) ergibt sich nun mit Riicksicht auf die letzten Ungleichungen

Ay in
{4snl<]a—2} an(v)e"(ﬂ—“’dv +Ia—ﬂlefe”mﬁldv+eeln""ﬁ’<
0 %

<la— 8| an(v)ev(ﬂ—a)dv +£ez,,1i(,a)(|_%'("_ﬂi;_| + 1).

0

Bei hinreichend grossem = ist das erste (von n unabbingige) Glied des
letzten Ausdruckes kleiner als das zweite und daraus erbdlt man unsere obige
Behauptung.

Aus diesem letzten Ergebnisse ersicht man auch leicht, dass die Bedingung
(x7) (bzw. die Bedingung (1)) auch notwendig ist, damit die imaginire Achse
(bzw. die Gerade R (z)=c) wenigstens einen Konvergenzpunkt enthalte.

Es sei in der Tat die Reihe Sa,e~*n* in einem Punkte z-—=1{¢: der imagind-
ren Achse konvergent. Man kann dann ohne Beschrinkung der Alligemeinheit
voraussetzen, dass die Reibe gegen den Wert Null konvergiert, da dies immer
durch Verinderung von z. B. a, erreicht werden kann, was den Grenzwert (17)
nicht beeinflusst. Dann ist aber (20) fiir & = — ¢4, also auch (z1) fiir # = ¢ erfiillt.
Dies besagt aber eben, dass auch (17) erfiillt ist.

3. In diesem Abschnitte werden wir (17) durch eine gleichwertige Bedin-
gung ersetzen, die folgendermassen lautet.

Es gebe eine positive Konstante K derart, dass bes beliebig kleinem & und hin-
reichend grossem n

(23) lan + - + @nsp| <& sobald 0 <Apyp—in < K
28t.2

! Die Bedingungen (1) und (17) erinnern an den Ausdruck von Herrn Camkx fiir die Kon-
vergenzabszisse der DiricELETschen Reihen. Dieser Ausdruck ist bekanntlich im Allgemeinen
nur dann glltig, wenn die Konvergenzabszisse positiv ist. Die Bedingung (23) erinnert nun an
einen Ausdruck fir dieselbe Konvergenzabszisse, der immer giiltig ist, und den, von einander
unabhingig, die Herren Linpr und KosiMa und in einem Spezialfalle auch Herr Knorp gefunden
haben. Die Bedingung (23) ist auch mit

lim elﬂc(a"e")'"°+a”+lc""N+l°+---)-o (¢ > o)
== Q0
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Man hat sicher mit Riicksicht auf das bekannte ABELsche Lemma (das
auch aus der oben angewandten ABELschen Transformation folgt)

(24) l@n + - + Gnipl =] ntanetnt + - + e tntpCanipeintac| <
<e e Max |apen®+ -+ + Gpyr ePn4r®], r=0, 1, p.
Ist nun (17) erfiilit und ist n geniigend gross, so ist

&
zZe

lagehe + - + anen®+ - + Apypinire| < —petnire, r=0o, 1,

folglich, wenn A4y —An < 2Anyp— A X K ist,
&
|aneine + - 4 apy, efnire| < zfeln+r°< getnc,

also nach (24)
n+ - + Gnipl <&, 0SAnip—In <K,

d. h. die Beziehung (23).
Es sei jetzt umgekehrt (23) erfiillt. Aus dem ABELschen Lemma folgt

|ametme + - + Guypeimip®| < etm+p® Max |am + - + Amar|, 7=0,1,---p,
also nach (13) fiir jedes m > », wo » eine geniigend grosse Zahl bedeutet,
(25) [ametme + - + amypemip| <eetm+p®, 0 < hmir — Am < K.

Wir teilen jetzt die Exponenten A,4i, --- A, folgendermassen in Gruppen ein

l'v+lr 2"v+2;“'lp1; Z'px+l: 2'101+2""24pz\; "‘;lp,,;+1a2'p,;+2, T )'p,;+1; Ty lpj+1,lpj+2;"‘ln;

wo

gleichwertig. Diese letzte Bedingung erinnert wieder an eine Formel der Herren PINCHERLE
und ScExee fiir negative Konvergenzabszissen. (Fiir Literaturangaben betreffs dieser verschie-
denen Formeln vergl. Harpy and Riesz, a. a. O, 8. 8.)

Es ist einleuchtend, dass aus (23) eine analoge Bedingung fiir jeden anderen festen Wert
K folgt. Denn besteht (23) fiir einen festen Werten K, so besteht es naturgemiiss fiir jeden
anderen festen Wert, der kleiner als K ist. Andererseits zieht (23) eine analoge Bedingung
fir alle ganzzahlige Maultipla von K mit sich. Aus diesen beiden Tatsachen folgt unsere Be-
hauptung, und wir konnten auch ohne Beschrinkung der Allgemeinheit K =1 voraussetzen.
Daraus folgt dann leicht, dass die Bedingung (23) mit der folgenden gleichwertig ist:

Bei beliebig kieinem ¢ und hinreichend grossem # ist

lan+ -+ + antpl < e@nip—2n + 1) (p>o0)
oder auch mit der folgenden: bei beliebig kleinem ¢ und hinreichend grossem n ist

fan—p + an—p+1 + --- +an|<e(ﬁn——ln—p+I) (pio)
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I~ ;> K, 0<In—hp+1< K,

............

Danun ist
{26} X,i+}<l,.—(j—i)K.

Wir setzen jetzt

9 < S <
E ahelh°=Al, aheth=A2,... z ahe"h"=A;+1,~-- z ahe"h‘=Aj+],
hey+1 hop4l h=p; +1 h=p;+1

so ist nach (z5) und (26)
| Air1] < eelin—G—9Roc,

Es ist mithin

la'v+lek"+lc+ +anel”c|=|Aj+1+Aj+ R +Ai+l+ . +Al'<

1e (g~ K¢ (lpo—2K)e getn®
<éee'n + gelin + €elln +=:E_Tc

Folglich ist bei geniigend grossem =
la, e + - + anetnc| <|a €4 + - + ayetv | + |@pprebHic 4 - + apeinc]

2&€inc

1—e Ke

d. h. die Beziehung (17). Also sind die Bedingungen (17) und (23) wirklich
gleichwertig.

Wir wollen nun aus Satz I' mit Hilfe von (23) einige speziellere Resultate
herleiten.

Ist 1, == und wihlt man K < 1, so geht (23) in |a,| < e iiber, wir erhalten
also wieder den FaTouschen Satz.

Die Bedingung (23) ist sicher erfiillt, wenn a, den folgenden zwei Bedin-
gungen geniigt

(27) lim @, = o; lim — %7 0.

= nmm b — An1
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Dies ergibt natiirlich wieder den Farouschen Satz, aber auch folgenden
Satz iitber gewohnliche DiricRLETsche Reihen.

Ist imna, =0, so konvergiert die Reihe 2 ann~*% an jeder Regularitdtsstelle

- 00
” n=1

der imagindren Achse.
Wie ich in der erstgenannten Lawpauschen Arbeit gezeigt habe, folgt fiir
gewchnliche DirtoaLETsche Reihen der Satz I leicht aus diesem spezielleren Satze.!
Ich will schliesslich bemerken, dass fiir alle solche Exponentenfolgen, fiir
welche die Differenz 1, —A4,_1 beschrinkt bleibt, die beiden Bedingungen (27)

offenbar durch die eine Bedingung lim G

n=w ]vn-—l

=0 ersetzt werden konnen.?

Ist dagegen die Differenz i,—24,1 immer grosser als eine feste positive Zahl,
so konnen die Bedingungen (27) durch die Bedingung lim g, = o ersetzt werden.

1= 00

4. Unsere Ergebnisse lassen sich leicht auf Integrale von der Form

o
s

(28) a (e v dv
J

oder Stierryessche Integrale von der Form

a

(29) f e d A (v)

0

ibertragen. In (28) bedeutet a(v) eine Funktion, die iiber jede endliche Strecke
integriert werden kann, und in (29) bedeutet A (v) eine Funktion, die auf jeder
endlichen Strecke von beschrinkter Schwankung ist. Der Ausdruck (zg) umfasst
natiirlich sowohl die Integrale (28) als auch die DiricuLETschen Reihen.

Fiir die Ausdriicke (28) und (29) ist die Bedingung (1) naturgemiss durch

@
v

lim e'—‘“ja(v)dv=o

Qe
0

bzw. durch

lim e~9c4 (w)=o0

D=0

zu ersebzen. Die Bedinguhg (23) gebt entsprechend in

¥ Vergl. a. a. 0. 8. 156—158.
* Fiir eine andere Herleitung dieses Ergebnisses vergl. Haroy and Rimsz, a. a. O. 8. 47.
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a+K!
a(v)dv]|<s, w>u, K'<K
bzw.
|A(w + K')— A(w)] <e, w>u, K'<K
tiber.

Alle Beweise laufen genau so wie oben, nur ist statt der ABELschen Trans-
formation stets eine partielle Integration vorzunehmen.
Islinge, den 1x. Mirz 1916.

Acta mathematica. 40. Imprimé le 19 juillet 1916. 46



