
OBER DEN ZUSAMMENHANG ZWISCHEN DEM MAXIMALBE- 
TRAGE EINER ANALYTISCHEN FUNKTION UND DEM GROS- 
STEN BETRAGE BEI GEGEBENEM ARGUMENTE DER FUNKTION. 

VON 

h. WIMAN 

in Um'SALA. 

Es sei die Bemerkung vorangesehickt, dass, wie wohl aus den folgenden Ent-  

wieklungen hervorgehen wird, die Klarlegung des obigen Zusammenhanges auch 

Licht sowohl fiber das Theorem des Herrn PICARD als auch fiber die Eigensehaf- 

ten der LSsungen yon Differentialgleichungen in der Umgebung von Unbestimmt- 
heitspunkten zu werfen vermag. 

w  

Bezeichnet A (r) das Maximum des reellen Teiles einer ganzen Funktion und 

M(r)  den Maximalbetrag, so hat  Herr BOREL bewiesen, a dass die Ungleiehung 

(i)  M(r)  < [A (r)] l+~, 

w o e  eino beliebige positive GrSsse bedeutet, ffir eine unendlich wachsende Folge 

yon r-Werten erfiillt sein muss. In (i) l~isst sich, wie ohne weiteres ersichtlieh 

ist, A (r) dureh B (r) ersetzen, wenn fiir das Minimum des reellen Teiles die Be- 

zeichnung - - B ( r )  eingeffihrt wird. Als erste Aufgabe stellen wir uns hier zu 

zeigen, class nicht nut  (i) eine welt um/assendere Giiltigkeit als bloss liar ganze 

Funktionen besitzt, sondern auch insbesondere, daes dasselbe sogar /i2r die dusserst 

prdzise Ungleichung 

Man sehe BoR~J, Sur les zdros des fonctions enti~res, Acta Math. X X (1897), S. 368. Die 
Frage ist spiiterhin yon anderen Verfassern aufgenommen worden. Man vergleiche etwa V~L1RO.~, 
Sur quelques thdor~mes de M. JBorel, Bull. de la Soc. Math. de France, XLII (1914), S. 247. 
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(I) M (r) < A (r) + ,) 

behauptet werden kann. 
Der Beweis yon (i) wurde zun~ichst durch Benutzung einer yon Herrn 

HADAMAaD gegebenen Relation zwischen A (r) und dem Betrage re(r) des grSs- 

sten Gliedes der TAYLOR'schen Entwicklung erbracht. Behufs der oben besproche- 

nen Gfiltigkeitserweiterung wollen wir uns einer ghnlichen Relation bedienen, 

welche freilich in gewissen F~llen etwas weniger scharf ist, aber den Vortei] ge- 

w~hrt, dass durch dieselbe auch Schlfisse fiber die Stellen auf dem Kreise ]z] = r 

gezogen werden kSnnen, ffir welche die Ungleichung (I) besteht. 

Die Entwickelung 

' v ~ 0  

mSge entweder eine ganze Funktion oder eine Funktion mit dem Konvergenz- 

radius I bezeichnen, auf welchen letzteren Fall ja die TAYLoR'schen Reihen mit 

endlichem Konvergenzradius reduziert werden kSnnen. Es sei fiir einen gewis- 

sen Wert ]z]=r CnZ n das grSsste Glied yon F(z). Schreibt man cn=[cn]e i''n 
und z=rei% so nimmt dieses Gleied einen positiven reellen Wert an, falls 

7n + wf ~ o  (mod 2 .i) 

ist, d. h. fiir die n Argumente 

(2) ~p=-- 7" + 2 k~-( (k=o ,~ ,  . . . n - - i ) .  
n n 

Ebenso ersieht man, dass fiir die n zwischenliegenden Argumente 

(2,) , p = _  7.  + 12k+j)  
n ?l 

das grSsste Glied einen negativen reeUen Wert bekommt. Bezeichnen etwa z0, z 1, 

�9 .. z,,-1 irgend welche auf dem Kreise I z] = r  in dieser Weise ~iquidistante Stellen, 

so hat  man offenbar den Mittelwertsatz 

F (z.) + F (zl) + - "  + F (zn-l) 
n 

~ Cnv ZO nv. 

Hieraus folgt, dass die Relation 
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(3) A > m  r " "  
1,~9_ 

fiir mindestens eines von den n Argumenten (2) gelten muss, und ebenso, dass 

sich ein Gleiches fiir B(r )  beziiglich der Argumente (2,) aussagen lfisst. Fiir den 

Fall einer nicht ganzen Funktion F ( z )  haben wir in einer friiheren Arbeit, 1 de- 

ren Ergebnisse hier iiberhaupt eine grundlegende Bedeutung_haben, bewiesen, 

dass, falls F ( z )  auf dem Konvergenzkreise nach der Bezeichnung des Herrn 

HADAMARD die Ordnung ~ besitzt, d. h. falls 

(4) lim log I c,~ ] __ 
~=| log n 

zwischen dem Betrage des grSssten Gliedes und dem Maximalbetrage die Un- 

gleichung 

(5) M (r) < [m (r)] T M  

fiir eine unendliche Folge r ~ r,, r~,..., r , , . . . ,  mit lim r,~= x besteht, wobei auch 

in entspreehender Weise der Index des grSssten Gliedes ins Unendliche steigen 

muss. Da man nun auch, wie wir jetzt  nachweisen wollen, 

(6) A ( r )>m (r)(1--~) 

annehmen darf, so ergibt sich durch Kombination von (5) und (6) die zu be- 

weisende Ungleichung (I). 

Um den fraglichen Beweis zu erbringen, benutzen wir die Resultate yon w 

5 in unserer soeben zitierten Arbeit, indem wir F (z) mit einer Funktion 

�9 (z) -- n~ z" 
r t~0  

vergleichen. Da wir 

, , = |  n 

haben, so muss es beliebig grosse Indices n geben, dass, wenn fiir r=r , ,  bez. 

r = e n  das Glied cnz" bez. nkz  " in F ( z )  bez. O(z)  den grSssten Betrag hat, man 

stets 

i Uber den Zusammenhang zwischen dem Maxlmalbetrage einer analytischen Funktion und 
dem grOssten G!iede der zugeh~'igen Taylor'schen Reihe, Acta Math. X X X V I I  (1914), S. 326. 
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n On 
[ r  ]r n+h ~" nk't~ e n+h 

( h =  l, 2, 3,. . .) 

erhiilt; freilich kann dabei rn nieht ganz beliebig in dem zugehSrigen ]ntervalle 

gew~hlt werden. Nun l~sst sieh r bestimmen, indem wir nkr" in Bezug auf n 

derivieren, wodureh wir 
k 

erhalten. Mit Riicksicht auf eine Entwiekelung, deren Glieder bez. dieselben 

absoluten Betr/i, ge wie q)(z) besitzen, wird jetzt  (3) durch 

(3,) A ( ~ , , ) > n k ( , : : _ i _ ~ f _ , ( n , , ) " e n  = I - - e  ~ t t1-  
- -  ~,-2 ~ " 2  ~e ' ' l  j 

ersetzt. Man hat aber, wie leicht ersichtlich, 

(:) e k . v I ' i t  k " 

1 - -  2e 

und letztere GrSsse wird offenbar beliebig klein, falls k geniigend gross gew~ihlt 

wird. Dureh eine solehe Wahl yon k kann man also es immer bewirken, dass, 

wie klein auch die positive GrSsse e. genommen wird, man 

A (e,,) > m (en)(I-- ~) 

erhElt. Hiermit ist aber auch unsere Behauptung beziiglich der Ungleichung (6) 

erwiesen, woraus dann der in diesem w zu beweisende Satz folgt, d. h. es ist die 

Giiltigkeit yon (I) au/  Funkt ionen mit  endlichem Konvergenzradius er6.treckt, wenn 

die Ordnung der bez. Funkt ion  au] dem Konvergenzkreise ~ ist. 
Wir glauben doeh hiermit nieht die ~usserste Grenze erhalten zu haben, 

fiir welehe (i) allgemein gilt. Es w/~re z. B. denkbar, dass die der obigen Er- 

weiterung zu Grunde liegende Bedingung 

sich durch 

ersetzen liesse. 

lim log |c~J = 
n=|  l o g  n 

lim 10g_l c,' [ > o 
n-| logn 
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Es ist weiter unbefriedigend, dass wir zwar nachgewiesen haben, dass (i) 

f f r  mindes~ens ein Argument (2) und, wenn B(r )  fiir A (r) eintritt, ebenfa]ls ffir 

ein oder mehrere Argumente (21) gilt, abet wir sind zu keiner Entscheidung 

dariiber gekommen, inwieweit es immer derartige Argume.nte geben muss, welche 

benachbart auftreten, wofiir ja freilich alle Wahrscheinlichkeit spricht. Fiir die 

Anwendungen w~ire aber ein solcher Satz fiber die Verteilung der fragliehen 

Argumente ~usserst wichtig. Hieriiber wollen wir auch in einem folgenden w 

nach einer anderen Methode Aufsehluss geben. 

w  

Uber die Grfssenordnung von ganzen transzendenten Funkti~nen mit posi- 

tiven Koeffizienten hat  man yon mehreren Verfassern Untersuchungen, ~ welche 

dahinzielen, dass, wenn n den Index des grfssten Gliedes bedeutet, unter sehr 

ausgedehnten Voraussetzungen man fiir dieselbe eine Genauigkeit erh~ilt, bei 

welcher nut  yon einem gegen i konvergierenden Faktor  abgesehen wird, indem 

man bloss eine Gruppe von Gliedern zu berficksichtigen braucht, deren Anzahl 

in einem fiir lim n ~ oo beliebig kleines Verh~iltnis zu n steht. Es wiire gew, iss 

keine grfssere Schwierigkeit zu fiberwinden, um Resultate dieser Art auch auf 

nicht ganze Funktionen mit der Ordnung r162 auf dem Konvergenzkreise auszu- 

dehnen. Wollte man den Satz nicht durchweg fiir l imn ~ oo aufstellen, sondern 

nur fiir eine unendliche Folge von Indices, so hiitte man sogar den Beweis ganz 

allgemein sowohl fiir ganze tranzendente Funktionen als auch fiir Funktionen 

mit endlichem Konvergenzradius yon der bezeichneten Art unter der einzigen 

Voraussetzung fiihren kfnnen,  dass die Koeffizienten positiv oder Null sein sol- 

len. Es erscheint uns nicht unwahrscheinlich, dass der Satz, bei welcher es ja 

sich um das Verhiiltnis der Funkt ion an der Stelle handelt, wo dieselbe den 

Maximalbetrag hat, ebenso allgemein bei komplexen Koeffizienten gilt. Da es 

aber auf sehr erhebliche Schwierigkeiten zu stossen scheint, um die ffir den Be- 

weis des letzteren Satzes nftige Abschiitzung yon Summen komplexer Glieder 

auszufiihren, so wollen wir auch hier auf den Beweis fiir den Spezia|fall von 

positiven Koeffizienten verziehten. 

Die Sachlage ist nun auch wiederholt yon Herrn BOREL dahin charakteri- 

siert worden, dass fiir die Grfssenordnung der Funktion dem grfssten Gliede 

eine durchaus entseheidende Bedeutung zukommt, und in unserer schon zitier- 

Es geniige auf die bez(igliche zuletzt erschienene uns bekannte Arbeit zu verweisen, 
welche wohl auch die grOsste Prazision erzielt hat, namlich VAL[aO.~, Sur le calcul approchd 
de certaines fonctions enti~res, Bull. de la Soc. Math. de France, XLII (1914), S. 252. 



6 A. Wiman. 

ten Arbeit glauben wir die Hauptfragen fiber das Verh/i, ltnis zwischen dem Maxi- 

malbetrage und dem Betrage des grfssten Gliedes klargelegt zu haben. Von 

diesen Resultaten wollen wir jetzt  eine Anwendung machen, indem wir ausein- 

andersetzen, wie an solchen Stellen, wo der Betrag der Funktion dem Betrage 

re(r) des grfssten Gliedes mindestens gleicb ist, was ja ffir den Maximalbetrag 

M(r) der Fall ist, man eine Anzahl zentraler Glieder herausnehmen kann, so 

dass die nach beiden Ricbtungen nicht mitgenommenen Gleider keinen wesent- 

lichen Einfluss fiber die Eigenschaften der Funktion besitzen. Zungchst soil dies 

betz:effend den Betrag der Funktion gelten. Dabei nehmen wit bei der Absch/~t- 

zung der nicht zentralen Glieder die absoluten Betr/ige einer Majorantfunktion 

und bestimmen die nft igen Voraussetzungen, damit diese Summe < e r a ( r ) s e i .  

Es ist dann ( I - - t ) m ( r )  eine untere Grenze ffir den Betrag des Inbegriffes der 

zentralen Glieder. Eine solche Methode ist freilieh nichts weniger als vollkom- 

men. Wenn es abet  im ni~chsten Paragraphen gilt, nochw eiter gehende Schlfisse 

fiber die Eigenschaften der Funktion zu ziehen, so werden wir auf neue Schwie- 

rigkeiten stossen, welche noch mehr den Funktionenbereich umgrenzen, ffir 

welchen es uns gelungen ist, den Beweis durchzuffihren. Doch ist zu bemerken, 

dass f fir die ganzen Funktionen die hier besproehenen Probleme ganz leicht er- 

ledigt werden, und dieser Fall ist ja als der fiberaus wichtigste zu betrachten. 

Zun/ichst nehmen wir an, dass eine Vergleichsfunktion 

�9 (z) = ~ 7- z" 
n--0 

existiert, ffir welehe man 

On_ = I + n - "  (I < ,  < 2) 
Qn--I 

w~ihlen kann, wo, wie in unserer vorigen Arbeit ausgeffihrt wird, fiir IzI--e, ,  ;,,z" 

das Glied vom grfssten Betrage liefert. Nach S. 320 ebenda ersieht man ohne 

Schwierigkeit, dass es, wenn n hinreiehend gross ist, fiir lira Q,,= i erlaubt ist 

2--(t4-t 

17,,l<e" ( >o1 

zu setzen. 

(7) 

Man erh~ilt weiter beim Vergleich mit S. 312 unserer zitierten Arbeit 

I ; ' , ,  . . . .  . . . .  + ( , . _ , . ) _ q - (  . . . .  ), 
7~ I e~ ~-o 

sowie 
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t ~/ .+a '+ 1 ~, 

7n+*,+tJ~n < H (I + (O. 4 Z + I)--") -( .... ) 
17,,le,  

< (z + (n + .), + z)-") 
*,(v+ l ) ~,2 

- -  - -  ( l - - b )  
2 <: e 2(n+~')a 

we fiir ~, wenn n (und v) geniigend gross gewiihlt wird, eine beliebig kleine po- 

sitive GrSsse gesetzt  werden kann. Will man je tz t  fiir I z ] = r  den Betrag der 

Summe der  n ieht  zentra]en G]ieder, also der]enigen, deren Indices enweder  > n + r 

oder < n - - v  sind, mit  m(Q.) verg]eichen, so wird offenbar das Verhiiltnis 

v2 (1 - -  0) 
~ 2  e 2 ( n + v )  a 

r 

oder mit  Bezug darauf,  dass man (~ immer kleiner nehmen kann,  

(s) 
X2 ( 1 - - , ~ )  

< 2 [ e -"-("+~7' dx. 
T 

Behufs der Abschiitzung des Integrals  (8) zerlegen wi t  dasselbe in zwei Teilinte- 

grale: Eine partielle In tegra t ion  ergibt  zun~ichst 

~, 1 - -  5 z 2 oo 1 - -  5 x2_ .  ct 

j e 2 (n+a~)adx~ t e 2l+'t (9) j . . . . . . . .  ,~ - - - -  dx 
n n 

( I  - -  5 ) n  2 -  a 

< ( I T ~ ) 2 1 + a n a - I  e 21+, ,  
( 2  - -  ~ )  ( ~ - -  ~) 

(i; > o). 

Andererseits  ist  ersichtlich: 

~' - -  (1 - ,~) _ _ z 2 _  ~ e _ I - -  ~ z ~  ( l  - -  ~) r 2 
(91) fe (n+x)"dx< ,,] 2ana dx< 2a-ln"(~ (~)~- e 2anr~ 

r T 

Es muss r so genommen werden, dass auch in (91), was fiir (9) yon selbst er- 

fiillt wird, sich fiir lira n - ~  oo eine beliebig kleine GrSsse ergibt. Am einfaeh- 

s ten geschieht  dies, indem wir r =  n flI2(2>t~>ct ) setzen. Das Verhiiltnis des 

von den nieht  zentra len Gliedern herr i ihrende Betrages zu re(r) wird dann  

m n ~  - g t - ~  
(Io) < e (~ > o). 
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Nach dem allgemeinen Prinzipe, welches im letzten Paragraphen unserer 

mehrmals zitierten Abhandlung begriindet wird, kSnnen wit jetzt den Satz 

aufstellen: 

Es  bezeichne 

F(z) = ~ c . z "  
n--O 

entweder eine ganze transzendente Funkt ion  oder eine Funk t ion  mi t  dem Konver- 

genzradius I unter der Bedinguncj 

(1I) l iml~ > o (12> @ 
n - ~  nn 

Es  sei e eine beliebig kleine positive Gr6sse u n d o  < ~ < 7. Die zentralen Glieder 

soUen in 

( 1--'11 l--'q2' ) 
(12) ~c,,z" n - -n  2_<~,<n+n, 

enthalten sein, wenn n den Index  des gr6ssten Gliedes bedeutet. Es  gibt dann ira- 

met  eine unendliehe Folge yon Indices n, [iir welche ~nan als Verhdltnis des yon 

den nicht zentralen Gliedern herriihrenden Betrages zu m(r )  eine Gr6sse erhalten 

kann, welche 

( I 3 )  < e - n  ' ' - ' j ' - '  

ist. Fiir ganze transzendente Fukt ionen kann man insbesondere bei beliebigem 6 > o 

~] = I -  • in (13) nehmen. Es  ist dann m6glich in (I2) der Bedingung /iir ~, die 

genauere Gestalt 
i l 

(14) n -  n 2+'~ < ,,  < n, + n "z 

+ 

zu geben. 

Durch die Bedingung (II) werden ja keineswegs s~imtliehe Funktionen mit 
der Ordnung Qo auf dem Konvergenzkreise erschSpft. Mit den uns hier zur Ver- 

fiigung stehenden Mitteln sehen wir iibrigens keine MSglichkeit, den obigen Satz, 
auch bei etwaiger Modifikation desselben, auf siimtliche der in Rede stehenden 

Funktionen zu erweitern. Etwas weiter kSnnen wir doch die Frage fiihren, in- 
dem wir eine Vergleiehsfunktion q)(z) heranziehen, fiir welche z. B. 

e _ -  = 1 + ( !og-n)"+'  ( .  > o) 
~ n - I  n ~ 
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gesetzt werden kann. Die Sache wird dann auf die Abschiitzung des Integrals 

~ x 2 
- -  2 ( r t~x )~  [ log(n  + x)] • + 1 dx.  (8) e 

zuriickgeffihrt. Man hat offenbar 

- -  ~ x ) ~  [log n + x)] z + 1 - -  ~[Iog (n + x  )]" 4-1 ' 
(9) e 2(n dx < e dx  < (n + x) d x =  

Tt n n 

1 y. 

=_ __ ~ ....... (2n)-S ~176 
~- (log n) ~- - -  :t 

Andererseits ist fiir r =  6n 

xz 
" ;  x*2 " 1  ({~l] 'e -- 8-ni (l~ 'l~)z + l 2 n V 2 , ~  e 2(,,+~)zt~og(,,+~)]z+ dx < dx  = ~.+, e - Y ~ d y  < 

. ]  . ~*"~'| 

,~. (log n) , ~  
2 ] / 2 ( l ~  2 

f)2 02 
4 ~t - -  8- (logn)Y" + I 4 - -  I~ ( logn)•  + 1 

< ~-logn)~ +i e 0 (log n) T M  n 

Fiir die Vergleichsfunktion liisst sieh demnaeh behaupten,  (lass, wie klein auch 

~>  o gegeben wird, alas VerhKltnis des yon den nieht zentralen Gliedern her- 

riihrenden Betrages zu m (r), wenn n geniigend gross ist, 

(~o) < n-"~ ")~'-~ (s > o) 

wi rd .  

Man  erschliesst o h n e  Sehwierigkeit (wobei man etwa iihnliehe Relationen 

wie ( 5 6 ) u n d  (57) unserer zitierten Arbeit heranziehen kann), dass die Funktio- 
n e n  F(z ) ,  fiir welehe sieh mit Hilfe der zuletzt betraehteten Vergleichsfimktion 

ein i~hnlieher Satz wie der friiher in diesem Paragraphen hergeleitete Hauptsatz  

aufstellen 1Ksst, dutch die Eigensehaft 

~-:---logic. I 
(H)  llm . . . . . . . .  > o (~i' > o)  ,,=| (log n )  2+ 't 

charakterisiert werden. Funktionen mit unendlieher Ordnung auf dem Konver-  

genzkreise erhiilt man aber jedenfalls noeh, falls in (~i) der Exponent  2 + r~ auf 

i + ~? erniedrigt wird. 
Aeta mathematica. 41. Imprlm6 le 28 sep tembre  1916. 12 



10 A. Wiman. 

w 

Es besteht, wie leieht ersichtlieh, die Identit/it 

l P ~ - - n  

Bei den Anwendungen, welche wir hiervon machen wollen, ist es vorteilhaft, fiir 
n den Index des grSssten Gliedes zu nehmen. Eine wichtige Frage gilt insbe- 
sondere das Verh~iltnis des Betrages yon 

( I6 )  F ( z , ; ~ ) ~ [ e  n __ i )  cn+~,2 n+v 

zu ]F(z)  l, wenn die reelle OrSsse Z unter  gewissen Sebranken bleibt. Ist niim- 
lieh dieses Verh~ltnis sehr klein, so bleibt ja der Betrag von F(z) fast unver- 
iindert, das Argument wSchst aber mit einer GrSsse, welehe sehr wenig yon 

versehieden ist, d. h. das grSsste Glied hat einen bestimmenden Ein/luss iiber die 
~nderungen des Argumentes der Funktion. 

Ist  F(z) eine Funktion mit positiven Koeffizienten, ffir welche die Bedin- 
gung ( ~ )  zutrifft, und wird z positiv genommen, so ersieht man aus den ErSrte- 
rungen des vorigen Paragraphen, dass solche F~ille fiir beliebig grosse n eintreten, 

da ja fiir diejenigen Glieder, welehe einen bestimmenden Einfluss auf den Be- 
/ .~,~, ) 

Crag der Funktion haben, der Faktor  ~e '~ - - i  sehr klein wird. , Wie wir be- 

reits angedeutet  haben, l~isst sieh dieselbe Eigenschaft fiir siimtliche Funktionen 
mit positiven Koeffizienten iiberhaupt bestiitigen, zu denen die Ordnung o0 auf 

dem Konvergenzkreise gehSrt. Die Vermutung liegt dann nahe, dass es sieh in 
i~hnlieher Weise auoh bei nicht  positiven Koeffizienten in der Umgebung der 
Stellen, we der Maximalbetrag erreieht wird, verh~.lt, obwohl ein allgemeiner 
Beweis hierfiir mit grossen Schwierigkeiten verbunden sein diirfte. Fiir Funktio- 
nen mit endlieher Ordnung auf dem Konvergenzkreise ersieht man dagegen sehon aus 
dem Beispiel F ( z ) =  ( i - - z )  -k,  dass ein ~ihnlieher Satz von vollst~tndiger Sehs 
nicht existiert. Der Maximalbetrag der Funktion ist ja ( i - - r ) - k ;  wenn das 

Argument der Funktion um eine GrSsse + z geiindert wird, bekommt der Be- 

trag einen Faktor,  der < cos~ ist und also nieht fiir lim r-----I beliebig nahe 

an I heranriiekt, wobei selbstversts k > I vorausgesetzt wird. 

Wir maehen jetzt  noeh die weitere Zerlegung 

, i ,  I _ _  n , l ,  l - -  n 
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Fiir den absoluten Betrag der letzteren Summe bekommt man eine obere Grenze, 

indem man jedes Glied dureh seinen Betrag ersetzt und dann auf 

e W i <;t" ~9_ . . . .  ~.$2 _ _ _ .  

2 n *~ 

Riieksieht nimmt. Es wird sieh dann um die Summe 

?]J 

handeln, und wir wollen untersuchen, unter welchen Bedingungen das Verh~ilt- 

nis dieser Summe zu r e ( r )  fiir lim n = ~ versehwindend klein wird. Zu dem 

Ende ist es niitig, die Voraussetzung zu machen, entweder sei F (z) eine ganze 

Funktion oder es gelte anderenfalls die Ungleiehung (ix). Dann ist es mSglieh, 

eine Vergleiohsfunktion so]eher Art zu w~ihlen, dass wir behufs der Absch~tzung 

des in Rede stehenden Verh~ltnisses eine Relation (7) zu Hiilfe nehmen diirfen. 

Man ersieht ja hieraus, dass fiir beliebig grosse n die obere Grenze des fragliehen 

Verh~iltnisses yon keiner hSheren GrSssenordnung als das Integral 

e 2(n+x)"dx 

0 

wird, we a irgend eiue Zahl zwisehen x und 2 bedeutet. Der Haupttei l  dieses 

Integrales fiillt offenbar zwischen den Grenzen o und n, und wir kSnnen eben 

darum dasselbe dureh 

e 8ha d x  

0 

ersetzen. Letztere8 Integral liisst sich aber durch die Substitution x = z V~ n a~2 y in 

(x9) 

oo 

3a 2 ~ $a 2 
x6 V2 n - ~ -  y~ e-U~ dy  = 4 V g ~ i  n -i - 

J 
o 

transformieren. In den Fallen, we man hier ct < 4 setzten daft, was nach unse- 
3 

rer mehrmala-zitierten Arbeit jedenfalls fiir 

r l o ~ l c . I  ,m| ~ >o (~>o) 
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er laubt  ist, bekommen wir mi th in  ill 119) ffir lim n = oo eine versehwindend kleine 

GrSsse. 

Es w/ire zwar mSglieh, dieses Resul ta t  ffir n icht  ganze Funk t ionen  erheb- 

lich zu verbessern. Da es abet  mit  unseren Mitteln in den folgenden Entwicke-  

lungen an erschSpfende Resul ta te  fiir nicht  ganze Funk t ionen  gar nicht  zu den- 

ken ist, so wollen wit  uns for tan  der Kfirze halber auf  ganze Funk t ionen  be- 

schriinken. Wir kSnnen dann  in (19) a = I + ~ nehmen,  we ~ nur  der Bedingung 

o < 6 < I unterl iegt .  Die in (17) auf t re tendo Res t summe yon F(z , ) . )  wird dann  
3 

hSchstens yon der GrSssenordnung 

I 3 

g" m (r) u -  2 + ~ '* 

Damit  dieselbe von niedrigerer GrSssenordnung als re(r) sei, b rauch t  fiir $ n u t  

die Sehranke 
1 - - d  

I ; t lS n~ 

gesetzt  zu werden. Es darf  sonach [Z] mit  n unbegrenzt  wachsen, doch wird 

dabei der  Winkel ~.~t" unendl ieh klein. Woll te  man andererseits  fiir ]3. I eine end- 
n 

liehe obere Grenze feststellen, so kSnnte bei den folgenden Auseinandersetzungen 
1 -~+20 

I F  (z)] von niedrigerer GrSssenordnung als m (r), wie z. B. n , angenommen 

werden. 

Wir  sehreiben je tz t  

F ( z )  ~ R e  ~ ,  

~v~e  Rtia, ' n c " + " z " + ~  = F ,  ( z )  = 

Die Anfangsstelle z sei so gewghlt ,  dass R e i n  Maximum von IF(z ) ]  auf  dem 

Kreise ] z ] = r  darstel l t .  Dagegen b raueh t  R nieht  no twendig  mi t  dem Maxi- 

malbetrage M (r) identiseh ,.u sein, sondern wir begniigen uns damit ,  R > m  (r) 

vorauszusetzen.  Wir  suehen den Bet rag  yon 

(20) 

und f inden hierfiir 

(21) 

R e  *i + i X R l e  0,~ 

V-R~ + ~.~R~ + 2~.RR, sin(O--0,)" 
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Die Entwiekelung des Quadrates von IF (z :-71 ] f~tngt nun offenbarmit  den Gliedern 

R ~ + 22RR~s in(O--O~)  

an. Da diese GrSsso ein Maximum fiir ;t = o haben soil, so muss 

sin ( 0 - -  01)  - -  o 

sein. Es l~isst sieh also (2I) dureh den einfaeheren Ausdruek 

(21,) VR'  + 2 ~- R~ 

ersetzen. Dass in (211) ein Minimum start  ein Maximum fiir ~-~ o auftr i t t ,  soil 

I z~il 
nun durch das Hinzutreten der weggelassenen Glieder yon F Iz e-;-] aufgehoben 

werden. Ist der aus den letzteren Gliedern herriihrende Betrag 

< ~." ~/R, 

so wird 

(22) [F(z  zi'~l[ e T ]  I > VR* + z, R; - -  t~t,; R. 

Als notwendigo Bedingung fiir das Maximum bei ~ = o erweist sieht demnach 

(23) R, < V~-~ R. 

Die obigen ErSrterungen haben klargelegt, wie fiir eine unendliehe Folge 1"1, rz,...rn,'." 
( 1 ) 

T gegen Null wie n - i-+~~ konvergiert. Aus (23) ersieht man dann, dass fiir die 

Rt 1 g 
in Rede stehende Folgo aueh ~ gegen Null konvergiert, und zwar wie n - ~ + ~ .  

t ~,zl 
Betrachtet  man jetzt  die Zerlegung (I5) yon F~ze ~-)  in zwei Faktoren,  so ist 

1 

fiir IZ[<n~ ersichtlich, dass der Betrag sich nur um Faktoren iindern kann, 

die fiir l imn =: oo beliebig wenig yon I verschieden sind. Die wesentliehe An- 

derung des Argumentes riihrt vom ersten Faktor  rechts, also e zzi, her, da in 

dem zweiten Faktor  das nioht yon Z abhiingigo Glied F(z) yon hSherer GrSssen- 

ordnung als das Restglied ist. Die Funkt ion F(z  zi'~l e n ], wo hier ~ als reelle Ver- 

iinderlieho unter  den angegebenen Sehranken bleibt, wird also mit absoluten Be- 
trdqen, deren Verhaltnisse zu einander beliebig weni9 yon I di//erieren, in regdrmis- 
siger Au/einander/olge alle mdylichen Argumente annehmen, und zwar so, class die 
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A'nderung des Argumentes der Funktiou die]enige des grdssten Gliedes begleitet. Bei 

dieser .4nderung des Argumentes nimmt selbstverst2indlich die Funktion auch rein 
reelle oder rein imagindre, positive oder negative, Werte an. 

Der vorhergehende Satz gilt insbesondere bei einer Stelle z, wo der Maxi- 

malbetrag M(r) erreieht wird. Das Verhiiltnis zwischen den Geschwindigkeiten, 

mit denen die Argumente der Funktion und des grSssten Gliedes in der Umge- 

bung einer solchen Stelle auf dem Kreise [z I = r oszillieren, ist also fiir unend- 

lich steigende r-Werte ,mendlich wenig yon I verschieden. W.iU man dem 

Argumente der Funktion die Beschrdnkung - - ~  < O_<,~c au/erlegenl und bezeichnet 
Ao (r) den Maxienalbetrag der Funktion /iir ein bestimmtes Argument 01 so bekommt 
man als Verallgemeinerung yon (I) 

(II) A,~(r) > M (r) (I -- e). 

Dieser Zusammenhang zwischen den Jt, nderungen des Argumentes der Funk- 

tion und desjeni~en ihres grSssten Gliedes bietet vielleicht eine Erkliirung der 

in unserer vorigen Arbeit hergeleiteten Formel 

r ~ 
M (r):>_ m0 = - - - - - : -  

T I  7-2- �9 " T  n 

dar, wo r ,  rT,.., r,,,.., nicht wie in dem bekannten Theoreme des Herrn J ~ s ~ . ~  

die Bedeutung der Betr~ige der Nullstellen haben, sondern, wie hier, a]s Betriige, 

bei denen je fiir die grSssten Glieder iibereinstimmende Indices auttreten, be- 

t rachtet  werden kSnnen. 

w 

Aus den obigen Ergebnissen erh~ilt man als erste Anwendung eine bemerkens- 
werte Folgerung i~ber die Eigenseha/ten der ganzen Funktionen yon der speziellen 
Gestalt eF(z). Bezeichnen m~ (r) und mi(r) den Maximalbetrag bez. Minimalbe- 

trag dieser Funktion, und schreibt man fiir O = o , ~  A ~ ( r ) = A ( r ) , B ( r ) ,  so hat  

man offenbar die Ungleichungen 

(24) 

Hieraus folgt 
schaft 

e~(~) <_ m. ('r) < e~,l, 

e -B(r) __>_ ml (r) >_. e -M(r). 

mit Riicksicht auf die durch (II) ausgedriickte allgemeine Eigen- 

(25) ma (r)-(~-*')> ml (r) > ma (r) -(~ + *') 
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fiir eine unendliehe Folge yon unendlich wachsenden r-Werten, wo e~ eine be- 

liebig kleine positive Gr5sse bedeutet .  In  (25) liegt aber eine wesentliche Ver- 

scMir/ungeines beriihmten Theoremes des Herrn HADAMAaD, dessen Giiltigkeit sich 

doch au/ s(imtliche ganze Funktionen erstreckt, und welches in der Hauptsaehe 

seinen Ausdruek in der Ungleichung 

I 

(26) log mi(r) < [log m.a (r)] 1 +" 

findet. 

Es dfirfte aueh Aufmerksamkeit verdienen, dass die Bereiche, wo [eF(z)[ yon 

der GrSssenordnung des Maximalbetrages bez. Minimalbetrages ist, o/[enbar alter- 

nieren, so dass, wenn das Argument um eine Gr6sse 2 ~ zugenommen hat, won den 
n 

Index des grSssten Gliedes yon F(z )  bezeichnet, man wieder au/s neue sich dem 

Maximalbetrage bez. Minimalbetrage ndhert. Eine solche Oszillation kann man 

iibrigens leicht bei speziellen Funktionen, wie etwa e ~, ngher studieren. 

Aus verschiedenen Griinden haben wir die Uberzeugung gewonnen, dass das 

obige Theorem des Herrn HADAMARD auch bei dem ailgemeinen Fall der ganzen 

Funktionen einer Erweiterung fiihig ist, so dass (26) durch 

( z 6 0  . ~  (r) > [m,, ( r ) ] -~ '  +"1 

ersetzt werden kann. Doch ist es uns bisher nicht gelungen, den Satz in dieser 

Allgemeinheit zu beweisen. Noeh schwieriger diirfte es sein zu entscheiden, fiir 

welehe Klassen yon Funktionen mit einem Konvergenzradius r die Ungleichung 

(26,) eharakteristisch ist. Als ein Beispiel, wo dies nicht der Fall ist, fiihren 

wit an: 

1 1 
. . . . .  4 .  _. 

F ( z ) = e  J-~ c,+~/ (z<I) ,  

l 1 

wo mi(r) und ma(r) yon den bez. Gr5ssenordnungen e 1-,. und e (1-~/sind, und 

wo fiir die Koeffizienten die Eigenschaft 

iii~ l~ Ic"l - .  

n - -  oo n l - - + ~ / "  - -  

- -  oo (~ > o) 

naehgewiesen werden kann. 
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w  

Fiir die erste Ableitung haben wir 

(27) F'(z) = (n+  v )c , .~2  "~+'-1 = F(z) + ~nC,+~z"+"  -- 

n 
_ [ F ( z )  + F ,  (z)]. 

Z 

Ist nun z eine Stelle, wo der Maximalbetrag M (r) erreicht wird, so ist nach (23) 

Ft (z)eine sehr kleine GrSsse. Unter  den dort  zu Grunde liegenden Voraus- F(z) 
setzungen kann man also sehreiben 

(28) n 
F'(z) = zF(Z) ( I  + ~,,), 

wo l en ]=  ~;, beliebig klein wird. Bezeiehnet M1 (r) den Maximalbetrag yon F' (z), 
no folgt aus (28) 

(2 9) M, (r) > ~ M (r) (I - -  ,,,). 

Ganz entsprechende Relationen gelten /iir die ]olgenden Ableitungen. Man erhiilt 

o o  

(30) F(")(z) = ~ ( n  + , , )(n + ~,-- I ) . . . ( n  + , , - - z  + i )c ,+, .z"+"-~---  
' l ,  ~ - -  n 

_ n ( n - - I ) . . . ( n - - z +  i ) [F (z  ) + z F, (z) + F~(z,z)]. 
2: z 

Da die Koeffizienten der zentralen Glieder yon F~(z,x), denen die eigentliche 

Bedeutung bei der AbschEtzung zukommt, yon der GrSssenordnung ~ c . + , ,  sind, 

so ist an einer Stelle der hier gedachten Art  nach den Auseinandersetzungen in w 3 

das Verh~ltnis F2 (z,x) F (z--)- zu vernachl~sigen.  Als Verallgemeinerungen van (28)und 

(29) haben wir sonach auch bei den hSheren Ableitungen: 

~x 
(28,) Fr (z) = ~ F(z) (I + *.), 
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(290 
n x 

M~. ( r )> r~ M (r) (i - -  1;~.). 

Fiir die GrSssenordnungen der Maximalbetr~ige der Ableitungen geben (29) und 
(29,) zuniiehst nur  untere Grenzen. In  vSl!ig analoger Weise lassen sieh obere 

Grenzen feststellen. Es sei z eine Stelle, wo wit ffir IF (z )  ldas  Maximum Mj(r)  
haben. Schreiben wir dann 

so erhalten wir 

(3i) 

Fr (g)~ ~ / n + v Z n + v - l  = ~ ( n  + 'V)r n+v-l, 
*,~--n+l * , - - - - n + l  

F(z) - -7o  + ~7,*+r.n+rZ,,l,,_~l. F ' ( z ) - -  nT.+,, z "+' '-1 + 
. e . ~ - - n  + I r = - - n + l  

v-" ] z F'(z)( i  + ,,). 
+ ~ n ( n  + v) 7"+''z' '+' '-1 + 70 = n  

_1 ~p= - -  n + 1 

Man bekommt in der Tat  diese letztere Umformung, indem man beaehtet, dass 
die in w 2 ausgeffihrte Absehiitzung fiber das Verhiiltnis der nieht zentralen 

Glieder zu re(r) leieht auf d ie  erste Ableitung iibergeffihrt werden kann, wenn 
wit fiir diese ncnz n-1 als grSsstes Glied betraehten, da es ja yon keiner wesent- 

x multipli- lichen Bedeutung ist, falls in (8) der Integrand mit einem Faktor  1 f in  

ziert wird. Dana lassen sieh die zwei in (31) auftretenden Summen in ganz der- 
selben Weise wie die entspreehenden Summen in (17) behandeln. In gleieher 

Weise finden wir betreffend die folgenden Ab]eitungen ffir die 8tellen, wo I F(~) (z) I 
M~. (r) ist : 

2: z 
(31,) F ( z ) =  F'~(z)(~ + ~.). 

n •  

Aus (3 I) und (3iz) ergibt sich 

(32) _M (r) > r M, (r) ( I  - -  ~'n),  

sowie allgemeiner 

(32,) M (r) > r~ M s  (r) (I - -  r2.). 
: n x  

Fassen wit (29) und (32) zusammen, ,o erhalten wir 
Aeta mathematlea, 41. I m p r i m 4  le  29 s e p t e m b r e  1916. 
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(III)  n M (r) (I - -~)  < M, (r) < n M (r) (I + 0 ,  
r r ~ 

wo die positive GrSsse ~2 beliebig klein gegeben werden kann. Ebenso erschIiessen 

wir aus (29~) und (32~) [i~r die hSheren Ableitungen 

(III,)  n~ M (r) (I - -  r~) < M~ (r) < n~ M (r)(~ + rl). 
rx 7- ~r 

Die Art  und  Weise aber, auf  welehe wir diese Ungleichungen gefunden ha- 

ben, lehren uns noeh, dass, wenn [ z l = r  gewisse Anforderungen bezfiglich des 

Uberwiegens der zentralen Glieder erfiillt, die Maximalbetrdge der FunkHon und 

der Ableitungen einander begleiten, 8o dass an einer Stelle, wo die Funktion oder 
irgend eine der Ableitungen den Maximalbetrag hat, die absoluten BetrSge der an- 
deren yon den zugehSrigen MaximalbetrSglen nur mit ]e gegen 1 konvergierenden 
Faktoren abweiehen. ~ 

Aus (28), (28~), (3I) und  (3I~) erhal ten wit  noeh Aufschliisse i~ber die Be- 
ziehunqen zwischen den Arqumenten der Funktion und ihrer Ableitungen an einer 

Stelle der gedaehten Art. Hat man z ~  reiv, und bedeutet �9 das Argument yon 

F (z), so gibt o/]enbar O--xrp  einen Ndherungswert [i~r das Argument der Ablei- 
tung F(~) (z). 

Die soeben erhal tenen Resul ta te  ges ta t ten  verschiedene Anwendungen auf  

die Beschaffenhei t  der L5sungen von gew6hnlichen Differentialgleiehungen, fiber 

welehe wir uns doch bier kurz fassen mfissen. In ganz besonderer Weise be- 

k o m m t  man Aufsehlfisse fiber die linearen Di[/erentialgleichungen mit rationalen 

Funktionen als Koe//izienten, deren LSsungen ganze Funktionen sind, was ja im- 

mer der Pall sein muss, wenn z = ~ die einzige singul~ire Stelle der Differential- 

gleichung ist. Subst i tu ier t  man niimlich n n ~ z y' z~ y' fiir y',. y(~), so erh~lt 

man asymptotische Relationen zwi~ehen n und z, welehe sowohl /fir die mSglichen 
GrSssenordnungen der Maximalbetrdge als auch /i~r die Richtungen, in denen die 
LSsungen ihre Maximalbetrdge besitzen kSnnen, entscheidend sind; hierbei ha t  man 

sich nur  der sogenannten  Newton-Cramer'schen Methode zu bedienen. Wie ohne 

Schwierigkeit  zu ersehen ist, muss jede derart ige Relat ion yon der Gestal t  

St 

(33) n = uz" 

sein, wo tt und v natiirl iehe Zahlen sind. H a t  man  a =[a ]e i% so ergibt  sieh 

a Auch bet  den frt iher,  insbesondero von Her rn  BOaEL anges te l l ten  Un te r suchungen  tiber 
den Zusammenhang  zwischen M(r)  und M1 (~') spiel t  der  Vergle ich  mi t  dora gr6ssten G| iede  
e ine  wesen t l i che  Rolle. Wir verweisen  b ier  nur  auf die berei ts  zi t ierte Arbei t  des Her rn  
VXLmO~, Sur quelques thdor~mes de M. Borel. 
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aus (33) fiir das Argument rf von z die Relation 

(34) ~' + ~! ~P ~ o (rood z,r), 
~P 

wodureh ~i iiquidistante Riehtungen bestimmt werden. Ebenso findet man dureh 

Reehnungen, die von keinerlei prinzipiel]er Schwierigkeit sind, auf welehe wir 

aber hier nicht eingehen wollen, dass aus (33), worin ja eine Abhiingigkeit zwi- 

sehen r u n d  dem Index n des zugehSrigen grSssten Gliedes ausgesprochen wird, 

als GrSssenordnung des Maximalbetrages sich 

H ~i r "  
(3,5) e 

ergibt. Doch miissen wir einstweilen die ]?rage betreffend die Umkehrung dahin- 

gestellt lassen, d. h. wir vermSgen nicht zu entscheiden, in wie weit zu jeder 

mSglichen Kombination von (34) und (35) auch wirklich eine LSsung der Diffe- 

rentialgleichung gehSrt. 

Jedenfa.tls finden wir doch, dass die ganzen transzendenten Funktionen, 

welche als LSsungen von linearen Differentialgleichungen auftreten kSnnen, de- 

ren Koeffizienten rationale ]?unktionen der unabh~ingigen Ver~inder]ichen sind, 

die folgenden zwei charakteristischen Eigenscbaften besitzen mfissen. 

I. Dieselben Mnd nicht nur  yon rationaler endlicher Ordnung, sondern geh6- 

ten immer  dem nach einer yon Herrn  PRINGSH~aM einge]i~hrten Terminologie soge- 

nannten Mit le l typus  an. Dadureh sind Funktionen wie l . i z ) u n d d m R I E M A N N  sehe 

Funk tion ~(z) ausgesehlossen. 1 

z. Die Stellen, we die Funkt ionen  ihre Maximalbetrdge besitzen, ordnen sich 

asymptotisch in gan,~ bestimmte Richtungen. ~ 

Als ein einfaehes Bespiel betraehten wir die Differentia]gleichung 

y" - -  z y f - -  z*" y = o. 

Als asymptotische Relation zwisehen n und z erhiilt man 

1 dieser Satz nicht nur fiir Nach einom litngst bekannten Satze gilt ftir die Funktion/.~) 

lineare Differentialgloichungen. Man 8oho O. HOI.D~It, Uber die Eigenschaft der Gammafunktion 
keiner algebraischen Differentialgleiehung zu geniigen, Math. Ann. XXVIII (1886). 

2 Obgleich wir keinen Beweis dafiir haben, so ktinnen wires hier nicht unterlassen, die 
Vermutung auszusprochen, dass auch die Nullstellen sich asymptotisch gewissen bestimmten 
Richtungon anschmiegen. Man vergleiche doch hier insbesondere die Resultate des Herrn Hoa~. 
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"n, 2 n 
- - - - 2 -  - -  g ~ - - -  O 

Z 2 Z 

oder naeh der LSsung 

n V 5 4 
(a) z" -- 2 

(b) n V 5 - -  i 
Z 2 2 

! /5+~ ,~ . 

Durch (a) wird ein Maximalbetrag yon der GrSssenordnung e 4 m den Rich- 

tungen tp = o, ~1: charakterisiert; dem gegeniiber entsprechen der LSsung (b) die 

- - - -  r2  Yg 
GrSssenordnung e 4 und die Richtungen r 4- �9 Offenbar ist (a) der 

2 

allgemeine Fall. Ob es wirklich partikuliire Integrale gibt, fiir welche (b) cha- 

rakteristisch iat, scheint nicht ohne weiteres beantwortet  werden zu kSnnen. 

Zur Zeit sind wir mit einer strengen Erledigung der entspreehenden Fra- 

gen fiir den Fall, dass die Koeffizienten transzendente Funktionen sind, wie bei 

nicht fertig. 

Bei nicht 

mSglicherweise 

y "  = e z y ,  

linearen Differentialgleichungen ist die Sache auf Grund der 

auftretenden beweglichen kritischen Punkte  verwickelter. Am 

leichtesten scheint man Kriterien zu bekommen, damit ganze Transzendenten 

auch nicht als partikuldire Integrale auftreten kSnnen. Als Beipiele nehmen wir 

die beiden Gleichungen 

(a) 
y " y - - z y  '2 + P(z)y"  + Q(z)y' + R ( z ) y  + S(z) = o, 

y " y - - z y  '2 4 P(z)y"  + Q(z)y' + R ( z ) y  + S ( z ) - -  o, 

wo P(z), Q(z), R(z) und S(z) ganze rationale Funktionen bedeuten. Es liisst 

sich ohne Schwierigkeit eine obere Grenze /iir die Ordnung einer 9anzen rationalen 

Funktion, die hier L6sung sein kann, absch/~tzen. Hierzu kSnnen wir jetzt  in 

erg~nzender Weise behaupten, dass die fragliehen Gleichungen auch keine ganzen 

transzendenten Funktionen als Integrale haben k6nnen. Denn bei den Maximal- 
betriigen sind ja yy"--2y'*" bez. y y " - - z y  '~ mit - -y '~  bez. ( i - - z ) y  '~ vergleichbar 

und mithin yon h5herer Gr6ssenordnung als die linearen Glieder. In ganz an- 
derer Weise verhKlt es sich mit 

(fl) yy" - -y '~  + y" + y + I ~ o, 



Maximalbetrag einer analytischen Funktion und grbsster Betrag bei gegeb, hrgumente. 21 

wo wir das partikul~re Integral y ~  sin (z + c) haben. Als ein anderes Beispiel 
nehmen wir 

(7) y'y" + y~ -t- y ' - - y  --o, 

wo als partikul~ires Integral y =  ce -~ auftritt .  Die F~ille ( f l )und  (7)gehSren 

insofern zu zwei verschiedenen Typen, als man, auch wenn die Koeffizienten be- 

liebige rationale Funktionen P(z) ,  Q(z), R(z) und S(z) w~re~ im Falle (7) auf 

Grund der vorhergehenden Entwickelungen bestimmt behaupten kann, dass eine 

etwa als Integral auftretende ganze transzendente Funktion yon der GrSssen- 

ordnung e ~ sein muss, ein entspreehendes Ergebnis aber fiir den Fall (fl) nieht 

herauskommt. 

w  

Der 8pezielle Picard'sche Satz l~sst bekanntlieh die Formulierung zu, dass 
keine Relation 

(36) e ~'{z} = ~',(~) -t- I, 

wo F(z)  und Fl(z ) ganze Funktionen bedeuten, bestehen kann, es sei denn, dass 

F(z)  und F L(z) sich auf Konstanten reduzieren. Wir wollen zeigen, wie aug den 

vorangehenden Entwieklungen sieh ein einfaeher Beweis ffir diesen Satz herleiten 

1/isst. Man wird hoffentlieh zugeben, dass die Sehwierigkeit des Beweises eigent- 

lich in unseren ungeniigenden Kenntnissen yon den allgemeinen Eigenschaften 

der ganzen transzendenten Funktionen liegt. Dem gegeniiber werden wir den 

Beweisgrund eben darin suchen, dass wir in w 3 analoge Eigenschaften fiir ganze 

transzendente Funktionen naehgewiesen haben, wie solche fiir rationale Funktio- 

nen von selbst einleuchten. 

Fiir die ganze Funkt ion F(z)  gibt es n a c h w  2 eine unendliche Folge von 

Indices n, denen Werte  ]zl = r,  zugeordnet sind, so dass, wenn fl irgendwie zwi- 

sehen i und 2 genommen wird, als zentrale Glieder, von denen der wesentliche 

Einfluss auf M(rn) herriihrt, diejenigen bezeichnet werden kSnncn, deren Indices 

zwischen n - -  n~r ~ und n + n,~] 2 liegen. Beaehten wir, dass bei einer ganzen Funk- 

tion c~ beliebig wenig grSsser als i genommen werden kann, so ist aus (Io) zu 

ersehen, dass das Verh~tltnis des von den nicht zentralen Gliedern herriihrenden 

Betrages zu m(rn) und mithin M (r,) 

(37) < e - ' / - l - ~  (~ > o) 

wird. Wir wollen zeigen, dass, falls die Relation (36)als  giiltig angenommen 
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wird, die beiden einander zugeordneten Folgen ~ und r. die gleiche Bedeutung 

fiir F l (z) wie fiir F ( z )  haben miissen. 

Da der grSsste positive reelle Teil A (r,) von F(z)  dieselbe Gr6ssenordnung 

wie M (rn) hat, so muss dies aueh fiir den Maximalbetrag M 1 (r,~) yon F x (z) der 
Fall sein. Man hat also M ~ ( r , , ) > M ( r , ) ( x - - e , , )  mit l i m e n = o .  Wir versucben 

n i a o  

mit der Annahme, dass yon den Gliedern in Fl (z), deren Indices nicht zwischen 

n - - n  .'~,'~ und n + n.'~l ~ liegen, ffir Izl = rn ein Betrag herriihre, der > ~ A~ (r,) ist, wo 

6t eine gegebene positive GrSsse bedeutet .  

Zun~chst erinnern wir daran, dass wit bei der Absch/i.tzung einer oberen 

Grenze fiir den zu m(r,)  komplement/iren Faktor  !! (r,,) in M (r,,) = m (r,,) !l (r,,) 

die Funktion F ( z )  durch eine mit n bewegliche Majorantfunktion mit positiven 

Koeffizienten ersetzt haben, welche iibrigens einen endlichen Konvergenzradius 

hat und das Glied vom Index n dem Betrage naeh unver~indert besitzt. Es ist 

einleuehtend, dass innerhalb des Konvergenzkreises dieser Majorantfunktion, 

welche wir etwa mit @,(z )  bezeichnen k6nnen, M (r) niemals den Maximalbetrag 

yon O,,(z) iiberholen darf. L/isst sich also beweisen, dass aus der gemachten 

Annahme die Folgerung gezogen werden kann, dass fiir irgend einen r-Wert der 

gr6sste positive reelle Teil der Funktion F~ (z) yon hSherer Gr6ssenordnung als 

der Maximalbetrag yon @,(z )  wird, so darf hier letzterer Betrag dureh M ( r )  

ersetzt werden. 

Das Integral (8), dutch dessen Abseh/itzung wir die Resultate (xo) und (37) 
erhalten haben, bezieht sich zunRchst auf die nicht zentralen Glieder yon q),(z), 

also erst in zweiter Instanz auf F ( z ) .  Ohne besondere Schwierigkeit l/isst sich 
ersehen, dass das Integral (8) fiir ]im n = ~ noch unendlich klein wird, falls der 

Integrand dureh 

�9 e ( ' + ' ) ' ~ - " - ~ '  (e,  > o)  

multipliziert wird, und die untere Grenze r=nZ/2 gesetzt wird. Es handelt  sieh 

ja dann um das Integral 

O r + x )  ' / - a - ~ l  . . . . .  ( I - -0}  

e ",. (,, +z)', dx ,  
i 

n i l l2 

und wenn man hier den Exponenten im Integranden betrachtet ,  so kommt of- 

fenbar die entscheidende Bedeutung dem negativen Gliede zu, weil bei gegebe- 

nem ~.~ > o fiir x >  n/~l ~ 
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I x - -  n3h \ 2 

mit n ins Unendliehe steigt. Da man a + r~----i + e setzen kann, so muss es 

bei der oben angenommenen Eigensehaft yon F~ (z) fiir I z l =  r~ mindestens ein 

Index n + v geben, so dass das zugehSrige Gtied in F~ (z) zu dem entsprechen- 

den in O. ( z )  ein grSsseres Verh~iltnis als 

(38) e(-+~,) '3-1-~ 

hat. Im Allgemeinen kSnnen wir das Verh~,ltnis zwischen den absoluten Betr~i- 

g e n d e r  zu den gleiehen Indices n + v gehSrigen Koeffizienten yon F~ (z) und 

On(z)  in der Gestalt 

00 
71 + j, 

e(n  + r) 

schreiben, .und aus (38) hat  man fiir das Maximum der Exponenten - (') die un- Z?~+r 

tere Grenze f l - - i - - e .  Fiir grosse positive v-Werte miissen dagegen die frag- 

lichen Exponenten negativ werden, da wohl F~ (z), aber nicht q~n (z), eine ganze 

Funkt ion ist. Ein Gleiches muss aber, jedenfa]ls bei genfigend grossem n, der 

Fall sein, wenn r sich gegen - - n  bewegt? da offenbar die besondere Bildungs- 

weise yon O,~(z) aus F ( z )  die extremen Koeffizienten in beiden Richtungen we- 

sentlich erhSht, so dass die Anfangskoeffizienten yon @.(z) mit n iiber aile 

Grenzen wachsen. Der Zusammenhang zwischen den Koeffizienten el,,,+,, bez. 

c.+, ,  yon O . ( z )  und F ( z )  l~sst sich ja folgendermassen eharakterisieren, wie 

aus den beiden ersten Paragraphen unserer in Acta XXXVII  publizierten Arbeit 

hervorgehen diirfte. Wie die Gr5ssen [c?,+,,] yon den Elementen -r'--+2' eines di- 
r n + r - - 1  

P n + v 
vergenten Produktes, so h~ngen die GrSssen d .  + ,, yon den Elementen p .  + ~ , - - -  

(i + (n + ~?)-") eines konvergenten Produktes ab. Dabei ist aber das Anfangs- 

glied P1 yon solcher GrSsse, dass man P,, ~ r?, bekommt. Es ist also im Allge- 

meinen zu erwarten, dass man Pn+,, > rn+?, oder P?,+,, < rn+,, erh~ilt, je nachdem 

v <  o oder r >  o ist. Setzen wir immer v >  o, so sind fiir die Absch~itzung der 

d . -  ~ d~ + 
GrSssen ~ . _ , ~  bez. ]c~+~,] die erodukte  
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(391) n P . . . .  

bez. 

n (392) r.+~. 

von entscheidender Bedeutung. ~ Die Richtigkeit der obigen Bebauptung bezfig- 

lieh der extremen Koeffizienten yon O.(z) folgt jetzt daraus, dass beide Pro- 

dukte (39) mit v und (ffir das erstere) n fiber alle Grenzen wachsen. 

Man ersieht auch, dass ffir die Funkt ion On(z) die Verh~iltnisse sich ganz 

analog stellen, wenn ein anderes Glied als dasjenige vom Index n die Rolle als 

grSsstes Glied fibernimmt. Fiir den Index n + v hiingt der Komplementiirfaktor 

!t,,+,,, in ganz derselben Weise vom unendlichen Produkte 

i [ ( I  + m-") 
m ~  L 

ab, ais wenn es sieh um eine Majorantfunktion O.+~(z)handel t .  Ebenso ist 

es bei der Abschiitzung des grSssten Gliedes m,,+~.; nur dass diese GrSsse auch 

das Anfangsglied von O.(z) als Faktor  besitzt, welches ja beim Ubergange zu 

O,+,.(z) ge/indert wird. Das wesentliche ist aber, dass dieses Anfangsglied, wie 

wir oben hervorgehoben haben, mit n fiber alle Grenzen wfiehst. Dadurch wird 

ja der in unserer frfiheren Abhandlung gezogene Schluss fiber das GrSssenver- 

hiiltnis zwischen !1.+, und ~n.+,,, bei welehem ja ein gegebenes endliches An- 

fangsglied vorausgesetzt wurde, nur erhiirtet. 

Wir kehren jetzt zu den Beziehungen zwisehen F1 (z) und On(z)wieder. Es 

sei eine positive GrSsse z < f l - - i - - e  fixiert. Es gibt dann jedenfalls einen 
(n) _ Index nl, fiir we]ehen man u m .~: z hat. Andererseits muss es, auf Grund der naeh- 

gewiesenen Eigensehaft der GrSssen z.(")+,, ffir lim v ~ ~ ,  mSglich sein, den Index 

n~ so zu wiihlen, dass man 

< (x = 3 , - - - )  

erhiilt. Ffir Izl-r.,  sei n~ der Index des grSssten Gliedes yon O,(z). Aus der 

Formel (3) erhiilt man jetzt, indem man die Abschiitzung der betreffenden Glie- 

der yon F l (z) auf die enspreehenden yon On(z) zuriickfiibrt und letztere durch 

die Verhiiltnisse zu dem grSssten Gliede m~, ausdriickt: 

' Man vergleiehe insbesondere (12) S. 309 unserer zitierten Arbeit. 
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[ 2 A, (r.,).>_ m.t e '''~ - -  e 
) . - 2  

()'-- l)2ttt2 + ;zn~. ] 
2 ). a t n l  t t l  - -  C .  

Da man  hier z + cq < 2 nehmen kann,  und  da  n~ offenbar  mi t  n unendlieh gross 

werden muss, so liisst sich die obige Ungleichung auch in der  Gestal t  

(40) A ,  (r.~)> m.~ e n~" (i - - tn )  (]2m tn = o)  

schreiben. Hierin liegt aber ein Widerspruch mit  (36), denn da  ffir ,u., nur  eine 

Potenz yon  n~ zu setzen ist, so wfirde sich aus (4 o) eine hShere GrSssenordnung 

ffir A~ (r.~) als ffir M (r,~,) <m,,~u,,, ergeben. 

Wird dann  andererseits  (36) mi t  der Annahme vertr~iglich sein, dass auch 

auf  M~ (r.) nur  diejenigen Glieder, deren Indices zwischen n--n,~/~ und n + n: ~/~ 

liegen, von wesentl ichem Einfluss sind? Bezeichnet  _o) den Betrag des grSssten "flt n 

Gliedes der Funk t ion  Fx (z) ffir I z l =  r,,, so ersieht man leicht, dass 

m ('),, < M (r~) (i + t . )  ~,,=| t~ = o)  

sein muss;  denn die Benu tzung  von (3) gibt ein Resul ta t ,  dem man die Gestal t  

A, (r,~) > m I~ I - -  
~t 

geben kann,  und  A~(r,,) daf t  ja hSchstens einen iiussert geringen Ubersehuss 

fiber M(rn) haben.  F a r  

.t, ~ - -  I t  

bekommen wir 

(4I) F, ze'~ I = e  ' '~  F , ( z ) + , c  L ~  c,,+,. "+  

~e " - -  i c ~ + ~  z " +  = e ~'i'~ [FL (z)  + ;t F ,  (z)  + F ,  (z , ) , ) ] .  

Die Bes t immung  einer oberen Grenze fiir IX(z,~t)I ,  wobei nur  die Glieder, ffir 
A c t a  m a t h e m a t i c a .  41. I m p r i m 6  l e  2 9  s e p t e m b r e  1916  4 
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welche --n~/~ < p < n~/~, beriicksichtigt zu werden brauchen,  fi ihrt  hSchstens auf  

n. (/z 

it~ ~: m('l) ] "x ~- dJc < -it~ ~ M (r,,) :'~ - ' ,  
- n "  " ( I + ~ , , ) .  

n~ .~ 3 
0 

Da man fl<_4 nehmen kann,  wird das Verh~Itnis dieser GrSsse zu M ( r n ) u n d  
3 

also aueh zu M~(rn) fiir lim n = co beliebig klein, falls z. B. I it ] unter  einer gegebenen 

endlichen Grenze bleibt. Aber eben diese Eigenschaft  ist es nachw 3, welche bedingt,  

dass fiir lim n = 0o das Verhiiltnis zwischen dem gr5ssten positiven reellen Tei|e A~ (rn) 

und M,(r~) gegen I konvergiert .  Wenn nun A fin) und  A l fin) sieh in solcher 

Weise den zugehSrigen Maximalbetr~igen anschmiegen,  so ver langt  offenbar  (36), 

M (r~) 
dass auch . . . . . . . . .  gegen x konvergieren muss. 

M,(rn) 
Geht  man yon einer Stelle z aus, we IF(z)  l = M(r,,) ist, so gibt es naeh 

w 3 in der Naehbarsehaf t  auf  dem Kreise I zl = r,, mit sehr wenig yon  2~abwei -  
n 

chenden Zwischenwinkeln beliebig viele Stellen, we F (z) positiv und  > M (r,) (i - -  *) 

ist. Eine Gleiehung (36) ver langt  nun,  dass an diesen Stellen die Differen- 

zen zwisehen den reellen Teilen yon FI  (z) und F ( z ) s e h r  klein sein miissen. 

Auf Grund  des Verhiiltnisses der fraglichen GrSssen zu den bezfigliehen Maximal- 

betrggen muss dann  das Argument  yon F~ (z) ngherungsweise ein Vielfaehes yon 

2 ~: sein. 

Man hat  sonach fiir eine Folge yon it-Werten, welche der Reihe nach den 

N/iherungswert  2 als Differenz besitzen 

[ t ~'"ill 
Der Fak tor  von F,  lze ' / ]  , welcher von it abh~ingig ist, weieht mithin sehr we- 

nig yon I a b .  Nun  ist es oben nachgewiesen, dass bei gehSriger Besehri inkung 

von I).l das Verh~ltnis I F-'(z'~)] eine sehr kleine GrSsse ist. Man ha t  demnaeh 
M, fin) 

fiir [ F , ( z : : i ) [  den Niiherungswert  ]F~(z)+it~' , (z)  I. Letztere  GrSssekannof fen -  

bar in der angegebenen Weise n u t  dann  yon it unabhiingig sein, falls I•, (Z) loenii .  
IF ,  Cz)l ~" 

gend klein ist. Beim Ubergange yon z zu z e ~ i n d e r n  sieh also die Argumente  
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sowohl von F (z) als F~ (z) ann~iherungsweise um die GrSsse ).~:. Da die Stellen, 

fiir welche die Argumente der beiden Funktionen Vielfache yon 2Jr sind, einan- 

der begleiten, so muss ein Gleiehes der Fall sein, wenn die Argumente der bei- 

den Funktionen ungerade Vielfache yon z darstellen. Wenn man also z. B. die 

Winkel zwisehen den Richtungen halbiert, in denen F(z) positive reelle Werte 

bekommt, so gelangt man auf Stellen des Kreises I z l =  r., in denen die reellen 

Teile yon sowohl F(z) als Ft  (z) negativ und dem absoluten Betrage nach yon 

der GrSssenordnung der Maximalbetriige sind. Dann werden abet die beiden nicht 

konstanten Glieder in (36) ]iir l i m n ~  beliebig klein; eine solche Identitdt ist 

sonaeh unm6glich. 

Hiermit ist der Beweis des speziellen PICARD'Schen Satzes erbracht, indem wi t  

dargetan haben, dass aus dem durch (36) bedingten ~]bereinander/allen der Stellen, 

wo F(z )  und F~(z) grosse positive Teile haben, als Begleiterseheinung ein Glei- 

ches /iir Slellen mit  grossen negativen Teilen /olqt. 

Betreffend die ausgedehnte Literatur,  welche" sich mit 'diesen und iihnlichen 

Fragen besch~iftigt hat, sei nut  an folgendes erinnert. Der erste Beweis des 

speziellen PrCARD'schen Satzes, der nieht yon der Modularfunktion Gebrauch 

macht, ist yon Herrn BOREL gegeben, ~ und die entspreehende Leistung ffir das 

allgemeine Theorem riihrt sodann von Herrn SCROTTKYher. s Indem wir die 

s ieh an die merkwiirdigen Resultate des Herrn E. LANDAU anschliessenden Un- 

tersuchungen nur kurz erw~ihnen, wollen wir noeh besonders auf eine neuer- 

dings ersehienene Arbeit des Herrn P. MO~T~.L aufmerksam maehen, welche 

neue fruehtbringende Gesiehtspunkte beim Beweise der PmARD'sehen S~tze 
darbietet, s 

Bei der yon uns benutzten Methode bereitet es keine prinzipielle Sehwie- 

rigkeit, falls man Erweiterungen des PICARD'schen Theoremes, wie solehe zuerst 

Herr BORe.r. fiir ganze Funktionen endlieher Ordnung gegeben hat, aueh auf 

den Fall unendlieher Ordnung ausdehnen will. So z. B. l~isst sieh die UnmSg- 

liehkeit einer Identit~it 

(z) eF(~) = q) , (z) e r,r + q~ (z) 

Comptes rendus (1896). 
Berliner Sitzungsberichte, XLII (1904), XLVI (1907). Man vergleiche auch E. LINDE- 

LOF, SU~" le th2orbme de M. PICARD darts la tMorie des fonetions monogbnes, Congrbs des mathdma- 
tiques b~ Stockholm (1909). 

s Sur les families de fonetions analytiques qui admettent des ,~leurs exeeptionelles clans un 
domaine, Annales de l'~cole Normale (3) XXIX (1912). Man vergleicho aueh (3. Dz I,A VALI,~E 
POUSSXS, D~monstration simplifide du th~orbme fondamental de M. MO~'TEL sur les familles normales 
de fonetions, Annals of Mathematics, (2) XVII (Sept. 1915). 
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nachweisen, wo O(z),O~ (z) und 02(z) ganze Funktionen endlicher Ordnung bedeuten, 

und mindestens eine yon den ganzeff Funktionen F (z) und F,  (z) transzendent ist. 

Unser Beweisverfahren l/isst sich aber aueh auf den aUgemeinen PmARD'schen 

Satz anwenden, dass es hSehstens zwei Ausnahmewerte gibt, welche eine in 

der Umgebung eines isolierten wesentliehen siugul/iren Punktes  eindeutige ana- 

]ytisehe Funkt ion in beliebiger N/ihe des Punktes  nieht annimmt.  Maehen wir 

die Voraussetzung, fiir die Funkt ion F(z)  existiere in der Umgebung des we- 

sentlichen Punktes  z =  oo die drei Ausnahmewerte Qr 0, 1. Betraehten wir 

dann die Funktion log F(z), so muss es mSglich sein, einen Kreis mit geniigend 

grossem Radius zu konstruieren, dass diese Funktion sieh in jedem Punkte  aus- 

serhalb dieses Kreises reguli~r verhKlt. L~isst man dann z in diesem Bereiche 

eine geschlossene Kurve um den Punkt  ~ durchlaufen, so kann offenbar 

logF(z )  sich nur um ein Vielfaches der GrSsse 21ri /indern. Es muss also 
�9 F (z )  

eine gewisse ganze Zahl k ~  o geben, so dass die Funkt ion log ~ Z -  sich in der 

Umgebung des Punktes  z =  ~ eindeutig verhKlt. Dann wird aber eine Ent-  

wickelung von der Gestalt 

log F : : )  = (j (z) + ~p (z) 

existieren, wo G(z) eine ganze rationale oder transzendente Funkt ion bedeutet ,  

und z = ~ eine reguli~re Stelle fiir die Funkt ion el(z) darstellt. Ubrigens liisst 

sieh el(z) in der Art fixieren, dass l i m t f ( z ) = o  ist. In ganz derselben Weise 

bekommt man die entspreehende ldentit/it  

log E-!zz)~,. , -  I = Gt (z) + rf, (z). 

Mann erh~ilt alsdann 

(36,) z k e atz) O (z)  = z k' e G'(') O ,  (z )  + z ,  

wo G(z) und GI (z) ganze Funktionen bedeuten und z----~ einen reguliiren Punkt  

fiir die Funktionen O(z) und O, (z) bezeiehnet, welche dortselbst den Wef t  I 

annehmen. Offenbar beeintr~iehtigt abet  das Hinzutreten der Faktoren z k, q)(z), 
z k,,O~ (z) in keiner Weise die Sehluss~tze, wodureh wit die UnmSgliehkeit einer 

IdentitKt (36) nachgewiesen haben. 


