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Dans le premier ehapitre de ce M6moire, j '6tends au champ complexe et 

aux 6quations diff6rentielles d'ordre queleonque les r~sultats obtenus ~ par  M. 

BENDIXSO~ et M. PICARD, relatifs k l'6tude pour les petites valeurs r6elles des 

variables x et y des int6grales de ]'6quation du premier ordre 

(I) x " d y  = F ( x ,  y ) ,  
a x  

off n d6signe un hombre entior sup~rieur h i, et F ( x ,  y) une fonetion des deux 

variables x et y holomorphe et nulle pour le syst~me de valeurs x = y  ~ o .  

La m~thode d'approximations successives employSe par M. BENDIXSOI~ est 

applicable encore k l '~quation (i) quand le nombre n e s t  Sgal k I, et aux ~qua- 

tions et syst~mes diff~rentiels d 'ordre quelconque qui g~n~ralisent eette forme 

de l'~quation (i); on peut  retrouver ainsi les d~veloppements classiques en sSries 

enti~res par rapport  aux variables x ,  x " ' ,  z "2, . . . .  les .exposants n~, n2 . . . .  

d~pendant des coefficients des ~quations consid~r~es. J 'ai  obtenu une applica- 
tion de ces d~veloppements clue je me propose d'exposer dans un autre M~moire: 

j 'ai d~montr~ que, dans le probl~me des n corps, au voisinage d'un instant off 

i BE~vlxsos, Acta _Mathematica, t. 24, p. 8I; PICARD, Trait~ d'analys~, 2~me ~d., t. III, 
p. 258. 
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plus de deux corps se choquent, ou quand les corps s'61oignent ind6finiment sur 

certaines trajectoires qui g6n6ralisent les trajectoires paraboliques du probl~me des 

deux corps, les coordonn6es des n corps admet tent  des d6veloppements de la 

forme pr6c6dente suivant des puissances du temps; l 'un des exposants est ~-, 
3 

les autres d6pendent des rapports des masses, et sont tantSt  r~els, tant6t  imaginaires. 

Dans le second chapitre, ~ je consid~re des 6quations diff6rentielles du 

troisi~me ordre et d'ordre sup6rieur, telles que l'6quation 

y "  = y y" - -  2 y 'L  

qui no sont pas lin6aires, et dont n6anmoins les int6grales n 'ont  ni points 

critiques alg6briques, ni p6!es; je d6montre que ces int6grales ont des singu- 

larit6s transcendantes et ne sont pas uniformes. J 'utilise pour cette d6monstra- 

tion les r6sultats obtenus dans le premier ehapitre, et notamment la repr6senta-- 

tion asymptotique dans un secteur des int6grales de l'6quation (I): je suis 

amen6 ainsi, dans la th6orie des 6quations diff6rentielles analytiques, s con- 

sid6rer une 6quation diff6rentielle dont  un coefficient est une s6rie divergente. 

La combinaison de ]a m6thode pr6c6dente et de la m6thode constitu6e par 

M. PAINLEV~ permet de d6montrer que, si P(y(n-1), y(~-2) . . . . .  y', y, x) d6signe un 

polyn6me par rapport aux n variables y(, ,-o, y(,,-2~ . . . . .  y', y .~ coiifficients ana- 

]ytiques en x, et si l'int6grale g6n6rale de l'6quation diff6rentielle 

y(,) = p(y(,-1), y(n-~) . . . . .  y', y, x) 

est uniforme ou a ses points critiques fixes, le degr6 du polyn6me P par rap- 

port s chacune des n variables est limit6: si l 'on consid~re chaque d6riv6e y(O 

comme de poids 6gal s l'indice de d6rivation augment6 d'une unit~, et ]a fonc- 

tion y comme de poids i, le poids d'un terme quelconque du polynSme P ne 

peut surpasser le poids de y(~'), n + i. Le r6sultat pr~c6dent g6n6ralise le r6- 

sultat  elassique relatif h l '6quation de RlCCATI. Une limitation analogue est 

valable dans le cas off P est, non plus un polyn6me, mais une fonetion ration- 

nelle, ou alg6brique, s moins que l'6quation diff6rentielle propos6e ne se ram~ne 

une 6quation fuchsienne ou klein6enne. 

1 Ce second chapitro est une partie d'un M6moire auquel l'Acad6mie des Sciences de 
Paris a d6cern6 un Grand Prix des Sciences Math6matiques ell d~cembre 1912. 
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CHAPITRE I. 

I. Nous supposerons que dans le d6veloppement en s6rie enti6re de la 

fonction F ( x ,  y) au voisinage du syst~me de valeurs x = y ~  o, le coefficient 

du terme du premier degr6 en y est diff6rent de z6ro; dans cette hypoth4se, 

en multipliant la variable x par une constante convenable, nous pouvons mettre 

l '4quation (i) sous la forme 

(2) x n d - " ~ - - y = / ( x ,  y) ,  

oh / ( x ,  y) d6signe une fonction des deux variables x ,  y holomorphe pour les 

valeurs x = y = o ,  et dont le d6veloppement au voisinage de ce syst4me de 

valeurs ne renferme ni terme constant ni terme du premier degr6 en y. 

Enfin, pour simplifier les calculs, nous prendrons l 'exposant n 6gal h 2: 

(3) 
dy 

x ~ - -  y = / ( x ,  y ) .  

2. M. BENDIXSON a 

cessives 

(4) 

consid6r6 les 6quations diff6rentielles lin6aires suc- 

] 

x~ d y2 --Y2 = / ( x ,  Yl),  

x~ d~Y'~ ' - -  y,~ = / (x, Y,~-I) , 

et les int4grales de ces 6quations diff6rentielles d6finies par les conditions 
initiales 

x ~ x o ,  y, ~ Y2 . . . . . .  Y , , ""  -~Yo; 

ces int6grales s 'expriment par les quadratures successives: 
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(5) 
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x 1 

--l+ 1 l /ew/(x ,  o) 
y ~ y o e  ~ o:o+e-Z -x ~. dx,  

:.go 

x 1 

1+~ ~ j.e~ /(x, 
y 2 ~ y o e  ~ ~o+e -~, x~ Y ' )dx ,  

x 1 
_1+1 l j '  

y , ,=yoe  ~ ~~ - ~  eZ/ (x 'Y"- l )d  
X2 X 

1~r BENDIXSON a d~montr~ que, si les variables et les coefficients sent r~els, et 

si les valeurs initiales Xo, Yo sent assez petites, x o ~tant positif, la suite de fone- 

tions yn est uniform~ment convergente et d~finit une int~grale de l'~quation 

(3) continue quand la variable x tend vers l'origine sur la partie positive de 

l'axe r~el. 

Nous allons ~tendre le r~sultat precedent au cas oh les variables et les 

coefficients out des valeurs complexes. Soit ee un nombre quelconque compris 

entre o et -~f; dans le plan de la variable x, d~signons par A l'angle ayant  

comme sommet l'origine, comme bissectrice int~rieure la partie positive de l'axe 

r~el et comme mesure 2a.  Nous aliens d~montrer que, si les valeurs initiales 

complexes x0, Y0 sent assez petites, le point x 0 ~tant situ~ dans l'angle A, la 

suite de fonctions yn est encore uniform~ment convergenteo et d~finit une int~- 

grale de l'~quation (3) holomorphe quand la variable x tend vers l'origine darts 
l'angle A. 

Si les quantit~s positives R et R t sent assez petites, ta fonction / (x ,  y) 
est holomorphe dans le domaine 

I~1 < R, lYl -< R', 

et satisfait dans ce domaine s l'in~galit6 de LIPSCHITZ 

C O S  

II(~, y . ) - / (~ ,  y,)l <_ ~ T  fi ly2--y,I, 

k d~signant un hombre compris entre o et I, et fl un nombre positif arhitraire, 
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mais fixe: ear la ddrivde partielle ~)0 u t e s t  holomorphe et nulle pour x = y = O .  

M cos a 
Soit encore le maximum du module de la fonction [(x,  o) sur la 

circonf~rence Ixl = R; si R e s t  assez petit, la quantitd r ddfinie par l'dgalitd 

r + M  
- - ~ R  ! I - - k  

est positive, et cette quantitd est d'ailleurs infdrieure k R'. Nous supposons le 

point xo intdrieur au secteur ddtermind dans l'angle A par la cireonfdrence 

Ix[ = R, et nous supposons d 'autrc part  lyol.< r. 

La fonetion 
x I 

_1+1 ~,f  ex/(z ' O) dz 
Y , = y o e  ~ X o + e  x~ 

xo 

est holomorphe h l'intdrieur du secteur ddtermind dans l'angle A par la cir- 

confdrence I x l =  R. Si d'ailleurs le point x vario seulement k l 'intdrieur de la 

eirconfdreneo 

passant par le point x 0 et tangente h l'origine h l 'arc des quantitds purement 
1 1 

imaginaires, la foneton e - ~ + E  est en module infdrieure b I, et le premier terme 

de la fonetion Yl est en module infdrieur h r. 

Cherchons une limite supdrieure du module du second terme de la fonction 

Yl. q et 0 ddsignant le module et l 'argument de la variable x, posons x = Qe i~. 

Le second terme de la fonetion yl est dgal 

- - i 0  

e-~ j e"- /(x, o) e-i~ 
0 2 

(do + iodO), 

et par suite, h l'intdrieur du secteur ddtermind dans l'angle A par la circon- 

fdrence Ixl = R, est en module infdrieur ~ l'expression 

x cos @ 

M c o s a  - c ~  f e  o - ' -  s 

Acta  mathemat ica .  4l. Imprim6 le 29 septembre 1916. 

+ ~ d O  ~, 
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dont la signification est ~vidente. Si l'on pose 

cosO z d'ofi du d~+QtgOdO 
0 u cos O 

on peut  remplacer l'expression pr6c6dente par 

u 1 

-~,f' e'iVdq"+o'dO ' . 
Mhe u i~d~T~-g~o)  au" z+ 

tLo 

Or d6signons par 7 la racine de l '~quation 

VI + tg ~ 7 
I - -  tg ce tg 7 

I + p '  

comprise entre o et ~r ----ce. Sur les deux spirales logarithmiques admet tant  
2 

l'origine comme point-asymptote,  passant par le point  Xo, et dans lesquelles 

l'angle de la tangente et du rayon vecteur cst 6gal k 7 en valeur absolue, 

consid6rons los deux arcs issus du point x0, se rapproehant de l'origine et limit6s 

aux premiers points d'intcrsection avec les cGt4s de l'angle A; et d(~signons par  

domaine D le domaine ouvert  du plan de la variable x limit~ par les deux arcs 

pr6c~dents et par les deux c6t6s de l'angle A. Le domaine D est ~videmment 

int6rieur d'une par t  k la circonf~rence Ix~ -- R, et  d 'autre  part  k la eirconf~renee 

~ ( ~ )  =9~(~0),  qui coupe tous les rayons vecteurs issus de l'origine et situ6s 

d a n s  l'angle A sous un angle sup4rieur ~ z - -  a. Nous supposerons que le point 
z 

x varie seulement dans le domaine D. On peut joindre le point x0 k un point 

quelconque x du domaine D par un arc, situ4 tout  entier dans ce domaine, 

d 'une spirale logarithmique admet tan t  l'origine comme point-asymptote,  et dans 

laquelle l'angle de ta tangente et du rayon veetgur est en valeur 'absolue in- 

f~rieur k 7: nous prendrons eet arc de ~pirale comme ehemin d'int6gration 

joignant le point  x0 au point x dans le calcul du second terme de la fonction 

Yl, et des seconds termes de routes les fonctions y~, Ys . . . . .  yn,.. .  Sur le 
chemin d'int6gration ainsi choisi, q et u d6eroissent eonstamment,  et l 'on a 
les in6galit4s 

I dOlr , ,Vd~*'+r 
] t g O ] < t g a .  < t g  7, d'ofi ,de+etgOdO~<z+fl. 
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Par suite, au point  x consid6r6 du domaine D, le second terme de la fonction 

y~ est en module inf6rieur 

u o 1 

' (e~du [I '+ ' l  
e-?, ~ j <  M e - ; ' ]  -u~ = M - -  M .  

st 

Done, dans le domaine D, le module de la fonetion y, est inf6rieur h r + M,  

et par cons6quent & R r. 

Il r6sulte imm6diatement que la fonetion y~ est holomorphe dans le domains 

D; cherchons une ]imite sup6rieure du module de cette fonction dans ce domaine. 

On d6duit des 6qua~ions (5) 

x 1 

e - ~  e; I/(x, y,) - -  l(z,  o)] dx. 
Y2 Yt �9 ] X 2 

~o 

Or, dans le domaine D, Ix] et ]y,] 6rant inf6rieurs respectivement h R et R r, 

l'in6galit6 de LIPSCtIITZ est valable: 

]r cos ce II(~,y,)-t(x,o)l <_ ~u lu, I, 
d'oh 

I/(x,y,)--/(x,o)l< i + f l  

On d6duit eomme pr~c6demment 

k c o s u ( r  + M) 

e~ 

I1 r6sulte que 

obtient de m6me 

et 

l Y 2 - - Y ~ [ < k ( r + M ) ,  

[ Y ~ [ < I Y ~ I + I Y 2 - - Y , [ < r + M + k ( r + M ) = ( r + M ) ( I +  k ) < R ' .  

la fonetion y~ est holomorphe dans le domaine D, et l'on 

] Y3 - - Y~  < kZ( r + M ) ,  

] Y ~ I < [ Y 2 1 + [ Y 3 - - Y 2 [ < ( r + M ) ( I + k ) + k  ~ ( r + M ) - - ( r + M ) ( I + k + k  ~)<R' .  

En eontinuant de proche en proehe, on d~montre que la fonction yn est 

holomorphe dans le domaine D, et satisfait dans ce domaine ~ l'in6galit6 

] y,~-- yn-I ] < k n-1 (r + M).  
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Donc, dans le domaine D, la suite de fonctions yn est uniform~ment con- 

vergente, et dSfinit une fonction ho]omorphe y(z). Au point xo, cette fonction- 

limite est encore holomorphe, et a, comme toutes les fonctions yn, la valeur Yo. 

D'ailleurs, d'apr~s r~quation 

x~ dyn 
dx -- y'*-- ](x, yn-l), 

et l'in~galit~ de LIPsCmTZ, dans tout  domaine que l'on obtient en retranehant  

du domaine D ]a patt ie int6rieure au cerele de centre x - ~ o  et de rayon $, la 

dy,  
suite des d~riv~es d-x est aussi uniform~ment convergente, et a eomme limite 

la d~riv$e yr(x), quelque pet i t  que soit le rayon $. Par  suite, en tout  point 
dy,~ 

du domaine D, on peut remplaeer dans l'~quation pr~cSdente -d--xx ' yn et yn-1 

dy 
par les limites ~-~ et y, et la fonction y(x) satisfait h ]'~quation diff~rentieUe (3). 

C'est l'int~grale de l'~quation (3), unique d'apr~s le th~or~me de CAUCHY, d~finie 

par les conditions initiales x ~ x 0 ,  y = y o  et prolong~e analyt iquement dans le 
domaine D. Cette intdgrale y(x) d~pend de la constante Y0, arbitraire pourvu 
qu'elle soit assez petite. 

3. Dans le cas off les variables et les coefficients sent r~els, M. BEND]XSOI~ 

a d~montr~ que l'int~grale y(x), d~finie et continue sur ]a partie positive de 

l 'axe r~el au voisinage de l'origine, tend vers z~ro quand l a  variable x tend vers 

l'origine. M. PICARD a obtenu un r~sultat plus complet: routes les courbes 

int6grales obtenues, qui aboutissent ainsi ~ l'origine de leur plan, y sent tangentes 
la courbe 

- - y = / ( x , y ) ,  

et y ont entre elles un contact  d 'ordre infini. Ces r~sultats s '6tendent aux va= 

leurs complexes des variables et des coiifficients. Nous eommencerons par  d~- 

montrer  que, quand la variable x tend vers rorigine dans le domaine D et par 

consequent clans l'angle A, le quotient y(x) tend vers - - b ,  si ron  d~signe par  

b le coefficient de x dans le d~veloppement de la fonction ](x, y): d'oh il r~- 

sultera que l'int~grale y(x) tend vers z~ro. 

Consid~rons d 'abord le quotient  Yi. Par  une integration par parties, on 
x 
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peu t  t r ans former  le second 

sous la forme 

te rme de la fonct ion Yz, e t  me t t r e  le quo t i en t  y-~ 
~g 

1 1 

x 1 x 1- + ~ x  ( , o) d x .  
X e x g c e  x X e x ~o 

Quand la var iable  x t end  vers  l 'origine dans  l 'angle A,  le premier  et  le t roisi~me 

termes  de la somme pr~c~dente t enden t  vers z~ro; le second t end  v e r s - - b .  

~] (x, o) est  holo- Enf in  le quatr i~mo te rme tend  vers  z~ro. En  effet  la d~riv~e /Tx 

M r c o s  
morphe  dans le cercle Ixl = R: soit la l imite sup~rieure de son module  

dans le domaine  int~rieur D .  Dans ce domaine  le quatr i~me te rme de la somme 

pr~c tden te  est  en module  inf~rieur 

uo /* M w e ~ d u  

1 

U e u 

o5 la var iable  u d~signe comme pr6e~demment  l ' inverse de la par t ie  r tel le  de 

i 
- ,  e t  t end  vers zgro en d6croissant  cons t ammen t  quand  la var iable  x t end  vers 
X 

l 'origine dans le domaine  D sur les chemins d ' in t~gra t ion  que nous avons  d~finis. 

Or l 'on a 

d (  '1 ' d u  u~er' = e ~ ' ( ~ - - 2 u ) '  

et  pa r  suite,  pou rvu  que  u soit  inf~rieur ~ i 
o 

uo Uo 1 1 

~ d u <  e ~ d u  + I - - 2 u  w , 
~ 'If, t 

u r d~signant  un  nombre  fixe compris en t re  u0 et u e t  inf~rieur h I - .  On d~,duit 
2 

de lb~ 

u u '  U e " 

1- < x + x - - 2 u  ~ 
'K e u '/L e u  
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Quand u tend vers z6ro par valeurs positives, les deux termes du second membre 

tendent  vers z6ro. 

Done, quafid la variable x tend vers l'origine dans le domaine D,  le quotient 

Y~ tend vers - - b ;  quel que soit le nombre positif e, on peut  d~terminer un 
X 

second nombre positif ut tel que, dans le triangle mixtiligne D~ form6 par les 

deux cSt~s de l'angle A e t  la circonf6renee u-----u~, l'on ait 

II nous sera utile, pour simplifier des calculs, de diminucr au besoin ul, et de ]e 

supposer inf6rieur ~ I .  
5 

Nous allons comparer au quotient  y~ successivement les quotients y2 Ys Y- - - ,  - - ~ o - , :  - - *  

X X X X 

Supposons le point x situ6 dans le triangle D1, et, dans la cas le plus compliqu6 

oh le point  x0 n'est lui-m~me dans le triangle DI, soit xl-----el ei~ le point du 

chemin d'int~gration x0x situ4 sur la circonf~rence u ~ ul. On a 

x 1 

f ~ [l(x, y,) - - l ( x ,  o)] dx; Y"- - -  Y______A ~ _  I___ 1 X 2 
X 

x eX xo 

d'ofi, en d6composant le second membre, 

$1 1 

e; El(x, y,) - - ] (x ,  o)] Y2 --x y' i _1 xs 
X e x x o  

d x +  

x 1 

j g[t(x, y,)~ l(x, O)]dz" ! i  " 
X't 

X ~x xl  

On peut  6crire 

/ (x, y ) - - / ( x ,  o) = ycf (x, y), 

~p(x, y) ddsignant une fonction holomorphe, comme la fonetion / (x ,y ) ,  dans le 

domaine ]x[<R, ]y]<R', et nulle pour x - - - - y = o :  si en outre, en un point de 

Y- est en module infdrieur ou dgal h u n  hombre fixe, soit ]b I + 3 ~, 
X 

ce domaine, 

l'expression 

/ (x,  y ) - - / ( x ,  o) ..~ y • r y) 
~ X X 
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COS (~ 
est en module  inf6rieure ~ un  nombre  fixe . . . .  , qui ne d6pend que des co~ffi- 

~ + f l  
eients de la fonet ion / ( x ,  y)  et  du nombre  , .  Or l 'on a dans  le t r iangle  D L 

d'ofi  

et  

/ ( x , y , ) - - / ( x , o ) ]  N e o s a  
Xs < - - - - ,  ~ + f l  

x 1 

]~-~! 'e-z[/(x' yl)-- /(x' ~ 

ttl I 

N e~'du N u - -  _ 
" u e u N u  .Nul 

< u 1 < < < - - "  I - - 2 u  I 1 - - 2 7 t  t I - - 2 ~  t 
U e u 

Pour  ~tre assur6 que l 'expression eonsid6r6e est en module  inf6rieure ~ e, il 

suffi t  d ' a d m e t t r e  que  u~ air  6t6 diminu6 au  besoin, e t  r endu  inf6rieur,  en m~me 

I 
t emps  qu'~ ~, ~ N + 2~" 

D ' au t r e  par t ,  sur le segment  x0 xt du chemin d ' in t6grat ion,  qui est  situ6 

dans le domaine  D, la fonct ion / ( x ,  y l ) - - / ( x ,  o) x2 est en module  inf6rieure s 

k c o s a  X (r + M) 
( I + f l ) ~  et  pa r  suite ~ k c o s a •  puisque r  est  

' ( I  + fl~ u~ c o s  ~ ~ ' 

sup~rieur k ut c o s a .  On a p a r  cons6quent  

uo 

x i  1 e ?2 

~  < u ;  c o s  s ~ x - - - - ,  x ~ ~ 
X s  x"  0 U e u 

et  a fortiori  

2 t  I I I 

12J- L -- 
e.  [! (z, y,) - -  ! (~, o)] dx  < k (r + M) X e~ (uo _~ u.I < k3'u~. • - - ~ "  

�9 ~ U~ COS s ~ - COS ~ ~ - 

U e u ~ u e u 

D o n c  la fonct ion Y2--Yl  es t  en module  inf~rieure ~. 2e ,  et  par sui te  la 
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fonct ion Y_2 + b ~ 3e,  dans  le tr iangle D~ form6 par  les c6t6s de l 'angle A et 
X 

la circonf~renee u -  u2, si le nombre u2 est inf6rieur ~ u~ et  sat isfai t  ~. la con- 

di t ion 
1 

kR'u~ X - e~'~ < ~, 
cos ~ a _1-  

g 
U 1 U 2  e u2 

_z la fonction ue  ~, qui a eomme ~z car, u t ~tant  inf6rieur ~ 5' croi t  

quand  u d~crolt  de u~ ~ z~ro. 
Supposons u2 assez pet i t  pour  satisfaire aux  deux condit ions pr6c~dentes, 

et  le point  x int~rieur au  t r iangle D2: soit x2 = q2e ia~ le point  du  therein, d' int~- 

~ a t i o n  xox situ$ sur la circonf~rence u = us. Limi tons  de m~me la fonction 

Ys - -  Y, On a 

x 1 

Ys--Ytx x ~ /e~[ / ( : r , y2) - - / (x ,o )]dx  ~ 

X e x Xo 

et  

.•'e• [ t (x, o)] y . ~ - - y ,  z y : )  - - ] ( x ,  

x ~ :t '~ 
e x xo 

x 1 

d x + ~ f  f e ~ f / ( x ' y : ) - j ( x ' ~  
- ,~ X 2 

X e z x2 

Quand le point  x est situ6 dans le tr iangle D: , l~ [e s t i n f6 r i eurh[b l+3~;d 'oh  

[; '  _~ "e~[l (x, y,)x ~ - ] ( x '  o)] dx 

xe ~ 

1 

N / e " d u -  N u - -  _ - -  
�9 1 u e u N u N u~ < u < < < <~.. 

1 I o U z I - -  2 U 2 I - -  2 I I  l 

"~1 e u 

D'au t re  part ,  sur le segment  XoX 2, on a comme pr~c6demment 

l(x, y2)-- l(x ,  o)[ 
X'-  

k c o s a X ( r + M ) ( x + k )  k c o s a X ( r + M ) ( I + k )  
< (~ + fl)e; < (z + fl)u; c o s  ~ . - - '  

d 'oh 
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x2 1 eu d u 

~ j ' e ~ [ ] ( x ' Y 2 ) - - ] ( x ' ~  l x  ~ ~ ( ] ~ ( r q - M ) ( I - b k ) X U ~ u ~  cos ~ a 1 <kR'UOco__s.._~ 

X 8  xQ " u e  u 

1 

~u2 
X 1 

"/t~ "US u 

En  con t inuan t  de proehe  en procbe,  on d~mont re  que, dans . l e  t r iangle 

D~ form~, pa r  les cSt~s de l 'angle A et  la eirconf~rence u ~ u,,, on a 

par snito bl 

si l 'on a d~termin5 une suite de nombres  positifs u~, u~ . . . .  u~, inf~rieurs & u~, 

d~croissants e t  sat isfaisant  au x  in~galit~s successives 

1 1 1 

k R r u .  e'"~ k R ' u o  e"~- i  k R l u ~  X eux < e, - - - - -  X - - < e, . . - ~-- x . . . . . . . .  i- < e" 
C O S  2 C~ - 1 - -  C O S  2 C~ 1 -- "~ c o s  ~ c~ - - - -  

u] u.. e"~ u~ u3 e'~ u:,_l un e"~ 

II r~sulte que, quand  la var iable  x tend vers l 'origine dans l 'angle A ,  le 

quo t i en t  '-Y" t end  vers - - b  quel  que soit  n, et  que la fonct ion  y ,  et  par  cons~- 
X 

quen t  la fonet ion- l imi te  y(x)  t en d en t  vers z~ro, puisque la suite de fonct ions  

yn est uni form~ment  convergen te  dans le domaine  D.  Mais il ne r~sulte pas  

imm4dia t emen t  que ]a fonct ion y ( x )  t ende  vers - - b ,  car  la suite de fonct ions 
x 

Y~ n 'es t  pas  un i form~ment  convergen te  dans le domaine  D au voisinage de 
x 

l 'origine, et  d ' a u t r e  pa r t  il est  visible que les nombres  un t enden t  vers z~ro 

quand  n e ro l t  ind~finiment.  P o u r  achever  la d~monstra t ion,  nous devons  com- 

pare r  la d~eroissanee des nombres  un et  celle de la difference "y- !~) -y€  quand  
X 

la var iable  x t end  vers l 'origine dans l 'angle A .  

E n  un  po in t  x du  domaine  D, l 'on a 

lY~+I--Y~I < k'~ (r -~- M) ,  

]Yn+2-- yn+l I < kn+l (r + M) ,  

lYn+p--  Yn+p--ll < ]Cn+P-] (r + M ) ,  
A c l a  m a t h e m a t i c a .  41. I m p r i m ~  l e  30 s e p t e m b r e  1916. 
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et par  cons6quent  

lYe+p-- Y~I < k" (r + M) (r 4- k ~ + " -  + k p - I )  < - -  
k ~ (r + M) 

i - - k  
k = R r ; 

d'ofi, en faisant  croi t re  p ind6finiment,  

e t  

ly (x) - -  ynl _< kn R', 

Si le point  x est situ6 dans le tr iangle Dn, d6fini pa r  les condit ions 6non- 

e6es, et off l 'on a par  suite 

et  si le point  x satisfai t  d ' au t r e  par t  h la condi t ion 

on aura  en ce point  

k n R' k" R' 
- - < ~ ,  ou q > - - - -  

lY(xX) + b l < 4 ~ :  

pour qu'il  existe des points  x sat isfaisant  aux  deux condit ions pr~c~dentes, il f au t  

et il suffi t  que l 'on air 

k n R '  
"an > - -  ,~ , 

Or posons u2 = 

ul; il vient  

Ul  ~ - - .  vl est positif  puisque ui, u2 sont  positifs et  u2 inf6rieur 
I -1- v~ 

1 

eu t  k R I u 0 1 -4 -  "/)1 kRruo • • 
COS ~ C~ ~ C O S  s Cc _v~ J $ 

"al 712 eu2 U l  eua 

Pour  que le quot ien t  pr6c6dent soit inf~rieur ~ r, il suffit  que l 'expression que 

l 'on obt ient  en rempla~ant  au d6nominateur  l 'exponentielle par  la somme des 
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deux termes d ' exposan t s  4 et  5 de son d6ve loppement  en s6rie soit elle-m6me 

inf6rieure & e: 

k R ' u o  24 (I + v , ) u ,  - - - - X  <,~; 

ou, puisque u, est inf6rieur ~ -,I il suffit  que l 'on  ai t  
5 

en posan t  

'/~t l ?A t 2 4 k R t uj X - ;  ~ e, ou v t ~ C u,-4-, et u2 ~' 
COS 2 a v~ I -k C~q-4 

! 1 t 4kR_'u4. 
C = t e c o s  ~ " 1  " 

I1 suffira de mfime que l 'on air 

?t s 
U~ U a U~, - - I  

I + C u2 ~ z + C u3 4 x + C u  ~ �9 gg--i 

Si l 'on fait  c ro i t re  n ind6finiment,  les termes de la suite infinie obtenue ul ,  u2, . . . ,  

un . . . .  , sont  positifs et d6croissent;  ils ont  donc une limite posi t ive ou nulle. 

Cette limite ne peu t  ~tre positive. En  effet l 'on d6duit  des 6quat ions 

pr6c6dentes 

U t  

et par  suite 

u,, < U t  
1 1 1 

I + C '  u, i +  u j + . - . +  Un_ 1 

Si la limite des nombres  de ]a suite u z , u2 . . . . .  u~ . . . . .  6tait  posit ive,  la somme 

qui figure en facteur  de C au d6nomina teur  de l 'expression pr6c6dente,  c ro l t r a i t  

ind6finiment  avec n. et  u~ devra i t  t endre  vers z6ro. Donc l 'hypoth~se  consid6r~e 

condui t  & une contradic t ion.  La  limite des nombres  u~ est z6ro. 

I1 r6sulte que, quand  n c ro l t  ind6finiment,  le r appor t  v~ tend vers i ;  
?~n--1 

k n R r 
par  cons6quent  le nombre  v .  finit par  ~tre sup6rieur au nombre  - - ,  qui est 

$ 
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le terme de rang n d 'une progression gdom6trique de raison inf6rieure ~ i .  

Donc, s i n  est assez grand, il existe dans le triangle Dn des points off l'indgalitd 

est v6rifide. 

En outre, s i n  est assez grand, le nombre u~+l est supdrieur aussi au nombre 

k" R ~ 
. . . .  de sorte que l'indgalit6 prdcddente est vdrifide dans toute la partie du 

COS r 

triangle D~ extdrieure au triangle D,,+~. De m~me le hombre v,,+~ est supdrieur 
k,~+l R r 

au nombre - et ia m6me indgalitd est vdrifi6e encore dans la partie du 
~ COS Ct 

triangle D,~+I ext6rieure au triangle D.+2. E t  ainsi de suite: l'indgalitd considdrde 

est vdrifide dans tout  le triangle Dn. 

En d6finitive, si petit que soit le nombre positif e donn6 ~ l'avance, on 

peut d6terminer une circonfdrenee u = u , , ,  tangente h "l'origine h l'axe des 

quantit6s purement imaginaires tel]e que dans le triangle form6 par eette cir- 

confdrence et par les c6t6s de l'angle A, l'on ait 

Done la fonction g(x) tend vers - -  b, quand la variable x tend vers l'origine dans 
x 

l'angle A. 

4. Si l'on substitue dans l 'dquation (3) une sdrie enti~re en x sans terme 

constant 

(5) y = a ~ x  + a,x*" + . . .  + a , x  n + �9 

et qu'on applique les reoles ordinaires du calcul des sdries convergentes, on 

trouve que l 'dquation (3) est vdrifide par une s6rie unique de la forme (5): le 

coiifficient a~ est 6ga] au eoiifficient que nous avons d6signd prdcddemment par 

--b, et de proche en proche tous les coiiffieients a~, as . . . .  , a . . . . .  se d6termi- 

nent successivement. Toutes les int6grales y(x) que nous avons obgenues, et qui 

d6pendent de la constante Y0, arbitraire pourvu qu'elle soit assez petite, ad- 

mettent  comme d6veloppement asymptotique, quand Ia variab]e x tend vers 

l'origine dans l'angle A, cette sdrie de la forme (6) unique qui v6rifie formelle- 

ment l 'dquation (3)- 

En effet faisons dans l'6quation (3) la transformation 

y = a ~ x  + z ~ ,  (a~ = - - b ) ;  
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l'~quation transform~e en z a la m~me forme que l'~quation (3)- A l'une des 

int~grales y ( x )  de l'~quation (3), correspond une intSgrale de cette seconde 

~quation, z ( x ) ,  qui, d'apr~s les r~.sultats pr$c~dents, est holomorphe et tend 

vers z~ro quand la variable x tend vers l'origine dans l'angle A. Donc, dans 

cet angle, pour des valeurs de x suffisamment petites, l'int~grale z (x) peut &re 

repr~sent6e eomme limite d 'une suite de fonctions analogue h la suite de fone- 

tions y,;  par suite, quand la variable x tend vers l'origine dans l'angle A, le 

quotient z (x) tend vers une limite. Cette limite est ~gale au coefficient de x 
x 

dans la s~rie enti~re en x sans terme constant qui v~rifie formellement l'~quation 

diff~rentielle en z, et par consequent est Sgale aussi au coefficient de x 2 dans la 

s~rie de la forme (6)qui  v~rifie formellement l'5quation en y. On obtient ainsi 

Z 

- -  ~ a 2  + Z 2 ,  
x 

et 

Y :'= ai x + a2 :~ + z~.x ~, 

y (x) -~ ai  x + a~ x t + - . -  + an x n + z ,  x n, 

la fonetion z, tendant  vers z6ro avee x dans l'angle A. 

D'aprbs l'6quation diff6rentielle (3), les d6rivfies y ' ( x ) o n t  n6eessairement 

un d6veloppement asymptotique dans l'angle A puisque les fonctions y ( x ) e n  

ont un: ce, d6veloppement ne peut ~tre que le d6veloppement des fonctions 

y (x) d6riv6 terme h terme. 

5. On d6montre par des ealculs analogues que la suite des fonetions 

(7) 

x 1 

e- ~.(e~/~x, o) dx, 
Yl ~ x ~ 

0 

x 1 

y~ ~ e - ~  e~ / ( x '  Y') d x ,  
X*" 

0 

x 1 '[ Y,, -~ e -  ~ e ~ / ( x ,  yn-~) 
,J X2 d x ,  

o 

�9 . . . . . . . . . .  . 

la fonetion z2 tendant  vers z6ro avee x. En continuant de proche en proehe, 

on volt que ]es inf~grales y (x) se met tent  sous la forme 



46 J.  Chazy. 

qui sent  aussi des int6grales des 6quations lin6aires (4), d6finit une int6grale 
y (x) de l '6quation {3) holomorphe et tendant  vers z6ro quand la variable x tend 

vers l'origine ~ gauche de l 'axe des quantit6s purement imaginaires. ~ Cette int6- 
grale y (x) admet aussi eomme d6veloppement asymptotique h gauche de l 'axe 
des quantit6s purement  imaginaires la s6rie enti6re en x (6) qui v6rifie formelle- 

ment l'6quation (3). 
D'ailleurs l'6quation (3) ne peut admettre  plusieurs int6grales holomorphes 

et tendant  vers z6ro quand la variable x tend vers l'origine h gauche de l 'axe 
des quantit6s purement imaginaires. Soient en effet y(z) ,  z(x) deux telles int6- 

grales, et Yo, Zo les valeurs de ces int6grales, suppos6es diff6rentes, au point xo. 
Faisons varier x s partir du point Xo s gauche de l'axe des quantit6s purement  
imaginaires, dans le domaine o~t y (x) et z (x) sent  holomorphes;  on a 

x2y ' = y  + [(x, y), 

d 'oh 

x ' z ' =  z + ! (z, z), 

x' (y' - -  z') = y - -  z + t (:~, Y) ~ ] (x, z), 

et 

y - - z  = (Yo - -  Zo) e~o 

La diff6rence y - - z  tend vers z6ro quand la variable x tend vers le point x = o :  
nous allons montrer  qu'au contraire l 'exponentielle du second membre croit  

ind6finiment. 

Le quotient l(x,  y ) - - / (a : ,  z) peut  6tre suppos6 aussi petit que l'on veut, 
y - - z  

i L ' int6grale  y ( x )  tend un i fo rm6ment  vers  z~ro, et dans le d6veloppement  

y ( x ) ~  al  x + a 2 x  ~ + . ' .  + a n z  n + z n x  n ,  

la fonct ion zn tend un i form~ment  vers  z6ro, dans tout angle ayant  son sommet  ~ l 'origine et 
dent  les deux c6t6s sent  ~ gauche de l 'axe des quanti t6s purement  imaginaires.  L ' int6grale  
y(x) tend vers  z~ro et le d6veloppement  asymptot ique est valable, ~ gauche de l 'axe des quan- 
tit6s pu remen t  imaginaires,  sur tout chemin  aboutissant  ~ l 'origine ou admet tan t  l 'origine 
comme point-asymptote et non tangent  ~ cet axe, ou m~me sur certains chemins  tangents  

1 
1 - 
- e z  

cet axe, mais dent  l 'origine n 'est  pas un point  ordinaire. Tel  est le cas des fonctions e x, ~-.  

Certains des 6nonces suivants  peuvent  ~tre pr~cis6s d 'une  mani~re analogue. 
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o! 
puisque y et z tendent vers z6ro avee x, et que la d6riv6e partielle ~ est 

holomorphe et nulle pour x = y  = o. D'autre part,  si ]'on pose x =  0e io, d 'oh 

d x  
x ~ 

cos ~gdq + q sin Od,9 + i(q cos O d e - -  sin ~gdO), 

d:~ 
on voit que la partie r6elle de - ~  a un signe constant, et que le quotient par 

cette partie r6elle de la partie imaginaire 

dO 
q~,o - - t g  o 

7 
dO 

I + Q ~ o  ~ tg 0 

est born6, pourvu qu'on ehoisisse comme ehemin d'intdgration joignant le point xo 

au point x, un arc de spirale logarithmique admet tant  l'origine comme point- 

asymptote et sym6trique par rapport ~ l 'axe des quantit6s purement imaginaires 

de l'un des arcs d6finis prdc6demment. 

Il r6sulte que sur un tel chemin d'int6gration la partie r6elle de l'ex- 

posant figurant dans l'expression de y - - z  tend vers + o0, comme la partie 

r6elle de 

f ?  + 
,TO�9 

quand la variable x tend vers l'origine s gauche de l'axe des quantit6s purement 

imaginaires. Done l 'hypoth6se eonsid6r6e conduit h une contradiction. 

6' D'une far g6n6rale consid6rons l'6quation 

(2) x" ~x - - y  = / (x, y), 

oh n d6signe un nombre entier I sup6rieur ~ i, et / (x ,  y) une fonction des deux 

variables x, y holomorphe pour les valeurs x ~ y = o, et dent  le d6veloppement au 

voisinage de ee syst6me de valeurs ne renferme ni terme constant ni terme du 

premier degr6 en y. Au voisinage du point x---- o, dans chacun des angles off 9~ (x "-1) 

Si l'exposant nest  non plus un nombre entier, mais un nombre r6el sup6rieur ~ J, 
ou m~me un nombre imaginaire dent la pattie r~elle est sup6rieure h J, les rdsultats relatifs 
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est positif,  les suites de fonct ions analogues s la suite (5)d6f inissent  une  infinit6 

d ' int6grales d6pendan t  d 'une  cons tan te  arbi t ra i re ,  holomorphes  et  t en d an t  vers zdro 

quand  la var iable  x tend  vers le point  x = o dans l 'angle consid6r6; dans chacun  

des angles off 9~(x n-l) est n6gatif,  les suites de fonct ions analogues ~ la suite (7) 

d6finissent l ' int6grale unique,  ho lomorphe  et  t en d an t  vers z6ro quand la var iable  

x t end  vers de point  x = o dans  l 'angle considdr6. Toutes  les int6grales obtenues  

a d m e t t e n t  comme d6ve loppement  a sy m p to t i q u e  dans l 'angle co r respondan t  la 

s6rie ent i6re en x unique  

(6) y ~ a ~ x + a 2 x  ~ + . - -  + a n x " + " ' -  

qui v6rifie formel lement  l '6quat ion (z). 

La  s~rie de la fo rme (6) qui v6rifie formel lement  l 'dquat ion (2) peu t  6tre 

convergente  pour  rou te  va leur  de x ou pour  les valeurs  de x suff i samment  

pet i tes ,  ou n '6 t re  eonvergen te  pour  aucune  au t r e  va leur  de x que x =  o, c 'est-  

h-dire 6tre une s6rie d ivergente .  "On se t rouve  dans le p remier  cas quand  la 

s6rie (6) se r6dui t  s y = o: il f au t  et  il suffi t  pour  cela que dans  l '6quat ion (2) 

la fonction /(x, o) soit  i den t iquemen t  nulle;  d 'ail leurs,  quand  la s6rie ( 6 ) e s t  

convergente ,  et  a pour  somme S(x), on peu t  tou jours  pa r  la t r ans format ion  

[y,S(x)+y], 6tre ramen6 au cas off ce t te  s6rie se r6duit  h y = o .  Il y a des 

exemples classiques du  second cas: ainsi l '6quat ion 

x~dy--y =bx 

es t  v6rifi6e formel lement  pa r  la s6rie d ivergente  

y = - - b [ x + x " + i . 2 x  3 + - . - +  1 . 2 . . .  ( n - - I ) x  n + . . . ] .  

On a di t  que le second des deux cas pr6c6dents  est plus f r6quent  que  le 

premier ,  e t  que la s6rie enti6re en x sans te rme cons tan t  qui v6rifie formel lement  

l '6quat ion (2) est  en g6n6ral divergente. ,  Comme il est  arr iv6 dans des cir- 

eonstances  analogues,  il f au t  pr6ciser le proedd6 que l 'on adop te  pour  d6nombrer  

les cas eonsid6rds. 

l'existence des int~grales sont encore valables. Dans le cas off I'exposant n est de la forme 

~ , p e t  q d~signant deux entiers sup6rieurs i~ I (p > q), ces int~grales admettent comme d6- 
1 

veloppement asymptotique une sdrie entibre en x~: ce cas se ram~ne au cas o~ l'exposant n e s t  
1 

entier par le changement de variable (x ~, x) 
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Ainsi BRIOT et BOUQUET ont  consid6r~ l '6quat ion ~ 

x~ d~-~ y - - - a  y ~ x / (x ) ,  
tb ~ 
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off a d6signe une cons tan te  diffdrente de z6ro, et  / ( x )  une fonct ion de x holo- 

morphe  pour  x ~- o. E t  ils ont  d6montr6  que la s6rie enti~re qui v6rifie formel]e- 

men t  cet te  dquation est convergente  ou divergente  su ivant  que la quant i t~  a 

est ou n 'es t  pas l 'affixe d ' u n  z6ro de la fonct ion enti~re que M. BOR~L a appel6e 

depuis fonet ion enti6re associ6e ~ k la s6rie enti6re / ( x ) .  Donc le cas off ] '6qua- 

t ion (8) est vdrifi6e pa r  une s~rie enti~re convergente  a p p a r a i t  comme excep- 

tionnel. 

Mais K un au t re  point  de vue les 6quat ions (2) v6rifi6es par  une s6rie de 

la forme (6) convergente  sont  au moins aussi nombreuses  que celles qui sont  

v6rifi6es par  une s6rie de la forme (6) d ivergente :  car k tou te  6quat ion 

x " ~ x - - Y = / ( x ,  y )  

appa r t enan t  k ]a seconde cat6gorie on peu t  faire correspondre  l '6quat ion 

xn  d = y - - y = y / ( x ,  y ) ,  

Journal de l'Ecole Polytechnique, t. XXI, cah. 36, p. 182. 
La fonction enti~re associ~e h la s~rie enti~re 

bo + bl x +  52x" + "" �9 + bn x n + . . . ,  

dont le rayon de convergence n'est pas nul, eat la fonction enti~re d6finie par la sdrie 

b~ x b 2 x 2 bnx~ 
bo+ ~ i + i ~ + . . - +  n f - + - - -  

De mfime la sdrie entii~re en x qui w4rifie l'6quation 

x S ~ - - a y  = x(bo + b~ x + . . .  + bnxn  + . - . ) ,  

est convergente ou divergente suivant que la quantitd a est ou n'est pas l'affixo d'un z6ro de 
chacuno des deux fonctions enti~res 

b~x + b~x ~ b6x  s + ' " ,  
bo + ~-- 1 . 3 + 1 . 3 . 5  

b~ x + bs x ~ bl x ~ 
b , + -  V ~ + ~.--7~.6 + . . . .  

Et ainsi de suite. 

A c t a  mat l t t 'mat lca.  41. Imprim6 le 30 septembre 1916. 7 
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qui est v6rifi6e par la s6ric convergente y = o, et qui appartient ~ la premiere 

categoric. 

Quand la s6rie enti~re en x sans terme constant qui v~rifie formellement 

l '6quation (2) est eonvergente, la somme de cette s~rie y ~ S ( x )  repr6sente une 

int~grale holomorphe et nulle au point x =  o. C'est n~cessairement cette int~- 

grale que d~finissent les suites de fonetions (7) dans les angles off ~ (zn-,) est 

nSgatif: le r~sultat obtenu se r6duit dans ee cas k une representation dans les 

angles off 9~ (x "-1) est n~gatif de l'int~grale holomorphe et nulle h l'origine. Au 

contraire, parmi l'infinit6 d'int~grales obtenues dans chacun des angles oh ~(x n-l) 
est positif, l'int~g ale holomorphe et nul|e h l'origine y =  S(x) correspond s la 

valeur particuli~re S(x~) de la constante arbitraire y0: la difference y ( x ) - - S ( x )  

de l'int6grale S(x) et d'une autre int6grale y(x) correspondant h une va|eur 

diff~rente de la constante yo tend vers z6ro avec x, e t a  un d6veloppement asymp- 

totique suivant les puissances enti~res de x identiquement nul; ce qui correspond 

au r6sultat ~none~ par M. BOUTROUX: la eroissance de la fonction y ( x ) - - ~ ( x )  

est du type exponentiel. ~ 

7. Relativement ~ l'allure des int~grales de l'~quation 

(2) x" d y - -  y = / (x, y), 

dans le plan de la variable eomplexe au voisinage du point x = o ,  on peut 

ajouter les indications suivantes. Les int~grales de l'~quation (2) qui tendent 

vers z(~ro dans les angles off 9~ (x ~-1) est positif, tendent vers d'autres valeurs- 

limitcs dans |es angles off ~ ( x  "-l) est n~gatif, et sont ind~termim!es dans les 

directions ot~ 9~ (x ~-1) est nul: tel est le cas dans l '~quation simple 

x ~ = y ( I  - -  y), d'ofi Y Ce ~. y - - I  

Dans le eas g~n~ral oh le second membre de l '~quation (2) n'est pas un 

polyn6me du second degr~ en y,  M. BOUTROUX a montr6 que les points critiques 

des int~grales s'accumulent au voisinage du point x ~ o dans ]es directions off 

~ ( z  ~-1) est nul. Dans un angle oh 9r (~-1) est positif, soit y(x) une int~grale 

holomorphe au voisinage du sommet x = o dans un certain domaine D, et qui 

tend vers unc valeur-limite quand la variable x tend vers le point x = o dans 

Journal de Liouville. 6e sdrie, t. VI, p. 18$--I86. 
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le domaine  D. Suivons ce t te  int6grale le long d ' u n  chemin issu du  domaine  D, 
qui tou rne  a u t o u r  d ' un  poin t  cr i t ique situ~ au  voisinage d 'un  cSt~ de l 'angle 

consid~r~ et  qui  rev ien t  au  voisinage du  sommet.  L ' in t~grale  y(x), ainsi pro- 

long~e ana ly t iquement ,  est  ho lomorphe  dans le m~.me angle au voisinage du 

sommet  x ~ o, dans un  nouveau  domaine  D ~, e t  elle tend,  quand  la var iable  x 

t end  vers le poin t  x = 0 dans le domaine  D', vers une nouvel le  valeur-l imite.  

Cette  nouvel le  valeur-l imite est  en g~n~ral diff~rente de ]a valeur- l imite  primi-  

t ive.  Soit pa r  exemple l '~quat ion 

x~ y ~ - - I  d'ofl y ~ - - i ~ C e - x ;  
2 y  ' 

d ro i te  de l ' axe  des quant i t6s  

deux  valeurs- l imites  + z e t  - -  I ,  
1 

d6finis par  ] '6quat ion e ~ = ~ C .  

p u r e m e n t  imaginaires les int6grales y(x)ont 
qui se p e rm u ten t  au to u r  des points  cr i t iques 

8. Enfin,  comme l 'a  indiqu6 M. BENDIXSON, la m6thode  des approx ima-  

t ions successives, dirig6e de m6me, peu t  6tre appl iqude ~ . l '6quat ion  

(9) X~x--ay= t(x, y), 

oh a d~signe une cons tan te  diff~rente de z~ro, et l(x, y) une fonet ion des d eu x  

var iables  x, y ho lomorphe  pour  le s'yst~me de valeurs  x = y ~ o, e t  d o n t  le d~velop- 

pemen~ au  voisinage de ce syst~me de valeurs  ne renfe rme ni terme cons tan t  ni t e rme  

du  premier  degr~ en y. On re t rouve  ainsi les r~sultats  don t  la d~monst ra t ion  

elassique est fond~e sur  l 'emploi  des fonet ions majorantes .  ]l impor te  toutefois  

de d~velopper  eu quelques roots l ' appl iea t ion  • ] '~quation (9) de la m~thode des 

app rox ima t ions  successives: 1 il sera ~vident  ensui te  que la m~me m~thode est 

appl icable  aux  ~quat ions et  aux  syst~mes diff~rentiels d ' o rd re  sup~rieur au 

premier  qui  g~n~ralisent ~ la lois l '~quat ion (2) pour  n > z e t  l '~quat ion (9). 

Dans  le plan de la var iable  x, au voisinage du  po in t  x = o, nous consid~rons 

des domaines  A oh x ~ t end  un i fo rm~ment  vers z~ro, et  des domaines  A ) oh x" 

M. GOUaSAT a appliqu~ k l'6quation (9) un proc6d6 analogue (Cours d'analyse, 2~me 6d., 
t. II, p. So4). 

M. BOUTROUX a retrouv~ les r~sul[ats classiques relatifs it l'~quation (9) Par uno m~thodo 
voisine, en introduisant un param~tre dana cette ~quation, et en dtveloppant les int~grales 
suivant les puissances de ce param~tre; M. BOUTROUX a appliqu~ cette m~me m~thode it l'~qua- 
tion (2) (Legons sur les fonctions d~flnies par les tquations diff~rentielles du premier or(ire, 
p. II4, 125; Journal de Li0uville, 6e s~rie, t. VI, p. i94). 
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tend uniform6ment vers | 'infini. Mais nous devons ajouter ici une condition 

suppl6mentaire s la d6finition des domaines A et A': la condit ion analogue 

relative s l'6quation (3) se t rouvai t  remplie d'elle-m~me par le choix d 'un angle 

cSt6s rectilignes comme domaine A. Il faut que deux points quelconques 

d'un domaine A ou A t puissent ~tre joints par un arc situ6 tout  entier dans 

le domaine d'une spirale logarithmique admet lant  le point x = o comme point- 

asymptote, et dans laquelle l'angle de la tangente avec le rayon vecteur soit 

compris en valeur alg6brique entre deux angles 71 et 72, fixes et tels que sur 

les spirales logarithmiques correspondantes x a tende vers z6ro dans un domaine 

A, et vers l'infini dans un domaine A r. 

Consid6rons au voisinage du point x = o  un domaine A e t  la suite de 

fonctions 

y,=yol l + o). 
lxo! x'~ d ~ ax, 

~o 

Si Ie point xo est dans le domaine A assez voisin du point x ~ o ,  et si la 

valeur Y0 est assez petite, les fonctions Yl, Y2 . . . .  y n , . . ,  sent  holomorphes et 

ferment une suite uniform6ment convergente dans un domaine D limit6 d'une 

part  au voisinage du point x = o par la fronti~re du domaine .4, et d 'autre  part  

par les deux arcs de spirale logarithmique admet tant  le point x = o comme point- 

asymptote, issus du point x0 et dans lesque]s les angles des tangentes avec le 

rayon vecteur sent respectivement 7t et 72. Les ca|culs sent enti~rement ana- 

logues aux calculs relatifs ~ l '6quation (3), si l'on prend comme neuvelle variable 

I Il r6sulte que la suite de fonctions yn d6finit une int6grale 

y(x) de l '6quation (9) holomorphe dans le domaine D; et l'on d6montre encore 

que cette int6grale y(x) tend vers z6ro quand la variable x tend vers le point 

x = o  dans le domaine D et par cons6quent dans le domaine A. On obtient 

ainsi une infinit6 d'int6grales y(x) d6pendant de la constante Yo, arbitraire 

pourvu qu'elle soit assez petite. 
Si le eoifficient a n'est pas un nombre entier positif, l '6quation (9) admet 

une int4grale holomorphe et nuIle pour x ~  o, y ~ S(x), et l'on est ramen6 par 
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la t r ans fo rma t ion  [ y , S ( x ) +  y] au cas oh ce t te  int~grale est  y ~ o. Dans  ce cas 

I x l " ;  
/ ( x ,  o) est  i den t iquemen t  nul, e t  la fonct ion Yl se r~duit  s Y0/Xo! il est  visible 

que  success ivement  les fonct ions  Y2, Y~ . . . .  , y . . . . . .  sont  des s~ries enti~res pa r  

t 0) o r a p p o r t  aux qua t r e  var iables  x ,  y .  , xo, Yo convergentes  s i ces  qua t r e  var iables  

o. Done la sont  assez pet i tes ,  et  d 'ai l leurs i den t iquemen t  nulles pour  y.  ix,! 

fonct ion- l imi te  y (x) est  une fonet ion ho lomorphe  des deux  variables  x e t  Y0 (5/~,  
lXof 

I x )  ~' 
- -----o, e t  nulle consid6r~es comme indgpendantes ,  ho lomorphe  p o u r  x = go ix., 

pour  y.  ~ ~ o .  Si l 'on rev ien t  de l '~quat ion t ransform~e s F~quation pr imi t ive  (9), 

on ob t i en t  p o u r  ]es int6grales y ( x )  de ce t te  ~quat ion les d6ve loppements  elas- 

siques en s~rie double  pa r  r ap p o r t  aux  deux var iables  x e t  C x  a, C d~signant  

une cons tan te  a rb i t ra i re .  

R e m a r q u o n s  d 'a i l leurs  que, quel  que soit  a, route  s~rie enti~re en x sans 

t e rme  cons tan t  qui  v~rifie formel lement  l '~quat ion (9) est  convergen te :  les int~- 

grales y (x) de ce t te  ~quat ion nulles e t  non  holomorphes  pour  x ---- o no p e u v e n t  sur 

aueun  ehemin t e n d a n t  vers le po in t  x ~ o  a d m e t t r e  comme d~ve loppement  

a s y m p t o t i q u e  u n e  s(~rie:enti~re en x d ivergente .  

Si a est  un  ent ier  positif,  des logar i thmes p e u v e n t  s ' in t rodui re  dans  les 

seconds te rmes  des fonct ions  y~, Y2 . . . . .  y ~ , . . . ;  ces fonct ions,  e t  l ' int~grale y ( x ) ,  

sont  de m~me des fonet ions des trois var iables  x ,  C x a, x a log x, consid~r~es 

eomme ind6pendantes ,  holomorphes  et  nulles p o u r  x - ~  C x " - ~  x ~ log x =  o. P o u r  

qu 'une  int~grale y (x) de l '~quat ion (9) soit  une fonct ion ho lomorphe  et  nul]e pour  

x - - o ,  il est  n~cessaire que  les coiiffieients de la fonct ion / ( x ,  y) v6rif ient  une 

cer ta ine  ~galit~ alg~brique;  et  r~ciproquement ,  si ce t te  ~galit~ est v~rifiSe, 

l '~quat ion (9) adme t  une  infinit~ d ' int~grales holomorphes  et  nulles pour  x =  o. 

Pour  a ~  i ,  la condi t ion n~eessaire est  que le coeff icient  du t e rme  du  p remie r  

degr~ en x dans  la fonct ion J (x ,  y) soit  nul:  alors aucune  des fonct ions y~, Y2, . . .  

y~ . . . . .  ne r en fe rme  de logar i thme.  Mais pour  a > 2 ,  il se peu t  que  ces fonc- 

t ions con t i ennen t  des logari thmes,  et  que n~anmoins la fonct ion- l imite  soit 

ho lomorphe  en x pour  x ~ o. 

Consid~rons m a i n t e n a n t  au voisinage du poin t  x = o un domaine  A ~ et  la 

sui te  de fonc t ions  
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.o [ ' l ( x ,  o)  ~ 
Y l ~ x , ]  --X~- i -  a x , 

0 

. V / ( x ,  y,,-J) 
y,, - - x  j x,V~ d x ,  

0 

Cette sui te  de fonct ions d~finit une  intdgrale de l '~quat ion ( 9 ) h o l o m o r p h e  et  

t e n d a n t  vers  z~ro quand  la var iable  x tend vers le point  x ~  o dans le domaine  

A r. Mais ce t te  int~grale n 'es t  au t re  que l ' intdgrale ho lomorphe  et  nulle pour  

x ~ o ,  qui exis te  car  le coeff ic ient  a ne  peu t  6 t re  positif.  E n  effet,  comme 

nous l 'avons  fair  dans  le cas de l '~quat ion (3), on d~mont re  que l 'dquat ion (9) 

ne peu t  a d m e t t r e  deux  int~grales ho lomorphes  et  t e n d a n t  vers z~ro quand  la 

var iable  x t end  vers le po in t  x ~ o dens  un domaine  A t. 

BRIOT et  BovQuET ont  ob t enu  une propos i t ion  1 analogue:  si la par t ie  rdelle 

du coefficient  a est  n(~gative ou nu]le, l '~quation (9) n ' ad m e t  pas d ' au t r e  int~- 

grale t e n d a n t  vers z~ro que  l ' int6grale ho lomorphe  et  nulle pour  x - - o ,  sur un 

chemin don t  la longueur  et  l ' a rgumen t  r e s t en t  finis. Le r~sul ta t  que nous 

venons  d '~noncer  est  plus g~n~ral. D'ai l leurs  ]a proposi t ion de BaIOT et  BOVQV~.T 

n 'es t  pas  suscept ible  d ' une  extens ion ind$finie. M. Dur.Ac a form~ l '4quat ion 

diff~rentielle ~ 

d y  x ~  + y ~ - - x y - ,  

don t  l ' int~grale g~ndrale y(x)  est  d~finie p a r  l '~quat ion 

i + x y  ]og x ~ C x y :  

quelle que  soit la cons t an te  C, l ' intdgrale y ( x )  tend vers z6ro quand  la var iable  

x t end  vers le po in t  x = o  dans  un  domaine  off x log x tend  vers l 'infini. Sur  

un ehemin situ~ dens  un  tel  domaine,  il y a n6cessairement  des points  off l 'angle 
zr 

de ]a t angen te  et  du  r a y o n  vec teur  est  a rb i t r a i r emen t  voisin de - :  en quoi le 
2 

domaine  consid6r6 ne sat isfai t  pas  h la res t r ic t ion  imposde aux  domaines  A'. 

I J'ournal de l'Ecole Polytechnique, t. XXI, 36 ~ cahier, p. 175. 
2 Journal de l'Eeolo Polytechnique, 2~me s~rie, 9 e eahier, p. 49- 
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9. Les divers r6sultats pr6c6dents s '6tendent aux 6quations et aux syst~mes 

diff~rentiels d'ordre queleonque qui g6n6ralisent l '~quation (I). Consid~rons par 

exemple l '6quation du second ordre 

(Io) x ~ + n -  ax'~ + y = !  z , y , x  k d y l  
d x ~ d x !  

off m e t  n designent deux entiers positifs, k le plus petit de ces deux entiers, a 

une constante, et [ (x, y, x k d!Jt d x ]  une fonction des trois variables x ,  y~, x k dYdx holo- 

morphe pour les valeurs x ~ y = x l~ d y  = o, et dont  le d~veloppement au voisi- 

nage de co syst~me de valeurs ne renferme ni terme constant  ni termes du 

premier degr6 en y e t  x k d y.  
d x  

Si l'on a n > m >  i ,  on peut  transformer l '6quation (io) de fagon que 

l '6quation qu'on obtient  en 6galant ~ z6ro le premier membre de l'6quation 
r $ 

- -  x ~  - 1 transform6e f i t  deux int6grales particuli6res de la f o r m e d  m 5, ~ , r et s dd- 

signant deux constantes, sans que le second membre eesse de satisfaire aux 

conditions 6nonc6es. On peut  alors appliquer s l '6quation transform6e la m6me 

m6thode d'approximations suecessives que M. BENDIXSON a appliqu6e h l'6qua- 

tion (2); les 6quations diff6rentielles successives s 'int6grent de m6me par ]a 
m6thode de ]a variation des constantes, et les expressions obtenues se limitent 

de m6me dans des hypoth6ses analogues. Au voisinage du point x----o, dans 

chaeun des angles off ~ ~ et ~ ~ sont n6gatifs, on obtient  des int~grales 

de l '6quation (Io) holomorphes, tendant  vers z6ro quand la variable x tend vers 

le point x = o, et d6pendant de deux constantes arbitraires. Dans chaeun des 

angles off ees deux parties r~elles sont de signes eontraires, on obtient des int~- 

grales d~pendant d 'une seule eonstante. Enfin, dans ehacun des angles off ces 

deux parties r~elles sont positives, on obtient one seule intdgrale. 
Si l'on a m > n > i ,  ou m > ~ ,  n ~ i ,  ou encore m > 2 , n = o ,  o n p e u t ~ e r i r e  

l '6quation (io) sous la forme 

( I I )  
z ~ p - d ~ x ~ - - a X P ~ x + y ~  / x , y ,  d x !  

p d6signant un nombre  plus grand que I, qu'on peut  supposer entier: s'il ne 
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l 'est pas, il le devient par le changement de variable ~ (x, x"). On peut  trans- 

former l '6quation (It)  de fagon que l '6quation qu'on obtient  en 6galant h z6ro 

le premier membre de l '6quation transform6e ait deux int6grales particuli~res de 
r 

r s r e x p _  1 

la forme e ~p-1, e ~p-1, ou de la forme e ~ - t  . . . . .  r et s d6signant des con- . , zp--I ' 

stantes. Dans le premier cas, les conclusions sont les 'm6mes que pr~c~dem- 

ment. Dans le second eas, l'on obtient dans les angles o0 ~R ~ est n6gatif 

des int~grales d6pendant de deux eonstantes, et dans les autres une seule 

int6grale. 
D'ailleurs les 6quations (~o) et (H) n 'admettent  dans chacun des angles 

consid6r~s d 'autre  int6grale holomorphe et tendant  vers z6ro que eelles qui sont 

ainsi obtenues. Et  toutes ces int6grales admet tent  eomme d~veloppement asymp- 

totique dans l'angle eorrespondant la s~rie enti~re en x sans terme constant 

y : a ~ x  + a , . x  ~" § . . .  + a , ~ x  '~ § . . . ,  

qui v6rifie formellement l '6quation (IO) OU l '6quation (I I), et qui peut  ~tre con- 

vergente ou divergente. 
Si l 'on a dans l '6quation (Io) m----I, n > I,  on peut  transformer cette 6qua- 

tion de fa~on que l '6quation qu'on obtient en 6galant h z6ro le premier membre 
r 

de l '6quation transform6e ait deux int6grales particuli~res de la forme e xn-~, 
1 

x ~, r d6signant une constante. Au voisinage du point x = o, dans les angles 

off 9~ ~ est n6gatif, on obtient des int~grales d6pendant de deux constantes 

si ~ (a) est positif, et d 'une constante si ~ (a) est n~gatif. Dans les angles oh 

9~ ~ est positif, on obtient des intggrales d~pendant d 'une eonstante si 9tZ(a) 

est positif, et une seule int~grale si ~R (a) est n~gatif. Dans ehaeun des angles 

eonsid~r6s, l '6quation (Io) n 'admet pas d 'autre  int~grale holomorphe et tendant  

vers z~ro que eelles qui sont ainsi obtenues. D'ailleurs, pourvu que le eo~ffi- 

cient a ne soit pas l 'inverse d'un nombre entier positif, l '~quation (Io) est v~rifi~e 

par une s~rie enti~re en x sans terme constant, unique et qui peu t [6 t r e  

convergente ou divergente. Cette s~rie enti~re est le d(!vel0ppement asymptot ique,  
parmi les int~grales obtenues, d'int~grales d~pendant d'une constante dans les 

i Cf. supra, p. 47, note i. 
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angles  off ~R ~zi_~ es t  n~gatif ,  e t  d ' u n e  seule  in t6gra le  dens  les 

9~ r 

(~2) 

Soit enfin l'6quation 

xo-d~'Y--ax~x + bY= / (x, y, X~x ) 

angles  

57 

off 

x Une  m~thode  d ' a p p r o x i m a t i o n s  successives  analogue it celle que nous ind iquons  a ~t~ 
appl iqu~e pa r  M. P~CXRD (Trait6 d 'analyse ,  2~me ~d., t. I I I ,  p. 413) it l '~quat ion ]in~aire du 
second ordre  

(a) y" + (ao + ~ +  . . . ) y '  + (bo T ~ + . . . ) y = o ,  

oh les deux  express ions  en t re  p a r e n t h e s e s  son t  des  fonc t ions  de x h o l o m o r p h e s  pour  x = :r 
it coiifficients r6els. Duns le cas off l d q u a t i o n  en ), ) :  + a0i  + b0 = o a s e s  rac ines  rdel les  et  
d is t inctes ,  M. Plcxm) a obtenu,  quand  la va r iab le  x croi t  i nd6 f in imen t  sur  la pa r t i e  pos i t ive  de 
l ' axe  r~el, une  in t~gra le  y(x) de l ' Jqua t ion  (a), d 6 p e n d a n t  d 'une  cons tan te ,  Co, et  a d m e t t a n t  un  
d d v e l o p p e m e n t  a sympto t ique  de la forme 

y = eZ~. x~ ( eo + xCt + c~ + . . . + ~,nen + . . . ), 

oi~ 2 d~signe la plus pe t i t e  rac ine  de l '~quat ion 2 -~ + aoa + b0 = o, e t  g et  les coefficients ci des 

constantes .  Pa r  les t r an s f o r m a t ions  [y,e~.~e:r:'~{eo+ c~+ "Yt] ( e) , x x et  x, x ' c d~s ignan t  une  cons t an te  

posi t ive,  l'(~quation (a) d e v i e n t  

(,2) x ~ y"  + x [~ + f (x )~  y' + [~ + ~ (x)] y -- r (x), 

oh f ( x ) ,  ~(x), ~h(x) d~s ignen t  des  fonc t ions  de x h o l o m o r p h e s  et  nul les  pour  x----o: l '~quat ion 
(,2) es t  do la fo rme consid~r~e duns le t ex te  avec n = 2, r = + i ,  a ~ -  I. L ' in t~gra le  de 
l '6quat ion  (a) e t  le d 6 v e l o p p e m e n t  a sympto t ique  ob tenus  par  M. PICARD c o r r e s p o n d e n t  it l ' int~- 
grale  un ique  de l '~quat ion (8) et  au d 6 v e l o p p e m e n t  a sympto t ique  que nous  ob t enons  au voisi- 

nage da  po in t  x = o sur  la pa t t i e  pos i t ive  de l 'axe r~el ~,--~--1 ~ tan t  posi t i f  e t  ~ (a )n~ga t i f  . 

D 'a i l leurs  le proc6d6 d ' i n t6g ra t ion  par  pa r t i es  pa r  lequel M. PICARD me t  en dv idence  le d6- 
v e l o p p e m e n t  a sympto t ique  de l ' in t~gra le  y(x) pour ra i t  ~tro adapt~ it l '~quat ion (9) e t  aux  ~qua- 
t ions  qui la g~n~ral isent ,  m~me darts des  angles,  pour  les va leurs  complexes  des var iables .  

M. PICAaD a considdr(~ aussi  le cas oh l '~quat ion 22+ ao2 + b o ~ o  a s e s  rac ines  
imag ina i res  (loc. cit., p. 4;8). A l 'axe  r6el co r respond  alors  dans  ta t r a n s f o r m a t i o n  l ' axe  des 
quan t i t~s  p u r e m e n t  i m ag i na i r e s :  de sor te  que lo r(~sultat ob t enu  par  M. PICARD est  re la t i f  dans  

(,) l '~quat ion (,2) it une  d i rec t ion  sur  laquel le  ~ ~ est  nul. Nous avons  ~eart6 ees d i rec t ions  

de no t re  discussion.  
Enf in  M. Co'rro~ a appl iqu6 la m~me m6 thode  d ' a p p r o x i m a t i o n s  sueeessives it l '6 tude  sur  

l 'axe r6el des  in t~gra les  de sys t~mes di f f~rent ie ls  d 'o rd re  que leonque  auxque ls  p e n v e n t  se ra- 
m e n e r  l '~quat ion (9) et  les ~quat ions  que nous  cons id~rons  pour  gdn~ral iser  l '~quat ion (9) (An- 
nales  de l 'Ecole Normale,  I91I , p. 473). 

Acta  mathemat ica .  41. Imprim~ le 30 septembre 1916. 8 
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off b d6signe une cons t an te  di f f6rente  de z6ro. L ' 6qua t i on  lin6aire qu ' on  ob t i en t  

en 6galant  ~ z6ro le p r e m i e r  m e m b r e  de l ' 6qua t ion  (12) a d m e t  deux  int6grales  

par t icul i6res  de la forme x r, x ' ,  ou x r, x ~ log x,  r e t  s d6s ignant  des cons t an te s  

d i f f6rentes  de z6ro. Nous  devons  impose r  aux  domaines  que nous consid6rons 

dans  le p lan  de la va r i ab le  x au  voisinage du  poin t  x = o une res t r ic t ion  sembla -  

ble h eelle que nous avons  impos6e dans  le cas de d '6qua t ion  (9) aux  domaines  

A et  A', et  double  s ' il  y a deux  exposan t s  r e t  s. Alors, dans  Ies domaines  off 

x ~ et  x ' ,  ou x ~, t e n d e n t  vers z6ro, on o b t i e n t  des int6grales de l ' 6qua t ion  (12) 

ho lomorphes  e t  t e n d a n t  vers  z6ro, e t  d 6 p e n d a n t  de deux  cons tan te s ;  dans  le 

p remie r  eas, et  p o u r v u  q u ' a u c u n  des e x p o s a n t s  r e t  s ne soit  un en t ie r  posit if ,  

les int6gra]es ob tenues  sen t  des fonct ions  des t rois  var iab les  x ,  Ciz",  C2x*, 

C t et  C2 d6s ignant  deux  cons tan tes  a rb i t ra i res ,  ho lomorphes  e t  nulles pou r  

x = C1 x r = Cx x ' =  o: et  les d 6 v e l o p p e m e n t s  relat i fs  a u x  au t res  cas p e u v e n t  6 t re  

ob tenus  p a r  d6g6n6rescence du  d 6 v e l o p p e m e n t  pr6e6dent .  Dans  les domaines  

off x ~ tend  vers  z6ro et  x '  vers  l ' infini,  on ob t i en t  des in t6grales  d6pendan t  

d ' u n e  cons tan te ,  e t  qui  s en t  des fonc t ions  des deux  var iab les  x et  Cx" holo- 

morphes  et  Dulles pour  x = C x ~ =  o, p o u r v u  que r ne  soit  pas  un ent ier  posit!f .  

Enfin,  dans  les domaines  od x ~ e t  x ' ,  ou x r, t enden t  vers  l ' infini,  on ob t i en t  

une  seule int6grale,  l ' in t6grale  de l ' 6qua t ion  (i2) h o l o m o r p h e  et  nulle pou r  x = o .  

C H A P I T R E  I I .  

IO. Nous  d6mont re rons ,  d ' a b o r d  le th6or6me su ivan t .  

Th6or~me.  Soit l' ~quation di]/drentielle 

y'~ i + , ( y )  
(13) y'~ = yn ' 

oh n ddsigne un nombre supdrieur r I ,  e t ~  (y) une [onction de y holomorphe et 

tendant vers zdro quand la variable y tend vers le point y = o de son plan dans un 

angle A ayant son sommet en ee Toint; l'intdgrale gdndrale y(x)  n'est Tas uni[orme. 

M. PAINLEV*. a d6mont r6  le th6or6me pr6c6dent  dans  le cas off la fonet ion  

r (y)  est  ho lomorphe  et  nulle au  po in t  y = o .  Mais nous  aurons  ~ app l ique r  

ce th6or6me dans  des eas plus g6n6raux auxque l s  ne s '6 tend  pas  la d6mons t r a -  

t ion t de M. PAINLEV#,: pa r  exemple  quand  la fonc t ion  , ( y ) n ' e s t  pas  ho lomorphe  

1 Bulletin de la Soci6t6 Math6matique do France, t. XXVIII,  p. 214. 
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a u  point y ~  o, mais admet  dans l'angle A une s6rie enti6re en y comme d6- 

veloppement asymptotique,  ou quand la fonction , ( y ) e s t  de la forme y l o g y .  

Nous supposerons pour simplifier les calculs l 'exposant n dgal ~ 2. 

L'6quation (13) ne change pas par  la transformation ( x ,  a x  + [~), que]les 

que soient, les constantes a et  ~, et s'int6gre par  deux quadratures:  on a suc- 
cessivement 

Y Y 

d x  - ~ ] ' d y  - J  ~ 
d y - -  C e vo , X - -  Xo = C, e v. , 

Yo 

Y0, C et xo d6signant trois constantes. La fonction ~ (y) est holomorphe darts 

l'angle A au voisinage du point y----o, dans un domaine que nous d6signerons 

par  domaine D; soit yo un point du domaine D. Quand y varie h partir  du 

point  Yo darts le domaine D ,  les fonctions dx ~yy et x ( y )  d6finies par les expressions 

d x  
pr6c6dentes song holomorphes, et  la fonction ~ est diff6rente de z6ro. Nous 

allons montrer qu'on peut  d6terminer dans le domaine D u n  therein ouvert  

auquel correspond dans le plan de la variable x un chemin ferm6. 

En premier lieu posons 

I 
. . . .  ~ + i ~ ,  
Y 

et ~7 d6signant des quantit6s r6elles, et raisons varier y ~ partir  du point yo 
sur la circonf6rence ~ = t0, tangente h l'origine ~ l'axe des quantit6s purement 

imaginaires (nous supposons que le point  y0 n'est  pas situ6 sur cet axe). On a 

sur cette circonf6rence 

d'oh 

et 

d y  
y2 i d v  , 

d x  ~f(,+ ~)a,, i(,,-,lo)+i f ~a,, 
- -  = C e TM ~ G e no 
d y  

~ i(9 --~o) +i f r d q  

x - -  xo ~ - -  C i f y  ~ e '~o d q .  
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I t ,  
Or, quand ~ varie ~ partir de ~i0 d'une quantit6 finie, soit de 7/0 s ~;o + 2z  + ~-, 

le quotient 

y 5, + i lifo 
Yo ~o + i~ 

est arbitrairement voisin de ~, et le point y ne sort ni de l'angle A ni du do- 

maine D, si le point Yo est dans l'angle A assez voisin de l'origine; l'int~grale 
']. 

t edt] est arbitrairement petite, et l'on a 

'~)o 

0 

x x o = - - C i y ~ J  ei('l-'lo)(i + ~')dr,,, 

~' d6signant une fonction de r holomorphe et arbitrairement petite. Si la fonc- 

tion r' 6tait identiquement nulle, l'expression prdcddente serait 

x - -  Xo  = - -  C y " o  [ e  i ( ' -  '~ - -  z ]  : 

quand la variable ~ croit  de 7o "~ ~o + 2~r, le point x d~crirait la circonference 

de centre xo + Cyo et de rayon ICy~ol, par tant  du point xo et revenant en ee 

point, e' 6rant arbitrairement petit, ]a courbe dderite par ]e:point x, issue du 

point xo, diff~re aussi peu que l'on veut de la circonf6rence pr6c6dente; le point 

correspondant ~ la valeur ~o + 2~ de la variable est aussi voisin que l'on veut 

du point x0, et la courbe d~crite par le point x continue h 6tre voisine de la 

circonf6rence pr6e4dente quand la variable ~ croit au-de]~, de To + 2 z .  

Posons en second lieu 

I " #  

Y 

Q et 0 d6signant des quantit~s r~elles, et faisons varier y h partir  du point Y0 

sur le rayon vecteur O = O o, On a sur ce rayon vecteur 

d'oh 

d y __ d e  ei Oo ' 
y~ 

o 
e iOof(  ! § ~.) d() 

d--Z=Ce oo 
d y  

0 
eiOO (O--Oo)+eiOOf ~ d 4' 

C e o~ , 
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et 
0 

/ y$ e eiO~176176247176 E dO 
x ~ X o ~--- - -  G e iOo oo d ~. 

~o 

Or, si r est assez grand, quand 0 varie ~, partir  de 0, d 'une quantit6 finie, le 

quotient  y = q. est. arbitrairement voisin de i, le point y ne sort ni de l'angle 
Y. 0 

0 

A ni du domaine. D ,  et l ' i n t ~ g r a l e / e d r  est arbitrairement petite. On a done 

.oo 

X - -  X 0 = - Ce' oy:j + g')d e, 

e" d6signant une fonction de r holomorphe et arbitrairement petite. Si la fonc- 

tion g' 6tait identiquement nulle, l 'expression pr6c6dente serait 

x - -  x o = ~ C y ~  [e ei;~~ (-~176 -- i ], 

le point x d6crirait duns son plan la spirale logarithmique admet tant  le point 

x o + C y ~  eomme point-asymptote,  passant au point xo, et dans laquelle l'angle 

de la tangente et du rayon vceteur est 6gal ~ 00. ~" 6rant arbitrairement petit,  

la courbe d6crite par le point x, issue du point x0, diff~re aussi peu qu'on veut  

de la spirale logarithmique pr6c6dente. D'ailleurs le rapport  des variations de 

X - -  X o 
0 et de x, - . . . .  , est de l 'ordre de grandeur de Cy~o . 

II r6sulte que, si l'on fait varier 0 de part. et d 'autre de Q0 d'une quantit6 
finie, l'arc de courbe d6crit par  le point x coupe n6cessairement Fare de courbe 

correspondant ~ la circonf6rence ~ = ~ o  en un point x~ corrcspondant h une 
valeur de ~ voisine de 70 + 2zr et situ6 au voisinage du point x0. On obtient 

ainsi dans le plan de la variable x un chemin form6. Inversement,  quand la 

variable x d6erit de x0 en x~ Fun puis ] 'autre des deux arcs de ce chemin ferm6, 
d x  

la fonction y ( x )  est holomorphe, puisque x ( y ) e s t  holomorphe e t d ~  diff6rent 

de z6ro; en outre ta fonction y ( x )  par t  do la m6me valeur initiale Y0, mais 

acquiert au point xL des valeurs finales diff6rentes, puisque le second point 

d'intersection de la Circonf6rence ~ = ~o et du rayon vecteur O = O0 est le point 

y = o. Done l'int6grale g6n6rale y(x) de l '6quation (I3) n'est pus une fonction 
uniforme. 
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Le th6or6me est encore valable si dans l 'hypothgse de l'6nonc6 l'angle A 

est remplac6 par un domaine aboutissant  au point y = o e t  dans lequel on peut  

inscrire k ]a distance 3 du point y = o un cercle de rayon infiniment petit  par 

rapport  h c~ d'ordre inf6rieur k n; ce domaine peut  s'enrouler autour du point 

y = o ,  ou encore ne satisfaire ~ la condition pr6c6dente que pour des valeurs 

de c~ discontinues, mais aussi petites que l'on veut. 

II.  On sait depuis longtemps que, si R(y,  x) d6signe une fraction ration- 

nelle en y dont ]es coiifficients sont des fonctions analytiques de x, et si les 

intdgrales de l '6quation diff6rentielle 

y' = R (y, x), 

ont leurs points critiques fixes, c'est-h-dire inddpendants des constantes d'intd- 

gration, la fraction rationnelle R est un polynSme du second degr~ en y: l'dqua- 
tion consid6r6e est une 6quation de RICCATI. De mfime, si R[y  ('-1), y(.-2) . . . . .  

y', y, x] d6signe une fraction rationne]le en yl.-1) dont  les coiifficients sont alg6- 

briques ou analytiques en y(.-2) . . . .  , y', y, x, et si les inf~grales de l 'dquation 

diff6rentielle d 'ordre n 

y(") = R [y(.-l), y(.-~) . . . .  , y', y,  x], 

ont leurs points critiques fixes, la fraction rationnelle R e s t  un polynSme du 

second degr6 en y("-~). Proposons-nous de g6n6raliser ces r6sultats. 

Consid6rons d 'abord une 6quation diff6rentielle d'ordre n de la forme 

(I4) y(.) ~ p [y(.-l), y(.-~) . . . .  , y', y, x], 

off P d6signe un polynSme en y(.-l), y(.-2) . . . . .  y', y ~ coefficients analytiques 

en x. Nous allons montrer que si les inthgrales de l'~quation ( z 4 ) o n t  leurs 

points critiques fixes, le degr6 du polynSme P par rapport  ~ chacune des 

variables y(~-~), y("-~), . . . .  y', y est limit& 
M. PAI~LEVE a constitu6 une m&hode qui fournit des conditions ndces~ 

saires pour que les int6grales d'une dquation diff&entielle donn6c aient leurs 

points critiques fixes, et par  cette m&hode a obtenu entre autres les r~sultats 

suivants: le polynSme P est du premier degr6 au plus, non du second, par 

rapport  k y(,~-l); dans l '~quation du second ordre 

(is) Y" ~ P1 (Y, x) y' + P2 (Y, x), 

les degr6s en y des polyn5mes P I e t  P2 sont au plus ~ et 3. Insistons sur cettc 
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derni~re circonstance qui ne se pr6sente pas aussi simplement dans les ~quations 

d 'ordre sup6rieur. S i x  0 d4signe un point  arbitraire, et si dans l '~quation (z5) 

h 
on substi tue une expression de la forme y = ( x _ _ x o )  r, on voit que, pour des 

valeurs eonvenables des constantes r et h, raiionnelles et positives de l 'exposant 

r, on pent 6tablir une compensation entre y" et le ou les termes pr~pond~rants 

du second mcmbre, pourvu que l '~quation (z5) ne soit pas lin6aire, r et h ~tant 

ainsi choisis, l '6quation (I5) est v6rifi6e formellement par un d~veloppement 

ordonn6 suivant des puissances croissantes et rationnelles de x - - x  o, dont le 

h 
premier terme est (X__Xo)r, et qui converge si [x--xo[ est assez petit. Or si le 

degr4 de y surpasse z dans le polynSme P,  ou 3 dans le po]yn6me P2, l 'exposant 

r est inf~.rieur s z, et par suite l'int~grale obtenue de l '~quation (zS) a u n  point 

critique alg~brique x ~ xo. 

I2. 

d'analyse nouvelle se pr~sente. 
lin6aires, telles que 

(z6) 

ou g6n6ralement 

(zT) 

Quand on passe aux 6quations d'ordre sup6rieur ~ 2, une difficult6 

II existe des 6quations du troisi~me ordre non 

yUl  u 2 i* y y  - -  y - ,  

y,t  = y . y .  __ (n + x) y,~-i yf~, n entier positif, 

dont  les int6grales n 'ont ni points critiques alg6briques, ni p61es. Ces int4grales 

seraient des fonctions enti~res, si elles n 'avaient  pas de points singuliers trans- 

cendants ~ distance finie. Mais les r6sultats obtenus darts le premier chapitre 

relativement aux ~quations diff~rentielles du premier ordre, et  l 'applieation du 

th~or~me d~montr6 au d~but de ce second chapitre permettent  de montrer  que 
l'int~grale g~n~rale de r~quation (z6) ou (i7) n 'est  pas uniforme, et par  con- 

s6quent poss~de des points critiques transcendants.  

Soit l '~quation (z6), qui ne change pas par  la transformation ~ deux para- 

m~tres a e t f l ( x , y ;  a x §  l'int~gration de cette ~quation se f amine  h 

l'int~gration d 'une 6quation du premier ordre suivie de deux quadratures. Posons 

yf Ur 
y~ ~ U, - - ~ t :  

Y 

les variables u et t ne changent pas par la transformation pr~c~dente, et sont 

li6es par l '~quation du premier ordre 
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dt  
(I8) t ~ + 7 u t  + 6 u 3 = t .  

Le eha.ngement de variable t = 6 u  3 (i + v) t ransforme cette 6quat ion du premier  

ordre en l '6quation 

dv  v 
(19) 6U3du I + Y - - 7 i t  - -  I S u Z ( I  + V), 

de la forme (1) consid6r6e par  M. BP.NDIXSON. 

En d6finitive l '6quation t ransform6e en u de l '6quation (16)est  6quivalente 

au syst~me eompos6 de l '6quation (19) et  de l '6quation 

dt  dv  
u" d u  u du  + 3 + I 

(20) u ' : - i  + t  l + V  u d~-(~+v)" 

Dans le plan de la variable u, au voisinage du point  u ~ o ,  nous avons 

mis en 6vidence au chapitre pr6c6dent une infinit6 d' int6grales de l '~quation 

(19) dans les angles oh ~ (u 2) est positif, et dans les angles olt ~ (u ~) est n6gatif  

une seule int6grale;  ees int6grales v(u)  sont  holomorphes et  t enden t  vers z6ro 

quand  la variable u tend vers le point  u----o dans l 'angle correspondant ,  et 

adme t t en t  comme d6veloppement asympto t ique  la s6rie enti6re en u sans terme 

cons tan t  qui v6rifie formellement  l '6quation (19): 

(21) v ~ - 7 u + 6 7 u ~ +  ...  

Subst i tuons l 'une de ces int6grales v(u)  dans le second membre de l '6quat ion 

(2o): ce second membre prend,  au voisinage du point  u =  o, dans l 'angle corres- 

pondan t  la forme requise pour l 'applicat ion du th6or~me d6montr6 pr6e6demment.  

Il r6sulte que la fonetion u (x) correspondante,  et par  suite aussi l ' int6grale y(x) 

de l '6quation (i6), ne sont  pas uniformes. 1 

i On a remarqud  s o u v e n t  q u ' u n e  va r ia t ion  s imple  d 'un  coeff icient  n u m 6 r i q u e  peu t  c h a n g e r  
p r o f o n d 6 m e n t  la n a t u r e  d 'une  fonc t ion  ana ly t ique :  voici un nouvel  exemp le  de  ce fait. Pa rmi  
toutes  les 6qua t ions  d i f f6rent ie l les  du t rois i~me ordre  de la fo rme  

y" = ayy" + by '~, 

oh a et b d6signent deux constantes num6riques, et qui k notre point de rue ne d6pendent 

que du param~tre _b les seules dont l'intdgrale g6n6rale soit uniforme sont celles qui se ram~- a ~ 

nent aux trois suivantes: 
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I I  i m p o r t e  d '6 t ab l i r  que la s6rie ent i6re  en u (z~) qui v6rifie fo rme l l emen t  

l ' 6qua t ion  (19) es t  d ive rgen te ;  s~ns quoi  le th6or6me d6mont r6  au  d6bu t  de ee 

chap i t r e  sera i t  super f lu .  Considdrons la  s6rie en t i6re  

t = 6 u  a + 4 2 u  ~ + 4o2u  ~ + . . .  -i- an u n + , "  

qui v6rifie fo rme l l emen t  r 6 q u a t i o n  (18). P o u r  n > 5 los coiifficients an de ce t t e  

s6rie sont  d6termin6s  p a r  une  re la t ion  r~eurren te  de la fo rme  

an = 6 (n  - -  2) an-2  + "'" + I8  an-2  + 7 an-~ ,  

oh les oo~ifficients du second m e m b r e  sont  tous  posi t i fs :  donc  les coeff ic ients  an 

sont  eux-m6mes  posit ifs,  e t  sa t i s fon t  ~ l ' in6gali td r~cur ren te  

a n > O ( n  + I ) a n - e .  

P a r  eons6quent ,  q u a n d  n e ro i t  ind6,finiment, les eo6ffieients  a.-,, et  a2n+l eroissent  

plus r a p i d e m e n t  que hi ,  e t  les deux  s6ries ent i6res  t ( u )  et  v ( u ) s o n t  divergentes .  

P a r m i  les 6quat ions  d ' o rd re  sup6r ieur  k 3, il existe de m 6 m e  des 6qua t ions  

do la forme (14) ana logues  a u x  6qua t ions  (16) e t  (17). Telle est  l ' 6qua t ion  du 

qua t r i 6me  ordre  

yZ~. _~ a [yn y,~ __ (n  + I)  (2 n + i )  yn--~ y'S] + [~ [y,~--I y '  y"  __ (n  + I )  yn--'~ y,S] + 
(22) 

+ 7 [ y 2 n y ' ~ ( n +  I ) y ~ n - l y ' ~ ] ,  (n  en t ie r  > ~), 

d o n t  les int4grales n ' o n t  ni points  cr i t iques  alg6briques,  ni p61es, que]les que  

soient  les cons tan tes  a,  fl, 7. L a  eombina i son  du th6or6me ddmon t r6  au  d6bu t  

de ce chapi t re ,  e t  des r6sul ta t s  ob t enus  dans  le chap i t r e  pr6e6dent  r e l a t i vemen t  

aux  6qua t ions  d ' o rd r e  sup6r ieur  au p r emie r  qui g6n6ral isent  l ' dqua t ion  ( t)  consi- 

(a) y'" = --  6 y'~, d'oh y --- r + A ; o, B) + C; 

(fl) Y'" = - -  2 YY" - -  2 y'~, d'o~u y' = - -  y~ + A x  + B; 

(T) y,I = 2 yy" ' - -  3 Y'!; 

~. d~signant la fonction de WEIEaSTRaSS, et A, B, C trois constantes d'int~gration. L'int6grale 
g~ndrale de l'dquation (a) eat m6romorphe et posa~de des p61es simples de rdsidu i qui forment 
un rdseau de parall~logrammes. L'intdgrale gdndrale de i'dquation (fi) eat aussi m~romorphe 
elle poss~de des p61ea simples de r~sidu i, qui, ~t mesure que l'on s'~loigne dans le plan de 
la variable x, s'approchent inddfiniment d'une droite de ce plan, et, Fun de l'autre, (~tant les 

zdros d'une fonction enti~re d'ordre 3_. Enfin l'intdgrale g~ndrale de l'~quation (T) admet comme 
2 

ligne singuli~re une circonfdrence ou une droite variable avec les constantes d'integration, et 
n'est ddfinie, suivant les valeurs de ces constantes, qu'k l'int~rieur ou ft. l'extdrieur de cette 
circonfdrence on d'un c6t6 de cette droite: elle est holomorphe dans la rdgion oh elle est d6finie. 
(Cf. Acta Mathematica, t. 34, P. 345--313.) 

Acta malhematica. 41. Imprim~ le 3 d~cembre J916. 9 
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d6r6e par  M. BENDIXSOI~ permet, comme pour l '6quation (i6), d'6tablir que les 

int6grales g6n6rales de ces nouvelles 6quations ne sent pas uniformes. On est  

conduit par exemple ,~ transformer l '6quation (22) de la fa~on suivante. On pose 

y n + l  - -  U '  -yn ~ g' 

et l '6quation transform6e on u est 6quivalente au syst6me 

j d'-t 
t~ ~ . .  

(23) I 

(24) 

t latt ,  at + ~dut +(7n+4)ut~ +(ISn2+22n+6)u't+(n+I)(zn+I)(3n+I)n~= 

= a  t ~ - u + ( 4 n + 3 ) u  + g u t + ~ ' t ,  

dt 
it" d l$ n u 

u '~ - - t  + t " 

II suffit de faire dans l '6quation (z3) le- ehangements de variables 

t =  (n + i ) ( z n  + I)(3 n + i) u4(i + v) 
7 

t = ( n + I ) ( 2 n + I ) ( 3 n + x )  
( 4 n + 3 ) a  + fl uS(I + v) 

ou ( . ,  . : ) , ,  = ( .  + . ( 2 .  + + + . )  

pour ~, r~ o, 

pour 7 = ~  a + f l ~ ' ~  

pour 7 = o , ( 4 n + 3 ) a + f l = o ,  a g o  

pour ~ransformer cette ~quation en une 6quation appar tenant  respectivement 

la deuxi~me, h la pr.emi~re ou h la troisi6me des formes consid6r6es au n ~ 9. 

Dans les trois cas, l '6quation obtenue poss~de au voisinage du point u = o des 

int6grales v(u) holomorphes dans des angles et admet tant  comme d6veloppement 

asymptotique dans ces angles la s6rie enti~re en u sans terme constant qui 

v6rifie l'6quation. I1 suffit de substituer le d6veloppement eorrespondant dans 

l '6quation (24) pour achever Ia d6monstration comme pr6c~demment. 
D'une fa~on g6n6rale, si les int6grales de l'~quatlon diff6rentielle d 'ordre n 

y(n) = p (y(,-l), y(~-2), . . . ,  y,, y, x) 

oh P d~signe un polyn6me en y(n-1), yl.-~.),.. . ,  y,, y h coiifficients analytiques en 

x, ont leurs points critiques fixes, Ie degr6 de ce polyn6me P par rapport  k 
chacunc des variables yC,-1), y(~-2),... ,  y,, y est limit6 par la rSgle suivante:  con- 
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sid6rons chaque d6riv6c y(i) comme de poids 6gal s l'indice de d6rivation aug- 

ment6 d 'une unit6, et la fonction y comme de poids I; le poids de chaque terme 
du polyn~me P ne peut surpasser le poids de y('), n +  I.  

Il est ~ peine besoin de faire remarquer que pour n > t la condition pr6c6- 

dcnte est n6ccssaire, mais non suffisante pour que l'~quation consid6r6e ait ses 

points critiques fixes. I1 existe toutefois des 6quations h points critiques fixes 

contenant des termes dont le poids at tcint  effectivement la limitc indiqu6e: telle 
cst l '6quation d'ordre n 

y(n) = (y~)(.-1), 

qui admet  comme ~quation int6grale d~pendant de n - - I  constantes l '$quation 
de I~ICOATZ 

y, = y2 + Pn-2 (x),  

P~-2 (x) d6signant un polynSme de degr6 n -  2 en x h coefficients arbitraires. 

~3. Consid~rons maintenant les equations diff~rentielles ~ points critiques 
fixes de la ~ formc 

(25) y(") ---- R (y(n-~), y(n-~) . . . . .  y', y ,  x), 

off R d~signe une fraction rationnellc en y(n-~), y(,,-2) . . . . .  y', y h coefficients ana- 

lytiques en x. Sauf dans un cas d'cxception, le degr~ de la fraction rationnclle 

R par rapport  ~ chacune des variables y("-~), y(,-2), . . . ,  y,, y est susceptible d 'une 

limitation analogue k celle que nous venons d'obtenir  quand ia fraction r~*.inn- 

nclle R est un polyn6me, et cette limitation pcut  6tre obtenue par lcs m6mes 

m~thodes, sans qu'on air h r~soudre de difficult~ d'analysc nouvelle. 

La fraction R ~tant par rappor t  s la variable y('-~.) un polynSme du ~econd 

d c g ~  au plus, l '~quation (z5) est de la formc 

y('~ ~ Rj (y~n-~), y(.-3) . . . .  , y', y ,  z) [y(n-~)]. + 
(26) ] + R~ (y(n-~), y(,-a) . . . . .  yf,:y, x) y(,-l) + Rs (y(,-e), y(n-s) . . . . .  y', y, x), 

R~, R2, R 3 d~signant des fractions rationnelles en y(,-2), y(n-3), . . . ,  y,, y ~ coeffi- 
cients analytiquc~ en x. 

Dans lc cas de l '~quation du second ordre 

y" = R~ (y, x) y'~ + R~ (y, ~) y' + Ra(y, x), 
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M. PAINLEV#~ a d6montr6 que les p61es y = a ( x )  des fractions rationnelles R~, 

R2, R3 sont simples, et que le hombre de ces p61es pour l 'ensemble des trois 

fractions (le point y = oo compris) ne peut  surpasser 4: par lh les degr6s en y 

des trois fractions R~, R2, R~ sont limit6s. E t  le r6sultat pr6c6dent entraine 

comme cons6quence la limitation du degr6 en y(~-2) des fractions R,, R2, R3 de 

l '6quation (26). Ainsi, dans l '6quation du troisi6me ordre 

(27) y'" = Rt (y', y, x) y"" + R2 (y", V', x) Y' + R3 (y', y, x), 

les p61es y' ~ a (y, x) des fractions R~, R2, R s sont simples, le nombre de ces p6tes 

pour l 'ensemble des trois fractions ne peut  surpasser 3; enfin les ordres d'in- 

finitude des trois fractions R~, R~, R 3 pour y ,  oo ne peuvent  surpasser respec- 
t ivement - - I ,  I et 3. 

La combinaison de la m6thode introduite par M. PAINLEV#.. et de la m6thode 

que nous avons appliqu6e aux 6quations (16) et (22) permet d'obtenir,  en ce qui 

concerne les degr6s en y des m~mes fractions R~, R 2, R 3 de l'~quation (27), les 

r6sultats suivants. ~ Chacune des 6quations diff6rcntie]les du premier ordre que 

]'on obtient en annu l an t  l 'un des facteurs polaires irr6du~ibles des fractions 

R~, R:, R s a ses points critiques fixes. Le fraction RI n'a pas de p61es de la 

forme y = a ( x ) ,  les p61cs y = a ( x )  de la fraction R 2 sont simples, ceux de la 

fraction Ra sont doubles au.plus.  Enfin le nombre des pSles y = a ( x )  de Fen- 

semble des deux fractions R~ et Ra (le point y ~  oo compris) ne peut  surpasser 

6, sauf dens des 6quations (27) qui se ram~nent aux 6quations fuchsiennes et 
klein6ennes. 

On sait que les fonctions fuchsiennes et klein6ennes sont uniformes dens 

tout  leur domaine d'existence, et v6rifient toutes une 6quation diff6rentielle du 
troisigme ordre de la forme 

(28) y., 3 Y"t = + / (y) y'L 

off /(y) d6signe une fonction rationnelle ou a]g6brique de y. Or l'int6grale g6- 

n6rale de l '6quation (28) est, quelle que soit la fonction /(y), de la forme 

~ l A x  + B.~ 

.4, B,  C, D d6signant quatre constantes arbitraires, et cette formule permet de 

d6duire l'int6grale g6n6rale d'une int~grale partieuli6re autre que y = constante. 

Les 6quations (28) v6rifi6es par une fonction fuchsienne ou klein6enne consti tuent 

1 Cf. Acta Mathematica, t. 34, P. 364. 
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donc une classe d'~quations diff~rentie]les du troisi~me ordre dont l'int~grale 

g~n~rale est uniforme dans tout son domaine d'existence. L'ordre de la fonction 

rationnelle ou alg~brique / ( y )  en l'un de ses pSles ou points critiques est - - 2 ,  

conformdment ~ la condition que nous avons obtenue pour les pSles de la frac- 

tion rationnelle R~ de l'~quation (27); mais le nombre des pSles et points critiques 
de la fonction / ( y )  n'est pas limit~. 

Ainsi, saul dans des ~quations qui se ram~nent h la classe pr~c~dente, les 

degr~s des fractions R~, R2, R 3 en y se t rouvent  l imit 's  dans l'~quation (27). 

E t  le r~sultat obtenu entraine comme consequence la limitation des degr~s en 

y(n-3) des fractions RI, R~, R~ de l'~quation (26), sauf pour des ~quations se ra- 

menant  aux 6quations fuchsiennes et lr Saul pour de telles 6quations 

encore, les m~mes m6thodes permet tent  de limiter les degr6s en y des coefficients 

de l '6quation (26) p~)ur n ~ 4, et ainsi de suite, sans qu'on rencontre de nouvelle 
difficult6 d'analyse. 

Consid6rons enfin les 6quations diff6rentielles d'ordre n, alg6briques en 

y(nl, y(,,-1) . . . .  , yr, y ,  analytiques en x, mais de degr6 sup6rieur /~ I en y("), et, 
parmi ces 6quations, consid6rons celles dont l'int6grale g6n6rale a ses points 

critiques fixes, l'int6grale singuli6re ou les int6grales singuli6res pouvant  avoir 

des points critiques mobiles. Les m~.mes m6thodes s '6tendent s ces nouvel]es 

6quations, et, au moins jusqu'au troisi6me ordre et avec le m6me cas d'exception, 

donnent une limitation analogue, ~ des transformations birationnelles pr6s, 

celle qui est valable pour une 6quation du premier degr6 en y(~), sans qu'on air 

/~ r6soudre d 'autres difficult6s nouvelles que des difficult6s arithm6tiques. 
Juillet 1914. 


