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Ofters I und in versehiedenen Wendungen hat  man schon den Satz aus- 

~gesproehen: ,Eine Potenzreihe ist im allgemeinen fiber ihren Kouvergenzkreis 

hinaus nicht  f0rtsetzbar,). Die verschiedenen Beweise dieses Satzes, die sich zur 

A~fgabe machten, den Sinn der AUssage zu pi'~izisieron, 5ffneten interessante 

Einblieke-in die Natur  der Potenzreihen, jedoeh des Hauptziel hat, nach meinem 

Dafiirhalten, keiner der Beweise erreicht: der Sinn des Satzes ist und bleibt yon 
einem ganz s t rengen.Standpunkte  aus unbestimmt. Wie es doch so oft wieder- 

holt wurde, handelt es sieh hier nicht um den Untersebied der M~iehtigkeiten; 

die Menge der for tsetzbarenPotenzreihen,  und die Menge der nichtfortsetzbaren 

Potenzreihen, beide haben die M~ehtigkeit des Kontinuums. Es hande]t sieh um 

eine Art Massbestimmung im unendliehvieldimensionalen Raume, dessen Punkte  

die versehiedenen Potenzreihen sind. Der Begriff des Masses ist jedoeh in diesem 

Raume noeh nie erkliirt worden. 

Angesiehts dieser Saehlage seheint es mir nun zweekm~ssig die Frage etwas 

anders zu wenden. Es ist uns doeh nur an einer Einsieht in die Art und Weise 
gelegen, wie sich die Gesamtheit  der Potenzreihen in fortsetzbare und nichtfort- 

setzbare Potenzreihen verteilt. Ich betraehte den Raum yon unendliehvielen 

Dimensionen, dessen Punkte  die im Einheitskreise konvergierenden Potenzreihen 

sind. Ieh lege in diesem Raume den Begriff der Umgebung, und andere, daraus 

J Ygl. ffir weitere .Literatur H*pAMAnI~ La s.~rie ~!e Taylor (Sammlun.g Seientia)..S ]3--]6. 
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fliessende mengentheoretische Begriffe fest, auf eine Art, die mir einfach und 

naturgemii~ss zu sein scheint. Dann beweise ich den Satz: 

Die Menge der nicht/ortsetzbaren Potenzreihen hat nur innere Punkte uTqd 
ist iiberall dicht. Die Menge der ]ortsetzbaren Potenzreihen ist nirgendswo dicht 

und per/ekt. 
Dieser Satz kann bewiesen werden, denn die vorkommenden Begriffe des 

inneren t)unktes, der iiberalldichten, der nirgendswodichten und der perfekten 

Menge sind mit vSlliger Bestimmtheit  definiert worden. 

Im Folgenden teile ich die geschilderte Untersuehung ausfiihrlich mit. Es 

sind funktionentheoretische S/itze fiber Potenzreihen, deren Riehtigkeit yon der 

angewandten Ausdrucksweise vSllig unabh~ngig ist, aber deren Interesse und 

Zusammenhang durch diese Ausdrucksweise sich steigert, vielleicht auch in den 

Augen anderer Mathematiker. 

Die punktmengentheore t i schen  Begriffe.  ' 

Unter  Potenzreihen werde ich im Folgenden stets nur solche Potenzreihen 

verstehen, deren Konvergenzkreis der Einheitskreis ist. Die Gesamtheit dieser 

Potenzreihen fasse ich als einen YCaum yon unendlich vielen Dimensionen auf. 

Ein Element unseres Raumes bezeichne ich manchmal als ,Potenzreihe ~a , z "~ ,  

manchmal als ~)Punkt a0, a~, a2 . . . .  a,,, ...~), ohne Unterschied, wie es eben besser 

klingt. Abz~hlbar unendlich viele komplexe Zahlen 

ao, a~, a 2 ,  . . , a n ,  �9 �9 . ~  

die mit Indices versehen, d. h. auf eine bestimmte Weise auf die Zahlen 

O~ l j  2 ,  . . .  ~,~ . . .  

abgebildet sind, stel!en dann und nur dann die Koordinaten eines Punktes in 

unserem Raume dar, wenn sie der Bedingung 

1 

lira la,~l" ~ i 
t S B ~  

geniigen. 

Vietleicht bietet dieser Abschnitt auch yore Standpunkte der abstrakten Mengenlehre 
einiges Interesse, wenigstens das eines nicht ganz trivialen Beispiels. Vgl. FR~CHET, Sur quel- 
ques points du calcul fonctionnel, Rendiconti d. Circ. Mat. di Palermo, Bd 22 (i9o6 * I),S. x--74. 
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Sei eo, ~ ,  e2 . . . .  e.  . . . .  ein P u n k t  mi t  n ich tnega t iven  Koord ina t en ,  d. h. 

es sei 

e,,>o 
und  

1 

(r) l i r a  ~n  = I .  
n 

Die Umgebung (~o, ~t, ~ . . . .  ~ . . . . .  ) des Punktes  ao, a~, a2 . . . .  a,,, . . .  ist 

die Gesamtheit aUer derjenigen und nur derjenigen Punkte  Uo, u~, u2 . . . .  u,, . . . .  , 

die den Ungleichungen 

l U o - - a o l = <  ~o, l u , - - a , l < = ~ ,  . . . .  I u n - -  a,,I <e , ,  . . . .  

genifflen. 

Erfii l len die Zahlen eo, e~ , - . .  ~. . . . .  n icht  nu r  die Bed ingung  (I), sondern  

auch  die sch~irfere 

1 

(z) lim ~'~= [ ,  
n 

n - - q o  

so heissg die Umgobung  (to, r~, r: . . . .  r .  . . . .  ) eine volle Umgebung. Ist  hin- 

gegen (I) erfiillt, und (2) n icht  crfiillt, so heisst  die Umgebung  (r 0, r~, r2 . . . .  ~. . . . .  ) 

eine einseitige Umgebung. 

W e n n  die Po tenz re ihe  ~ u n x  "~ so beschaffen ist, dass ~ ( u . - - a . ) x  "~ in einem 

grSsseren Kreise  konvergier t ,  als der  Einhei tskreis ,  dann  gehSrt  sie der  ndchsten 

Umgebung der  Po tenzre ihe  2~a.x  n an. Anders  ausgedri ickt ,  die niichste Um-  

gebung des P u n k t e s  ao, a~, a2 . . . .  a .  . . . .  bes teh t  aus der  Gesamthe i t  der  P u n k t e  

u 0, ut ,  u2 . . . .  u~ . . . . .  die der  Bedingung  

L 
lim [ u . - - a . l "  < I 
~ l ~ a o  

geniigen. 

Der  P u n k t  ao, a~, a2 . . . .  ha t  versehiedene volle und verschiedene einseitige 

Umgebungen ,  er ha t  hingegen n u t  eine ndchste Um~ebunq. Der  Begri f f  der  

Umgebung  ist so festge]egt,  dass jede Umgebung eines Punk tes  Punk te  enthdlt, 

die seiner ndchsten Umgebung nicht angeh6ren. Daher  der e twas  unbequeme  Satz:  

die ndchste Umgebung ist keine Umgebung. 

Zur  wei te ren  Kli i rung der  eingefi ihr ten Begriffe  be t r ach t e  ich noch einige 

Beispiele. 
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'I I I ) 
Ich  bebaupte ,  dass die voile U.mgebung o ,  I ,  4 ,  - - -  . . .  der Po tenz ,  9 ' " "  nt '  

reihe ~ x " :  aus lauter  nichtforgsetzbaren Potenzre ihen  besgeht. Denn jede Pot enz- 

reihe dieser Umgebung  liisst sieh in die F o r m  setzen 

wo 

Also ist das zweite Glied der Summe (3) im Einheitskreise besehr~inkt, 

w~ihrend das erste Glied unendlich wird, wenn x ent lang eines Rad ius  des E i n -  

heitskreises irgend e i n e r  Einhei tswurzel  zust rebt .  

Man setzo 

Eml ~ I ,  

e, ~ o, wenn n keine Fakult~it ist. 

Man wird es leieht einsehen, dass eine Potenzreihe,  die der einseitigen Um-  

gebung (e,, e~, e~ . . . .  e . . . . . .  ) des Punk te s  x, z ,  z, z, . . .  (der  geometr isehen l~eihe) 

angehSr t  und der  n~chsten U m g e b u n g  degselben Punk te s  n icht  angehSrt0 sich 

fiber den Einheitskreis  hinaus n i rgendswo for tse tzen l~isst. 

D i e  Rolle, die im gewShnlichen R a u m e  yon der U m g e b u n g  g e s p i e l t w i r d ,  

k o m m t  im R a u m e  der  Po tenzre ihen  der  vollen Umgebung zu. ~ Dies i s t : d u r c h  

den U m s t a n d  geboten,  dass der gemeinsame Teil zweier rouen Umqetmnffen 

eines Punktes eine volle Umgebung desselben Pttnktes. ist. Hingegen bes teh t  

Man treffe auf ein Moment im gew6hnlichen dreidimensionalen Raume die folgenden 
Vereinbarungen: Die Zahlen e z, e~, c, seien den Bedingungen 

(i') ~=> o, ~ > o ,  ~ ,~o ,  ~ +% + ~, > o 

unterworfen. Die Umgebung (~,, c2,~3) des Punktes ai,a~, a. ist die Gesamtheit der. donUn- 
gleichungen 

genfigenden_ Punkten u~, ~2, u3. Die Umgebung (~,, t2, t~ heisst eine volle Umgebung., wenn 
mch~ nur~lI~), sonaern sogar die scharfere BedingunF, 

(:z') *~ > o ,  ~2 > o, ~a > o 

erffillt ist. Ist nur (l') erfiillt, (2') hingegen nicht, so heisst die UmgebutJg (e,, c,, ca) eine e/n- 
~a~itig~ U'mgebuffg Di& ndcMt6 lfmgetmngdbs Punkt~s a I , a s, a, besteht aus :d~m einzigen 
Punkte a~, a,, a~. 

Diese Bezeichnungen sollen den Text dutch Analogie erlautern. Gew0hnlich wi~'d als 
Umgebung nur eine solehe Punktmenge bezeichnet, die wir volle Umgebung genannt haben. 
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der gemeinsame Toil der beiden einseitigen Umgebungen (I, o, I ,  o, I ,  o . . . .  ) 

und (o, I ,  o, I ,  O, I . . . .  ) des Punktes ao, a~, a2 . . . .  bless aus dem Punkte  

a 0 ,  ai, a2, . . .  

Aus dem Begriffe der Umgebung ergeben sieh die Analoga anderer punkt- 

mengentheoretischer Begriffe ohne Schwierigkeit. Den Definitionen muss vor- 

ausgesehiekt werden, dass wir uns auf die Betrachtung gewisser speziellen Mengen 

yon Potenzreihen beschr~inken. 

Wenn n6mlich die beiden Mengen M und M 1 komplemenffir sind (d. h. glied- 

]remd sind, und zusammengenommen die Totalitdt der Potenzreihen erschfp/en) 

und die Reihe ~ (a , , - -bn)x  ~ einen grfsseren Konvergenzradius hat als die Einheit, 

so soUen die Poten~zreihen Y.a,,x" und ~bnz"  entweder beide der Menge M odor 

beide der Monte MI angehfren. Anders ausgedriickt, wir lassen nur so]che 

Einteilungen .all~r Potenzreihen zu, die keine Potenzreihe von ihrer'n~ichsten 

Umgebung trennen. 1 

])ies alles fiberiegt, wird die folgende Definition wohl verst~indlich sein: 

Der Punkt  ao, a~, a~ . . . .  heisst H6u/ungspunkt der Menge M, oder, was das- 

selbe ist, er helsst zur derivierlen Menge M r der Menge M gehfrig, dann und nur 

dann, wenn in einer beliebigen voUen Umgebung des Punktes a0, a~, a 2 . . . .  ein Punkt  

ge/unden werden kann, der der Menge M angehfrt, und  der ndchsten Umgebung des 

Punktes ao, al, a2, .. �9 nicht angeh6rt. 

Die beiden Hauptsiitze fiber derivierte Mengen lauten: 

I. Seien M und MI komplementdre Mengen, M' bzw. M! I ihre derivierten 

Mengen. Ein beliebiger Punkt  ao, a~, a2 . . . .  gehfrt wenigstens einer der beiden 
Mengen M f u n d  Mr~ an. 

II.  Sei M r die derivierte Monte yon M ,  M" die derivierte Menge yon M'. 

Jeder Punlct der Monte M" geh6rt der Monte M t an. 

Die Beweise der beiden S~itze I und II, die sieh ohne Kunstgriffe, bless 

dureh genatm Auslegung der Definitionen ergeben, darf ieh hier wohl unterdrfieken. 

Ieh will nur kurz und schematiseh die einfachsten Begriffe entwiekeln, die 

sieh aueh in der Theorie der Punktmengen bless auf dem Begriffe der abge- 

leiteten Menge und auf den Siitzen I und II  fussend definieren lassen. 

Seien M und M~ wieder komplement~ire Mengen. Ein beliebiger Punkt  

a0, a~, a2 . . . .  wird einigen der vier Mengen M, M~, M', M'1 angehfren, anderen 

nicht. Infolge des Satzes I sind n u t  6 verschiedene Fiille mfglich, die in der 

folgenden Tabelle zusammengefasst sind. 

i Z. B. wird die Mengo aller Potenzreihen, deren Koeffizienten reell und rational sind, 
in der folgenden Betrachtung-nicht zugelassen, d. h. auf diese Menge von Potenzreihen ist die 
nun ~olgende Definition des Haufungspunktes nicht passend anwendbar. 
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Tabelle I.' 

M M~ Bl' M'~ ao, a~, a2, . . .  on . . . .  heisst  

I 

1 I  

I I [  

I V  

V 

V I 

f 
+ 

+ 

+ 

+ 

,A- 

- -  + 

+ + 

- -  + 

+ 

+ + 

i u n e r e r  P u , k t  y o n  M 

isolierter ,, ~, .1I 

i l l l l erer  )~ )~ z~ l t  

i s o l i e r t e r  . . . .  M I 

Z. B. liest sich die erste Zeile dieser Tabelle so: ist ao, a,, az . . . .  in M 

und M' enthalten, in M'~ nicht enthalten, so heisst ao, at ,  a ~ , . . ,  ein innerer 

Punkt  yon M .  Nach dem Begriffe des Hiiufungspunktes besteht die Tatsache: 
a0, a~, a2 . . . .  ist dann und nur dann ein innerer Punkt der Menge M, wenn 

eine volle Umgebung yon ao, a , ,  a2 . . . .  aus lauter Punkten der Menge M be- 

besteht. So ist z. B. die Potenzreihe ~ x  ~1 ein innerer Punkt der Menge aller 

nichtfortsetzbarer Potenzreihen. 
Wenn einige der in Tabelle I verzeichneten 6 Fiille nicht vorkommen, so 

hat die Menge M eine gewisse spezielle Eigenschaft, die durch einen Namen be- 

legt werden kann. Die wichtigsten Eigenschaften sind zusammengefasst in 

Tabelle II. ~ 

I I  I I I  I V  V V I  Die Menge M heisst 

o abgeschlossen 

o perfekt 

nur aus innern Punkten  bestehend 

i fiberall dicht  

o i n i r g e n d s w o  d i c h t  u n d  abgeschlossen 

o ]l ~ ~ ~ perfekt 

u .  s .  w .  

I + h e i s s t :  ao ,  a ~ , a ~ , . . ,  ist  enthalten,  - -  heisst:  ao ,  a ~ , a 2 , . . ,  ist  n icht  enthal ten in der 
Menge, deren Name am Kopfe  der Spalte steht.  

o bedeutet ,  dass der Fall der Tabelle  I, deren b ~ u m m e r  i m  Spaltenkopf steht,  bei  der 
Menge M nicht  vorkommt.  Die unbeze ichneten  Falle k6nnen  vorkommen,  brauchen aber nicht.  
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Um die erste Zeile der Tabelle II  zu verstehen, beaehte man, dass alle Punkte,  

die zugleich M r u n d  M~ angeh6ren, entweder in die Kategorie V oder in die 

Kategorie VI der Tabelle I fallen. Abgeschlossen heisst also die Menge M, wenn 

keine dieser beiden Kategorieen vorhanden ist, d. h. wenn kein Punkt  von M r 

der Menge M~ angehSrt u. s. w. 

Was eine nirgendswodiehte Menge heisst, ltisst sich im Rahmen der Tabelle 

II  nicht definieren, wohl aber so: die Menge M ist nirgendswodicht, wenn die 

inneren Punkte der komplementtiren Menge M~ iiberall dicht sind. 

Die in Tabelle ]I gegebene Definition einer iiberalldiehten Menge besagt: 

die Menge M heisst iiberall dicht, wenn jeder Punkt  des Raumes zur Menge M r 

gehSrt. Diese Definition ltisst sich so umformen: die Menge M i s t  iiberall dicht, 

wenn in jeder vollen Umgebung jedes Punktes a0, a~, a2 . . . .  Punkte gibt, die der 

Menge M angehSren und der ntichsten Umgebung des Punktes a,,, al, a~ . . . .  nicht 

angehSren. Ich will noch, zur sptiteren Verwendung, den engeren Begriff der 

i~berall allseitig dichten Menge durch folgende Definition festsetzen: Die Menge 

M heisst i~berall allseitig dicht, wenn in jeder einseitigen Umgebung jedes Punktes 

a0, a~, a2 . . . .  Punkte gibt, die der Menge M angehSren und der n~ichsten Umge- 

bung des Punktes a0, a~, as . . . .  nicht angehSren. ~ 

Die in diesem Abschnitt  getroffenen Definitionen liegen den S~itzen des 

folgenden Abschnittes zugrunde. Alle beruhen auf dem Begriffe des H~iufungs- 

punktes, also auf dem Begriffe der Umgebung; ich bemiihte mich die Beweggriinde 

klarzulegen, die zu der gewtihlten Festsetzung dieser Begriffe fiihrten. 

Die u der fortsetzbaren und der nichtfortsetzbaren Potenzreihen. 

Satz I. Die Menge der nicht/ortsetzbaren Potenzreihen ist iiberall allseitig 
dicht. 

Da ieh aus der Theorie der TAYLOR'schen Reihe verschiedene und ziemlich 

heterogene Teile zum Beweise der S~itze dieses Abschnittes heranziehen muss, 

will ich das NStige immer in Form von Hilfss~itzen ausdriicklich formulieren. 

So erfordert Satz I den 

Hil/ssatz I.  Ease i  die Folge eo, , , ,  ~2, . . .  den Bedingungen 

t Man erinnere sich der Definitionen der Anmerkung S. io2, und man bilde im gewohn- 
lichen l~aume die Menge R, deren Punkte drei rationale Koordinaten haben, und /~, die 
komplementare Menge yon ~. Sowohl R, wio R~, sind liberall dicht, R~ ist aber tiberdies 
noch i~berall allseitig dicht, wtthrend R es nicht ist. 

A~a ~ a $ ~ a .  41. Imprim6 le 5 d6cembre 1916. 14 
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(i) 

, ,  > o 

1 

lira , "  ---- I 

unterwor/en.  So  gibt es eine Potenzreihe 

bo + bt x + b2z'  + . . .  

die den Einhe i t skre i s  zur  nati irl ichen Grenze hat, und  den Ungle iehunqen  

] b , ] < * ,  ( n = o ,  I ,  2, . . . )  

geniigt. 

Man finde in der  Folge *o, '1, '2 . . . .  eine Teilfolge *~1, **~,--. *~, . . . . .  die 

der  doppe l ten  Bed ingung  

geniigt,  man  setze 

(3') 

und  man  setze 

lim " " - -  *Vn - -  I ~  ~ n + l  ~> 2~V n 
nmoo 

b~l = *,,1, b,~ = ,~ ,  . . .  b~, = ,,,,, . . .  

bn ~ o 

wenn fiber b,  in (3') noeh n icht  verfi igt  worden  ist. Die mi t  den so def inier ten 

Koeff iz ienten  au fgebau te  Reibe  2 b , , x "  hat  naeh einem Satze des H e r rn  ttADA- 

MARD 1 den Einhei tskreis  zur natf i r l iehen Grenze.  

Es sei nun  2 a ,  x" eine beliebige Potenzre ihe ,  (*0, *~ . . . .  ) eine beliebige, ein- 

seitige oder  volle, Umgebung  des P u n k t e s  a0, a l ,  a~, . . .  Sei Y.b ,x"  die im Hilfs- 

satz I erw~ihnte Potenzre ihe ,  und  man be t r aeh t e  die Gesamthei t  der  Po tenzre ihen  

(4) 2a ,~x"  + a Z b ,  x"  

wo 
o < a < I .  

Die Menge der  Po tenz re ihen  (4) h a t  die M~ichtigkeit des Kon t inuums ,  ge- 

hSrt  der  Umgebung  (*o, '1, '2 . . . .  ) des P u n k t e s  ao, a l ,  a2, . . .  an, und ha t  kein 

E lement ,  das der  n~ichsten Umgebung  yon  ao, a l ,  a2, . . .  angehSrt .  

Ich behaupte ,  es gibt  welche zwischen den Po tenz re ihen  (4), fiir die der  

Einhei t skre is  natf i r i iehe Grenze ist. W~iren sie niimlich a]le for tse tzbar ,  so h~itte 

jede un te r  ihnen wenigstens einen Regulari td t ,bogen am Einhei tskreis .  Am Ein-  

1A .a .O .S .  37. 
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heitskreis haben abet  nut  hSehstens abzdhlbar unendlich viele auseinander- 

liegende BSgen Platz, und so g~ibe es gewiss zwei versehiedene Potenzreihen in 

der nieht abziihlbaren Menge (4) 

(5) 2 a n x  n + a l ~ b n x ' ,  ~a,~x n + a 2 2 b n x ' ,  

(., ~ a,) 

deren RegularitiitsbSgen aufeinander hiniibergreifen. Also h~itten beide Reihen 

(5) gemeinsame regul/ire Punkte  am Einheitskreis, und so were auch ihre 

Differenz 

(a ,  - -  a~) Y, b,, z "  

fiber den Einheitskreis hinaus fortsetzbar, was nieht der Fall ist. Der Wider- 

sprueh 15st sich nur dann, wenn die Richtigkeit des Satzes I zugegeben wird. 

Diese merkwiirdige Schlussweise riihrt yon Herrn Professor HURWlTZ her, 

und st immt im Grunde genommen mit  einer beriihmten arithmetischen Schluss- 

weise iiberein, i 

Satz II. Die Menge der nichtJortsetzbaren Potenzreihen hat nur innere Pu~kte. 

E8 sei die Potenzreihe ~ unx n i m  Einheitskreise ]convergent, und Hil#satz  I I .  

m a n  8etze 

(6) 

2n 
I - -  

n 
$ 

Dass der Punkt  z, wo [z] = I ,  ein singuldrer Punkt  der Potenzreihe 2u, ,x"  wird, 

daliir ist notwendig und hinreivhend die Bedingung 

i 

]ira [ tp,, (z)In = I .  

Fiir den Beweis dieses Hilfsatzes verweise ich auf eine Arbeit des Herrn 

PRINGSHEIM.  z 

1 Mit  dem JSchachte lpr inz ip~ .  - -  A. HURWITZ und  G. P6LYA. Zwei Beweise  e ines  yon 
H e r r n  FATOU v e r m u t e t e n  Satzes. Acta  Mathemat i ca ,  Bd. 4o S. 179. 

U b e r  e in ige  f u n k t i o n e n t h e o r e t i s c h e  A n w e n d u n g e n  tier EuLmt'schen R e i h e n t r a n s f o r m a -  
t ion.  - -  S i t zungsber ich te  de r  Kgl. Baye r i s chen  Akademie  (x9x2) S. I[---92. Vgl. S. 78--8z. Der 
z i t i e r te  Satz e r se tz t  wogen se ine r  g r6sse ren  E i n f a c h h e i t  m i t  Vortei!  e i n e n  im W e s e n t l i c h e n  
0 b e r e i n s t i m m e n d e n  ~ l te ren  HAWMARD-FAsaY'sehen Satz. "VgL HADAMARV t a. a. O. S. 21--22. 
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Ich  sehre i te  zum Beweise des  Satzes  I I .  Sei 

(7) z , ,  z 2, z~ . . . .  zn . . . .  

Iz, l = l z ~ l  . . . . .  I z . l  . . . . .  I 

eine abzKhlbare,  a m  Einhe i t skre i se  i iberall  d ichte  P u n k t m e n g e .  Man bride aus  

den  Zahlen  (7) eine unendl iehe Folge 

X l P  X 2 ,  ~s, " "  �9 X n ~  . . .  

die alle Glieder  der  Menge (7) u. zw. jedes  unendl ieh  of t  enth~ilt. Man setze z. B. 

X 2 ~ g I , X s  ~ 2:2 

~ 4  ~ Z 1 ,  X 5 ~  Z 2 ,  X S - ~ - Z S  

X T ~ Z t ~  X S ~ g 2 ~  X g ~ g 3 ~  ~ ' I O ~ Z . I : ,  

�9 ~ �9 . ~ . ~ 

Seien endlieh 

Cr ~ 2 ~  ~ 3 J  " ' "  Ctn~ * * *  

pos i t ive  Zahlen,  die m o n o t o n  waehsend  gegen z konverg ie ren ,  d. h. 

ai <a2  <a3  < "'" < a n  < "'" 

lim an = r .  
n - - o o  

Ieh  nehme nun  an, dass  die Reihe  

a 0 + a l x + a 2 x  ~ +  "-" 

den E inhe i t sk re i s  zur  nat i i r l iehen Grenze  ha t ,  und  ich se tze  

2 n  

K r a f t  

pos i t iven  ganzen Zahlen 

o n ( x )  = ~ �9 a ~ .  
n 
$ 

des Hi l f sa tzes  I I  l~isst sieh eine unendl iche  Folge  von wachsendel l  
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best immen,  die der  doppe l ten  Bedingung geniigt:  

1 

I (x.)I'" > - -  

2) rn+l > 2 ~n. 
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Ich kons t ru iere  nun  eine gewisse U m g eb u n g  (to, t~, t~ . . . .  ) des 

ao, a~, a~ . . . . .  u. zw, auf  die folgende Art :  es sei 

0:- 
t i t  ~ - -  

"1/n 

wenn der  Index  it den Ungle iehungen 

Punk te s  

(8) ~ < It < z v,, 
a 3 

genfigt.  Diese Vorschr i f t  widerspr ieht  sieh selber nieht ,  da  

3 3 

Wurde  fiber t~ im Vorangehenden  nieht  verffigt,  so seize m an  e twa 

t u = I .  

Die Umgebung (to, t , ,  tz . . . .  ) ist eine volle Umgebung. Denn wenn t ,  der  

Ungle iehung (8) geniigt,  so ist 

und  es ist 

8 $ 

lim ct,~ ~ lim r ,n lim ct,, 

Jede Potenzreihe ~ u , x " ,  die der vollen Umgebung (t o, t~, t2, . . .  el,, . . . )  der 

Polenzreihe ~a , ,  x n angeh6rt, hat den Einhei tskreis  zur natiirlichen Grenze. 

Es ist niimlich, die Beze iebnungen  des Hilfsatzes I I  be ibehal ten  



II0 Georg Pdlya. 

2~, n 

T 

2 ~  n 

$ 

2 ~  n 

8 

2 V#; 

8 

I 0 , .  z , 1 

2 >=5":" 

Rekurriert man auf die Bedeutung der Zahlen xn, an, ~n, so folgt aus der letzten 

Ungle i chung ,  dass 

lira I ~On (zr) I n ~- I 
n ~ O O  

fiir r = x, 2, 3 . . . .  Das  besagt  aber,  laut  Hi l f sa tz  II, dass  fiir die P o t e n z r e i h e  

~,UnX n die a m  Einhe i t skre i se  i iberall  d ieht  l iegenden P u n k t e  z~, z~, z~ . . . .  s ivguli ir  

sind, a lso  dass  die P o t e n z r e i h e  2~u~x ~ den  Einhe i t skre i s  zur  nat i ir l iehen Grenze  

hat ,  w.  z. b. w. 

Bats  III .  Die Mencje der [ortsetzbaren Potenzreihen hat keinen isolierten 

Punkt. 

Hil/satz I I L  Die ganze Funldion yore GescMeeht Null 

soil lauter reelle ne#affve W~rzeln haben. Dann sind ]~ir die drei Potenzreihert 

s Die Zahl ~ ist mlt einer unwesentlichen Impr~zision behaftet, 
3 



lJber die Potenzreihen, deren Konvergenzkreis nat0rliche Grenze ist. l l I  

bei geradliniger Fortsetzung die ndmlichen Punkte singuldr, d. h. diese drei Potenz- 
reihen haben den ndmliehen geradlinigen M1T'rAo-LEFFLER'Schen Stern. 

i) Nach einem Satze des t terrn FAB~.R 1 hat  die dutch die Reihe 

y.g(n)z- 

definierte Funkt ion den einzigen singuliiren Punkt  x = I .  Daraus folgt, nach 

dem HADAMARD'schen Kompositionssatz, 2 dass die Reihe (IO) h6chstens die 

singu]~ren Punkte  der Reihe (9) als singul~ire Punkte  zuHisst. 
2) Man kSnnte aus den in Anmerkung 1 zitierten allgemeinen S~itzen ~hn- 

lich schliessen, dass die Reihe (iI) h~chsten8 die singuldren Punkte der Reihe 
(9) als sin#uldre Punkte zul~isst. Elementarer zeigt man das so: 

Sei G ein beliebiges, ganz im endlichen liegendes abgeschlossenes Bereich 

der x-Ebene, das die beiden Eigenschaften bat :  
jeder seiner Punkte  kann dutch eine ganz in G gelegene gerade Strecke 

mit dem Punkte  x = o verbunden werden, und 

die aus der Fortsetzung der Potenzreihe (9)hervorgehende Funktion ](x) 
ist im Innern und am Rande  yon G ausnahmslos regul~ir. 

Es geniigt zu zeigen, dass die Reihe ( i i )  im ]nnern yon G ebenfalls regular 

ist. Sei o < r < I ,  so kann man voraussetzen, dass die Kreisfl~iche ]x[~r  zu 
G gehSrt. 

Ich seize 

=~' i'x- ~ - ~ . / x  l,_,(~)dz .... l,(x) x~./ l ( x )dx , . . . i~ (x ) -  ~p ~p-' 
o o 

wo alle Integrationswege geradlinig sind. 

Fiir [x[ < I hat  man die Darstellung 

a n x n 

�9 n . . . . .  I ?~ ' 

~ber die Fortsetzbarkeit gewisser Taylorscher Relhen. Math. Annalen 57. S' 369--~88. 
Vgl. die allgemeineren Entwieklungen bei LI~DEL61~, Calcul des r~sidus (Collection Borel). 

' HADAMARD, a .  a .  O. S. (~)--72. 
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und daraus folgt, gleichm~issig fiir I xl--_<r 

lim/v(x) ~ an x" 
v-| = ""g(n) " 

Im ganzen Bereiehe G sind die Funktionen 

( I2)  t (X) ,  l t ( z ) ,  12(ag); . . .  lp(ag) . . . .  

reguli~r. Es gibt eine positive Zahl M, so dass im ganzen Bereich G 

II( )l<m. 

Ich behaupte, dass in demselben Bereieh G auch 

(13) I fp(x) I <  M 

]iir ]edes p. In der Tat, die Riehtigkeit der Ungleichung (I3) fiir ein bestimmtes 

p vorausgesetzt, erh~ilt man im Bereiche G 

I I I t,,§ I = 
0 

Op-I- I j 0 +1--1 . 
<_MlzlO +,. y P d y  

0 

= M ,  

we das Integral in der mitt leren Zeile reellen Integrationsweg hat. So ist (13) 
durch vollstiindige Induktion fiir beliebiges p bewiesen. 

Aus allen dargelegten Tatsachen folgt nun, gemiiss einem grundlegenden 
STIELTJES'sehen Satze, 1 dass die Folge (I2) im Innern des Gebietes G gegen 

eine Funktion konvergiert, die fiir I xl < I durch die Potenzreihe ( n )  dargestellt 
wird, und im Innern von G ausnahmslos regul~ir ist, w. z. b. w. 

3) Man wende das Resultat  in 2) auf die Reihe (IO), und das Resultat  in 

I) auf die Reihe ( u )  an, um den vollen Hilfsatz I I I  zu erhalten. 
Ich werde iibrigens im folgenden nur  den in 2) ausfiihrlich bewiesenen Teil 

des Hilfssatzes I I I  wesentlieh gebrauchen. 
Hil/satz IV .  Seien rt, r,, r, . . . .  vorgegebene niehtnegative Zahlen, die der 

Bedingung 

i Cor respondance  d'H~:aMir~ et  de STmLTJ~.S, Bd II. S. 369--370. 
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1 
n _ _  l im r n x 

geniigen. 

reellen negativen W urzeln 
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So exi~.tiert immer  eine ganze Funk t ion  yore Geschlecht Nu l l  mi t  lauter 

die den Ungleichungen 

n = l  ~n" 

( n = i , 2 , 3 ,  - - . )  

geniigt, x 

Ieh  kons t ru i e re  die F u n k t i o n  g(x) ,  indem ieh die Folge  

r l ,  r z t  r 3 ,  . . .  rn~  . . .  

durch  i m m e r  regelm~issigere m a j o r a n t e  Folgen  ersetze.  

I)  I ch  definiere zuers t  die Folge  der  reellen Zahlen  

U.  Z W .  SO 

z) 

Es ist 

~ 1 ,  ~2~ ~ 3 ~ ' ' "  ~ n , - . .  

o , wenn rn <__ I 

log rn, ,> rn > I .  

a . ~  o 

rn ~ e nan 

l i m a .  = o. 

Es  sei fin das  M a x i m u m  der  unendl ichen Zah l enmenge  

CfnJ ~n-l-l~ (~n+2~ ,-- 

1_ 
1 Zur Erl~tuterung sei hinzugeffigt, dass lim g(n) n ---- i. 

n g a o  

Acta mathemalica. 41. Imprim~ le 8 juln 1917. 15 
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Die Folge 

hat  die Eigensehaf ten  

3) 

Georg P6lya. 

f l , ,  f12, fl~ . . . .  f t . , . .  

c , .  < f l .  

lim ft. = o 
n ~ o o  

> > 5)a . . .  P'~ = & ,= t  _> ""_> fl-=> fl-+~_-> 

Man kann auf  mehrere  Ar ten  eine Folge 

71, 7~, 73 . . . .  Y- . . . .  

bilden, die die Eigenschaf ten  ha t  

ft .  < r,, 

lira 7- - o 

~'t > 7 2  > 7~ > "'" > Y- > 7 .+1  > "'" 

z. B. dureh  folgende Vorsehr i f t :  

wenn ft. > ft.+l, 

wenn 

(D. h. 

. = f t . ,  

kf l . - i  -b ifln+k 
i + k  

# . - i  > f l . , - i + l  . . . . .  f l . - I  = fl,, = f l . + l  . . . . .  f l . + k  > f l , , + k + l  . 

durch  l ineare In te rpo la t ion .  Dabei  ist nu r  der  t r iviale  Fall  bei Sei te  

gelassen, dass f l . - - o  fiir alle n yon  einem gewissen an.) 

4) Sei endlich 

d~, = 7, 

und c~.+l die grSssere der beiden Zahlen ~'.+a und  r i 
2 n  
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Mit Ber i icks icht igung der  Divergenz  der  ha rmon i schen  l~eihe ste]lt  man  leicht  

die fo lgenden E igenscha f t en  der  so def in ier ten  Folge  

~ ,  c~2, c~s, ... d. .... 

Es ist  

fest :  

und  die Folge  

lim ~,, = o 
nmoo  

d~ > d2 > ~3 > "'" > ~,*> J-+1 > "'" 

I ~,, - -  & , + 1  < - -  " 

- - 2 n  

r n ~  enan ~ e nBn < enrn < en6n 

1 6 x  e2(h, ea~a , . . ,  en~n . . .  

ist  schon genug reguliir fiir unsere  Zwecke.  Wir  gehen v o n  dieser  Folge zur  

F u n k t i o n  g(x) iiber, indem wit 

setzen.  

konverg ie r t .  

I = 2d,,~2(5,,+1, 0- I 
r 2 (~,, - -  &,+O 

n - - I  

Dieser  Ausd ruck  ist  n icht  illusorisch, da  die Reihe  

L + - ~  + . . .  + ~ _ +  . . . .  

(20~,--2&.) + (20~2--2d3) + .-. + (2~,,--2~,+1) + "'" 

Ich behaup te ,  dass  

e "~" < g(n).  

Z u m  Beweise b r auche  ich die e l emen ta r e  Ta t sache ,  ~ dass  fiir o < x<_ I 

(x4) I + x > e~. 

t Boweist sich etwa so: die Potenzre ihonentwicklung der  Funkt ion 
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Es ist gewiss 

I q  . . . .  

Nun ist nach der  v ie r ten  Eigenschaf t  der  Folge 0",, 62, 6 3 , . . .  

Qn>n, Q~+l>n + x, Q n + 2 > n  -k 2 ,  . , .  

Daher  ist die Ungleichung (I4) auf jeden F a k t o r  an der  reehten  Seite yon (~5) 

anwendbar ,  und  so wird 

L n 1 n 

g ( n )  > e 2 on e ~ On+l . . .  

e2 ( 2 5 n - 2 6 n  4-1+ 26n~-l-25n+2"} . . . .  ) 

e n 6n.  

Umsomehr  ist 

W. Z. b .  w .  

Hil]ssatz V. 

Bedingung 

g(n) > r .  

Es sei eo, e~, E 2 . . . .  eine Folge nichtnegativer Zahlen, 

1 

l i r a  g '  ~ I 
n 

n ~ o o  

geniOt, und 

(I6) ao + a=x + a~x ~ + . .  

eine beliebige (ira Einheitskreise konvergente) Potenzreihe. 

reihe 

bo + b,x + b.~x ~ +""  

die der 

So gibt es eine Polenz- 

ha t  n u r  e inen  Z e i c h e n w e c h s e l .  
pos i t ive  Wurze l .  N u n  is t  

u n d  so ist  ftir o_~< x <__ I 

x 2. 4 . 2 !  8 . 3 [  

Zufolge  der  Dzsc~aTzs ' schen Regel ,  h a t  f ( x ) h 0 c h s t e n s  e ine  

rio} > o, fO) > c 

f ix)> o. 
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die bei fferadliniger Fortsetzung die ndmlichen ~inguldren Stellen au/weist, wie die 

Potenzreihe (i6), und deren Koe//izienten den Unqleichungen 

Ib.l<~. 
geniigen. 

In der Tat, es sei e . > o  ffir n ~ N .  Man setze 

so hat man 

r n - -  

~n 

I 

lim r ~ = I .  
n 

n ~ a o  

( n = N , N  + ~ , N + 2 , . . . )  

Man bestimme gem/~ss Hilfssatz IV eine ganze Funkt ion g(x) vom Gesehleeht 

Null mit nur negativen Wurzeln die den Ungleiehungen 

rn<g(n)  ( n = N , N  + I . . . .  ) 

geniigt. Setzt man 

birt 
o fiir n < N  

a n  ~ ( ~  ,> n > N , 

so befriedigt die Reihe Zb,,x" gem~ss Hilfssatz I I I  alle Forderungen der Hilfs- 

satzes V. 

Hilfssatz V enth~lt aber den Satz I I I  ersiehtlicherweise. Denn ist Za,,x" 
eine fortsetzbare Potenzreihe, (~0, el, e2, . . . )  eine beliebige volle Umgebung, 

~b,,x" die Reihe, yon welcher der Hilfssatz V handelt, so geh5rt die Reihe 

~ (a, + b,,) x" der vollen Umgebung (~0, ~1, e~ . . . .  ), jedoch nieht der n~chsten 

Umgebung der Reihe ~anx"  an, und ist gewiss fortsetzbar, w. z. b. w. 

Die S~itze I, II, I I I  erweisen vollst~indig die fiber die Verteilung der fort- 

setzbaren und nichtfortsetzbaren Reihen in der Einleitung erw~hnte Tatsaehe. 
Die eingeffihrten Definitionen und Methoden bleiben jedoeh nicht dabei stehen, 

sondern ges.tatten auch die Verteilung der fortsetzbaren Reihen untereinander 

auf dieselbe Art zu studieren. Sei S eine beliebige abgesehlossene Menge am 
Einheitskreis; man nenne Mx die Menge aller Potenzreihen, die am Einheits- 

kreise mindestens die Punkte  yon S zu singul~ren Punkten haben. Dureh eine 

geringe -~nderung im Beweise des Satzes II  ergibt sieh der 
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Satz IV. Die Menge M z  besteht nur au8 inneren Punkten,  ist itberall dicht, 

und ihre komplementdre Menge ist ~er/ekt. 

Wegen der Einfachheit  des Beweises und des Resultates uebe ich noch 

folgenden Satz an: 

Satz V. Die Men.qe aUer Potenzreihen, die am Einheitskreise ausser Pole~ 

keine Singularitdten haben, besteht nur  aus isolierten Punkten.  

In der Tat,  sei ~ a , , x  n e i n e  be|iebige Reihe, die am Einheitskreis yon Poien 

abgesehen regular ist. Man schlage um diese Reihc eine Umgebung (~o, ~ ,  e2, . . . ) ,  

die so beschaffen ist, dass 

lira ~ = o 
n ~ a o  

Wenn ~,u,~x n dieser Umgebung angehSrt, und der niiehsten Umgebung von 

2 a , , x  n nieht angehSrt, dann ist der Konvergenzkreis der Reihe 

der Einheitskreis, und es ist 

also gewiss 

Z(,n--an)x" 

lira (u, - -  a~) = o. 
n ~ o o  

Daher hat die Reihe 2~(Un--an) X n am Einheitskreis keinen Pol. Folglich 

hat  ~ ( u . - - a n )  x ~, also ~ u . x  n am Einheitskreis eine nichtpolare Singularit~t, 

W. Z. b .  w .  


