UNTERSUCHUNGEN ZUR THEORIE DER FOLGEN ANALY-
TISCHER FUNKTIONEN.

VON
ROBERT JENTZSCH

in BesLIN,

Einleitung.

Betrachtet man die Abschnitte Pu(z) =1 +z+ 24 -+ 2", n=1,2,..., der
Reihe: r+a+2%+-.-427+-.., deren Konvergenzkreis |z|=1 ist, so bemerkt
man, dass jede Einheitswurzel ausser 1 Nullstelle eines Abschnittes P,(z) ist,
so dass die Menge M der Nullstellen aller Polynome P,(z) auf dem Kreise |z| =1
iiberall dicht liegt, jeder Punkt des Konvergenzkreises also Haufungsstelle von
Nullstellen der Abschnitte ist. Sei nun eine Potenzreihe:

ao+a1x+a2x’+"’+anx"+"'

mit dem endlichen Konvergenzradius R vorgelegt, so fragt es sich, ob eine dhn-
liche Beziehung zwischen dem Konvergenzkreis |z]= R dieser Reihe und den
Nullstellen ihrer Abschnitte P,(z)=a,+ a,z+a,2®+---+ a,z" bestehe, wie bei
der betrachteten speziellen Reihe. Diese Frage wird im Folgenden bejahend
beantwortet, d. h. es gilt folgender Satz:

Jeder Punkt des Konvergenzkreises einer Potenzreihe ist Hiufungspunkt
fiir Nullstellen ihrer Abschnitte.

Betrachtet man also die Menge M der Nullstellen aller Abschnitte der Reihe

P s

Za.,x" und bildet die Menge M' ihrer Haufungspunkte, so gehéren zu M':

y =0

1. alle Nullstellen der durch die Reihe dargestellten analytischen Funktion,
soweit sie im Innern des Konvergenzkreises liegen, und innerhalb desselben liegen
auch keine anderen Punkte von M';

2. die ganze Peripherie des Konvergenzkreises.

Das erstere ist bekannt und ganz einfach einzusehen,! das zweite ist bisher

! Vgl. Horwirz, Uber die Nullstellen der Besselschen Funktion. Math. Ann. Bd. 33. 1889,
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nur in dem einfachen Falle, dass alle Koeffizienten a, reell und positiv sind und
der Bedingung a,>a,>a,>--- geniigen, unter Benutzung eines algebraischen
Satzes von KakREva von den Herren Linpwart und P6Lya! bewiesen worden.
Die Tatsache, dass mindestens ein Punkt des Konvergenzkreises zu M' gehort,
hat Herr F. LukAcs unlingst bemerkt.®

Der Satz von Hurwirz ist eine Folge der gleichmissigen Konvergenz der
Potenzreihe in jedem im Innern des Konvergenzkreises gelegenen Gebiete. Sei
zunichst z, eine »-fache Nullstelle der durch die Potenzreihe dargestellten Funk-
tion f(z) und |z,|< R, so lisst sich um z, ein kleiner Kreis C: |z —z,|< ¢ ab-
grenzen, der ganz innerhalb des Konvergenzkreises liegt, sodass weder in ihm
noch auf ihm f(x) eine weitere Nullstelle hat. Die von o verschiedene untere
Grenze von |f(z)] auf der Peripherie dieses Kreises sei ¢. Dann ist:

1 (f(=z)
'2*7';‘:. /—('a‘dx =9,
(o]

In C sei |f(z)|<M, |f(x)|]<M. Es ldsst sich dann fiir jedes noch so kleines

i< g% ein Index n, so bestimmen, dass fiir n> n,:
2¢
| Pa(2)| > md
fir |#—x,] =0, ebenso innerhalb und auf C:

|Pate)— )1 < )

|Pa@)— 1)< (F7)

Dann ist:
I ([Pa@)_ ()], |_ 1 (P'a(2) — f (@) f(2) + (f(z) — Pal2))f (z)
sz/ [P,,(x) f(x)]d”‘ = Zx J Po(2) ] (x) dz|<
&0 \?
1 Z(Eﬂ)
;tM eLd_z 27rg=6,
oM

! Rendiconti di Palermo. T. 37. S. u.
* Uber eine Eigenschaft des Konvergenzkreises einer Potenzreihe. Archiv d. Math. u.
Phys. 1914.
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!
sodass von einem bestimmten n ab fP"((%)dx:: 2xir ist, d. h. P, in C » Null-
. n

stellen besitzt. Damit ist bewiesen, dass jede Nullstelle von f(x) Haufungsstelle
von Nullstellen aller Abschnitte mit geniigend hohem Tndex ist, wobei auch die
Vielfachheit der Nullstellen beriicksichtigt werden kann.!

Ist umgekehrt fiir unendlich viele Abschnitte P, (2,) = Py, (#,) =" == 0,
n <n;<---, und limx, =, im Innern des Konvergenzkreises gelegen, so ist

f(x,) =o0; denn wire |f(x,)]=¢> o0, so liesse sich um z, ein Kreis |z —x,[<¢

abgrenzen, in welchem |/(x) — f(z,)| < § wiire, ferner ein Index %, so bestimmen,

dass |j(z)——Pn(x)|§% wire fiir n2>n,, |2 —2,| <o, also:

lPu(x)l=an(w)“f(x)+f(x)-f(xo)+/(xo)li§> 0

wire in dem Kreise | —=,|<¢, was dem Vorhandensein unendlich vieler Ab-
schnitte mit Nullstellen in dem betrachteten Kreise widerspricht. —

Der neue Satz enthilt (bei weitem) alle bisher in dieser Hinsicht iiber
die Abschnitte von Potenzreihen ausgesprochenen Sitze; er steht aber auch in
Beziehung zu den allgemeineren Untersuchungen, die die Herren MoNTEL,? SEVE-
RINI,®> CARATHEODORY und LANDAU* {iber Folgen eindeutiger analytischer Funk-
tionen iiberhaupt angestellt haben. Es gilt niémlich darnach folgender Satz:5

Wenn eine Folge eindeutiger analytischer Funktionen, die simtlich fiir
lz| <R regulir und, in dem Kreise |z|<R von o und 1 verschieden sind, in
unendlich vielen Punkten dieses Kreises mit einem Haufungspunkt im Innern
desselben konvergiert, so konvergiert diese Folge im Innern des Kreises || =R
iiberall, und zwar in jedem kleineren Kreise |2] < R — ¢ gleichmiissig.

Wendet man diesen Satz auf die Abschnitte der Potenzreihen an, so lasst
sich leicht folgern, dass die Menge der Nullstellen und der Einsstellen der Ab-
schnitte zusammengenommen die ganze Peripherie des Konvergenzkreises aus-
filllen, wibrend hier dasselbe von der Menge der Nullstellen allein bewiesen
werden wird.

1 Vgl. auch unten Kap. IT § 3 Ende.

? Legons sur les séries de polyndmes & une variable complexe. Paris 1910. Sur les points
irréguliers des séries convergentes de fonctions analytiques. C. R., Paris, T. 145, p. 910—913 . 1907.

* Sulle successioni infinite di funzioni analitiche. Atti del IV® Congresso. Roma, T. 2,
p- 183—193. 1909.

“ Beitrige zur Konvergenz von Funktionenfolgen. 8. B. Berlin 1911, p. 587—613.

® CARATHEODORY u. Lanpav, 1. c. p. 598—600.
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In dem allgemeineren Falle, bei Polynomreihen etwa, gilt jedoch der ana-
loge Satz schon nicht mehr; es kann vorkommen, dass auf dem Rande des Ge-
bietes gleichmissiger Konvergenz! einer Polynomfolge kein Héufungspunkt der
o-Stellen der Polynome liegt; ein einfaches Beispiel hierfir s. u.; — dass die
Héufungspunkte der o- und 1-Stellen der Polynome zusammengenommen ihn be-
decken, erscheint daher als das beste in dieser Richtung zu erzielende Resultat.
Nur einige spezielle, aber besonders wichtige, Klassen von Reihen baben die in
Rede stehende Eigenschaft mit den Potenzreihen gemein.

Vielmebr ist hier folgende Erwigung anzustellen. Es sei:

fol@) =ap+a,z+ - +au2"+-- (r=1,2,3,...)

die Entwickelung von f,(x) in der Umgebung des Nullpunktes, und lim f,(z) = f(z)

in dem (notwendig einfach zusammenhiingenden) Gebiete gleichmissiger Konver-
genz G, das den Nullpunkt enthillt. |z|= R sei der grosste Kreis um o, der
noch in @ liegt. (Genauere Bestimmung s. u.) Dann kann man unendlich viele
Polynomfolgen aus der Folge f, herausholen, indem man etwa setzt:

f:(ﬂc)=aov+al,.x+--~+az.,,z'<

und die Polynomfolge /:“(x), C=1,2,3,..., ", <V, <V, <5 #, <%, <% <--- be-
a

trachtet; fiir diese ist dann zunichst ebenfalls:

lim /:Z(x) = f(x) in G.

I == D

Man findet nun folgenden allgemeinen Satz:

Jeder Punkt des Kreises |x|= R ist Haufungspunkt fiir die Nullstellen
einer Polynomfolge der beschriebenen Art, und auch unendlich vieler; oder es
gibt eine (und also auch unendlich viele) Polynomfolgen der beschriebenen Art,
fiir die alle Punkte von || =R Hiufungspunkte der Nullstellen sind.

Sucht man also fiir jede derartige Polynomfolge (v, %) die Hiufungspunkte
ihrer Nullstellen, so gehoren zu ihnen, wenn alle méglichen Folgen (v, x) in Be-
tracht gezogen werden:

1. die Nullstellen von f(x), die innerhalb |z|=R liegen, und innerhalb
dieses Kreises liegen keine anderen Héufungspunkte;

! Oder eines derselben.
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2. die ganze Peripherie des Kreises |z|= R, des gréssten um o mdglichen,
im Gebiete gleichméssiger Konvengenz gelegenen Kreises.

Die Begriindung der beiden ausgesprochenen Sitze bildet den Hauptinbalt
der folgenden Arbeit. Beim Beweise derselben spielt der Satz von Virari' iiber
Konvergenz von Funktionenfolgen die Hauptrolle; ich gebe daher in Kapitel I
unter Benutzung einer bekannten, von Herrn Professor ScEWARZ angegebenen
Ungleichheitsbedingung einen sehr einfachen Beweis fiir ibn an. Kapitel II han-
delt von den Abschnitten der Potenzreihen; es werden ausser dem erwiahnten
Hauptsatz (§ 1) einige, in gewisser Hinsicht schirfere Bedingungen fiir die Null-
stellen der Abschnitte hergeleitet (§ 2, § 3), ferner Anwendungen auf spezielle
Fille gemacht (§ z). In Kapitel III werden zunichst einige allgemeinere Klassen
von Funktionenfolgen angegeben, fiir die der fiir Potenzreihen giiltige Satz gleich-
falls gilt (§ 1), dann folgen ganz allgemeine Bemerkungen iiber Funktionenfolgen
und ihre gleichmissige Konvergenz; in § 3 beweise ich den Hauptsatz nebst eini-
gen Zusitzen und Verschirfungen und gebe in § 4 einige Ausfithrungen iiber die
Beziehung des Hauptsatzes zu einigen, neuerdings in Verallgemeinerung LAGUER-
rE’scher Untersuchungen von den Herren PoLya, LINDWART und mir aufgestellen
Sétzen iiber Polynomfolgen.

ERSTES KAPITEL.
Der Satz von Vitali.

Herr Vritawr hat folgenden Satz iiber Folgen analytischer Funktionen aus-
gesprochen und bewiesen:?

Ist f,(%), f,(x), ... eine Folge eindeutiger analytischer Funktionen, die in einem,
im Endlichen gelegenen, Gebiete G simtlich regulir sind und dem absoluten Be-
trage nach unterhalb einer gemeinsamen Schranke M liegen, konvergiert ferner
die Folge in unendlich vielen Punkten dieses Gebietes mit einem im Innern

! Bopra le serie di funzione analitiche; Annali di Matematica (3), T. 10. — Herr E. Laxpav
hat in seine vor Kurzem erschienene Schrift: Darstellung und Begriindung einiger neuerer
Ergebnisse der Funktionentheorie, Berlin 1916, den Beweis des Hauptsatzes tiber Potenzreihen
aufgenommen, wobei er jedoch statt des VirarU'schen Satzes den Hapamarp'schen Dreikreise-
satz heranzieht (vgl. 1. ¢. 8. 14 und S. 80—383).

? Siehe oben.



224 Robert Jentzsch.

dieses Gebietes gelegenen Haufungspunkt, so konvergiert die Folge f,(x) in jedem,
ganz-im Innern von G gelegenen Gebiete G, gleichmissig gegen eine daselbst
reguliire analytische Funktion f(z).

Dieser Satz stellt eine Verallgemeinerung dar eines zuerst von STIELTJES ! auf-
gestellten, bei welchem die Konvergenz der Folge in einem beliebig kleinen Ge-
biete G, innerhalb G vorausgesetzt wird. Der in der Einleitung erwdhnte Satz
von CARATHEODORY und LANDAU folgt aus dem Satz von VITaLI unter Benut-
zung einer bei den elementaren Beweisen des PIcarD’schen Satzes erhéltlichen
Abschitzung.

Es ist keine Beschrinkung der Allgemeinheit, G als Kreis vorauszusetzen
und &, als kleineren, konzentrischen Kreis, und den Mittelpunkt als den Hiu-
fungspunkt der Konvergenzpunkte anzunehmen; denn man kann, wie bei der
analytischen Fortsetzung, jedes Gebiet G, (bzw. G) durch endlich viele (bzw. ab-
zihlbar unendlich viele) Kreise erschopfen, in denen die gleichmissige Konver-
genz durch das fiir das Kreisgebiet bewiesene Theorem sichergestellt wird.

Wir setzen also speziell voraus:

I. fy(®), v=1,2,... sind eindeutig und regulir fir |z|< R;

2. |flx)| < M fiir jz|< R;

3. lim f,(z,) existiert fiir unendlich viele Punkte z.,{c=1,2,...), wobei

V-

|z.| < R und lim z, — o ist, und beweisen dann:

{f = 0

lim () = f(@)

eindeutige regulire Funktion dortselbst.

Fir den Satz von ViraLr sind schon recht einfache Beweise gegeben wor-
den, von CArRATHEODORY und LaANDAU® und neuestens von Herrn E. LINDELOF;3
um aber betreffs dieses fiir die folgende Arbeit fundamentalen Satzes nicht anders
wohin verweisen zu miissen, sei es erlaubt, einen vielleicht noch kiirzeren Beweis
hier anzufiihren

Beweis. 1. Es sei:

folx)=a¢y+ a1 x+as,ya®+--- (v=r1,2,...) fir|z|<R,

dann ist:

! Sur la théorie des fractions continues. Annales de Toulouse 1894.
?1lec. §2
* Bulletin de la socitété mathématique de France 1914.
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[fo(@) = )| <1 fu@) | +1fo0)| <2 M.

Nach einem Lemma von Herrn Professor ScuwaRrz! ist daher, da f,(x) — f,(0)
fur x=o0 verschwindet:

|f,.(x)—f1.((>)|g,2A1I;! fiir | x| < R.

Es ist mithin:

|fn(o)_"/n+m(0)|;<,f.|fn(o) _fn(xrz)l+|fn(xu)—fn+m(xu)|
+ Ifil+m(x(¢) - fn+m(0)|;§ 4]’II%‘| + llu(fra) ‘—fu+m(x'l) I

Da aber lim 2, =0 ist und die Funktionenfolge fiir x, konvergiert, so be-

o=
sagt diese Abschatzung schon, dass auch lim f,(0) = lim ay,, existiert; wir setzen:
Y = &0 P=
lim ap,y = Ay.
1=
. . (%) —a,. ... .
2. Auch lim f, () =1lim f-”—)x“‘—“ existiert fiir x.(x,--0), da nach 1.
V=0 Pe=

lim a,,, = ay existiert; es ist aber auch, wegen |f.(z)]< M fiir |z| < R:

V=X

M
lan,vléﬁ’

also ist:

M —
oa(@) | =lai,.+as,vz+--|< [I +R ¢

M ..
— i e ) = = < —_
B Bt ] 2 fir jz| <R —c¢;

mithin existiert nach demselben Schluss wie bei 1. auch lima, ,=a,.®

1 -0

So fahren wir fort, Schritt vor Schritt, die beiden Schlussweisen abwechseln
1assend, und finden die Existenz der limites:

lim a,,.=a, (x=o0,1,2,...)

P = 0O

M
R %

Da |a,,.| <55 ist, so ist auch |a,|< 5.: die Reihe

R=

! Gesammelte Abhandlungen. Bd. 1I, 8. 109.
? Dieser zweite Schritt ist hier einem Punkte im Beweise des Herrn LixpeLor dhnlich.

Acta mathematica. 41. Tmprimé le 28 novembre 1917. 29
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a0+alx+azx2+...+a"xn+...

stellt also eine fiir |#]| < R regulire analytische Funktion dar.
3. Es ist endlich fir |z|< R —e:

o o
Sac|+] San.ee

If(x)_fr(x)lélao_w),v+"'+ (am"amﬂ')xm"{“ +
m+1 m+1
oder:
o . M R
/(@) —fr(@) | < Dlas—ai,] lel +2 gy (R—gmt - —-

l=0

Aus dieser Abschidtzung geht aber unmittelbar die gleichmissige Konvergenz
von lim f,(x) gegen f(zx) fiir [x] < R—¢ hervor, denn man kann m zunichst so

: v (R—em+Y 1 0 . .

gross wahlen, dass 2 M - RmT -;5:~2- wird, und sodann » > #»(J, m) so gross,
o ) . I—(R—¢g)

daSS I ao - aO,*u', |a1 - al,1~|, e Iam _am, » I S&mt]lch klelner Slnd a;]s E * -I—————(I{_:_(;j;”——"'—l ’

denn dann wird:
[ /() — ful(x) | < 6

ir »> v(d, m)=v(d), da m nur von J abhingt, fir alle |z|<R—¢, w. z. b. w.

ZWEITES KAPITEL.
Uber die Abschnitte der Potenzreihen.
§ 1.

Beweis des Hauptsatzes.

Es sei die Potenzreihe a, + @,z + a,2? + - + azz™ + - - -(@,== 0) vorgelegt, mit
endlichem (von o und o« verschiedenen) Konvergenzradius R. Es ist dann
nach CavucHY:

- I Vi
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Die Voraussetzung a,--o stellt keine Beschrinkung der Allgemeinheit dar
da, wenn @, =@, =---=4a,_;=o0, a,-=0 wire, einfach die Reihe

A+ ayy 12+

betrachtet werden diirfte, wobei nur die »-fache Nullstelle o der Abschnitte ver-
nachléssigt wire. Der n-te Abschnitt:

Puolzy=a,+a,x+ - +az"

habe die Nullstellen z;,,, #2,n, ... Zn,n; 8 sei [21,n] <|22,n]| << |@n,a|. Eventuell
tritt hier ein- oder mehrfach die Nullstelle o auf.

Wir behaupten sodann den in der Einleitung angegebenen Satz iiber diese
Nullstellen, den wir auch so aussprechen

In jedem beliebig kleinen um einen Punkt der Peripherie des Konvergenz-
kreises x, = R-e!% beschriebenen Kreise |2 — z,| < ¢ haben unendlich viele Ab-
schnitte P,(x) je mindestens eine Nullstelle.

Beweis. Anderenfalls hitte von einem gewissen n, ab kein P,(x) eine Null-
stelle in |z-—ax,|<e. Sei daher § ein innerhalb des Konvergenzkreises |z|< B

und innerhalb des Kreises |x—z,]| ég gelegener Punkt, in dem f(z), die

durch die Potenzreihe in |x| < R dargestellte Funktion nicht verschwindet, und
P,,(§)=r,.-em", so kann man von den Funktionen "V P,(x)(n>mn,) je einen
Zweig als eindeutige Funktion in dem Kreise |2z — z,| < ¢ bestimmen durch die
Festsetzung:
.oﬂ
VB @)= "Vra e ® = gue®

wobei:

T Pl
[—— < —
n<w"=n

zu setzen ist.
Ferner ist:

rr= a2 2 =)

1,n X2, n Tn,n

1Pa@lslal (o 20} (e L2L ),

|21, e

Da aber die Haufungsstellen der Nullstellen der P,(z), soweit sie im Innern
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des Konvergenzkreises liegen, Nullstellen der Funktion f(x) sind, und deren
kleinste Nullstelle, da a,--0 ist, von o verschieden ist, so ldsst sich fiir die
Nullstellen aller P,(z), von einem gewissen n ab, und wegen a,--o0 sogar fir
alle n, eine von o verschiedene untere Schranke angeben; es sei etwa:

|Za,n|>25>0 (a, n beliebig),

mithin:
|Pn(x)l§|a0|' (I + Iﬁl) :

In dem Kreise | —x,| < ¢ ist aber |z|< R+ ¢, daher:

R+
| Pl <laol - (x4 15

|"VP. (@) | ="V Pu@)|<™V]a, |- (1+R+£)

so dass die fir | — x,| < ¢ eindeutigen, reguliren Funktionen "VP.(x) (n>n,),
wie sie oben definiert wurden, in diesem Gebiet unter einer gemeinsamen oberen
Schranke liegen.

Ferner existiert lim "VP, (&)= lim g, ¢'¥» und ist gleich 1. Denn es ist

n=w n=x
lim P,(%)= lim r,-¢'’”» vorhanden und nicht gleich o, da & so ausgesucht ist,

71 == © n=w

also lim r,=r--0, mithin lim g, — lim "V7, —1, und lim ¢, — lim 7" 0. Legt

73 = © 7 = ® 7% = ®© 7 = © 7 = w
man nun die durch Wahl des Hauptwertes fiir x =& eindeutig definierten Funk-
tionen "VP,(z) zu Grunde, so lisst sich um £ ein ganz in || < R und |z—z,|<¢

gelegener Kreis abgrenzen, in welchem lim "V P,(x) gleichmissig vorhanden und

7 == W

gleich 1 ist, wie dies aus der gleichmissigen Konvergenz von P, (z) in demselben
leicht gefolgert werden kann.

Es ist also jetzt bewiesen:

1. In dem Kreise | — x,| < ¢ sind die Funktionen "V P, (z) (n > n,) eindeutig
zu bestimmen,

2. ebenda existiert eine gemeinsame obere Schranke fir den absoluten Be-
trag dieser Funktionen,

3. in einem innerhalb dieses Kreises gelegenen kleineren Kreise ist lim "V P, (x)

70 =



Untersuchungen zur Theorie der Folgen analytischer Funktionen. 229

gleichmissig vorhanden und gleich 1, wenn man die Zweige der Wurzeln nach
1. passend auswihlt; ein Teil dieses Kreises liegt in |z —a,| < »;, da sein Zen-
trum § dort liegt.

Daraus folgt nach dem Satz von StieLTIEs—ViTaLi: Es ist:

lim "V P,(z)

n =

gleichméssig vorhanden in dem ganz in |x — z,| < & gelegenen Kreise |z —x,] < —

und der limes gleich einer daselbst reguliren analytischen Funktion f(x). Diese
muss hier aber 1 sein, da sie in unendlich vielen (den durch 3. bestimmen) Punk-
ten im Innern ihres Regularititsbereiches diesen Wert hat, welche Punkte auch
nicht isoliert liegen, sondern sogar ein Gebiet ausfiillen.

Damit ist bewiesen: es ist gleichmassig fiir |z — z,| < 5"

lim "VP,(z) =1

N == W
. . . . . . &
oder, es ldsst sich ein n==n(d) so angeben, dass fur » >n(d) und |z — xolévz—:

[Pu(z)| < (1 + )
ist, und ebenso:
| Pusr(z)| S (1 +d)n+1
also:
[@ns1 2+t | =|Pus1(x) — Pul)| < 2-(x + O)n+ .

Es sei ()‘=;%R gewahlt und |x|=R+; was moglich ist, dann ist fir alle

n 2> n(d) =n(e):
y 8n+1 & n+1
|a,.+1|-(R+;) S’Z(I-i_;}_lé) :
Folglich:
Lt
DY

] T ST
e R+%

e
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Es ist aber:

_ 1
Jim "V an el =
die Bedingung
14
I 4R
RS e
+_
z
oder:
& €
I+5ﬁil+ *;R

ist aber bei endlichem R fiir kein ¢=-o0 erfiillt, so dass wir zu einem Wider-
spruch gelangt sind.

Der letzte Schritt des Beweisverfahrens entspricht, wie man leicht sieht,
folgender allgemeinen Aussage: in keinem Punkte ausserhalb des Konvergenz-
kreises ist der lim. sup. der Folge | P, ()|, V| P,()|,..."V| Pa(x)|, ... kleiner oder
gleich 1.

§ 2.
Ergiinzungen und Anwendungen,

Mit Vorstehendem ist der Beweis des Hauptsatzes erledigt. Man kann ihm
noch folgende Formen geben:

1. Aus den Abschnitten P,,...P,, ... lasst sich stets eine (unendliche) Folge
herausheben, so dass alle diese Abschnitte in beliebig vorgeschriebener Nihe
einer vorgeschriebenen Stelle des Konvergenzkreises eine Nullstelle haben.

2. Zeichnet man die Nullstellen simtlicher Abschnitte P,(x) in der Ebene
auf und bestimmt zu dieser Menge M die Menge M' ihrer Haufungspunkte, so
liegen in jedem Kreise |z| < R— ¢ nur endlich viele Punkte von M’, in jedem
Kreise 2| < R + ¢ unendlich viele; namlich die ganze Peripherie |z|= R.

Diese zweite Aussage vervollstindigen wir durch nachstehende Betrachtung.
Mit @(n) bezeichne man die Anzahl der Nullstellen von P,{z) innerhalb des
Kreises || = R + ¢, dann gilt:

D(n)

Satz 2. Es ist fiir beliebig kleines ¢ lim — =5 oder es gibt unendlich

viele Abschnitte P,(z), welche mehr als n(x—J) von ihren » Wurzeln in dem
Kreise |z| < R+ ¢ haben, wobei J eine beliebig kleine positive Grosse ist.
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Beweis. In dem Kreise |x|== R —¢, hat f(x) nur endlich viele Wurzeln, da
f(z) eine fir |z| < R regulire Funktion ist. Wir bezeichnen diese mit z,, 2, ...z,
so dass:

o<|z, |2, < <

ist. In dem Kreise || < R —e¢, konvergiert die Potenzreihe gleichmissig gegen
f(x), es lasst sich also ein Index n(Jd) so bestimmen, dass fiir n>n(d) die Wur-
zeln Z1,n,...%s,n von P,(z) nm weniger als J von z,,...x, abweichen, und
|zs4i.0]|>R—¢— 0 ist. Es ist daher:

a
D)=t > [l | ] (R ey = 0)200 =7 (R e

n
denn @(n) von den Wurzeln von P,(z) sind kleiner als R+ ¢, von denen » um
weniger als d von |z,|, .. .|, | abweichen, also grésser sind als ||z, | — d|, der Rest

ist grosser als BR— g —d. Wihlen wir J kleiner als |—Z—‘|, so ist mithin:

lggi>I%!i'.(R_—£0_d‘)(j)(n)—l’.(R_I_E)n—rI)(n)

» LSO
" (R+e”

T ey e

(R—eg—0) m

1

1
- - |2
lasl” <la,l*-| =

1

Da v eine endliche Zahl ist fiir jedes positive &, so ist mithin:

’

1 P (n)
= : = RB+¢ 27
1 n < _I__ . (%) n
Jim lan < o Im g5
oder, wenn wir noch ¢, + d = J, setzen und bedenken, dass es mdglich sei, ebenso
wie g und 4§ einzeln, auch ¢, + d beliebig klein zu machen:

1 Rie)| m il
e — I Elpamo B
n< | .
lelnilanl :R+€ (R—'al)
Ist also li_mgl(—n—)=a< I, SO wire:
ne=o
Sy si—s I I ( R+ ¢\
l n - < N
Jim "Vian| = 5< 5y (R—dl)

fiir alle beliebig kleinen d,, also auch, da links eine von d, unabhiingige Grosse steht:

1 (R+e)e

R+e¢ Re

<

R



232 Robert Jentzsch.

I I
ST« ,
RU—«= (R 4 &)t~

was fiir ¢ >0, « <1 einen Widerspruch enthilt. Daher ist fiir jedes ¢> o:

lim @(n) —~1, W. 7% b.w.
n=w N
Eine unmittelbare Folgerung dieses Satzes lautet: Haufungsstellen der ersten,
der zweiten, . .. der »-ten, ... Nullstellen von P,(z)(n =1, 2, .. .) liegen innerhalb
jedes Kreises |z|= R +¢, also auf der Peripherie des Konvergenzkreises oder
innerhalb desselben. Als »-te Nullstelle von P,(x) ist hierbei x, , bezeichnet,
wenn man die Nullstellen von P,{z) in eine Reihe nach wachsendem absoluten
Betrag geordnet hat. Denn hitten nur die »-ten Nullstellen einen Hiufungspunkt
der angegebenen Lage, aber nicht mebr die (» + 1)-ten, so wire von einem ge-

. D) o ¥ .
wissen n ab: @{n)<w, also lim ~(——)f=lun =0, was dem bewiesenen Satze

n=w N n=xz
widerspricht. Herr F. LukAics! hatte, auf entsprechendem Wege, nur gefunden

@(n)> 1, von einem gewissen n ab, statt des genauen Satzes lim (I)r(Ln) =1. Dies

n=wx

ist nimlich das genaueste hier zu erzielende Resultat, denn es lassen sich Reihen

angeben, fiir welche lim ¢I)'(zn) =0. Dazu betrachte man etwa zunéchst die Reihe
ne=mo

Zx‘". Die Abschnitte:

v=0

Pyx)=1+ax+224 28+ 22t 4+ .- 4 2

wo »!<n<(r+1)! ist, haben im Endlichen »! Wurzeln, so dass etwa fiir die

y —1)!
Abschnitte P, @(n)<(v—1)! ist, also lim a%(;z) = lim (VVI% = 0. Esistleicht,

remeo Y!I—

wegen der Stetigkeit der Wurzeln algebraischer Gleichungen, Reiben zu kon-
struieren, deren Koeffizienten samtlich nicht verschwinden, und die die gleiche
Eigentiimlichkeit zeigen.

Es braucht kaum bemerkt zu werden, dass statt der Nullstellen der P,(x)
auch die Nullstellen von P,(x) —a zugrunde gelegt werden konnen; oder da f(x)
und f'(z) im selben Kreise um o regulir sind, auch die Nullstellen von P',(x) usw.

Anwendungen der vorstehenden Sitze ergeben sich leicht, wenn man spezi-
elle Fille betrachtet. Es gelten z. B. folgende Sitze:

'oe.
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1. Sind die Nullstellen der Abschnitte einer Potenzreihe von einem gewissen
n ab samtlich reel, so konvergiert die Potenzreilie entweder nirgends oder in der
ganzen Ebene,! denn die Menge M' besteht hier nur aus Punkten auf der Achse
des Reellen, erfiillt also keinen im Endlichen gelegenen Kreis. Dieser Satz steht
in Beziehung zu einem Theorem von LAGUERRE und ist von Herrn PETROVITCH
(im Falle positiver Wurzeln) besonders hervorgehoben worden.

2. Liegen die Nullstellen der Abschnitte simtlich in einer Halbebene, so
konvergiert die Potenzreihe nirgends oder in der ganzen Ebene, und dhnliche
Sitze mehr.

Es geniigt auch, diese Voraussetzung nur fiir unendlich viele Abschnitte zu
machen; wie durch eine algebraische Betrachtung dieser Fall auf den folgenden
zuriickgefiihrt werden konne, kann man aus den Andeutungen am Ende von
Kapitel III dieser Arbeit entnehmen; doch ist zu bemerken, dass, um das Resul-
tat zu erlangen, die Anwendung des Satzes von PoLya und LINDWART natiirlich
rascher zum Ziel fiihrt (siehe unten).

3. Geniigen die Nullstellen der Abschnitte einer Bedingung der Form

y=n

14
2 I L < M fir alle n und feste positive Grissen p und M, so konvergiert

v=11Tr,n
die Potenzreihe nirgends oder in der ganzen Ebene.
Denn in jedem Kreise || < R hat P,(z) hochstens » = M- R? Nulistellen.
O (n)

Es wire also lim —, =0, wenn ®(n) fir den Kreis |z|= R gebildet wird, so

7N =

dass der Konvergenzradius grosser als R sein miisste.

Dass in den gennanten Fillen die dargestellten ganzen transzendenten Funk-
tionen, falls wir R = o ausschliessen, von endlichem Geschlecht sind, und die Be-
stimmung desselben hat Herr PoLya zugrst, in Verallgemeinerung LAGUERRE’scher
Untersuchungen, fiir Fall 2. sowie allgemeinere Fille ausgefiihrt. Diese Tatsachen
sind bei weitem in seinen Sitzen iiber Polynomfolgen enthalten, wenn man sie
speziell auf die Abschnitte der Potenzreihen hezieht (vgl. auch unten). Es darf
hier vielleicht bemerkt werden, dass die Arbeiten von PoLya mir die Veran-
lassung zur Beschiftigung mit den hier behandelten Fragen gaben.?

! LAGUERRE, Sur les fonctions du genre zéro et du genre un. QOeuvres I. p. 174—177.

? Vgl. zu diesen ganzen Anwendungen folgende Arbeiten, die sich allerdings zumeist nur,
bzw. auch, auf Polynomreihen beziehen: Pérys, Uber Anniherung durch Polynome, deren simt-
liche Wurzeln in einen Winkelraum fallen. Gott. Nachr. 1913; derselbe, {ber Anniherung durch
Polynome mit lauter reellen Wurzeln. Rend. Palermo T. 36. 1913; PoLya und Lixpwart, Uber
einen Zusammenhang zwischen der Konvergenz von Polynomfolgen und der Verteilung ihrer
Wurzeln, Rend.. Pal. T. 37, 1914; JexTzscH, Sur I'extension d'un théoréme de Lacuerrg, Comptes
Rendus 1914, t. 158; E. Lixowart, Uber eine Methode von Lacuerke zur Bestimmung des Ge-
schlechts einer ganzen Funktion. Gottingen 1914.

Acta Mathematica. 41. Imprimé le 29 novembre 1917. 30
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§ 3.
Betrachtung eines speziellen Falles.

Wir betrachten noch einen speziellen Fall, in dem die Funktion ®@(n) sich
genauer bestimmen ldsst, nimlich den Fall, dass nur ein einfacher Pol auf dem
Konvergenzkreise |#| = R liegt. Es kann dann gesetzt werden: a, +a,x + a,2® +

+---+anx”+-~~=bo+b,z+-~-+b,.x"+~~~+—~g——x—, WO z b,2” einen grisseren

T — - r=0
x,

Konvergenzradius R, als Za,.x” hat. Es ist dann:
0

Pu(z)=a,+a,x+ - +anx® =by+ b+ -+ bua”
y
tafrt 2t D) Q@)+ Rala)
A xl’

1
A n+1
g
Z,
x

I — —-
xl

=by+bx+---+bpa"+a-

Es sei R, > R+2¢. Dann ist in dem Kreise || < B+ 2¢ die durch Eb,. z
=0
dargestellte Funktion regulir, es gibt daher eine obere Schranke M fiir jeden

Abschnitt Zb,,x” von zb z¥, falls man z auf den Kreis |2|< R+ ¢ beschrinkt.

» 0
Daher ist fiir |x|=R+e.

IZb,,x” <M.
0
Es ist aber fiir gehorig grosses =:
(x)"“ (R+e n+l (R+£)"+
== —1I
, s R ) _\V R -
x R+e
;‘—1 R +1 2+7§

beliebig gross, so dass von einem gewissen n ab:
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(x\’n-f-l
. z. —1I
M<|a} —‘;—— '
——1
T,
also auch:
lQn(a'”: vaxv <|Rn(x)|
0
ist.

Daher hat nach einem allgemeinen Satz der Funktionentheorie Q.(z)+
+ R,(x) = P,(x) ebenso viele Nullstellen innerhalb |z|< R +¢ wie R,(2). Rn(x)
hat aber » Nullstellen, so dass von einem gewissen n ab fiir [z|< R+ ¢: @(n)=1n
ist. Damit ist bewiesen:

Satz 3. Liegt auf dem XKonvergenzkreise einer Potenzreihe nur ein ein-
facher Pol der durch die Reihe dargestellten Funktion, so hat jeder Abschnitt
der Reihe von einem gewissen Index an alle seine Wurzeln innerhalb des Kreises
|z| =R +¢. (¢ beliebig klein, positiv.)

Dies gilt schon fiir den Fall zweier einfachen Pole auf dem Konvergenz-

kreise nicht mehr, wie das Beispielf( L + L )= I 2=2‘x"' lehrt, denn
2\i+2 1—2 1—2x .

hier ist @(2n)=2n, aber @(zn — 1) = 2n—2.
Es hat im Allgemeinen keineswegs jede unendliche Folge von Abschnitten
an der ganzen Peripherie des Konvergenzkreises Hiufungsstellen von Nullstellen.

€*
Es lassen sich z. B, wie ich an anderer Stelle zeigen werde, Potenzreihen Za,.x“

y=0
mit dem Konvergenzradius 1 konstruieren, von denen bestimmte Abschnittsfolgen
in jedem endlichen inneren Gebiete der Halbebene R(x) > — 1 gleichmissig konver-
gieren, sonach am ganzen Konvergenzkreis nur vereinzelte Haufungsstellen von
Nullstellen haben koénnen, nidmlich die Nullstellen der durch die Potenzreihe
fiir Ja]<1 dargestellten, durch die Abschnittsfolge fiir R(x) > —1 fortgesetzten
analytischen Funktion (ausser x = —1). Diese Tatsache verdient vielleicht des-
wegen hervorgehoben zu werden, weil, wie nach dem in der Einleitung dieser
Arbeit angegebenen Beweise leicht ersichtlich ist, die von HuorwiTz bemerkte
Tatsache auch giiltig bleibt, wenn man nicht alle, sondern nur unendlich viele
Abschnitte der Potenzreihe in Betracht zieht.
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DRITTES KAPITEL.
Uber Folgen von analytischen Funktionen.

§ 1.
Einige spezielle Folgen.

Die in Kapitel II § 1 fiir Potenzreihen werwendete Beweismethode lisst sich
auf einige Typen von Reihen ausdehnen, von denen hier zwei besonders wichtige
erwiahnt seien:

1. Dic Entwickelungen nach FaBer’schen Polynomen. Diese bilden die
natiirliche, aus der Theorie der konformen Abbildung hervorgehenden Verall-
gemeinerungen der Potenzreihen. Jedem einfach zusammenbingenden, von einer
analytischen Kurve berandeten Gebiete G lisst sich nach FaBEr eine Folge von
Polynomen P,(z),...P,(z), ... so zuordnen, dass jede in G regulire analytische
Funktion F(z) sich auf eine bestimmte Weise in eine in jedem inneren Teilge-

biete von G gleichmissig konvergente Reihe za,.Pi.(x) entwickeln ldsst, die
r=40
nirgends ausserhalb @ konvergiert. Dann gilt folgender Satz: die Nullstellen der

Polynome Zavl’v(x):(),.(x) bhaben zu Hiufungsstellen im Innern von G alle

r=0
Nullstellen von F(x) und nur diese, sowie den ganzen Rand von . Der Beweis
und gewisse Verschirfungen des Satzes sind, wenn man die FaBER'schen Formeln
zugrunde legt, wie vorhin auszufiibhren.

€K
. ) . . a»
2. Die DiricHLET schen Reihen. Betrachtet man etwa eine Reihe 2 ;,i und
ve
sei 0, die Abszisse der Konvergenzgeraden derselben, so liegen auf dieser Gera-

den die Nullstellen der Abschnitte 2 Z—Z =: @, (s) iiberall dicht. Der Beweis ergibt
1

sich nach denselben Prinzipien wie der in Kapitel IT § 1 gefiibrte unter Benut-

zung der Funktionen log Qn(s) an Stelle der dort benutzten "VP,(x). Dieses
log n

zweite Resultat hat mir Herr K. K~orp, dem ich meinen Beweis fiir Potenz-
reihen vorgetragen hatte, giitigst mitgeteilt.
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§ 2.
Allgemeine Betrachtungen iiber Funktionenfolgen.

In dem allgemeinen Falle der Folgen analytischer Funktionen liegt alles
viel komplizierter als bei den Potenzreihen, Denn:

1. braucht das Gebiet gleichmissiger Konvergenz kein Kreis zu sein,

2. kann es aus mehreren getrennten Stiicken bestehen,

3. braucht auf dem Rande eines Gebietes gleichmissiger Konvergenz kein

singuldrer Punkt der Grenzfunktion f zu liegen.

Jedoch sind die einzelnen Gebiete gleichmissiger Konvergenz einfach zu-
sammenhéngend.” Daher sind hier dem Beweise des Hauptsatzes einige elemen-
tarere Betrachtungen vorauszuschicken.

Es sei:

(@) =aoy+a,,x+ - +an 2+

und lim f,(z) = f(2) =a, +a,x +--- + apa™ + - - - gleichwmissig fir || < R — ¢ (¢ belie-

big klein), aber nicht fiir einen Kreis |z| <R +¢ (¢ beliebig klein), ¢ >0. In
diesem Falle bezeichnen wir den Kreis |z|= R als den grossten Kreis gleich-
missiger Konvergenz K um o der Folge f,(z),
der Funktionen f, fiir |x| < R vorausgesetzt ist. Der Konvergenzradius der Reihe

wobei natiirlich die Regularitét

%= w
fur f(x): Za,,,, z* sei ¢,; es soll also sein:

z=0
o2 R
¢' sei die untere Grenze der g,. ¢ sei der Konvergenzradius der Reihe

Za/,,x”. Nach den gemachten Voraussetzungen ist jedenfalls auch o> R. Es
0

sind dann folgende Fille moglich:
1. ¢ > R; o> R. Beispiel:

x¥

I_x+2”x”=(1+2")x"+x”+‘+x"+2+'--

' Vgl. MorreL, Legons sur les séries de polynomes. Paris 191o.
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2. ¢ = R; o> R. Bespiel:

hl@) = 2

=xv+xv+l+....
I—X

f{x) =o0.
0 =1,0=o, R=1.

3. ¢ =R; o= R. Beispiel:

/-v(x)=I+x+x’+---+x“—1+2x"+2x"“+---=i-£~—;
I
f@y=1+x++ -+ttt =T

!
¢d=1,0=1, B=1.

4. ¢ > R; 9= R. Beispiel:

fo@)=1+x+ - Fa =

fa =2

x
'
o=ow, p=1, R=1.

Diese verschiedenen Fille treten mithin schon bei den trivialsten Beispielen
auf. Sei also |z|=R der grosste Kreis gleichmissiger Konvergenz der Folge
fo(z), so ldsst sich ein » = »(J) angeben, so dass:

|f(@)— fo(2)| < 0 ist fiir » > #(6) und |x|<E—¢,,
oder:

d

Ian’_au,vlé(R_el);"

Ist es umgekehrt moglich, ein » = »(d) fiir jedes § zu bestimmen, so dass:

Gn— Qn,y _<_'—6—‘" ist fir » > v{d),
= (R +¢,)"

so ist, falls f(z) und f,(z) alle fiir |z| < R +¢, reguldr sind:
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I '<m n " Qn, o|" ”<5'OE‘ len*
/@) —hia)l< Zlan—anllol <0 g
id‘—**l];'l” fir » > »(d): |z| <R +e,<R+¢,
T R¥e

also die Folge der f,(x) fiir |z| < R +¢,(e, beliebig <e¢,) gleichmissig konvergent.
Mit jeder Folge von Funktionen f,(x) sind nun unendlich viele andere

Folgen verbunden, von denen wir besonders die Polynomfolgen hervorheben.
Wir bilden:

P:(x) =ao,y + AQ1,v X + -+ Ay T*.

Jeder Folge von Zahlenpaaren (v, %,), (#;, #3), . . . (¥5, #Zn)s . o -, WO ¥, <0, <91y <o+
und %, <x%,<---, ordnen wir dann die »(», »)-Folge» P}, P?,...zu. Wir beweisen
dann folgenden Satz:

Jede (v,x)-Folge konvergiert mindestens fiir |#|< R-—¢ (¢ beliebig, &> o)
gleichmiéssig, und es gibt mindestens eine (»,x)-Folge, die fiir kein Gebiet
|z} < R + ¢ gleichmiissig konvergiert (und damit auch unendlich viele).

Es ist klar, dass, wenn eine (v, x)-Folge gleichmissig fiir ein beliebig kleines
Gebiet um o konvergiert, ihr limes wegen lima, , =a, mit f(x) daselbst iiber-

1" 2

einstimmt.
Beweis. 1. Es ist fir » > » (d):

Ian—an,vli . () g’"
(r—3)
daher

/(x)"P:(x)=Z(an_an,r)x""}‘zalwl; |x|<R
0

i=z41

leicht abzuschétzen. Da f(x) fiir |x| < R regulér ist, ist es moglich, ein n(d) so
zu wéahlen, dass:

n

’(x) - zavxv

0

<Jd fiir jz| < R--¢ und m > n(d)

ist, fiir ein bestimmtes von o verschiedenes «.
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Wegen », <x,<#,<--- kann man den Index 2 von #; so gross wihlen, dass
7. 2 n(0) wied fir » > »,(8). Tiic »> 9, (d); r.(d) ist daher:
R-F
2

|f(z) —Pi| < z— J L (R—gr0<dt 28—
0 (R——f) )

Damit ist aber die gleichmissige Konvergenz in | x| < R — ¢ gewihrleistet.
2. Ist 9 =R, so braucht der zweite Teil des Satzes keinen lingeren Beweis,
da dann offenbar keine (»,%)-Folge in einem Kreise |z| < R+ ¢ gleichmissig kon-

vergiert.

Im allgemeinen verfihrt man so. Nach der Bestimmung von R kann man
zu jedem ¢ fiir gewisse d unendlich viele » finden, », < r, < r,<---, fiir die die
Bedingung:

d =, Py, ..
(I) lan—an,r',>,,

(R + &y d < d{e)
fiir je mindestens ein n erfiillt ist. Es gibt also Folgen:

(r,.m), (¥,,m,), ... (1, < ry < ry< --+)
fiir die

J
I Ap an“, Vo | _2 (R +_6_);p“

ist. 0 < d(¢), fiir jedes ¢ > 0, das man vorher gewdhlt hat.

Dies folgt aus den fritheren Bemerkungen. Es miissen hier aber unend-
lich viele verschiedene n vorkommen, denn sonst wiire fiir unendlich viele » und
ein festgehaltenes n:

d
|an'—an,r”| > (R+ 8),;’

wahrend doch lim |a,.—a,,,,,a|=0 ist.

= w

Daher kann man aus der Folge der Paare (v4, n.) eine andere auswihlen,
(Va, %), 80 dass v,41> 1e; #e41 > %. ist.  Wir behaupten, dass die znugehérige
(v, #)-Folge nicht gleichmissig fiir |z] < R+ ¢ gegen die in |x| < R + ¢,(¢, > ¢) re-
gulire Funktion f(x) konvergiert. Denn dann wire:

'f(x)——P’.‘_Z(x)IS_—g fiir » > »(d; und |x| < B+ ¢; also:
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Ll
2 o
Ian_an,vuli(R*“%fur Vi'l/(a), N=0,1,2,..., kg ="MNq
also speziell
L4
2
|a"'a_a"a”’a|i(R+_£ﬁ

was der vorhin getroffenen Bestimmung der n,, v, widerspricht.

Damit ist aber nur folgendes bewiesen: Ist R, , der zu einer (v, x)-Folge
gehorige Radius des gréssten Kreises gleichmissiger Konvergenz, so gibt es
(v,%)-Folgen fiir jedes £>o0, so dass RB,,,< R+e ist; denn die Auswahl der
(v, x)-Folge hing von & ab. Jetzt wihle man, um den Beweis zu vollenden, eine
Folge gegen o abnehmender ¢: &, >¢,>¢,--- lim &, =0 und bestimme zn jedem

n =
von ihnen eine {», x)-Folge, fiir die Rf’")x< R + ¢, ist. Durch ein passendes Inein-
anderordnen dieser Folgen kann man dann eine solche erhalten fiir die R, . < Ri")x

ist fiir jedes n, also <R, da aber nach 1. R, ,> R ist, ist fiir diese Folge:
R, .=R.

Da ein #hnlicher Einordnungsprozess spiater nochmals auftritt (§ 3, Ende),
sei hier dessen Ausfithrung iibergangen.

Damit ist der Hilfssatz bewiesen. Es ist gezeigt: Fiir jede (v, x)-Folge ist:

1. R, 2R
und es gibt eine Folge,
2. fiir die R, . = R ist.

Betrachten wir etwa die Folge f,(2), wo: fu(z)=1+2+2t+- - +a*+

I
I—X

+2vtl.grtlp v+t 4. g0 st 11,i£1w folz) = f(x) = fiir |x|__<=—;-, also
R=§; wihrend z. B. fiir die Folge (v, »):

Plxy=1+z+ --+2", R,,,=1
ist, jedoch fiir die Folge (v, 24):

PP@) =14z + - +a +2'+lav+ 4. 4 22v.a2 R.,,2,=§=R ist.

Acta mathematica.  41. Imprimé le 30 novembre 1917. 31
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Es seien noch folgende Bemerkungen iiber die Konvergenzbedingungen bei-
gefiigt. Der Konvergenzradius von f,(z) ist gegeben durch:

= = Tim "Vian,, |,
Ov ne o

der von f(x) durch:
I- Iim "V]aal;
0 new

es ist ferner:
¢'= lim o,

Sind also die Gleichungen lim a,,, = a, bekannt, d. h. konvergieren im Punkte

o die Folgen f,(0); f.(0);--- gegen endliche Zahlen, so sind die Bedingungen
¢>0, ¢ >0 notwendig, jedoch nicht hinreichend fiir die gleichmissige Konver-
genz in einem noch so kleinen Gebiete um o. Dies lehrt folgendes Beispiel:
folz) = (v-2)"; f(x) =0. Hier ist g,= o, ¢ =, p= 0, aber BR~=o0. Die not-
wendigen und hinreichenden Bedingungen also dafiir, dass ein Punkt o, in dem

lim fi”)(x= 0,1,2,...) simtlich existieren, Mittelpunkt eines Kreises gleichmaissi-

P = O
ger Konvergenz sei, lauten:
1. ¢>0,0>o0.

2. Es gibt eine Grisse R derart, dass |a,.——a,.,,,|é§; ist, fiir » > »(d), fir

jedes n und beliebig vorgegebenes J. Umgekehrt ist ein Punkt o, fiir dem
lim a,,, = @, vorhanden ist, ¢' >0, ¢> o ist, dann und nur dann nicht Mittelpunkt
eines Kreises gleichmiissiger Konvergenz, wenn es zu jedem R--o0 Werte d gibt
derart, dass:

lan_an,v|>in
R

ist, fiir unendlich viele Paare (n, »), unter denen solche mit beliebig grossem »
(und folglich #)! vorkommen. Aus dieser Bedingung ldsst sich noch das d weg-
schaffen. Denn sei fiir ein R<-0(R<¢', R<g) und alle n, und alle v > »,:

I
lan — an,vli R,,’

1 Vgl S. 240 unten.
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so 1ist:

m
|f(x)—fv(x)|iZ|an—a,,,v|~|x|"+|x|"‘-—17~—~ fir [r|< R
0 1

N mo R
<§|an—an,v|-|x|"+ (%) -2 fiir |x|<—2--

m—1
Wihlen wir also m so gross, dass (;) <% wird, darauf » so gross, dass:

I\ J
(ER) lan—an,v|<’2—(m
wird fiir n=0,1,2,...m, so wird fiir » > »(m) = »(d) und

v > v, und |x|<§R;

lf @)~ hi@ <2+ 0 =3,

so dass man folgenden Satz aussprechen darf: Ist lim an,,=as, ¢ >0, ¢>o0,

so ist o dann und nur dann kein Mittelpunkt eines Kreises gleichmissiger Kon-
vergenz, wenn es unendlich viele Paare (n,»), lim n = o, lim » = o fiir jedes
R >0 gibt, so dass fiir diese:

I
Ian_an,vl>ﬁ

ist. Man kann offenbar diese Betrachtungen benutzen, um Bedingungen fiir
die Grosse des R abzuleiten, dies sei hier iibergangen, da sich weiter unten ein
deutlicheres Kriterium fiir R ergibt. Diese ganz elementaren Uberlegungen sollten
vor allem den Zusammenhang der Konvergenz einer Funktionenfolge mit der
Konvergenz der durch sie bestimmten Polynomfolgen erldutern.

§ 3.
Beweis des Hauptsatzes.

Ist R der Konvergenzradius gleichmissiger Konvergenz, so ist es nicht
notig, dass die Nullstellen von f,(x) auf dem Kreise |z]= R auch nur eine
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Hiufungsstelle haben; auch auf dem ganzen Rande des um o gelegenen Gebietes
G gleichmissiger Konvergenz braucht keine solche zu liegen. Dies geht schon
aus dem Beispiel z, 22, 23, ... hervor; freilich ist hier f(z)=o0; jedoch lisst sich

diese Erscheinung auch an Beispielen, wo f(x)== counst. ist, nachweisen. Es sei:

f,,(x)=ez+%+.“+%
fa) =2

Hier ist g—=00,¢'=w,9=1, R=1. (Fall 4, oben.) Hier hat keine der Funk-
tionen f, iiberhaupt eine Nullstelle, von einer Haufung derselben auf dem Rande
des Konvergenzgebietes (gleichmissiger Konvergenz) |z]=1 kann also keine
Rede sein. Es ist leicht, hieraus auch Beispiele von Polynomfolgen mit nicht
konstanter Grenzfunktion zu konstrujeren, bei denen gleichfalls nicht am Rande
von G, geschweige denn auf |z]= R, eine Hiaufungsstelle von Nullstellen der
Polynome liegt.

Dagegen beweisen wir folgenden Satz:

Mindestens eine (v, x)-Folge hat jeden Punkt von |z|= R als Haufungsstelle
ihrer Nullstellen, und dann auch unendlich viele; — sofern sich die Grenzfunk-
tion nicht auf o reduziert.

Beweis. Entweder ist p= R oder ¢>R. 1. Im ersten Falle gibt es nach

dem Haupsatze des Kapitels II eine Folge von Abschnitten von /(x)=2a,.x",
1]

deren Nullstellen jeden Punkt von |z|= R zur Hiufungsstelle baben. Diese
Abschnitte sind sicher unter sé@mtlichen enthalten. Wir wilhlen jetzt v, so gross,

dass sich die Wurzel von P?=a, + a,x von der Wurzel von Pf,2 =a, ,+a & um
> 2
hochstens 1 unterscheidet; sodann », >w, so gross, dass die beiden Wurzeln von

Pd=gq,+a,2+a,x® sich von denen von Pi,:“ +a

. v
0,0 T Gy 1 T+ B, 2° UM hochstens

2 dem absoluten Betrage nach unterscheiden usw. Man kann so verfahren, da

lim a,,,=a, ist, es sich jedesmal nur um endlich viele Koeffizienten handelt

und unter Benutzung des Satzes, dass die Wurzeln einer algebraischen Gleichung
stetig von den Koeffizienten abbingen. Es ist dann klar, dass sich die Null-

stellen von P:a an denselben Stellen hiufen werden wie die von P¢, d. h. lings

des ganzen Kreises |z|=R. Damit ist der erste Fall erledigt. 2. Ist ¢> R,
aber ¢'= R, so kann man noch &hnlich einfach verfahren. Die Abschnitte von
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-f»(x) haben als Haufungspunkte ihrer Nullstellen alle Punkte der Peripherie
|z]=¢,. Wir wihlen einen Abschnitt von f,(z): P'(x), der eine Nullstelle hat,

die sich von x = ¢, um weniger als 1 unterscheidet, sodann P}*(x), der eine Nullstelle

L . I . .
hat, die sich von z =g, um weniger als . unterscheidet (, > x,), sodann P}’ mit einer

Nullstelle in der Nihe % von x = — gy, P;' mit einer Nullstelle in der Nihe i

PE 1 4t
= . . . I —
von x =g,-¢ %, P;° mit einer Nullstelle in der Nihe 3 von x=g9;-¢3 usw.;

immer hohere Einheitswurzeln werden benutzt und dabei die Regel 41> %,
beachtet. Man sieht leicht ein, dass man auch hier wegen lim g, = R, und weil

die Einheitswurzeln auf der Kreisperipherie iiberall dicht liegen, eine Polynom-
folge der gewiinschten Art erhilt.

3. Es bleibt der Fall ¢'> R, o> R zu erledigen, der anders zu bebandeln
ist. In diesem Falle gibt es nicht fiir jedes J ein »(d), so dass fiir alle » > »(d)
und alle #:

6 —
(R + &)

Ian _an,vlé

ist, fiir ein beliebiges, aber fest gewiibltes ¢. Es gibt also fiir jedes ¢ nach § 2
unendlich viele Paare

(my, ¥)s (Mg, 75)y ..y B <My <My <+, v, < ¥, < ¥y < -+, fiir die:
|an— an o|> A
’ (R+¢)

ist, 0 < d(e), ¢ beliebig klein, aber fest.
Wihlen wir also die Folge (xq, v4) ={(n,, v4), so ist fiir diese:

d
Iaxa_axa'val>—“—(R+e)—xa- (I)
. . __— . o—R
Nun soll ¢ > R sein, es ist also méglich von vornherein e=—2—,e=R +2¢e zu

setzen. Nun folgt

d
Iacxa,va|> w—+£);;—|ana|.

. T, I . .
Es ist aber lim“V}a,]| =E, also von einem gewissen x ab:
o o= 0
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8 x. - -
|ax|()"< (I +m) » Ait(é).

Mithin:
J I A
Ia"u,“’a|>(R_*_E)fa_(R-{-zs)"a.(I+2(R+5))
1+ : N
>__.I_,._._ . 2(R+€)
(R + &)*a bt
{ R+e]

demnach fiir #, >#(d), d. h. « gehorig gross gewihlt:

SO T
|aza,vﬂ| 2 (R + &)*a
oder auch

ao,,.a

2 (R + e)"a.

| < I Qo,vg I

a”a’ “q
Der Ausdruck auf der linken Seite stellt das Produkt dar aller Wurzeln von
Qy,v, + ay,v,T +.--+ a,‘a,va-zx”’= /:Z (x) .

Die Zahl derselben innerhalb |z|—= R+ 2¢ bezeichnen wir mit @(vq,xs); die
kleinste mit Loy vy - Es ist dann (vgl. Kap. II § 2):

Qo,r ' x, —D(vg %
“1> lxva:xal (a,*a). (R + 2¢) (*a, *a)
Biysvg
dabher:
Q(W"’“i) _ ("’a,"a_) 1

l JE—
O B e e L)

Nehmen wir der Einfachheit wegen an, dass a,-=o sei, so folgt hieraus ohne
D(vgy, %q

weiteres, dass lim —)=]=o sein kann; denn dann ergibe sich links B + z¢,

a=® “a
rechts B + ¢ als limes.
Damit ist bewiesen: im Falle ¢'> R, o> R lasst sich fiir jedes ¢ >0 eine



Untersuchungen zur Theorie der Folgen analytischer Funktionen. 247

Folge (vq,#,) angeben, so dass, wenn @(»,, %,) die Anzahl der Nullstellen von f:‘l‘:

innerhalb jz] = R + ¢ bedeutet, lim O e, #) ==p ist.

a= Aa

= O(v, % . . . . . .
Dass sogar lim D(var %a) _ 1 ist, erwihnen wir ohne Beweis; es ergibt sich

a=w Aa
dhnlich wie oben Kap. IT § 2 ohne neue Schwierigkeit.

Dieser Satz enthilt natiirlich noch nicht den Hauptsatz fiir o' > R, o> R,
er gewihrleistet nur eine Hiufungsstelle auf dem Kreise. Dagegen ist zu be-
merken, dass zum Beweise desselben nur ¢ > R, nicht ¢’ > R benutzt worden ist,
und wenn wir die Betrachtungen fiir ¢ = R oben mit denen von Kap. II § 2
kombinieren, so ergibt sich der allgemeine Satz:

Ist |a] = R der grosste Kreis gleichmissiger Konvergenz um o einer Folge
f+(x), und ¢ eine beliebig kleine positive Grosse, so lisst sich eine (, x)-Folge

angeben, fiir die lim O(ra, %) _
a=® Aa

1 ist, wobei @ sich auf den Kreis |z]| =R +¢

bezieht.

Dieser Satz ist fiir die Anwendungen wichtig.! Speziell besagt er: Es gibt
eine (v, x)-Folge, dass sowohl die ersten wie die zweiten usw. Wurzeln von f::,
wenn man die Wurzeln der Grosse nach ordnet, auf |z| = R eine Haufungsstelle
besitzen.

Um den Beweis des Hauptsatzes zu Ende zu fiihren, verfahren wir wie
folgt. Es sei z, = Re‘® ein Punkt auf [z] = R, der fiir keine (v, x)-Folge ein
Héufungspunkt von Nullstellen sei. Dann lidsst sich um ihn ein Kreis K be-
schreiben, so dass innerhalb keine der Funktionen f; von gewissen », und %, ab

Nullstellen besitzen. Es gibt aber eine (v, x)-Folge, fiir die:

d

Ia"a_a"a“’al >m

ist, bei festem d und ¢. Dies ¢ denken wir uns so gewihlt, dass ein Stiick von

! In der vorstehenden Uberlegung ist folgender Satz enthalten: Bestimmt man fir jede
v, %)-Folge den lim x“l/'a d
o=® Px,v
der kleinsten unter den drei Zahlen p,¢',¢"". Man kann diesem Satz eine allgemeinere Form
geben, wenn man beachtet, dass ax, v,'va! der Wert der xa-ten Ableitung von f», im Punkte
o ist, und statt des Kreises |2| = R um den Nullpunkt den entsprechenden um einen beliebigen
,axafva
Punkt & der Ebene aus va! ( "
) dx"a
Cavcuy'schen Formel fiir den Konvergenzradius einer Potenzreihe fiir allgemeine Funktionen-
folgen geleistet.

und ist p" die untere Grenze aller px,v, so ist R gleich

"a,"al

) bestimmt; es ist damit die Verallgemeinerung der
2
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dem Kreise |#| = R+ 3¢ noch im Innern von K verlduft, und ¢ > R+ 3¢ ist.
Nun ist es, #hnlich wie in Kap. II § 1, moglich, fir jede der Funktionen VI/E
*>%,, ¥> v, einen Zweig so zu bestimmen, dass auf diese dann der Satz von
STiELTJES Anwendung findet; es folgt dann, wie a. a. O., dass jede Folge von
diesen Funktionen yl/E %>y, ¥ > v,, die einer (v, z)-Folge entspricht, in jedem
ganz im Innern von K gelegenen Gebiete gleichméssig gegen 1 konvergiert. Wir
fassen speziell die Folgen (x4, v¢) und (x, — 1, #;) ins Auge; es ist dann, wie

eben gezeigt:

W
"‘_]VI_/;‘Z—"Tl <14e,

und zwar in jedem ganz im Innern von K gelegenen Gebiete, also auch fiir
Punkte vom absoluten Betrage R+ 3¢. Dann ist auch:

<I-+tg,

fir « > a(s,)

fa_1|—| ““I<2(I+£J)"“ fir a >a(e,), z in K.

Es ist aber lim x“]/ra_xa—]ég. also fiir « > a{d,):

a =

Jara €% < (x + 8,
oder:

(1+6,)%a _ (1+3¢)%
< < .
idxa|= g"a =(R+38)"a

Andrerseits ist:

I

|axa,val £ 27 (1 + &0V e iy

|@xg — g ve | < —{(1 + 8,0 + 2(1 + £)*a)}

(B+3¢) 36)"
fir « > a(d,)
a > ale,).

Da nun aber

g

Iaxa—axa I> R+£)"a
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ist, bei festem ¢ und. ¢, so miisste sein:

) ' ,
(R + é:)zu. < (R%:;’)’Tl {(I + dy) e +2(1+ ’Eu)/'“} .

Wir wahlen nun etwa

&y = 60 = & ?R‘j—i’
so ergibe sich:
(B DS
()<(R+3£)’ (R+26) (R+b)z'b

oder:

Das ist aber ausgeschlossen.

Damit ist bewiesen: Fiir jeden Punkt des Kreises |x|= R ldsst sich eine
(v, z)-Folge finden, deren Nullstellen ihn zum Hiufungspunkt haben.

Jetzt beachte man, dass, um eine Folge der im Hauptsatz vorgesehenen
Beschaffenheit zu erhalten, es offenbar geniigt, nur zu verlangen, dass ihre Null-
stellen alle Punkte z = R-&, zu Hiufungspunkten hitten, wo ¢, eine beliebige
Einheitswurzel sei. Diese aber sind abzihlbar, sie seien, irgendwie mit (1), (2),

.{n), ... bezeichnet. Es gibt nun nach dem Bewiesenen eine (», z)-Folge (v, z),,
die unter ihrer Nullstellen beliebig nahe bei (1) belegene besitzt usw. Diese
(r,#).-Folgen denke man sich nun so ausgewihlt, dass auch jede unendliche
Teilfolge von (r,%), den Punkt («) als Haufungsstelle ihrer Nullstellen besitzt.
Dann bilde man eine neue Folge aus allen diesen zusammen, welche mit jeder
von ihnen eine unendliche Teilfolge gemeinsam hat. Das geschieht etwa nach
folgender Regel. Man nebhme 1. (7,,%,),; 2. aus (v, %), das erste Indexpaar fiir
das » > w».,,, «>=%,,, ist; 3. aus (v, %), das niichste nunmehr mogliche, das also
geniigend grosse Indices besitzt; 4. wieder das nichstpassende aus (»,%),; 5. aus
(v,4),; 6. aus (v,%),; 7. aus (v, #),; 8. aus (v #),; 9. aus (7, z); usw. Man wendet
also ein dhnliches Verfahren an wie G. CanTor beim Nachweise transzendenter
Zahlen. Diese neue Folge hat dann alle gewiinschten Eigenschaften, w. z. b. w.

Acts mathematica. 41. Imprimé le 7 décembre 1917. 32
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§ 4
Anwendungen.

In diesem allgemeineren Falle ist der Hauptsatz nicht von so unmittelbarer
Anwendbarkeit wie im zweiten Kapitel. Er deckt jedoch den Grund auf, warum
eine Folge wie

&= z"
- .~+ - +1
fn=e n “=1+x+~-~+x”+c,,+1x" 4+ -

nur im Einheitskreise konvergiert, als in der Verteilung der Nullstellen der Ab-
schnitte gegeben und erledigt somit theoretisch vollstindig die gestellte Frage.
Fiir die Anwendung kommt er jedoch vor allem desbalb nicht leicht in Betracht,
weil tlber die Nullstellen der Abschnitte einer Funktion, z. B. einer ganzen
transzendenten Funktion oder auch eines Polynoms wenig bekannt ist. Nur die
einfachsten Félle lassen sich sofort erledigen. So, wenn eine Folge der von
Herrn PiTrOVITCH betrachteten ganzen transzendenten Funktionen, deren Ab-
schnitte lauter positive (oder reelle) Wurzeln hahen, in einem beliebig kleinen
Kreise konvergiert, so konvergiert diese Folge immer; und eben dasselbe gilt
fiir Funktionen, deren Abschnitte lauter Wurzeln in einer Halbebene haben, wie
sie Herr PoLvaA behandelt hat und in dhnlichen Fillen.

Dagegen ist der Satz, den die Herren PoLya und LiNDpWART, und sodann,
unabhdngig von ihnen, Verfasser iiber Polynomreihen aufgestellt haben,! nicht
ohne weiteres den vorstehenden Betrachtungen zuginglich. Dieser Satz lautet:

r=g9n p
Ist fiir eine Folge von Polynomen gleichzeitig die Summe 2 l;}-»l <M, wop
Y, n

r=1
und M feste positive Zahlen sind und x, , die Wurzeln von P,(z) bedeuten und
kounvergiert diese Reihe in einem beliebig kleinen Gebiete, so konvergiert sie
immer (und stellt eine Funktion von endlichem Geschlecht ¢ <p dar). Die Vor-
aussetzung iiber die Konvergenz in einem beliebig kleinen Gebiete kann (nach
ViraLl) durch die andere ersetzt werden, dass Konvergenz in unendlich vielen
Punkten mit einem Hiufungspunkt im Endlichen statthabe. Um diesen Satz,
dessen direkter Beweis nicht sonderlich umstiindlich ist, mit dem in Vorstehen-
den entwickelten Tatsachen in Zusammenhang zu bringen, bedarf es einer linge-
ren Uberlegung, deren Resultat zwar eigentlich ins Gebiet der Algebra gehort,
aber wie es scheint (ausser im Falle p=1) durch die Methoden der Theorie der
ganzen transzendenten Funktionen, allerdings die einfachsten, leichter gewonnen

! Vgl die 8. 233 angegebenen Arbeiten.
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wird.! Die dazu nétigen Hilfsmittel sind simtlich in der Dissertation des Herrn
LinoWART enthalten, der sie jedoch unter einem ganz anderen Gesichtspunkte
verwendet. Es mdge geniigen, den wichtigsten hierhergehdrigen Satz ohne Beweis
anzufiihren, der den erwiihnten Satz mit den hier entwickelten verkniipft.
Ista,+a,x+ - +ap_12P— 1+ - + a,2"==0 eine algebraische Gleichung mit den

ki
14 .
Wurzeln z,,z,,---x,, und fiir diese ZI%l < M, so sind fiir alle Abschnitte
1 VY

Popiv=a,tax+--+ap_12?2~ '+ +aqpy, 2Pt 1

Y=2,3...n+t1—7p

P o= (]

S\

P

w1
zeln von P.(xr) =0 bedeuten, unterhalb einer nur von ¢,a,,...ap—1, M (nicht
von ay, . ..as, n) abhingigen Grdsse A gelegen, fur jedes ¢ >o.

+e
(und iiberhaupt fir alle Abschnitte), die Summen ’ , wo x, , die Wur-

Ty,

! Vgl. namentlich Kapitel ITI der Dissertation von Lixpwart; in § 2 wird daselbst auch
ein algebraischer Bewseis des wichtigsten hier in Betracht kommenden Hilfssatzes gegeben.
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