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Einleitung. 

Betrachtet man die Abschnitte P,(x) = i + x + zs+ .-- + ~", n = z, 2 ..... der 

Reihe: z +x + zs+ ..-+ z"+--., deren Konvergenzkreis Ix[ = z ist, so bemerkt 

man, dass jede Einheitswurzel ausser z Nullstelle eines Abschnittes Pn(z) ist, 

so dass die Menge M der Nullstellen aller Polynome P,(x) auf dem Kreise [z[ = x 

iiberall dicht liegt, jeder Punkt des Konvergenzkreises also H~ufungsstelle yon 

Nullstellen der Abschnitte ist. Sei nun eine Potenzreihe: 

t i e  4-  t t t x  4-  t t = X  2 4-  . ' -  -t- t t n X  n 4 -  �9 �9 �9 

mit dem endliehen Konvergenzradius R vorgelegt, so fragt es sich, ob eine iihn- 
liehe Beziehung zwisehen dem Konvergenzkreis I x [ =  R dieser Reihe und den 
Nullstellen ihrer Absehnitte Pn(z) = ao + a~x + a2~ z + . . .  + a ~  bestehe,  wie bei 
der betrachteten speziellen Reihe. Diese Frage wird im Folgenden bejahend 
beantwortet,  d. h. es gilt folgender Satz: 

J e d e r  Punkt  des Konvergenzkreises einer Potenzreihe ist HKufungslmnkt 
fiir Nullstellen ihrer Abschnitte. 

Betrachtet man also die Menge M der Nullstellen aller Abschnitte der Reihe 

~ a ~ x ~  und bildet die Menge M f ihrer Hiiufungspunkte, so gehSren zu M': 
4 J ~ 0  

1. allo Nullstellen der durch die Reihe dargestellten analytisohen Funktion, 
soweit sic im Innern des Konvergenzkreises liegen, und innerhalb desselben liegen 
auc.h keine anderell Punkte yon M'; 

2. die ganze  Peripherie des Konvergenzkreises. 
Das erstere ist bekannt und ganz einfach einzusehen, ~ das zweite ist bisher 

i Vgl. HURWITZ, Ober die Nullstellen der Besselschen Funktion. Math. Ann. Bd. 33, 188"9. 
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nur in dem einfachen Falle, dass alle Koeffizienten a+. reell und positiv sind und 

der Bedingung ao >a l  > a2 > ' "  gentigen, unter  Benutzung eines a]gebraischen 

Satzes yon KAKEYA von den Herren LII~DWART und P6LYA 1 bewiesen worden. 

Die Tatsaehe, dass mindestens ein Punkt  des Konvergenzkreises zu M' geh5rt, 

hat  Herr F. LUK~.es unl~ingst bemcrkt. ~ 

Der Satz yon HURWITZ ist eine Folge der gleiehm~sigen Konvergenz der 

Potenzreihe in jedem im Innern des Konvergenzkreises gelegenen Gebiete. Sei 

zun~ichst Xo eine r-faehe Nullstelle der dutch die Potenzreihe dargestellten Funk- 

tion l(x) uncl IZol<R,  so liisst sieh um x 0 ein kleiner Kreis C: [X--Xol<r  ab- 

grenzen, der ganz innerhalb des Konvergenzkreises ]iegt, sodass weder in ihm 

noch auf ihm /(x) eine weitere Nullste]le hat. Die yon o versehiedene untere 

Grenze yon [/(x)] auf der Peripherie dieses Kreises sei ~. Dann ist: 

C 

In C sei I I (x) l<M, I I ' (x) l<M. Es liisst sieh dann fiir jedes noeh so kleines 

< r  ein Index-n  o so bestimmen, dass fiir 

[ P.(x) I > cM 

fiir ]x--xo[ = p, ebenso innerhalb und auf C: 

Ip , , , (=) - - l , (x) l< /  ~al ' 

�9 1 ~ ~2 
I P.(~)--lCx)l < ~ / �9 

Dann ist: 

i , + + + ,  I 
C 

(P'.(x) - -  l'(x))l(x) + {l~x)-- e,,(x))l'(x) d~l < 

J Rendiconti di Palermo. T. 37. S .u .  
Ober eine Eigenschaft des Konvergenzkreises einer Potenzreihe. 

Phys. I9x4. 
Archly d. Math. u. 
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fP'~(z). sodass von einem bes t immten  n ab.l-ff-~(~ax=_.~ 2~zi,, ist, d. h. P,, in C ~ Null-  

c 

st.ellen besitzt .  Dami t  ist bewiesen, dass jede Nullstelle von ](x) Hiiufungsstel le  

yon  Nulls tel len aller  Absehn i t t e  mi t  geniigend hohem In d ex  ist, wobei aueh die 

Vielfaehhei t  der  Nulls tel len beri ieksieht igt  werden kann. ~ 

Is t  umgekehr t  ffir unendl ich  viele Absehni t t e  P,,,(xt):en2(x2) . . . . . . . .  o, 

n~ < n2 < ' " ,  und  lira x~ = x o im In n e rn  des Konvergenzkre i ses  gelegen, so ist 
Y m C O  

/ (Xo)=O;  denu  w~ire I / ( X o ) l = t > o ,  so liesse sich um xo ein Kreis  Ix--xol<q 

abgrenzen,  in welehem I/(x)-/(xo)l~ ~ w~ire, fe rner  ein Index  n o so bes t immen,  
3 

dass I/(x)--en(x)l~- w~ire fiir n>no, Ix--xol<Q, also: 
5 

o J P~(x)  I = I P~(z )  - -  l (x )  + l ( x ) - -  l (zo)  + l(zo)I>__ 3 

w~re in dem Kreise  [x--xol<q, was dem Vorhandense in  unendl ieh  vieler  Ab- 

sehni t te  mi t  Nullstel len in dem b e t r aeh t e t en  Kre ise  widersprieht .  - -  

Der  neue Satz  enthi i l t  (bei weitem) alle bisher  in dieser Hins ieh t  fiber 

die Absehni t te  von  Po tenz re ihen  ausgesproehenen  Ss er s t eh t  abe t  aueh  in 

Beziehung zu den a l lgemeineren Unte r suehungen ,  die die H e r r en  MOI~T~L, ~ S~vE- 

Rt~U, a CARATU#.ODORY und I,A~I~AII ~ fiber Folgen e indeut iger  ana ly t i scher  Funk-  

t ionen i ibe rhaupt  angestel l t  haben.  Es gilt  nKmlieh da rnaeh  folgender  Satz :5  

Wenn  eine Folge e indeut iger  ana ly t i sehe r  Funk t ionen ,  die s~imtlieh fiir 

Izl<R regular  und,  in dem Kreise Ixl<R yon o und  i versehieden sind, in 

unendl ich  vielen P u n k t e n  dieses Kreises mit  einem Hi iu fungspunk t  im Inne rn  

desselben konverg ie r t ,  so konverg ie r t  diese Folge  im Inne rn  des Kreises I 1= R 

iiberall, und zwar in jedem kleineren Kreise  [ x l < R - - r  gleiehmKssig. 

W e n d e t  man  diesen Satz  auf die Absehn i t t e  der  Po tenz re ihen  an, so liisst 

sieh leieht  folgern, dass die Menge der  Nulls tel len und der  Einsstel len der  Ab- 

sehni t te  z u s a m m e n g e n o m m e n  die ganze Per ipher ie  des Konvergenzkre i ses  aus- 

fiillen, wiihrend bier dasselbe yon  der  Menge der  Nullstellen a l l e i n  bewiesen 

werden wird. 

Vgl. aueh unten Kap. II w 3 Ende. 
2 Leqons sur les s6ries de polynSmes ~ une variable eomplexe. Paris 19m. Sur les points 

irr6guliers des s6ries eonvergentes de fonetions analytiques. C.R., Paris, T. I45, p. 9m---913 �9 19o7. 
'~ Sulle sueeessioni infinite di funzioni analitiehe. Atti del IV ~ Congresso. Roma, T. 2, 

p. 153--193. I9o9. 
" Beit~ge zur Konvergenz yon Funktionenfolgen. S.B. Berlin I9xx, p. 587--613. 
5 CAIIATH~ODORY U. LANDAU, 1. e. p. 598--6oo. 
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In dem allgemeineren Falle, bei Polynomreihen etwa, gilt jedoch der ana- 
loge Satz schon nieht mehr; es kann vorkommen, dass auf dem Rande des Ge- 
bietes gleichmiissiger Konvergenz t einer Polynomfolge kein Hiiufungspunkt der 

o-Stellen der Polynome liegt; ein einfaches Beispiel hierfiir s. u.; ~ dass die 
t t~ufungspunkte der o- und I-Stellen der Polynome zusammengenommen ihn be- 

decken, erscheint daher  als das beste in dieser Richtung zu erzielende Resu]tat. 
Nut  einige spezielle, aber besonders wichtige, Klassen yon Reihen haben die in 
Rede stehende Eigenschaft mit den Potenzreihen gemein. 

Vielmehr ist hier folgende Erwiigung anzustellen. Es sei: 

l ~ ( x ) = a o ~ + a , . ~ x + . . . + a n , x ' ~ +  . . .  ( r =  1,2,3 . . . .  ) 

die Entwiekelung yon Iv(x) in der Umgebung des Nullpunktes, und lim/~(x) = / ( x )  

in dem (notwendig einfach zusammenh~,ngenden) Gebiete gleichm~issiger Konver- 

genz G, das den Nullpunkt enthiilt. I x l = R  sei der grSsste Kreis um o, der 
noch in G liegt. (Genauere Bestimmung s. u.) Dann kann man unendlich viele 
Polynomfolgen aus der Fo]ge /~ herausho]en, indem man etwa setzt: 

l~,(x) = ao~ + a , , . x  + . . .  + a ~ x  ~" 

und die Polynomfolge /~(x) ,  u -- I ,  2, 3 . . . . .  vl < r2 < ~'8 < " "  ; zl < z~ < z 3 <. .-  be- 

t rachtet ;  fiir diese ist dann zuniichst ebenfalls: 

lim 1,,, (x)= t ( x )  in G. 

Man findet nun folgenden allgemeinen Satz: 
J e d e r  Punkt  des Kreises IxI=R ist H~iufungspunkt fiir die Nullstellen 

einer Polynomfo]ge der besehriebenen Art, und auch unendlich vieler; oder es 
gibt eine (und also aueh unendlieh viele) Polynomfo]gen der beschriebenen Art, 

fiir die alle Punkte  von l x[ = R H~ufungspunkte der :Nullstellen sind. 
Sucht man also fiir jede derartige Polynomfolge ( r , z )  die Hiiufungspunkte 

ihrer Nullstellen, so gehSren zu ihnen, wenn alle mSglichen Folgen (v, z) in Be- 

t racht  gezogen werden: 
1. die Nullstellen yon /(x), die innerhalb [ x [ = R  liegen, und innerhalb 

dieses Kreises liegen keine anderen Hiiufungspunkte; 

i Odor eines derselben. 
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2. die ganze Peripherie des Kreises I x I - R ,  des grfssten um o mfgliehen, 

im Gebiete gleiehmKssiger Konvengenz gelegenen Kreises. 

Die Begriindung der beiden ausgesprochenen Siitze bildet den Haupt inhal t  

der folgenden Arbeit. Beim Beweise derselben spielt der Satz von VITALI 1 fiber 

Konvergenz yon Funktionenfolgen die Hauptrolle;  ich gebe daher in Kapitel  I 

unter  Benutzung einer bekannten, yon Herrn  Professor SCaWARZ angegebenen 

Ungleichheitsbedingung einen sehr einfaehen Beweis fiir ihn an. Kapitel  II  han- 

delt von den Absehnitten der Potenzreihen; es werden ausser dem erwiihnten 

Hauptsa tz  (w I) einige, in gewisser Hinsicht seh~irfere Bedingungen ffir die Null- 
stellen der Absehnitte hergeleitet (w 2, w 3), ferner Anwendungen auf spezie]le 

F~ille gemacht (w z). In Kapitel  I I I  werden zun~iehst einige allgemeinere Klassen 

von Funktionenfolgen angegeben, fiir die der ffir Potenzreihen giiltige Satz gleich- 

falls gilt (w x), dann folgen ganz allgemeine Bemerkungen fiber Funktionenfolgen 

und ihre gleichmiissige Konvergenz; in w 3 beweise ieh den Hauptsa tz  nebst  eini- 

gen Zus~itzen und Versehiirfungen und gebe in w 4 einige Ausfiihrungen fiber die 

Beziehung des Hauptsatzes  zu einigen, neuerdings in Verallgemeinerung LAGUER- 

R~'scher Untersuehungen yon den Herren PfLYA, LINDWART und mir aufgestellen 
Si~tzen fiber Polynomfolgen. 

ERSTES KAPITEL.  

D e r  Sa tz  yon  V i t a l i .  

Herr  VITALI hat folgenden Satz iiber Folgen analytischer Funktionen aus- 
gesproehen und bewiesen: ~ 

Ist  f~ (x),/~ (x ) , . . .  eine Folge eindeutiger analytiseher Funktionen, die in einem, 

ira Endlichen gelegenen, Gebiete G s~mtlich reguliir sind und dem absoluten Be- 

trage nach unterhalb einer gemeinsamen Schranke M liegen, konvergiert  ferner 

die Folge in unendlich vielen Punkten  dieses Gebietes mit einem im Innern 

x Sopra le serie di funzione anaZitiche; Annali di Matematica (3), T. to. -- Herr E. LA~o~tv 
hat in seine vor Kurzem erschieuene Schrift: Darstellung und Begriindung einiger neuerer 
Ergebnisse der Funktionentheorie, Berlin xgIf, den Beweis des Hauptsatzes fiber Potenzreihen 
aufgenommen, wobei er jedoch statt des VI~ALX'schen Satzes den HADA•AaU'schen Dreikreise- 
satz heranzieht (vgl. I. c. S. 14 und S. 80---83). 

Siehe oben. 
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dieses Gebietes gelegenen H~iufungspunkt, so konvergiert die Folge/~(x) in jedem, 

ganz- im Innern yon G gelegenen Gebiete G~ gleiehmiissig gegen eine daselbst 

reguliire analytisehe Funkt ion ](x). 
Dieser Satz stellt eine Verallgemeinerung dar eines zuerst yon STIELTJES 1 auf- 

gestellten, bei welehem die Konvergenz der Folge in einem beliebig kleinen Ge- 

biete Gt innerhalb G vorausgesetzt wird. Der in der Einleitung erwiihnte Satz 

yon CARATHEODORY und LANDAU folgt aus dem Satz von VITALI unter  Benut- 

zung einer bei den elementaren Beweisen des PICARD'sehen Satzes erh~ltliehen 

Absch~tzung. 

Es ist keine Besehr~nkung der Allgemeinheit, G als Kreis vorauszusetzen 

und G 1 als kleineren, konzentrischen Kreis, und den Mittelpunkt a]s den H~u- 

fungspunkt der Konvergenzpunkte anzunehmen; denn man kann, wie bei der 

analytisehen Fortsetzung, jedes Gebiet GI (bzw. G) dureh endlieh viele (bzw. ab- 

z~ihlbar unendlieh viele) Kreise ersehSpfen, in denen die gleiehm~ssige Konver- 

genz dureh das fiir das Kreisgebiet bewiesene Theorem siehergestellt wird. 

Wir setzen also speziell voraus: 

I. /~(x), v .... I,  2 . . . .  sind eindeutig und regulhr fiir [xl<R; 
2. II,(x)I<M fiir Ixl_< R; 
3- lim ],,(x.) existiert fiir unendlich viele Punkte x,,(rt= I, 2 . . . .  ), wobei 

Ix,,I<R und lira x . =  o ist, und beweisen dann: 

lim/~(x) =/(x) 

existiert gleichmiissig fiir alle Punkte  I z I<R- -~ (~  > o), und /(x) ist daher eine 

eindeutige reguliire Funkt ion dortselbst. 

Fiir den Satz yon VtTALI sind sehon reeht einfaehe Beweise gegeben wor- 

den, yon CARATH~.ODORY und LANDAU s und neuestens yon Herrn E. LINDELSF; s 

um aber betreffs dieses fiir die folgende Arbeit fundamentalen Satzes nieht anders 

wohin verweisen zu miissen, sei es erlaubt, einen vielleicht noeh kiirzeren Beweis 

hier anzufiihren 

Bewe i s .  i. Es sei: 

/~(x)~a0,~-{-al,v:~+a3,~xs-{ - . . .  (~'---~ 1,2 . . . .  ) fur [ x l < R  , 

dann ist: 

Sur la thdorie des fractions continues. Annales de Toulouse x894. 
~ l.c.w 2. 

a Bulletin de la soeitdtd mathdmatique de France 1914. 
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I 1,,(~) - 1,,(o) I ~ I 1~(~) I + I I,,(o) I ~ 2 M .  

Naeh  einem Lemma yon  H e r r n  Professor  SCHWARZ 1 ist daher ,  d a / , , ( x ) -  1~(o) 

fiir x = o  versehwinde t :  

,/,,(x)--f~,(o),< 2,],I!X! fiir I x l<_ R .  

Es ist mi th in :  

I I . ( o )  - 1,, + m (o) 1 < !  1 . (o)  - 1,,(=,,) I + I1,, (z,,) - I,, + . ,(x,,)  I 

~a 
+ I 1,,+ m(.~,,) - i ,+,,(o) i=< 4 M I  R I+  I l,,(x,,) - -  l ,, + ,,,(x,,) I. 

Da abet" l i ra xa = o is t  und die Funkt ionenfo lge  f f i r  x,, konverg ie r t ,  so be- 
~ a o  

sagt diese Abseh~itzung schon, dass auch  lira 1, ,(o)= lim ao,,. exis t ier t ;  wir se tzen:  

lira ao,,. ~ ao. 

2. Auch lim f,,,l(x)=lim [~(x ) -a  .... exis t ie r t  ffir x,(xa=:o), da  nach  z. 

lira ao,~, =ao exis t ier t ;  es ist  aber  auch,  wegen I],.(x)]<M fiir ]x]<_R: 

M 
l a . , ~ l  <__~ ,  

also ist :  

I t , , , l ( = ) l = l a l , , , + a = , , , x + . . . l < T R -  ~+  + . . . . . .  ~ f i i r  I x I < R - - ~ ;  

mit, hin exis t ier t  naeh demse lben  Schluss wie bei I. attch lira a~ . . . .  a~. ~ 
t , ~  co 

So fahren  wir for t ,  Sehr i t t  vor  Sehr i t t ,  die beiden Schlussweisen abwechseln  

mssend, und  finden die Exis tenz  der  l imites:  

lim a~,,, = a .  ( x  = o ,  z ,  2 . . . .  ) 
~ - - a o  

l a ~ , ~ I ~ M  ist, so ist auch l u l l <  M die Reihe Da 

Gesammolto Abhandlungen. Bd. II, S. Io9. 
~- Dieser zweite Schritt ist hier einem Punkte im Beweise des Herrn LINDI~L(}F ~hnlich. 
Acta mathematica. 41. Imprim~ le 28 novembre 1917. 2 9  
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ao + a~ x + a~x  ~- + �9 �9 �9 --}- a n X  n + " �9 �9 

stel l t  also eine fiir I zl < R regu la te  ana ly t i s che  F u n k t i o n  dar .  

3. Es  ist endlich fiir I x l < R ~ :  

I I (x) - - l , . (x) l< la~ 2a~.x~ + 2a~.,,.x~' 
m + l  i im+l  

oder :  

~'- '~ M R 
I / ( x )  - - / ~ , ( x )  J < ~ Ja~. --a~.,,,JJx V" + 2. ~ , ~ .  (R - -  ~ ) " + ~ . - ~ .  

) . - -0  

Aus dieser  Absch~itzung geh t  abe r  unmi t t e lba r  die gleichm~issige K o n v e r g e n z  

yon  lira I v (x )  gegen / ( x )  fiir J x l < R - - e  hervor ,  denn  m a n  k a n n  m zun~chs t  so 
m C ~  

�9 ( ~ X _. 
gross w~hlen, dass  2 M  . - R - e ' ' ' + I  < 3  wird,  und  sodann  ~ >  ~ ( J , m )  so gross,  

R m e - -  2 

dass  J ao - -  ao,~ J, Ja, - -  al,,, J . . .  ] a m - - a , n ,  ,, J s~mtl ich  kle iner  s ind als -d- i - -  (R - -  ~) ' 2 I - -  ( R - -  ~/)m+l' 
denn  d a n n  wird:  

I I ( x )  - l , , (x) I_ <. a 

iir v ~ v ( J , m ) = v ( ( ~ ) ,  d a m  nur  von  ~ abh~ingt, fiir alle IxI<R--,, w. z. b. w. 

Z W E I T E S  K A P I T E L .  

Ober die Abschnitte der Potenzreihen. 

w 

B e w e i s  d e s  H a u p t s a t z e s .  

Es sei die Po tenz re ihe  ao § a~ x -t- a2x" ~ . . . .  + a~x n +- - - (ao  =i- o) vorge leg t ,  m i t  

endl ichem (yon o und oo ve r sch iedenen)  K o n v e r g e n z r a d i u s  R. Es  ist  d a n n  

nach  C A U C H Y  : 

I 
- -  l ira Vla~ I 
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Die Voraussetzung ao=~=o steUt keine Beschr~inkung der Allgemeinheit dar 

da, wenn a0 == a, . . . . .  a , -1  = o, a,=i=o w~ire, einfaeh die Reihe 

a~, -Jr a ~ , + l  z -4- �9 �9 �9 

betraehtet  werden diirfte, wobei nur die r ' faehe Nullstelle o der Absehnitte ver- 

naehliissigt w~.re. Der n-te Absehnitt:  

P,,(x) = ao + a lx  + . . .  + a , z "  

habe die Nullstellen xl,,,, x2,~ . . . .  xn,,,; es sei [ X l , , , [  < [ ~ 7 2 , n 1 ~  "" " <  [ X n , n  [ .  Eventuel] 

t r i t t  hier ein- oder mehrfach die Nullstelle o~ auf. 

Wir behaupten sodann den in der Einleitung angegebenen Satz fiber diese 

Nullstellen, den wir auch so ausspreeher~ 

In jedem beliebig kleinen um einen Punkt  der Peripherie des Konvergenz- 

kreises Xo = R .  e i'~ besehriebenen Kreise I x -  x015- ~ haben unendlieh viele Ab- 

sehnitte P,,(x) je mindestens eine Nullstelle. 

Bew e i s .  Anderenfalls hiitte yon einem gewissen no ab kein P,,(x) eine Null- 

stelle in [ X - - X o l < r .  Sei daher ~ ein innerhalb des Konvergenzkreises Ix l<R 
und innerhalb des Kreises I x - x o l < ~  gelegener Punkt,  in dem [(x),  die 

dureh die Potenzreihe in ] . x l<R dargestellte Funktion nieht versehwindet, und 

P, , (~ )=r , , . e  i~ so kann man yon den Funktionen "V P,,(x) (n > no) je einen 

Zweig als eindeutige Funkt ion in dem Kreise J X - - X o ] < r  bestimmen dureh die 

Festsetzung: 

.% 
"V-p,,(~) = " V ~ .  e'-, = e,,.e~ '. 

wobei: 

zu setzen ist. 

Ferner ist: 

7g /~ 

n qJ"<~ 

"I X X X 

I~l/ .(~. I~1 t. 
I P " ( x ) l < l a ~  + l z , , . l f ' "  " l x . , . l l  

Da aber die ttEufungsste]len der Nullstellen der P, (x ) ,  soweit sie im Innern 
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des Konvergenzkre i ses  liegen, Nulls tel len der  F u n k t i o n  ](x) sind, und  deren  

kleinste  Nullstelle,  da  a 0 : - o  ist, yon  o versehieden ist, so l~isst sieh fiir die 

Nullstel len aller Pn(x), von einem gewissen n ab, und  wegen ao:  :-o sogar fiir 

alle n, eine yon  o versehiedene  un te re  Sehranke  angeben;  es sei e twa:  

mithin:  

I x~,,~ I > ~ > o (a, n beliebig), 

<_lOol.(  § l ll '' �9 
r , f  

In  dem Kreise  I x - -  x01 < ~ ist aber  I x I < R + ~, daher :  

IP,,(x)l<laol.(x+R+ l ''. 

+R +,) 

so dass die fiir I x - -  xo [ ~ e  eindeut igen,  reguli iren F u n k t i o n e n  "Vi'n(x) (n >no), 
wie sic oben def in ier t  wurden,  in diesem Gebie t  u n t e r  einer  gemeinsamen oberen  

Sehranko liegen. 

Fe rne r  exis t ier t  l im"VPn(_~)=  lim qn.e i~'n und ist gleieh i .  Denn  es ist  

lim P ~ ( ~ ) =  lim r,,.e ia" vorhanden  und  n ieht  gleieh o, da  ~ so ausgesueht  ist, 
n u O O  n ~  

also lim r~ r=i=o, mi th in  lim q. = lim "l/r,, = I und  lim q). = lira ,9, = , - -  = o .  Leg t  

man  nun  die durch  Wahl  des H a u p t w e r t e s  fiir x = g eindeut ig  def in ier ten  Funk-  

t ionen nV-P,,(x) zu Grunde,  so lKsst sieh um ~ ein ganz in I x I< R und I x - x o l  < 

gelegener Kreis  abgrenzen,  in welehem lim "VP,(x) gleiehmiissig v o rh an d en  und 

gleich i i s t ,  wie dies aus der gleichmiissigen K o n v e r g e n z  yon  P , , ( x ) i n  demselben 

leieht  gefolger t  werden kann.  

Es ist  also je tz t  bewiesen:  

I. In  dem Kreise  Ix--x01<_~ sind die F u n k t i o n e n  "VP,,(x) (n > no) eindeut ig  

zu bes t immen,  

2. ebenda  ex is t ie r t  eine gemeinsame obere  Schranke  fiir den abso lu ten  Be- 

t rag  dieser  Funk t ionen ,  

3. in einem innerha lb  dieses Kreises  gelegenen kle ineren Kre ise  ist lira "VPn(x) 
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gleiehmiissig vorhanden und gleieh i, wenn man die Zweige der Wurzeln naeh 

1. passend auswiihlt; ein Teil dieses Kreises liegt in l x - -xo l<-* ,  da sein Zen- 

t rum g dort  liegt. 

Daraus folgt nach dem Satz yon STIELTJES--VITALI: Es ist: 

lira "VP,(x) 
n m o o  

gleiehmiissig vorhanden in dem ganz in [ x - -  Xo I < e gelegonen Kreise I x - -  xo [ < 
= 2  

und dot limes gleieh einer daselbst regul~iren analytischen Funktion ](x). Diese 

muss bier aber I sein, da sio in unendlieh vielen (den dutch 3. bestimmen) Punk- 

ton im Innern ihres Regularitgtsbereiehes diesen Weft  hat, welehe Punkte  aueh 

nieht isoliert liegen, sondern sogar ein Gebiet ausfiillen. 

Damit  ist bewieson: es ist gleiehmiissig fiir I."--'- x,,=21< ~ : 

oder, es l~sst 

ist, und obenso: 

also: 

Es sei ~ - ~  
4 R 

n >n(d)  ~ n ( , ) :  

Folglieh: 

lira "VP,,(x) = i 

sich ein n=-n(~)  so angeben, dass fiir n >n(~)  und Ix xo[< E 
- -  2 

IP,,(x) I_<_(I + ~)" 

I P , , + , ( x ) l < ( ~  + ~),,+1 

I a , ,+ l -x  T M  l =  [P,,+ l(x) - -  P, ,(x)[<2"(1 + (~ ) ; t+  1 

gewiihlt und ] x l = R +  ~', was mSglieh ist, dann ist ffir alle 
2 

+ 1  s V't "4- 1 

s 

I + 4 R  
l ~ + l V l a , , + l l  < . . . .  
. . . .  R +-* 

2 



230 Robert Jentzsch. 

Es ist aber: 

die Bedingung 

oder: 

lim "+lVlan+l] = R ;  
~ all 

i < I "~- 4-R 

R + -  
2 

I + 2 R = Z + 4 .  R 

ist aber bei endliehem R ffir kein ~=~=o erffillt, so dass wir zu einem Wider- 
sprueh gelangt sind. 

Der letzte Schritt des Beweisverfahrens entspricht, wie man leicht sieht, 

folgender allgemeinen Aussage: in keinem Punkte  ausserhalb des Konvergenz- 

kreises ist der lim. sup. der Folge [ P, (x) [, V[ P2(x) l . . . .  "1/[ Pn(~)l . . . .  kleiner oder 
gleieh z. 

w 2. 

Ergitnzungen und l n w e n d u n g e n .  

Mi~ Vorstehendem ist der Beweis des Hauptsa tzes  erledigt. Man kann ihm 

noch folgende Formen geben: 

T. AUS den Absehnitten PI . . . .  P,,, . . .  l~isst sich stets eine (unendliehe) Fo]ge 

herausheben, so dass alle diese Abschnitte in beliebig vorgeschriebener N~ihe 

einer vorgeschriebenen Stelle des Konvergenzkreises eine Nullstelle haben. 

2. Zeichnet man die Nullstellen s~imtlicher Abschnitte P,(x) in der Ebene 
auf und bestimmt zu dieser Menge M die Menge M t ihrer H~iufungspunkte, so 

liegen in jedem Kreise [ x [ ~ R - - e  nur endlieh viele Punkte  yon M I, in jedem 

Kreise [ x [ ~ R + e unendlieh viele; n~imlieh die ganze Peripherie I x I = R.  

Diese zweite Aussage vervollst/indigen wit  durch nachstehende Betrachtung. 

Mit O(n) bezeiehne man die Anzahl der Nullstellen yon P, , (x) innerhalb  des 

Kreises [ x [ ~ R + ~, dann gilt: 

S a t z  2. Es ist fiir beliebig kleines e lira O(n) - - - - =  z, oder es gibt unendlieh 

viele Abschnitte P,~(x), welche mehr als n(i--r  yon ihren n Wurzeln in dem 

Kreise [ x [ ~  R + ~ haben, wobei $ eine beliebig kleine positive GrSsse ist. 
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B e w e i s .  In  d e m  K r e i s e  Ixl-= R - - ~  h a t  [(x) n u r  end l i ch  vie le  W u r z e l n ,  d a  

/(x) eine fiir  I x l  < R regul i i re  F u n k t i o n  ist .  W i r  b e z e i c h n e n  d iese  m i t  x~, x~ . . . .  x,., 

so  da s s  : 

o < I~, I.<:I ~ I =~ .-- .<-I ~ I 

ist.  I n  d e m  K r e i s e  I x I<  R - - r 0  k o n v e r g i e r t  d ie  P o t e n z r e i h e  g le i chm~ss ig  g e g e n  

[(x), es liisst s ich a lso  e in  I n d e x  n(6) so b e s t i m m e n ,  da s s  f i b  n>n(6) die  W u r -  

zeln  x~ . . . . . .  x,.,n y o n  Pn(X) u m  w e n i g e r  als  6 y o n  x ~ , . . ,  x~, a b w e i c h e n ,  u n d  

] x,,+ 1.n [__> R - -  e0 - -  ~ ist .  E s  is t  d a h e r :  

l a ~  I Ix ,  I - - ~ I " ' ( R - - ~ o - - ~ ) + ~ " ' - " ' ( R + ~ )  . . . .  "<") > 
an 

d e n n  O(n)  v o n  den  W u r z e l n  v o n  Pn(X) s ind  k l e ine r  als  R +  ~, v o n  d e n e n  v u m  

wen ige r  a ls  ~ y o n  I x, I . . . .  I x,, I a b w e i c h e n ,  also g rSsse r  s ind als I I x~ I - ~ I, de r  R e s t  

ist  g rSsse r  a ls  R - - % - - 6 .  W/ ih len  wir  6 k l e ine r  als  I-x-~l, so is t  m i t h i n :  
2 

l ao l  x ,  ,' 

( R + e )  n 
l an I" < l ao I n  IZ~l " !~-('-"- "" 

( R - ~ o - - ~ )  " " 

D a  ,g e ine  end l i che  Zah l  i s t  fiir j.edes p o s i t i v e  %, so is t  m i t h i n :  

( R \*(") n I w -  " ~ 8  -- 

l im l an I < ~ - - - - .  h m  6j n , 
. = |  : = ~ + e , , = ~  R % - -  

oder ,  w e n n  wi r  n o c h  e o + 6 = 6~ s e t zen  u n d  b e d e n k e n ,  da s s  es mSgl i ch  sei, ebenso  

wie  ~o und  ~ e inzeln ,  a u c h  % + 6 be l i eb ig  k le in  zu m a c h e n :  

. . . .  �9 (n) 
I l im - -  
- I lR+el. . . . .  

l im ]anIn < - - .  
. . . .  - -  R + ~ ~ R - ~ ]  

I s t  a l so  lira O(n)  . . . . .  a < I ,  so wiire:  
n m r  

l- n , / ; ~  I I i R + g ~a 
lm Vlan I=-~< ~--. "I-~--~-I 

fi ir  al le be l i eb ig  k le inen  6~, a l so  a u e h ,  d a  l inks  e ine  y o n  JL u n a b h i i n g i g e  Gr6sse  s t e h t  : 

i ~ ( R + r ) ~  
R < R + e  R ~' 
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I < I 

R1 . . . . .  (R + +)~-" '  

was fiir , > o, c, < I einon Widersp rueh  enthii l t .  Dahe r  ist fiir jedes ~ > o: 

l i m ~ - ! n ! - - i ,  w. z. b. w. 

E ine  u n m i t t e l b a r e  Fo lge rung  dieses Satzes  l au te t :  H~iufungsstel len der  ers ten,  

der  zweiten . . . .  der  r - t en  . . . .  Nul is te l len von  P n ( x )  (n = I ,  2 . . . .  ) liegen innerha lb  

jedes Kre ises  ]x I ~  R + , ,  also auf  der  Per ipher ie  des Konve rgenzk re i s e s  oder  

innerha lb  desselben.  Als v-te Nulls tel le  von  P , , ( x )  ist  hierbei  x , , ,  bezeiehnet ,  

worm m a n  die Nulls tel len von P, , ( x )  in eine g e i h e  nach  wachsendom abso lu t en  

B e t r a g  geo rdne t  ha t .  Denn  hii t ten nur  die r - t en  Nulls te l len einen H S u f u n g s p u n k t  

der  angegebenen  Lage,  a b e t  nicht  m e h r  die (v + i ) - ten,  so wiire yon e inem ge- 

wissen n ab :  O ( n ) < v ,  also 1-im O(n) ]-im v . . . . . . . . .  o, was  dem bewiesenen Sa tze  

widerspr ich t .  H e r r  F. L u i X c s '  ha t t e ,  auf  e n t s p r e c h e n d e m  Wege,  nu r  ge funden  

O ( n )  > i ,  von  e inem gewissen n a b ,  s t a r t  des genauen  Satzes lira O(n) ~=- = I .  Dies 

is t  ni~mlieh das  genaues te  hier zu erzielende Resu l t a t ,  denn es lassen sieh Re ihen  

O(n) 
angeben,  fiir welche l im - : ~ o. Dazu  b e t r a c h t e  m a n  e twa  zun~ichst die Reihe  

n 

~| ''~. Die Absehni t t e :  
,.=0 

P n ( x )  = i + x + x ~ 4- x ~ + x ~ + . . .  + x ''! 

we v!_<n  < ( r  + i ) !  ist, h aben  im Endl iehen  v! Wurzeln ,  so dass  e twa  fiir die 

Abschn i t t e  P~,_  t O ( n ) ~ ( v - - i )  v ist, also lira O ( n )  _ lira (.v --  I ) !  _ o. Es  ist leieht,  
�9 " n ,,_| v ! - - i  

wegen der  Ste t igkei t  der  Wurze ln  a lgebra i scher  Gleiehungen,  Re ihen  zu kon-  

s t ru ieren,  deren  Koef f iz ien ten  si~mtlieh n ich t  verschwinden ,  und die die gleiehe 

Eigent i iml ichke i t  zeigen. 

Es  b r a u c h t  k a u m  b e m e r k t  zu werden,  dass  s t a t t  der  Nulls te l len der  P n ( x )  

auch  die Nulls tel len von  P n ( x ) - - a  zugrunde  gelegt  werden  kSnnen ;  oder  d a / ( x )  

und f ( x )  im selben Kre ise  um o regulgr  sind, aueh  die Nulls te l len yon  Pr, , (x)  usw. 

A n w e n d u n g e n  der  vo r s t ehendon  Sgtze e rgeben  sieh leicht,  wenn  m a n  spezi- 

elle F~ille be t r aeh t e t .  Es  gel ten z. ]3. folgende S~tze:  

~ l . c .  
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I. Sind die Nullstel len der Abschni t te  einer Po tenzre ihe  von einem gewissen 

n a b  sgmtlich reel, so konverg ie r t  die Po tenzre ihe  en tweder  nirgends oder  in der  

ganzen Ebene,1 denn die Menge M r bes teh t  hier n u r  aus P u n k t e n  auf der Achse 

des Reellen, erfiillt also keinen im Endl ichen  gelegenen Kreis.  Dieser  Satz  s t eh t  

in Bez iehung zu einem Theorem yon  LAGUERRE und ist von H e r r n  PI~TROVITCH 

(ira Fal le  pos i t iver  Wurzeln)  besonders  he rvorgehoben  worden.  

2. Liegen die Nullstellen der Absehni t te  s~.mtlieh in einer  Halbebene ,  so 

konverg ier t  die Po tenzre ihe  nirgends oder  in der  ganzen Ebene ,  und ~ihnliche 

SS.tze mehr .  

Es geniigt  auch,  diese Vorausse tzung nur  ffir unendl ich  viele Absehni t te  zu 

machen ;  wie du rch  eiue algebraisehe B e t r a c h t u n g  dieser Fal l  auf  den folgenden 

zurf iekgefi ihr t  werden kSnne,  kann  man  aus den Andeu tungen  am En d e  yon 

Kapi te l  I I [  dieser Arbei t  en tnehmen ;  doch ist zu bemerken ,  dass, um das Resul-  

t a t  zu erlangen,  die Anwendung des Satzes yon  P(~LYA und LINDWART natf ir l ich 

rascher  zum Ziel f i ihr t  (siehe unten) .  

3- Geniigen die Nullstel len der Absehni t te  einer Bed ingung  der  F o rm 

,.-1 i ~ 1  < M fiir alte n und feste posi t ive GrSssen p und M, so konverg ie r t  

die Po tenzre ihe  nirgends oder  in der  ganzen Ebene .  

Denn  in jedem Kreise  Ixls hat  P,(x)  hSehstens J.,= M . R p  Nulisgellen. 

Es wiire also lira O(n) - - - - =  o, wenn O(n) ffir den Kre is  I x l =  R gebildet  wird, so 

dass der  Konvergenz rad ius  grSsser als R sein miisste. 

Dass in den gennan ten  FS.llen die darges te l l ten  ganzen t r anszenden ten  F u n k -  

t ionen,  falls wir R = o aussehliessen, yon  endl iehem Gesehleehg sind, und  die Be- 

sgimmung desselben ha t  H e r r  PdLYA zu~rst, in Veral lgemeinerung LAGUERRE'seher 

Unte r suehungen ,  ffir Fall  2. sowie al lgemeinere Fiille ausgeffihrt .  Diese Ta t saehen  

sind bei wei tem in seinen S~itzen fiber Po lynomfolgen  en tha l ten ,  wenn man  sie 

speziell auf  die Absehni t te  der  Po tenz re ihen  bezieht  (vgl. aueh  unten) .  Es d a f t  

hier viel leieht  bemerk t  werden,  dass die Arbe i ten  von PdLYA mir die Veran-  

lassung zur  Besehiifgigung mi t  den hier behande l t en  Fragen  g a b e n ?  

~ LAaUERRE, Sur les fonetions du genre z~ro et du genre un. Oeuvres I. p. 174--177. 
2 Vgl. zu diesen ganzen Anwendungen folgende ~rbeiten, die sieh allerdings zumeist nur, 

bzw. aueh, auf Polynomreihen beziehen : P6LYA, ~ber Anmtherung dureh Polynome, deren s~tmt- 
liche :~urzeln in eiuen Winkelraum fallen. G(itt. Naehr. I913; derselbe, Uber Ann~herung durch 
Polynome mit lauter reellen Wurzeln. Rend. Palermo T. 36, 1913; P6LYA und LINDW.~RT, Lrber 
einen Zusammenhang zwischen der Konvergenz yon Polynomfo]gen und der Verteilung ihrer 
Wurzeln, Rend. Pal. T. 37, 1914; 3"ENTZSCIt, Sur l'extension d'un th6or6me de LaGU~.RR~,, Comptes 
Rendus I914, t. I~8; E. LINDWART, Uber eine Methode von L.~GUERRE zur Bestimmung des Ge- 
schlechts einer ganzen Funktion. G6ttingen I9x4. 

Acta Matheraatica. 41. Imprim4 le 29 novembre 1917. 30 
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w 

Betrachtung eines spezieilen Falles. 

Wir betraehten noch einen speziellen Fall, in dem die Funktion O(n) sich 

genauer bestimmen l~isst, niimlich den Fall, dass nur ein einfacher Pol auf dem 

Konvergenzkreise I x l ~ R  liegt. Es kann dann gesetzt werden: ao+alx+a.,x~-r 

+..  + a , x " +  "~bo+b~x+ +b ,x"+  .+ a . . . . . . . . . .  , we b,,~ ~ einen gr6sseren 
I-- r=O 

Konvergenzradius R, als ~.a,.x ~ hat. Es ist dann: 
0 

P,(x)  = a,, +a lx  +. . .  +a ,x"  = be + b,x + . . . +  b,x '~ 

~n') x + ' "  + _ ;  = Q,(x) + R,(x)  
+ a  z +  x 

1 Xl : 

=bo + b~x + . . . +  b,x" + a. 

1~1 T M  
I - -  ~Xll 

X 

Xl 

Es sei R ~ > R + 2 r .  Dann ist in dem Kreise I x l < R + 2 r  die dureh f~b, ,x  ~' 

dargestellte Funkt ion reguliir, es gibt daher eine obere Schranke M fiir jeden 
n ~ 

Abschnitt  ~b~x ~ von ~b,,x", falls man x auf den Kreis ] x l < R + r  besehr~inkt. 
~,~0 0 

Daher ist fiir ] x l ~ R + ~ :  

b I ,,x ~ < M .  

Es ist aber fiir gehSrig grosses n: 

X/n+1 I ,+ ,  ,,+ 

X R + ~  
X l - - - - I  - - -  + I R  2 + ~  

beliebig gross, so dass yon einem gewissen n ab:  
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M < I - I .  - -  , 
x 

I 
x l  

235 

IQ~(x)l= ~b~x~ <lR,,(x)l 
0 

ist. 

Daher hat nach einem allgemeinen Satz der Funktionentheorie Qn(x)+ 

+ Rn(x)= Pn(x) ebenso viele Nullstellen innerhalb [ x l < R + t  wie R,(x). R,(x) 
hat aber n Nullstellen, so dass von einem gewissen n ab fiir [ x l < R +  e: O(n) ---- n 
ist. Damit ist bewiesen: 

S a t z  3. Liegt auf dem Konvergenzkreise einer Potenzreihe nur ein ein- 

faeher Pol der durch die Reihe dargestellten Funktion, so hat  jeder Abschnitt  

der Reihe yon einem gewissen Index an a]le seine Wurzeln innerhalb des Kreises 

]xm=R+e.  (e beliebig klein, positiv.) 

Dies gilt sehon fiir den Fall zweier einfachen Pole auf dem Konvergenz- 

kreise nicht mehr, wie das Beispiel ~ ~ + i  x i - - x  ~ 
0 

hier ist O ( 2 n ) ~  en, aber O ( 2 n - - i ) ~  2 n - - 2 .  
Es hat im Allgemeinen keineswegs jede unendliehe Folge yon Absehnitten 

an der ganzen Peripherie des Konvergenzkreises H~iufungsstellen yon Nullstellen. 

Es lassen sich z. B ,  wie ieh an anderer Stelle zeigen werde, Potenzreihen ~a, .x  ~' 
' ; ' ~  0 

mit dem Konvergenzradius I konstruieren, yon denen bestimmte Absehnittsfolgen 

in jedem endliehen inneren Gebiete der tIalbebene R ( x ) > -  x gleiehmiissig konver- 

gieren, sonaeh am ganzen Konvergenzkreis nur vereinzelte Hiiufungsstellen yon 
Nullstellen haben kSnnen, niimlich die Nullstellen der dureh die Potenzreihe 

fiir I xl < ~ dargestellten, dureh die Absehnittsfolge fiir R(x) > - - i  fortgesetzten 
analytisehen Funktion (ausser x ~ - - i ) .  Diese Tatsache verdient vielleicht des- 

wegen hervorgehoben zu werden, weil, wie naeh dem in der Einleitung dieser 

Arbeit angegebenen Beweise leieht ersichtlieh ist, die von HURWITZ bemerkte 

Tatsaehe auch giiltig bleibt, wenn man nicht alle, sondern nur unendlich viele 

Absehnitte der Potenzreihe in Betraeht  zieht. 
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DRITTES KAPITEL.  

Ober Folgen yon analyt ischen Funkt ionen.  

w I .  

Einige spezielle Folgen.  

Die in Kapitel  II  w I fiir Potenzreihen werwendete Beweismethode ]iisst sieh 

auf einige Typen von Reihen ausdehnen, von denen hier zwei besonders wichtige 

erw~ihnt seien: 
x. .Die Entwickelungen naeh FAB~R'schen Po]ynomen. Diese bilden die 

natiirliehe, aus der Theorie der konformen Abbildung hervorgehenden Verall- 

gemeinerungen der Potenzreihen. Jedom einfaeh zusammenhKngenden, yon einer 

analytisehen Kurve  berandeten Gebiete G ]Ksst sieh naeh FABleR eine Folge yon  

Polynomen P~(x),. . .  P,,(x) . . . .  so zuordnen, dass jede in G regul~ire analytische 

Funktion F(x)  sich auf eine bestimmte Weise in eine in jedem inneren Tei]ge- 
oo 

biete yon G gleichm~issig konvergente Reihe ~a,P~.(x) entwickeln l~isst, die 

nirgends ausserhalb G konvergiert. Dann gilt folgender Satz: die Nullstellen der 
n 

Polynome ~,~a~P~(x)=Q,,(x) haben zu H~tufungsstellen im Innern yon G alle 
I , ~ 0  

Nullstellen von F(x) und nur diese, sowie den ganzen Rand von G. Der Beweis 

und gewisse Versch~rfungen des Satzes sind, wenn man die FABER'schen Formeln 

zugrunde legt, wie vorhin auszufiihren. 

2. Die DIRICHLET'sehen Reihen. Betraehtet  man etwa eine Reihe ~ und 

sei eo die Abszisse der Konvergenzgeraden derselben, so liegen auf dieser Gera- 

den die Nullstellen der Absehnitte ~, =: O,,(s) iiberall dieht. Der Beweis ergibt 

sieh naeh denselben Prinzipien wie der in Kapitel  II  w I gefiihrte unter Benut- 

zung der Funktionen lo~Q,~(s) log n. an Stelle der dort  benutzten "VPn(x). I)ieses 

zweite Resul ta t  hat  mir Herr  K. KNoPJ', dem ieh meinen Beweis fiir Potenz- 

reihen vorgetragen hatte, giitigst mitgeteilt. 



Untersuchungen zur Theorie der Folgeu analytischer Funktionen. 237 

w 2. 

Allgemeine Be t rach tungen  fiber Funkt ionenfolgen.  

In dem allgemeinen Falle der Fo]gen ana]ytischer Funkt ionen liegt alles 
viel komplizierter als bei den Potenzreihen. Denn: 

z. braueht  das Gebiet gleichm~issiger Konvergenz kein Kreis zu sein, 
2. kann es aus mehreren getrennten Stiieken bestehen, 
3. braueht auf dem Rande eines Gebietes gleiehm~issiger Konvergenz kein 

singuli~rer Punkt  der Grenzfunktion / zu liegen. 
Jedoch sind die einzelnen Gebiete g]eiehm~ssiger Konvergenz einfach zu- 

sammenh/ingend2 Daher sind hier dem Beweise des Hauptsatzes einige elemen- 
tarere Betrachtungen vorauszuschicken. 

Es sei: 

/~(x)  = ao,~ + al,~x + . . . .  + a,,,~x '~ q- . . . .  

und lim/~,(x) ~ / ( x )  = ao + a l x  + . . .  + a , x "  + . . .  gleiehm~issig fiir Ix [ ~ R - -  ~ (e belie- 
~ o o  

big klein), aber nieht fiir einen Kreis [ z [ < = R + ~  (~ beliebig klein), ~ > o .  In 

diesem Falle bezeichnen wir den Kreis Ix[ = R als den grSssten Kreis gleieh- 
m~issiger Konvergenz K um o der Folge /~(x) ,  wobei natiirlieh die Regularit~it 
der Funktionen ]~ fiir Ix[ < R vorausgesetzt ist. Der Konvergenzradius der Reihe 

7 , ~ o o  

fiir /~(x): ~ a , , ~ x "  sei ~,; es sell also sein: 
z ~ 0  

,o' sei die 

a.~x ~'. Naeh 
0 

sind dann folgende F/ille m6glich: 
x. Q~>R; q > R .  Beispiel: 

,o ,>R. 

untere Grenze der (~,. (J sei der Konvergenzradius der Reihe 

den gemaehten Voraussetzungen ist jedenfalls auoh #=> R. Es 

= - -  + 2 ~ x ~ - ~  ( z  + 2 ~ ) x  ~ + x T M  + x ' + 2  + . - .  
X ~' 

l,(x) 
I - - X  

l(x)=o 

e ' : l ,  e = ~ ,  R - ~ -  z. 
2 

1 Vgl. MONTEL, Leqons  sur  los s6ries de polyn6mes.  Par i s  I9xo. 
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a. Q ' = R ;  # > R .  

3. 

Robert Jentzsch. 

Bespiel:  

l , ( x ) = x " "  I = z , . + z ~ + ~ +  . . . .  
I - - X  

l (x )  = O. 

Qt==i, Q~oo, R=I. 

# ' = R ;  #=R. Beispiel:  

~" -~- I 
],,(x) : I + x +  x ~ + - ' - + x  ' ' -1 + 2x~ + 2x T M  + . . . .  I - ~ X  

/ ( x )  = i + x + x2 + .  .. + x , ' - L  + x" + .. . 
I 

m . ~  r . 

I m X  

Q t ~ I ,  o = I ,  R ~  I .  

4. r  , o = R .  Beispiel: 

I _ _ ~ r + l  
l , (x) = I + x + -.. + x" . . . . . . . . . .  

I - - X  

I 
l ( z )  . . . . .  

I - - X  

f = ~ 9 ,  Q = I ,  R = I .  

Dioso verschiedonen Fiillo t r e t en  mi th in  schon bei den t r iv ia ls ten Beispielen 

auf. Sei also Ix] = R  der  grSsste Kre is  gleichmiissiger Konve rgenz  der  Folge 

f i ( x ) ,  so li~sst sich ein v =  r(~) angeben,  so dass: 

oder:  

II(x)--t.,,(x)l<__a ist  ffir ,,>~,(8) und 

8 
[ a , , - - a  . . . .  [ < ( R - - e , ) " "  

Is t  es umgekeh r t  m6glich, ein ~----v($) fiir jedes ~ zu bes t immen,  so dass: 

l a " - a " , ' l <  ( R + e , ) "  
ist fiir r > ~ C S ) ,  

so ist, falls /(x) und  / , (x)  alle fiir [x[ < R + ~, reguli~r sind: 
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~ I x l  n 
I I ( ~ ) -  1,,(~) I <- ~ la , , -  a.,,,l" Ix I" S ~-.~( R + ~,)- 

o o 

- I z l  ffir , ,> ,,(~); I x l < R + ~ , < R + n ,  
I 

R + e, 

also die Folge der Iv(x) fiir Ix] < R+e~(~.~ beliebig < ~) gleichmgssig konvergent. 

Mit jeder Fo]ge yon Funktionen /,,(x) sind nun unendlieh viele andere 

Folgen verbunden, von denen wir besonders die Polynomfolgen hervorheben. 
Wit bilden: 

P:(x) = ao, v + a,,.,x +. . .  + a~,~ x". 

Jeder  Folge yon Zahlenpaaren (r,, zl), 0'2, x2) . . . .  (,J,,,, z,,) . . . . .  wo t'1 < ~'~ < J'3 < ' "  

und z, < z~ < . - - ,  ordnen wir dann die }>0', z)-Folge}> P~" P~,  zu. Wir beweisen 
r l  I 2 " ~ 

dann folgenden Satz: 

Jede (r ,  u)-Folge konvergiert mindestens fiir I x l ~ R - - e  (~ beliebig, e > o) 

gleichmRssig, und es gibt mindestens eine 0,,x)-:Folge, die fiir kein Gebiet 

Ix I <=R + e gleichmfissig konvergiert (und damit aueh unendlich viele). 

Es ist Mar, dass, wenn eine (v, z)-Folge gleichmgssig fiir ein beliebig kleines 

Gebiet um o konvergiert, ihr limes wegen lima, . . . . .  a,, mit /(~) daselbst fiber- 

einstimmt. 

Beweis. x. Es ist fiir J, > r~(6'): 

daher 

0 

/ ( x ) -  P~ (x )= ~ (a,,--a,,,,.)x" + ~a~.x~.; 
0 ) . - -  7 .+ 1 

I x l < R  

leicht abzuschiitzen. Da /(x) fiir ]x I < R reguliir ist, ist es mSglich, ein n(6) so 
zu w~hlen, dass: 

[(x)--  a~x" <=(~ fiir Ixl~R--e und m_>n(~) 

ist, fiir ein bestimmtes yon o versehiedenes ,. 
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Wegen zx < z2 < z~ < - . .  kann  man den Index  ). vou z~. so gross w/ihlen, dass 

z ; .>n(~)  wird fiir v >  v2(t~). Fiir v>r,([~'); ,~((l') ist daher :  

R 

Damit  ist abe t  die gleichmiissige Konvergenz  in ] x l < R - - ~  gew/ihrleistet.  

2. Is t  o = R,  so b rauch t  der zweite Teil des Satzes keinen liingeren Beweis, 

da dann offenbar keine (v, z)-Folge in einem Kreise Ix I < R +  e gleiehmiissig kon- 

vergiert.  

Im allgemeinen verfiihrt  man so. Naeh der Bes t immung yon R kann man 

zu jedem e fiir gewisse ti unendlich viele v finden, i,~ < i,: < ~,~ < .-., f f r  die die 

Bedingung:  

('~' 7 '  - - -  ~ ' i  ~ "1 '2  ~ ' " " 

fiir je mindestens ein n erfiillt ist. Es gibt also Folgen:  

fiir die 

(,,~, n , ) ,  ( 1 , . . ~ )  . . . .  (v, < , , :< , , ~ < - - . )  

la,,.-a..,,',,l>(R+~).,, 
ist. 6 < 6(~:), fiir jedes ~ > o, das man vorher  gewKhlt hat .  

Dies folgt aus den friiheren Bemerkungen.  Es miissen bier aber  unend- 

lich viele versehiedene n vorkommen,  denn sonst wf re  fiir unendlieh viele 1, und 

e in  festgehMtenes n : 

6 
l a " - - a  ..... " l > ( R + e ) " '  

wi~hrend doch ,lLm l a , , -  a,,,,, a i ~  o ist. 

Daher  kann  man aus der  Folge der Paare  (r,,, n,,) eine andere  ausw/ihlen, 

(r,~, z,) ,  so dass r , + l  > i,,; z,,+l > z, ist. Wir behaupten,  dass die zugehSrige 

(v, z)-Folgo nicht  gleichm~ssig fiir I x I s R + e gegen die in I x I ~ R ~- ~t(et > ~) re- 

gul~ire Funk t ion  ](x) konvergier t .  Denn dann w~ire: 

fiir 1,> , , (~)und  Ixl < R +~;  also: 
I - a  I 
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2 
Ja,,--a,~,~aJ<=(R+,),affir v>v(~), n = o , i , 2  . . . . .  xa=n, 

also speziell 

2 

I "~  + 

was der vorhin getroffenen Bestimmung der n, ,  r~ widerspricht. 

Damit ist aber nur folgendes bewiesen: Ist  R~,~ der zu einer (v, • 

gehiirige Radius des grSssten Kreises gleichmiissiger Konvergenz, so gibt es 

(v,x)-Folgen fiir jedes , >  o, so dass R~,~ <_R+, ist; denn die Auswahl der 

(v, x)-Folge hing yon , ab. Jetzt  wiihle man, um den Beweis zu vollenden, eine 

Folge gegen o abnehmender ,:  '1 > '2  >*a""  lira ~,, = o und bestimme zu jedem 

yon ihnen eine (v, x)-Folge, ffir die R (") < R + ~,~ isg. Dutch ein passendes Inein- 
~jX 

anderordnen dieser Folgen kann man dann eine solche erhalten fiir die R, ~ </~(') 

ist fiir jedes n, also _<R, da aber nach I. R,,~>R ist, ist fiir diese Folge: 

R~,~ ---- R. 

Da ein iihnlicher Einordnungsprozess sp~iter nochmals auf t r i t t  (w 3, Ende), 

sei hier dessen Ausfiihrung iibergangen. 

Damit is~ der Hilfssatz bewiesen. Es ist gezeigt: Fiir jede (v,x)-Folge ist: 

und es gibt eine Folge, 

I. R,,~ > R 

2. fiir die R,,~ = R ist. 

Betrachten wir etwa die Folge /~(z), wo: 

" J ' - 2 ~ ' + I ' x ' + l " J ' - 2 " 4 " 2 " ; ; L 4 ' + 2 - ' ]  " - ' ' ' ,  SO ist lim / , , ( x )  ----" / ( x )  = - -  
, p ~ a o  

R = I ;  wtLhrend z. B. fiir die Folge (v, v): 
2 

P:(x )=I  + X + . " + x L  R~, ,=I 

/,(x)---- I + x + x  s + ' ' - + x "  + 

I ffir I x ] <  I also 
I - - X  ' ' 2 

ist, jedoch fiir die Folge (v, 2v): 

2~ ~ . p~ ( ) = i + x + . . . + a ~ + 2 ~ + l  ~ , + t + . . .  +22~.x2~,  Rv,2v_.~ I R ist. 
2 

Acta mathemat lca .  41. lmprim~ le 30 novembre 1917. 31  
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Es seien noeh folgende Bemerkungen fiber die Konvergenzbedingungen bei- 

gefiigt. Der Konvergenzradius yon ],(x) ist gegeben dureh: 

der yon l(x) dureh: 

es ist ferner: 

I lira ~la.,~l, 

m~ = lira "Via. I ;  

r  lim O,' 

Sind also die Gleiehungen lira a,,,~ = an bekannt, d. h. konvergieren im Punkte  

o die Folgen /~(o); f~(o);--, gegen endliche Zahlen, so sind die Bedingungen 

Q > o, Cr > o notwendig, jedoeh nicht hinreichend fiir die gleiehm~ssige Konver-  

genz in einem noch so kleinen Gebiete um o. Dies lehrt folgendes Beispiel: 

/~(x) =(v'x)~; ] (x)=o.  Hier ist ~ =  ~ ,  Q'= oo, ~ ~ ,  aber R =  o. Die not- 

wendigen und hinreichenden Bedingungen also dafiir, dass ein Punkt  o, in dem 

l i m / ~ ) ( x -  .~ . -- o, I, 2 . . . .  ) siimtlich existieren, Mittelpunkt eines Kreises gleiehmii, ssi- 

ger Konvergenz sei, lauten: 

I. ~ ' > o ,  ~ > o .  

2. Es gibt eine GrSsse R derart, dass ]an--a,,.~]<-~ ist, fiir v>v(~5), fiir 

jedes n und beliebig vorgegebenes 6. Umgekehrt  ist ein Punkt  o, fiir dem 

lim a~,~ ~ a~ vorhanden ist, er > o, Q > o ist, dann und nur dann nieht Mittelpunkt 

eines Kreises gleiehmiissiger Konvergenz, wenn es zu jedem R=l=o Werte ~ gibt 

derart, dass: 

l a . - - a . , . l >  R-; 

ist, fiir unendlicb viele Paare (n, v), unter donen solche mit beliebig grossem 

(und folglich n) t  vorkommen. Aus dieser Bedingung l~sst sich noeh das 5 weg- 

schaffen. Denn sei ffir ein R + o ( R < e ' ,  R < r  und alle n, und aUe v > v 0 :  

[ an --  an,~ l < ~ , 

i VgL S. 240 un ten .  
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so ist:  

fgt  

+ l = l . , .  . i 
' R m 

o I R 

- - -  fiir [xI<R 

< l a . - - a . , . [  I x [ " +  fiir Izl< R 
o 

W i h l e n  wir also m so-gross,  dass < -  wird, da rau f  ~, so gross, dass: 
2 

R [an--an,~,[<2(m+i) 

wird fiir n ~ o, i ,  2 , . . .  m,  so wird fiir v > ~ ( m )  = ~(~) und  

I 
~'>~'o und Ixl<-~R; 

2 2 

so dass man folgenden Satz  aussprechen  darf :  I s t  l ima , , , ,  ~ a , ,  ~'> o, Q> o, 

so ist o dann  und  nur  dann  kein Mi t t e lpunk t  eines Kreises gleichmiissiger Kon-  

vergenz,  wenn es unendl ich  violo P aa r e  (n,  ~), lira n = ~ ,  lira ~ oo fiir jedes 

R > o gibt ,  so dass fiir diese: 

I 
l a . - -  o.,,,I > R- ~ 

ist. Man kann  of fenbar  diese B e t r a c h t u n g e n  benutzen ,  um Bedingungen  fiir 

die Griisso des R abzulei ten,  dies sei hier  i ibergangen,  da sich wei ter  u n t en  ein 

deut l ichores  Kr i t e r i um fiir R ergibt .  Diese ganz e lementa ren  Uber legungen soll ten 

vor  al lem don Zusammen h an g  der  K o n v e rg en z  einer Funk t ionenfo lge  mi t  der  

Konve rgenz  der  durch  sic be s t immten  Po lynomfo lgen  erl~iutern. 

w  

Beweis des Hauptsatzes. 

Is t  R der  Konve rgenz rad ius  gleichm~ssiger Konvergenz ,  so ist es n icht  

nStig, dass die Nullstel len yon  /~(x) auf  dem Kreise  [ x [ = R  au ch  n u r  eine 
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H~iufungsstelle haben; auch auf dem ganzen Rande des um o gelegenen Gebietes 

G gleichm~ssiger Konvergenz braucht keine so]che zu liegen. Dies geht schon 

aus dem Beispiel x, x ~, x a . . . .  hervor; freilich ist hier ] ( x ) =  o; jedoch l~isst sich 

diese Erscheinung auch an Beispielen, wo /(x)=!~ = const, ist, nachweisen. Es set" 

,T2 X ~ 

l~(x) = e ~+~+'"  "+ '- 

/ ( X )  I 

Hier ist q~ = oo, r = oo, r = I ,  R = I .  (Fall 4, oben.) Hier hat  keine der Funk- 

tionen /~ iiberhaupt eino Nullstelle, yon einer t t~ufung derselben auf dem Rande 

des Konvergenzgebietes (gleichm~ssiger Konvergenz) [xl-~ I kann also keine 

Rede sein. Es ist leicht, hieraus auch Beispie]e yon Polynomfo]gen mit nicht 

konstanter  Grenzfunktion zu konstruieren, bet denen gleichfa]ls nicht am Rande 

von G, geschweigo denn auf i x ] =  R, eine H~ufungsstelle yon Nullstellen der 
Polynomo liegt. 

Dagegen beweison wir folgenden Satz: 

Mindestens eine (~; • hat  jeden Punkt  yon ix[ ~ R als H~iufungsstelle 

ihrer Nullstellen, und dann auch unendlich viele; - -  sofern sich die Grenzfunk- 

tion nicht auf o reduziert. 

Bewei s .  Entweder is~ q ~  R oder Q> R. i. Im ersten Falle gibt es naeh 
oo 

dem Haupsatze des Kapitols II  eine Folgo yon Absehnitten yon ] ( x ) - ~  ~ a n x " ,  
0 

deren Nullstellon jeden Punkt  yon [ x l = R  zur H~iufungsstelle haben. Diese 

Absehnitte sind sicher unter  s~imtlichen enthalten. Wir w~ihlen jetzt ~2 so gross, 

dass sieh die Wurzel yon p 2 =  ao + a l x  yon dor Wurzel yon P,~ ---- ao,,~ + a l , ~ x  um 

hSchstens i unterscheidet; sodann v s >~:  so gross, dass die beiden Wurzeln yon 

p s  ~ ao + a~ x + a2x 8 sioh yon denen yon P~,~ = ao,,, + al, ,~x + a~,~ x ~ um hSchstens 

I dem absoluten Be/rage nach unterscheiden usw. Man kann so verfahren, da 
2 

lira an , , ,=a , ,  ist, es sich jodesmal nur um endlich vide Koeffizienten handolt 
y ~ Q O  

und unter  Benutzung des Satzes, dass die Wurzeln ether algebraischen Gleichung 

stetig von den Koeffizienten abh~ingen. Es ist dann klar, dass sich die Null- 

stellen yon P~ an denselben Stellen h~iufen werden wie die yon p a  d. h. l~ings 

des ganzen Kreises [ x l = R .  Damit ist der erste Fall erledigt. 2. Ist  q > R ,  

aber q ' =  R, so kann man noch iihnlich einfach verfahren. Die Abschnitte yon 
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/~(x) haben als H~iufungspunkte ihrer Nullstellen alle Punkte  der Peripherie 

]x]=q~.  Wir w~ihlen oinen Abschnitt yon /l(x): P~'(x), der eine Nullstelle hat, 

die sieh yon x = qt um wenigcr als i unterseheidet, sodann Pl~-~(x), der eine Nullstelle 

hat, die sich yon x = Q2 um weniger als i unterseheidet (x2 > x,), sodann p~3 mit einer 
2 

Nullstelle in der N~he I yon z = - - q 3 ,  P~ mit einer Nullstelle in der NKho I 
3 4 

2~ i  4 ~ i  

yon x = Q4"e ~- ,  P~ mit einer Nullstelle in der l~ihe _ I v o n  x = Qs"e~- usw.; 
5 

immer hShere Einheitswurzeln werden benutzt  und dabei die ttegol x~+~>y.~ 

beaehtet. Man sieht leicht ein, dass man auch hier wegen lim Q~ = R, und well 

die Einheitswurzeln auf der Kreisperipherie iiberall dieht ]iegen, eine Po]ynom- 

folge der gewiinsehten Art erh~ilt. 

3. Es bleibt der Fall e':> R, e >  R zu erledigen, der anders zu behandeln 

ist. In diesem Falle gibt es nicht fiir jedes J ein r(J), so dass ffir alle r > ~(J) 

und alle n: 

l a , , - a  .... I < ( R + ~ ) n  

ist, fiir ein beliebiges, aber fest gewiihltes e. Es gibt also fiir jedes e naeh w 2 

unendlieh viele Paare 

(nl, vl), (n2, v2) . . . . .  nl < n 2 < n 3 < . - . ,  vl < v2 < r3 <---,  fiir die: 

lan--a,,,~,]> (R + e),, 

ist, ~ <  ~(e), e beliebig klein, aber lest. 

W~ihlen wir also die Folge (x~, ~,~)__--(n~, v~), so ist fiir diese: 

]a,,a--a~a,,,a[> (R + e)~ ~ (z) 

Nun soil Q > R sein, es ist also mSglich yon vornherein E -  

setzen. Nun folgt 

la"a," ' l  > (R + ~)",~ la""l" 

~ - - R  
- - , ( ? = - R + 2 e  zu 
2 

Es ist aber l im~V[-~-~  i ,  also yon einem gewissen x ab: 
X m Q O  
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( i) ladle*< I + 2 ( R +  ~ ' ~. > z(~). 

Mithin: 

e l*a 

2 (1~+ 6 !  

> I 2(R-+~)I I 

demnaeh fiir z~ >x(6), d. h. a gehSrig gross gewiihlt: 

laZa,~'al > 2 (R + ~)*a 

oder auch 

I ~~ I < I ~o,,,o 1 
2 (R + $)Xa 

a~'a, ~'a I f~ 

Der Ausdruek auf der linken Seite stellt das Produkt  dar aller Wurzeln yon 

ao,,~ + al, ,,ax + ' "  + a~ a, " a" x~a = l:aa ( x) . 

Die Zahl derselben innerhalb I x l = R + 2 ,  bezeichnen wir mit O(va, xa); die 

kleinste mit x,~,,~. Es ist dann (vgl. Kap. II  w 2): 

l ao,~,a ! 
clx a, v a | > Ixv ,.al*{ a,*4 (R + 2.) ~a-~162 

daher: 

Nehmen wir der Einfachheit wegen an, dass a0=~o sei, so folgt hieraus ohne 

weiteres, dass lim q)(va,xa) 1= ~ sein kann; denn dann erg~ibe sieh links R + 2 ~ ,  
a ~ a o  Xa 

reehts R + e als limes. 
Damit ist bewiesen: im Falle q '> R,  q > R l~isst sieh fiir jedes e >  o eine 
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Folge ( ~ ,  ~ )  angeben,  so dass, wenn O ( ~ ,  x~) die Anzahl der  Nul]stellen y o n / ~  

innerha lb  Ix[ = R + ~ bedeute t ,  lim O0,~, x,~) i o ist. 
{ l ~ o v  X(I 

Dass sogar l im O ( ~ ,  x~) i i s t ,  erw~ihnen wir ohne Beweis;  es e rg ib t  sieh 
a - -  ~ X a  

~ihnlich wie oben Kap.  I I  w 2 ohne neue Schwierigkeit .  

Dieser Satz en th~l t  n~tiirl ieh noch n ieht  den H a u p t s a t z  fiir e ' >  R,  Q > R,  

er gew~hrleis tet  n u t  e i n e  H~iufungsstel |o auf dem Kreise.  Dagegen ist zu be- 

merken,  dass zum Beweise desselben nur  Q > R,  n icht  ~ '>  R b en u t z t  worden  ist, 

und wenn wir die B e t r a c h t u n g e n  fiir Q = R o b e n  mi t  denen  yon  Kap .  I I  w 2 

kombinieren ,  so ergibt  sieh der  al lgemeine Satz:  

I s t  Ixl  = R der  grSssto Kreis  gleiehm~issiger K o n v e r g e n z  um o einer Folge 

/~(x), und  e eine beliebig kleine posi t ive GrSsse, so l~isst sieh eine (~, x)-Foige 

angeben,  fiir die lim O 0 ~ ' x " )  i ist, wobei �9 sieh auf  den Kreis  Ix I - - - -R+e  

bezieht .  

Dioser Satz  ist ffir die Anwendungen  wicht ig2 Speziell besagt  er :  Es g ib t  

eine (~, x)-FoIge, dass sowohl die ers ten  wie die zwei ten usw. Wurze ln  yon ~ 

wenn man die Wurze]n  der  GrSsse nach ordnet ,  auf  Ix[  = R eine H~iufungsstelle 

besitzen.  

U m  den Beweis des H au p t s a t ze s  zu En d e  zu fiihren, ve r fahren  wir wie 

folgt. Es  sei x o ~ R e  i ~  ein P u n k t  auf  I x [ =  R,  der  fiir keine 0 ' , •  ein 

H s  yon  Nulls te l ien sei. D a n n  l~isst sieh um ihn ein Kre i s  K be-  

sehreiben,  so dass innerha lb  keine der  F u n k t i o n en  ]~ yon  gewissen r 0 und  x 0 ab 

Nullstel len besitzen. Es gibt  aber  eine 0 ' ,  ~)-Folge, fiir die:  

5 la.o--a~,,,.,,l>(R+~)~a 
ist, bei fes tem ~ und  e. Dies ~ denken  wir uns so gew~ihlt, dass ein Stiiek yon  

1 In der vorstehenden ~berlegung ist folgender Satz enthalten: Bestimmt ]nan filr jedo 22"ovi--_ v,x)-Folge den a~a'~a[--~x, ~ ' r  und ist die untere Grenze aller px,~, so istRgleich 

der kleinsten unter den drei Zahlen @,@t, ptl. Man kann diesem Satz einle allgemeinero Form 
geben, wonn man beachtet, dass aga,~a'ra! der  Wert der za-ten Ableitung von f~a im Punkte 
o ist, und statt des Kreises ] x [ = R um den Nullpunkt den entsprechenden um einen beliebigen 

i0-o .ol Punkt $ der Ebene aus va! - -  bestimmt; es ist damit die Verallgemeiuerung der 
6x xa l~-- 

CAucHY'schen Formel fQr den Konvergenlzradius einer Po~nlzreihe ff ir allgemeine Funktionen- 
folgen geleistet. 
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dem Kreise [ x l = R + 3 e  noch im Innern yon K verl/iuft, und r  ist. 
~. ,%- 

Nun ist es, iihnlich wie in Kap. I[ w r, mSglich, fiir jede der Funktionen 1/]~, 

x>x0 ,  ~,>r0 einen Zweig so zu bestimmen, dass auf diese dann tier Satz yon 
STIELTJV.S Anwendung findet; es folgt dann, wie a. a. O., dass jedo Folge yon 

diesen Funktionen V ' / , ,  z > zo, v > vo, die einer (r,  z)-Folge entspricht, in jedem 

ganz im Innern yon K gelegenen Gebiete gleichm~ssig gegen I konvergiert.  Wir 
fassen speziell die Folgen (z,,, va) und ( x , - - I ,  v~) ins Auge; es ist dann, wie 
eben gezeigt: 

* " - 'V I I *a - ' I  < - - I  "a I I + % ] 

fSr a > a (%) 

und zwar in jedem ganz im Innern von K gelegenen Gebiete, also aueh fiir 
Punkte  vom absoluten Betrage R +  3e- Dann ist auch: 

I t ~  t"a-11 I ~ ~  < 2  ( ,  + ~)"" f i i r a  > a(eo) x in K 

oder: 

Es ist aber imo I <  , also fiir a > a(do): 
[ 

Andrerseits  ist: 

la.ole*a < (~ + ~o) *~ 

I 
[a~a,~,a[ <~ 2 " ( I  + ~o)Xa (R .~  - 3~)x a 

Da nun aber 

I axa - -  aga, % ! < - -  
I 

(R + 3~).,~ {(z + a.)"o + z(z  + ~)",~)} 

fiir a ~ a(~o) 

la~a - - a ~ a  ~, a[ > 
(R + t)"~ 
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ist, bei festem ~ und-~, so miisste sein: 

249 

(~ I 
< (R + 3 e)~.,, {(I- + (~'~ + 2(1 + ~o)~',,). (R + 

Wir w~hlen nun e twa 

so ergKbe sieh: 

I 

(R + e)~-,, i 
~ < ( R T ~ - i ; ; ;  3 (R + 2 ~ ) ~  - -  (R+~)~,, 

oder: 

3 < 3 " t R + 3 ~  ! 

Das ist aber ausgeschlossen. 

fiir ~ > a ( ~ 0 ) .  (5 e fest. 

Dami t  ist bewiesen: Fiir  jeden P u n k t  des Kreises Ix[ = R 1/isst sich eine 

(v, z)-Folge finden, deren Nullstellen ihn zum H/ iufungspunkt  haben. 

Je t z t  beachte  man, dass, um eine Folge der im Haup t sa t z  vorgesehenen 

Beschaffenhei t  zu erhal ten,  es offenbar  geniigt, nur  zu verlangen, dass ihre Null- 

stellen alle Punk te  x ~ R . ~  zu H~iufungspunkten h~itten, wo ~,, eine beliebige 

Einhei tswurzel  sei. Diese aber siud abzM~lbar, sie seien, irgendwie mi t  (i), (2), 

�9 . .  ( n ) , . . .  bezeichnet. Es gibt  nun nach dem Bewiesenen eine (v, z)-Folge (r ,  z),, 

die unter  ihrer  Nullstellen beliebig nahe bei ( i ) b e l e g e n e  besitzt  usw. Diese 

(v,z)~-Folgen denke man sieh nun  so ausgew~ihlt, dass auch jede unendliche 

Teilfolge von (r, z)a den P u n k t  (c~) als H~iufungsstelle ihrer Nullstellen besitzt.  

Dann  bilde man  eine neue Folge aus allen diesen zusammen,  welche mit  jeder 

von ihnen eine unendliche Teilfolge gemeinsam hat .  Das geschieht etwa nach 

folgender Regel. Man nehme i .  ( r  I, z,)1; 2. aus (r ,  z): das erste Indexpaar  fiir 

das v > v~,,,  z > z~,~ ist;  3- aus (v,x)L das n~ichste nunmehr  mSgliche, das also 

geniigend grosse Indices besitzt ;  4. wieder das n~ichstpassende aus (v, z)2; 5. aus 

(v, • 6. aus (r ,z)~;  7. aus (r ,z)2; 8. aus ( v  z)~; 9 -aus  (r,z)~ usw. Man wendet  

also ein /ihnliehes Verfahren an wie G. CA~TOR beim Nachweise t ranszendenter  

Zahlen. Diese neue Fo]ge ha t  dann  alle gewiin~ehten Eigenscbaften,  w. z. b. w. 

Acta mathemotica. 4l. Imprim6 le 7 d6cembre 1917. 3~ 
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w 

Anwendungen. 

In diesem allgemeineren Falle ist der Hauptsa tz  nieht yon so unmittelbarer 

Anwendbarkeit  wie im zweiten Kapitel. Er deckt jedoch den Grund auf, warum 

eine Folge wie 
, )  

/ .  ~ I " { -  X'ql- . . .  Jr- X n +  C n + l  x n  + 1 " ~  . . .  

nut im Einheitskreise konvergiert, als in der Verteilung der Nullstellen der Ab- 

schnitte gegeben und erledigt somit theoretisch vollst~indig die gestellte Frage. 

Ffir die Anwendung kommt er jedoch vor allem deshalb nicht leieht in Betraeht,  

weil fiber die Nullstellen der Abschnitte einer Funktion, z. B. einer ganzen 

transzendenten Funktion oder auch eines Polynoms wenig bekannt  ist. Nut  die 

einfachsten F~lle lassen sich sofort er]edigen. So, wenn eine Folge der yon 

Herrn P~TROVITCH betrachteten ganzen transzendenten Funktionen, deren Ab- 

schnitte lauter positive (oder reel le)Wurzeln haben, in einem beliebig kleinen 

Kreise konvergiert, so konvergiert diese Folge immer; und eben dasselbe gilt 

ffir Funktionen, deren Abschnitte lauter Wurzeln in einer Halbebene haben, wie 

sie Herr  PSLYA bebandelt  hat und in ~ihnliehen F~illen. 
Dagegen ist der Satz, den die Herren PSL~'A und LINDWArtT, und sodann, 

unabh~ingig yon ihnen, Verfasser fiber Po]ynomreihen aufgestellt haben, x nieht 

ohne weiteres den vorstehenden Betrachtungen zugiinglich. Dieser Satz ]autet: 

Ist ffir eine Folge yon Polynomen gleichzeitig die Summe ~lz~.- . . i  < M,  wo p 
1 

und M feste positive Zahlen sind und x,.,~ die Wurzeln yon P,,(x) bedeuten und 

konvergiert diese Reihe in einem beliebig kleinen Gebiete, so konvergiert sie 

immer (und stellt eine Funkt ion yon endlichem Geschleeht q ~ p  dar). Die Vor- 

aussetzung fiber die Konvergenz in einem beliebig kleinen Gebiete kann (nach 

VITALI) durch die andere ersetzt werden, dass Konvergenz in unendlich vielen 

Punkten mit einem H~iufungspunkt im Endlichen stat thabe.  Um diesen Satz, 

dessen direkter Beweis nieht sonderlich umstiind]ich ist, mit dem in Vorstehen- 

den entwickelten Tatsachen in Zusammenhang zu bringen, bedarf es einer liinge- 

reu 1]berlegung, deren Resul tat  zwar eigent[ich ins Gebiet der Algebra gehfrt ,  
aber wie es scheint (ausser im Falle p = i) durch die Methoden der Theorie der 

ganzen transzendenten Funktionen, al]erdings die einfachsten, leiehter gewonnen 

Vgl. die S. 233 angegebenen Arbeiten. 
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wird. 1 Die dazu nStigen Hilfsmittel  sind s~imtlich in der Disser ta t ion des He r rn  

LI•DWART enthal ten,  der sie jedoeh un te r  einem ganz anderen  Ges ichtspunkte  

verwendet .  Es mSge geniigen, den wicht igsten hierhergehSrigen Satz ohne Beweis 

anzufiihren,  der den erw~ihnten Satz mit  den hier entwickel ten verkniipft .  

I s t  ao § a~ x §  § ap _ ~ x p -  ~ §  § a n x "  ~ 0 eine algebraisehe Gleichung mit  den 

Wurzeln x . x . .  x . ,  und fiir diese ~_~ i p �9 . < M,  so sind fiir alle Absehni t te  

P~,§ ~ a o  + a~x  + . . +  a p _ l x p - 1  + - .  + a p + , , _ l x p + , ' - I  

r = 2 , 3 , . . . n §  

. . . . .  I I I p+~ (und i iberhaupt  fiir alle Abschnit te) ,  die Summen ~.~ ix~ii~l , wo x,.,,~ die Wur-  

ze]n yon  P , ( x )  ~ o  bedeuten,  un te rha lb  einer nur  yon ~,ao . . . .  a p - l ,  M (nicht 

von a~, . . . .  a,~, n) abh~ngigen GrSsse A gelegen, fiir jedes e > o. 

Vgl. namentlich Kapitel I I I  der Dissertation yon I.h~DWAaT; in w 2 wird daselbst auch 
ein algebraischer Beweis des wichtigsten hier in Betracht kommenden I:iilfssatzes gegeben. 
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