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D e u x i b m e  o a r t i e .  

XIV. S u r  u n  p r o b l ~ m e  p r d l i m i n a i r e  d 'a lg~bre .  Dans la premi6re partie de 

ce travail, j 'ai consid~r5 des fonctions du type gdndral suivant. Soient x~, x 2 , . .  

. .  x.  des variables complexes et t,J une constante donn6e dent  la partie r~elle 

est ndgative. Les fonctions considdr~es sent des fonctions uniformes F, holo- 

morphes ou mdromorphes, de xl, x2 . . . .  x,,, qui admettent,  par rapport s chaque 

variable, la pdriode 2~ci et qui v~rifient, en outre, la relation 

(35) F ( x~ + (o, x.., + x ,  , x~ + x :  , . . . , x~ + x , , _  l ) ~ e - " ~ , ,  F ( x l  , x.~ . . . .  , x,,), 

oh (~ est un entier positif, ndgatif ou nul. En ajoutant  une variable de plus 

x , , + l ,  on peut toujors ramener ]e cas gdn~ral au cas oh e~ est nul; il suffit 

en effet de poser 

( l ) ( x , ,  x .  . . . . .  x n ,  x,~+1) = e"~,,+ l F ( x l ,  x2 . . . . .  x,,) 

pour que eette fonetion admette ]a p6riode 2~ti aussi par rapport h x , + l  et vd- 

rifie la relation 

(3(0 O ( X  1 + (O, X 2 -[- X 1 . . . . .  X n + l  "~- Xn) ~ O ( X l ,  X2, . .  �9 , X n + l ) .  

Pour le ddveloppemont do eette thdorie et en partieulier pour l'~tude de la 

transformation, il importe de rdsoudre la question suivante, dans laquelle ~o est 

une constante quelconque diffdrente de zdro: 

F o r m e r  rou te s  l es  / o n c t i o n s  u n i / o r m e s  / de  n v a r i a b l e s  c o m p l e x e s  x~,  x=, . . . .  , x ,  

v d r i / i a n t  l a  r e l a t i o n  u n i q u e  

(37) / ( x  I + to, x 2 + x , ,  x~ + x 2 . . . . . .  x , ,  + x , - 1 )  = / ( x , ,  x : ,  xa . . . .  , x , , ) .  
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Nous  %soudrons  ce t te  ques t ion  ~ l 'a ide d ' u n  c h a n g e m e n t  de var iables .  Po-  

sons, p e a r  abr~ger,  

X~ = x , ,  X,  x, (x~ - -  ~'0 
(~ I .  2. (o: '  

~, (~, - ~o_) ( ~ ,  - ~,0) . . .  [., - ( . -  ~):,,]. 
X .  

I. 2 .... ~, .  [ ' f l ;  

Si l 'on d~signe on g6n~ral p a r  la no t a t i on  

J ~ l  ~ ( X , ,  X:  . . . .  , a ' n )  

la difference 

rf (x,  + (o, x.~ + x ,  . . . . .  x,, + x , , - ,  ) - -  , f  (xl , x~ . . . . .  x,,), 

les fonet ions  Xp sen t  des fonct ions  de xl telles que 

I = J X l ,  X 1 = __IX 3 . . . . .  . ~ p  = J X p +  i .  

Conservons  alors la va r i ab le  x, et  in t roduisons ,  '~ la place de x=, x a . . . . .  x . ,  

d ' au t r e s  var iab les  ya, Y3 . . . .  , y .  d4finies pa r  les re la t ions  

(as) 
I X t ~ f o x  1 

x~ = y:  + coX=, 

x3 = y ~ +  y ~ X l  + t e X t ,  

x 4 = y 4  + y3X~  + y : X .  + ( o X , ,  

( x,; = y .  + y . - 1 X I  + y . - 2 X 3  + �9 �9 �9 + y . _ p X v  + . �9 . + y 2 X . - 2  + ( o X . .  

On ob t i en t  les nouvel les  var iables ,  en fonct ion des aneiennes,  en r6so lvan t  

ces 6quat ions  p a r  r a p p o r t  h Y2, Y3 . . . . .  Y-- On p e u t  alors calculer  _4y:, . /Y3 , . .  

. . ,  . / y . ;  routes  ces quant i t6s  sen t  nul les ;  c 'es t  ce que nous al iens v6rifier diree-  

t e m e n t  sur  les 6quat ions  (38). E n  effet,  la deux i~me des re la t ions  (38) donne 

mais on a 

i x 2  ----- dy2 + r ; 

J x :  = x, ,  HX~ = XI ,  

on a done,  d 'apr~s  la p r e m i e r e  des re la t ions  (38), 

Hy2 -=~ o. 
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La troisi6me des relations (38) donne alors 

A X , ~  ~ A y  3 "k y 2 d X ~  + c o d X , ;  

mais on a 

A.I':~ a Z2  , J X t = I , J X 3 - -  . X 2  ; 

Oil  a done 
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mais on a 

d x p  = x~_ l ,  

on a done 

ce qui, d'apr~s la ( p - - : I )  i~me des relations (38) montre que A y p  = o. 

ainsi, de proehe en proehe, h A y ,  ~ o. 

En r6sum6, la substitution qui remplace 

A X ,  =: I ,  A X :  = X ,  . . . . . .  IA~_. . ,  - -  Xv_:~, _ I X  v = X p - l ;  

x p - t  = d y p  + Yz,-I + y v - 2 X L  + �9 . �9 + y 2 X p - 3  + t e X p _ l ,  

On arrive 

~ a r  

x t  ~t_ tO,  

laisse invariables les quantit6s 

X I ~ 3C 2 , . �9 �9 ~ X n  

Y 2 ,  Y3 . . . .  , Y . .  

X n  + X n -  1 

x~ ~ d y  3 + Y2 + reX2, 

ce qui, d'aprSs la relation prde6dente [deuxi6me des relations (38)], donne 

dy 3  ~ o. 

L-~ quatribme des relations (38), trait6e de la mfme fagon, donne, en vertu 
de la pr6c6dente, 

J y ,  = o. 

En g6n6ral, ayant  6tabli que . t y ,  . . . .  , ~ i y p - 1  sent nuls, oll liro de la ?.i~, ..... 

des relations (38), 

zlx~ = d y ~  + y p - l J  X ,  + y p - 2 d  X.., + . . .  + y~ , l  A~,-,_, + v~.t Xv ;  
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Soit alors 

(39) / ( x , ,  x :  . . . . .  x , , ) ,  

une fonct ion uniforme de xl, x 2 . . . . .  x, , .  P a r  l 'effet  du changement  de variables 

(38), elle devient  une  fonct ion uni forme 

(4 o) / [ x l ,  Y : ,  Y ,  . . . . .  Y,,] 

de x , ,  Y2 . . . . .  y , ,  et la re la t ion (37) deviont  

(41) / I x ,  + co ,y2 ,  Y 3 , . . . ,  Y , ]  : / I x , ,  Y2, Y3 . . . . .  Y,*]. 

I,a fonct ion (4o) admet  done,  pa r  r ap p o r t  s x~, la pdriode ~o. Inversement ,  si 

l 'on prend  une fonct ion uniforme (4 ~ ) de x ~ , y : , . . . , y , ,  a d m e t t a n t ,  pa r  r appor t  

s xi,  la p6riode co, ce t te  fonct ion exprimde en x~,x2 . . . . .  x ,  devient  une fonct ion 

uniforme qui v6rifie la re la t ion (37). 

En  part icul ier ,  pour  qu 'un  fonct ion enti~re de x , , x ~  . . . . .  xn v6rifio la rela- 

t ion (37), il fau t  et  il suffit  que,  dans le syst~me des variables x l , y ~ , y 3 , . . . , y , , ,  

elle dev ienne  une fonct ion  enti~re a d m e t t a n t ,  pa r  r a p p o r t  h xl,  la pdriode r 

Comme appl icat ion,  cherchons  h d6 te rminer  le Tolyn(~me 

P ( x ,  , x ,  , . . . , x,,) , 

le plus g6ndral en xl, x~ . . . . .  x,,, v6r i f iant  la re la t ion (37). P a r  le changement  

de var iables  (38) ce polynSme devien t  un  polynSme 

(42) P [ x , ,  Y2,  Y3 . . . .  , Y , ]  

en xz, Y2 . . . . .  y,, a d m e t t a n t  la periode (o pa r  r ap p o r t  ~ x, : 

P [x, + (o] = P [xt]. 

Mais, pour  qu 'un  po lyn6me P [ x i ]  v6rifie une telle relat ion,  il f au t  et  il suffi t  

qu' i l  ne renfermo pas xt. Donc le polynSme (42) est  ind6pendant  de xi, e t  l 'ex- 

pression la plus g6n6rale des po lyn6mes  cherch6s est  

P [Y~, Y3 . . . . .  Y-l, 

c 'est-h-dire un polynSme arb i t ra i re  en Y2, Y3 . . . .  , Y-. 

En  r6solvant  les dquat ions  (38) p a r  r a p p o r t  aux  y,  on t r o u v e  ( n - - i )  poly-  

nSmes par t icul iers  v6r i f iant  la re la t ion (37): 
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Y2 = Pz (x,, x~ ), 

Y3 = P3(xt, x2, x3), 

yn = P,, (x,, x2, �9 �9  xn). 

Le po lyn6me le plus g~n~ral v~rif iant  la re la t ion ( 3 7 ) e s t  alors un po lyn6me 

quelconque  compos4 avee  ces po lyn6mes  fondamen taux .  On peu t  r emarque r  que 

le po lyn6me Pp est du degr~ p e n  x, e t  du premier  degr~ par  r appor t  aux  autres  

var iables  x~,xa . . . . .  x~. Les ~quat ions (38) ~ tant  homog~nes en to, x, ,  x , ,  . . . , x , ,  

Y2,Y3,-- . ,Y-,  les polynSmes Pp r~duits  au mSme d~nomina teur  sont  ra t ionnols  en 

co et  ont  pour  d~nomina teur  c~ -~. 

On volt  par  un  ra i sonnement  analogue que tou te  fonet ion ra t ionnel le  

R(x~, x2 . . . . .  x .)  v~rif iant  la re la t ion (37) est  une  fonet ion ra t ionnel le  de 

Y~, Y3 . . . . .  y ,  et  inversement .  

Dans le cas par t icul ier  n = 4, en appe lan t  x, y, z, t les qua t re  var iables  x~, 

x2,x3, x4, on t rouve ,  t ou t  calcul fait,  les expressions su ivantes  de Y2, Y~, Y, par  

trois po lyn6mes  f o n d a m e n t a u x :  

�9 (x - ~o) 
y~ = P~ (x, y) ~ Y 2 ~o 

z ( z + ~ o ) z ( x - - ~ o )  
y~=P~(x ,y , z )  = z - y - - +  

{0 3 ( 0  ~ 

x ( z  + {o)z {z  + 2~o)(x + r  - -  co) 
y, = P ,  (x, y, z, t) = t - -  z ~ + y - ~  . . . . . . . . . .  8~oz . . . . . . .  

Le po lyn6me le plus g~n~ral P(x ,y , z , t )  v~rif iant  la re la t ion 

P(x+co ,  y + x , z + y , t + z ) = P ( x , y , z , t )  

est un po lynSme arb i t ra i re  en P2, P3 et  P , .  

Remarque. Les polyn6mes  prdc~dents  sont  ent iers  en xl ,x2 . . . . .  x ,  e t  seule- 

ment  ra t ionnels  en co. Mais il est  ~vident  que pour  ob ten i r  le polynSme le plus 

g~n~ral ent ier  en co, x~, xz . . . . .  x ,  et ne changean t  pas quand  on a joute  chaeune 

de ces le t t res  h, la prgc~dente,  il suffi t  de p rendre  le polynSme le plus g~n~ral en 

(o, c o y 2 ,  ( o ~ ' y 3 ,  . . . , c o n - - l y  n . 

XV.  Premibre application: dgrivdes partielles des /onctions F. Soit u n e f o n e -  

t ion  F(x i ,  x._,...,ar poss~dant,  p a r  r ap p o r t  ~ ehaque  var iable ,  la p~riode 2 z i  

e t  v4rif iant  la relat ion (36). Quand n ~ 3 ,  nous avons  form~, dans le w  de 
A c t a  m a t h e m a t i e a .  41. Imprim4 le $ d~eembre 1917. 37 
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la premiere  part ie ,  des combinaisons  enti~res des ddrivdes partiel les de F possd- 

dan t  ces m6mes propridtds.  Le r~sul tat  que ncus venons  d 'ob ten i r  permet ,  pour  

n quelconque,  de former  t o u t e s  les eombinaisons  enti~res des ddriv~es part iel tes  

du  premier  ordre  possddant  ces m~,mes propridtds. 

En effet,  ddsignons pa r  

F 

avec  un trai t ,  la fonct ion 

F ( x ~  + to, x~ + x~ . . . . .  x,, + x , , _  1), 

par  F~ ,  F., . . . . .  F .  les ddrivdes part iel les  de F pa r  r appor t  /~ x ~ , x :  . . . . .  x,, et 

par  F ~ , F :  . . . . .  F , ,  ce que dev iennen t  ces d~rivdes quand on y remplace  

pa r  

L '~qua t ion  

donne  p a r  ddr iva t ion  

X l  ~ X 2 ,  �9 . . ~ X n  

X l - [ - t O , x  2-[-x I, . . . , X n ~ - X n  1. 

F ~ F  

Fn = F ,  

F, ,_ :  = F , ,_ ,  + F .  

F n -  2 ~ F , ,_  o + F ~ -  1 

F,  = F ,  + F... 

Formons  alors un  po lyn6me ent ier  en 

Fn,  F n _  1 . . . .  , F ,  

qui ne change pas quand,  laissant  F~ invar iable ,  on au g m en te  chacune  des au t res  

le t t res  de la prdeddente .  Nous  ob t iendrons  le po lyn6me  ]e plus gdndral P rem- 

plissant ces condit ions,  en p r e n a n t  le po]yn6mc ent ier  en co, toys,  co~y~ . . . . .  

to~-2y~_l  du calcul prdeddent  et  en y remplaqan t  

tO~ 2:1,  Z 2~ . . . ,  X n ~ l  

par  

F,,,  Fn- . l ,  Fn_2  . . . . .  F~. 
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Le polynSme 

P(Fn, F . _ t  . . . . .  Fi) 

ainsi obtenu est le polyn6me le plus g~n~ral, form6 avec les d~riv~es premi- 

eres, conservant ]a m~me valeur quand une des variables xp augmente de 2;~i ou 

quand x 1, ~., . . . .  , x ,  sent remplac~s par x~ + c~, x2 + x~ . . . . .  x~ + x , -1 .  

XVI. S u r  les z~ros des /onctions pr~cddemment dd/inies.  

L'6tude des z6ros des fonetions 

F (zl,  x~ . . . . .  x.) 

admet tan t  la p~riode 2~fi par  rappor t  h chaque variable et v~rifiant en outre la 

relation 

(43) F (xt + ~ ,  x~ + x~, . . . , x,, + x,,-1) = F (x,, x: . . . . .  z,} 

condui t  ?t des [onctions de mdme nature,  d'un nombre moindre de variables. 

A. Soit d 'abord une fonction analyt ique uniforme / ( x , y )  de deux variables 

x et y, v~rifiant les relations 

Consid6rons l '6quation 

(44) 

I / ( x + z z i ,  y ) = l ( x , y ) ,  

/ ( x ,  y + 2~'ri) = / ( x ,  y) ,  

/ ( x  + co, y + x) = l (x ,  y ) ,  

l ( x ,  y)  = o 

qui d~finit y e n  fonetion de x. 

Supposons que; pour une valeur de x, eette ~quation admette,  dans une 

bande du plan des y limit~e par  deux parallbles distantes d 'une p~riode zeal, 

ies solutions 

~f,(x), ~p,(z) . . . .  , ~ . ( z )  . . . .  ; 

elle admettra,  dans le plan entier des y, les solutions 

Yl = eft(x) + 2kz~ri, 

Y2 = tp~(x) + 2 k 2 ~ i ,  

yn=ef ,~(x)  + z k , ~ i ,  

ki, ks, . . . ,  kn, . . .  d~signant des entiers queleonques. 
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Quand x augmente  de 2~ri, ees solut ions se p e r m u t e n t  en t re  elles. 

D 'apr6s  la troisi6me des relat ions (44), quand  x augmente  de to, ]es nove]les 

solutions sont,  dans  un  au t r e  ordre ,  

y ~ + x ,  y.~+x . . . . .  y , , + x  . . . . .  

Donc,  les d6riv6es secondes des y~, y: . . . .  , pa r  r appor t  ~ x, 

y , " = ( f , " ( x } ,  y : " =  ~f~" (x) . . . .  , y,," = ~f,," (x) . . . .  

fo rment  un ensemble don t  les te rmes  se p e r m u t e n t  quand  x augmente  soit de 

2sTi, soit  de to. Les fonet ions sym~tr iques  de ces d6riv6es secondes sont  des 

fonct ions uniformes doublement pgriodiques, a ux p6riodes : :~ i  et  to. 

C'est ee qu 'on  peut  vdrifier par  ddr ivat ion di recte  de l 'dquat ion 

/(x,  y) = o, 

en ea lculant  y" pa r  la formule des fonet ions implicites. 

Soient,  pa r  exemple,  81(x), 02(x) . . . . .  tgp(x) des fonct ions 0 ell iptiques,  aux 

pd-riodes 2 ~ i  et  to v6rif iant  des reJations telles que 

o,,(x + z~,i)=a,,(x),  o,,(z + ~o) =e-~,'xo,,(x) 

{ r = i ,  2 , . . . ,  p) 

les quant i t6s  at ,  a z . . . . .  a~ 6 tan t  des ent iers  positifs. 

La  fonct ion 

/ (x ,  y)=C~e",~O,(x) + C~e"..,~'O~(x) + . . . .  + C~,e~ 

off les C~ sont  cons tants ,  vdrifie les re la t ions (44) et  les fonct ions  y de x d6finies 

pa r  l '6quat ion ] ( x , y ) = o  poss6dent  la propr i6 t6  que  nous venons d ' indiquer .  

B. Soit ma in t enan t  une  fonct ion uniforme F ( x ,  y, z) de trois variables,  v6~ 

r i f iant  les relat ions 

(45) 

I 

I F ( x  

F ( x  + zzvi, y, z) = F(x ,  y, z), 

F (x ,  y + 2~ i ,  z) -= F(x ,  y, z), 

F ( z ,  y, z + z z i )  = F(x ,  y, z), 

+to ,  y +  x,  z + y ) = F ( x , y ,  z). 

Admet tons  que  l 'dquat ion  en z, 

F(x ,  y, z) = o,  
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ait,  "~ la pSriode 2~:i  pros, ]es solutions 

z, .... ( f , ( x , y ) ,  z 2 = ~ f 2 ( x , y ) ,  . . . ,  z , ~ = , f , , ( x , y )  . . . . .  

Ces solutions se p e r m u t e n t  quand  x ou y augmen te  de 2~:ti; d 'apr~s la 

derni~re des relat ions (45), les fonct ions  % , ( x  +co,  y + x)  sont,  dans un cer ta in  

ordre ,  ~gales h 

z l + y ,  z , + y  . . . .  , z n + y  . . . . .  

Donc lcs d~riv6es secondes des z,, pa r  r ap p o r t  s y, 

z ,  l _ ~ f l  O~ ' f  ~ i)'-~f n - O y ~ '  z " : =  ~jy,~ . . . . .  ~ " .  = ~jy~ , . . . .  

fo rmen t  un ensemble de fonct ions  qui se pe rmuten t ,  quand on ehange x en 

x + 2 ~ e i ,  ou y en y + z : , e i ,  ou x en x + ( o e t y e n y + x .  L e s f o n c t i o n s s y m 6 t r i q u e s  

de ces d~riv6es secondes sont  donc des fonct ions uniformes  de x et  y, v~rif iant  

les relat ions (44). 

C'est  ee qu 'on  peu t  v~rifier par  d~rivat ion de l '~quat ion 

F ( x ,  y ,  z) = o. 

C. Soit G ( x ,  y,  z) une au t re  fonct ion v~rif iant  des relat ions de la forme (45). 

Consid~rons les deux  (~quations simultan~es 

F ( x ,  y ,  z) ~ o ,  G(x ,  y,  z) = o 

qui d6finissent y e t  z en fonct ions  de x. Admet tons  qu ' en  n~gligeant des mul- 

t iples de 2:el  ajout6s 's y e t  s z, ce syst~me a d m e t t e  un ensemble de solutions 

( y , ,  z,), (y~, z.~) . . . . .  ( y , , z , )  . . . . .  

Les de~riv~es secondes de ces solut ions par  r ap p o r t  b~ x, 

H ff H rf 
(Y 1, z",)  (y ~, z"~), z .) ,  . . . . .  ( y , ,  . . . ,  

f o rmen t  un ensemble d~termin& 

Quand x augmen te  de 2~vi, ees dSriv~es des solutions se pe rmu ten t .  

D 'apr~s  la derni~re des re la t ions (45), appliqu~e aux  deux  fonct ions F et G, 

quand  x augmen te  de r les solut ions sont,  dans  un au t re  ordre ,  

( y , + x ,  z~+y~), ( y , + x ,  z2+y~) . . . .  ; 

leurs d~riv~es seeondes par  r appor t  h x sont,  dans un au t re  ordre ,  
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(y"~,  z" ,  + y " , ) ,  (y"~., z"~. + y".~) . . . . .  ( y " , ,  z " ,  + y " , ) ,  . . . . 

Donc les fonctions sym6triques des y"~,, si elles existent, sont des fonctions 

uniformes de x, doublement p~riodiques aux p~riodes eq et 2~i .  

Puis, si l'on d6signe par g"~, et y , ,  les dSrivdes troisi~mes par rapport ~ x, 

les fonctions sym6triques des quantit6s 

off 

z'"~, y'~, - -  y '", ,  z"~,, 

9Y ~ I, 2 ,  . . . , 7Z, . . . 

sont des fonctions uniformes de x, doublement pdriodiques aux m@mes p~riodes. 

Les d~riv6es premieres par rapport s x sont, dans un autre ordre 

( y ' , + I ,  z ' ,+y ' , ) ,  (y'.~+i, z ' ~ + y ' , ) , . . . .  

Si donc on consid6re le polynSme 

P (y ' ,  z'  ) = z' 
y ' ( y ' - - I )  

qui, d'apr6s les consid6rations du N O XIV ne change pas quand y' croit de ~ et 

z r de y,, les fonctions sym6triques de 

P ( y '  1, z '~ ) ,  P ( Y ' 2 ,  z '2 ) ,  . . .  

sont des fonctions uniformes de x doublement pdriodiques aux p6riodes 2 z i  et ~0. 

D. t)renons, en g~ndral, une fonction F ( x ~ ,  x2 . . . .  , x , ) ,  admet tant  par rap- 

port s chaque variable la pdriode 21ci et v~rifiant la relation (43). L'~quation 

(46) F ( x , ,  x :  . . . .  , x , ) =  o 

d6finit x, en fonctions de x 1, x~ . . . . .  x,,-1. Admettons que, dans une bande du 

plan des x,  limitde par deux parall61es distantes de 2 z i ,  cette 6quation admette 

des solutions 

( z . ) ,  = c f , ( x , ,  x~,  . . . ,  x . - 1 )  

�9 ~ . . . . . . . . . . .  

Dans le plan entier des x , ,  elle admettra les solutions 
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( X n )  1 = ( p l ( X l ,  ;T~ . . . . .  X n - - 1 )  + 2kl~r i  

(x,~)2 = cf.,(xj, x,. . . . . .  x , , - l )  + 2k2~ri 
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k~, k~ . . . .  d~signant  des ent iers  quelconques.  Quand  l 'une des var iables  x , ,  x: ,  

. . . ,  x~_~ augmen te  de 2 z i ,  ces solutions se p e r m u t e n t  en t re  elles; quand  x~ 

augmen te  de co, x2 de x~, . . . ,  x~_1 de x~-2 les nouvelles d~terminat ions  des 

fonct ions  eft, cfz . . . .  sont,  dans un cer ta in  ordre  

(x,,), + x ~ - l ,  (x.) .  + x . - 1  . . . . .  

Done les d~riv6es secondes des (x,~),. par  r appor t  ~ x n - i  

-,1 ~Jx~- l '  ( x " . ) : - i j x ; ~ L ~  " ' "  

fo rmen t  un  ensemble de fonct ions  de x~, x2 . . . . .  x , _ l  qui se p e r m u t e n t  quand  

on a joute  2~-ci /~ l 'une des var iables  e t  quand  on change 

e n  

x 1 + c o ,  x 2 - F x ~ ,  . . . ,  X n - l + x n - 2 .  

Les fonct ions  symdt r iques  de ces d6rivdes secondes (x",) , ,  (x",).~, . . .  sont  donc 

des fonct ions uniformes de xt, x2 . . . .  , x ,_~ laiss6es invariables  par  ces mfimes 

subst i tut ions.  

En  r6sum6, si l 'on rdsoud l 'dquat ion (46) co n t en an t  n var iables  p a r  r appor t  

& x . ,  les fonct ions sym6tr iques  des diverses dd te rmina t ions  de 

/J x ; _ l  

sont  des fonct ions uniformes O(xl ,  x~, . . . ,  X,_l) ,  de n - - I  variables,  a d m e t t a n t  

la p6riode z z i  par  r appor t  h chaque  var iable  et vdrif iant  la re la t ion 

O ( x  1-}- (t), X 2 - ~  X 1 . . . .  , X n - - I " ~  X n - - 2 )  = O ( X  1,  X=,, . . .  , Xn--1), 

analogue /L (43)- 

E.  Prenons  enfin le cas le plus g6n6ral. Soient  F1, Fz ,  . . . ,  F n - p ,  n - - p  

fonct ions  de x~, xz, . . . ,  x,~, a d m e t t a n t  la p6riode 2zri pa r  r a p p o r t  h chaque  vari-  

able e t  v6rif iant  la re la t ion (43)- Les 6quat ions simultan6es 



296 

(47) 

Paul Appell. 

[ F ,  ( x , ,  x . , ,  . . . ,  x , , )  = o 
I 

i F~(x,, x,. . . . . .  x,,) = o 

F , t _ _ ~ ( X ,  , X 2 . . . .  , X , , )  = 0 

d6finissent x . ,  X n - - 1  . . . . .  Xp+ 1 en fonctions de x~, x~ . . . . .  xp. Soient 

(48) 

I , T p q - I  r  X 2 . . . . .  X p )  

I 
I xp + 2,,, = q~2, (x~, x~ . . . . .  .rl,) 

I 
( x . . . . .  r (x:, x~ . . . . .  xp) 

/ } ' =  I ,  2 ,  3 ,  �9 �9 �9 �9 

un des syst~mes de solutions: ces syst~mes de solutions sont d6terminds h des 

multiples de 2 z i  pros; ils se pe rmuten t  quand on augmente  Xl, x.. . . . .  ou 

:% de 2 z i .  

Quand on change xx, x 2 , . . . , x p  en x~+(o, x 2 + x t  . . . . .  x p + x p _ l  ces sy- 

st~mes de solutions deviennent ,  dans un au t re  ordre 

X p q - l , v  -~ X p ,  X p + 2 ,  v "4- X p + l  v ,  . . . .  X n , v - ~  X n - - l , v  

des multiples de 2~Ti pr~s. D~signons par  des accent  les d6rivdes partielles de 

ces solutions par  r appor t  h xp. Les d~rivdes premieres x~+~,~,, x'p+o . . . . . . . .  

x'~,~ forment  un syst~me d6termin5 de solutions, e t  quand x~, x.. . . . . .  ~ su- 

bissent la subs t i tu t ion  

(49) x l + ( o ,  x2+x~,  . . . ,  x p + x p _ l  

ces d6riv~es subissent la subs t i tu t ion  analogue 

(50) 

Soit alors 

~ , ' ~  I ~  ~ p T 2 , v  1 , v ,  �9 �9 �9 ~ n , v  X n - - l , v  

X ~ X l n )  P(x~§ p + 2  . . . . .  

le polyn6me le plus g6n6ral en x'~+l, x'~+~ . . . .  , x'n laiss6 invariable par  la sub- 

s t i tu t ion  (5 o) qui consiste ~ remplaeer  

X r p +  1,  X r , ,  p "t- 2 ~ �9 , X t n  

par  
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Xlp + l + I ,  X p + 2 + 2t'll ,+1, �9 �9 . , 2:tn 2i- Xtn-- l "~ 
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on sait former ee polynSme d'apr~s la m6thode du N ~ XIV en prenant to = i et 

en d6signant les variables x~, x: x ,_p par x'p+i, x'~,+2, x '  : *  �9 �9 �9 , �9 �9 �9 I l ' l .  

Les diverses valeurs P~ que prend ee polyn6me pour les divers syst6mes 

de solutions des 6quations (47) sent des fonctions de x t ,  x~. . . . . .  xj, qui ne font 

que se permuter quand ces variables augmentent  de 2~ci ou subissent la substi- 

tution (49)- Toute fonction sym6trique des diverses valeurs de ce polyn6me est 

done une fonction uniforme 

@ (z , ,  x~ . . . . .  xp) 

q ui admet pour ehaque variable ]a p6riode 2~ri et qui est inalt6r6e par la sub- 

st i tution (49)- 

XVII. D e u x i ~ m e  / o r m e  des  / o n c t i o n s  O ;  t r a n s / o r m a t i o n .  On sait que les 

fonctions 0 elliptiques, sent suseeptibles de deux formes diff6rentes, suivant le 

rSle particulier que l'on fair jouer ~ l'une ou h l 'autre des deux p6riodes. Ces 

deux formes sent ordinairement d6sign6es par les notations 0 et ,9. Un probl~me 

de m6me nature se pr6sente pour les fonctions O de degr6s sup6rieurs. 

J 'a i  amorc6 la question dans les Comptes Rendus de la S6ance du 7 sep- 

tembre 1914: je vais ,  eomme dans eette note, prendre d'abord les 0 elliptiques, 

sous le point de rue actuel, afin de suivre la me, me voie dans le eas g6n6ral. 

A. Soit done 

,, : , ,+ , :  ro -_<- : ,>  + <o,t 
o ( x )  = 7_. e -  . 

n ~ - - o o  

une fonction 0 

lations 

oh a et fl sent des entiers, a > o. Cette fonetion v6rifie les re- 

O(x + 2 ~ i ) = O ( x ) ,  O(x  + c o ) = e - " ~ O ( x ) .  

P o s o n s  

(5~) / ( x ,  y) = e~yO(x); 

eette fonetion enti~re v6rifie les trois relations 

(52) 

l ( x  + 2 ~ i ,  y )  = l ( x ,  y )  

/(x, y + 2~~i) = / ( x ,  y)  

/ ( x  + co, y + x)  = l (X ,  y) .  

A e t a  m a l h e n t a t i c a .  41. imprim6 le 8 dt~cembre 1917. 38 
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Faisons le changemen t  de var iable  (38) qui  consiste s conserver  x et  ~ poser  

(53) Y = Y2 + x ( x -  t~), 
2 {0 

Y2 6 tan t  la nouvel le  var iable  qui remplace  y. On a alors 

/(x, y) = / [ x ,  y~] 

et  d 'apr6s  les rdsul tats  g6ndraux du N O XIV, la fonct ion /[x,  Y2] admet  la p6- 

r iode to pa r  r appo r t  ~ x. C'est ce que nous allons voir  d i rec tement .  

On a 

n ~ + ~  - n n - - 1 )  ~ ] . 
~K~ t a - - - ; y  - -  + , ,  n j to + l a  n + fl) x 

e" - 

Faisons  le changemen t  de variables  (53); nous aurons,  pa r  un calcul facile 

a 

e,~oo), , ( x  + n to) (x  + n co - -  o~) + , ~ ( x  + I* oJ) 

oh la p6riode to est en 6vidence,  car  a jou te r  co /t x, rev ien t  h changer  n e n  n + i.  

On peu t  alors ~crire 

r = + : o  2 v . T x i  

avec  

co 2 r : r x i  u a 

t o A v  ~ e -  t o  .... , a x  

t .  

0 

ce qu ' on  peu t  6erire en a j o u t a n t  h l ' exposant  --2rn~Ti  

), a ( x + n o a ) 2 + ( f l  a 2 'v . - t i .  ~,JA~, ~ ~ .  e2~o , , - io  )(x+n~~ 

0 

Faisons,  dans  chaque  int6grale,  le changemen t  de var iable  

x + n t o  . .  

( 0  

nous aurons  
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n +  1 

A , , =  e -e ~'~ ' ' d~, 

c 'est-h-dire, d 'apr~s une t r ans fo rma t ion  elassique 

(56) A,, = e ~ " + " ) d_~', 

- - o o  

la var iable  d ' in t6gra t ion  6 tan t  r6elle. Cet te  derni~re int6grale,  p o r t a n t  sur une  

exponent ie l le  don t  l ' exposan t  est  un t r in6me du second degr6, est  bien eonnue.  

En  t e rminan t  le caleul, on ob t ien t  ]a formule  de t r ans fo rmat ion  cherch6e. 

B. La m~mo m6thode  s 'appl ique aux  fonct ions O de degr6s sup6rieurs.  

Nous  nous borne rons  s l ' exposer  pour  les fonet ions  O du quatr i&me degr6. 

D 'apr~s  des no ta t ions  d6js employ6es,  d6signons par  a, l'~, 7, ~ des ent iers  

don t  le premier  est  positif,  et  posons 

' r  (~-) = a 
i . 2 . 3 . 4  

- + ;  . . . . . . .  + 0'),, 
1 . 2 .  j I ,2  

, f ,  0 . )  = , f  ( z  + ~ )  - -  ( f  ( z )  = c,  . . . . . . . . . . . . . . . . . .  + ' - . . . . . . .  ~ 7 i  -,~ ~, 
I . 2 .  3 I . 2  

i(L-- I) 
r  = cf~ ( i  + ~) - -  (f, (i)  = r . . . .  + / ) -  + 7,  

1 . 2  

~p.(i) = ~f. (i + ~) -- ~p~ (i) = c,i + ft. 

Soit  n un ent ier  quelconque,  la fonct ion O la plus g6n6rale du qua t r i~me 

degr6 est 

o((o.x.,.=t 
g t  ~ - -  r  

In t roduisons  une quat r i~me var iable  t, en posan t  

1 
F ( x ,  y, z, t) = e"tO I '~' Y, Z I 

Cette  nouvet le  fonct ion ent i6re F poss~de la p6riode 2 x i  pa r  r a p p o r t  /~ ehaque  

var iable  et  v~rifie la re la t ion 

F ( x + ~ o , y  + x , z  + y , t  + z) = F ( x , y , z , t ) .  
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Ceci rappel6, faisons le ehangement de variables indiqu6 au paragraphe X1V: ce 

changement consiste g conserver x et & remplacer y, z, t, par trois nouvelles va- 

riables y:, ya, Y4, d6finies par 

(55) 

Y = Y : + X ( ' X - - C ~  
2 fO 

+ x x ( x - - ( o ) ( x - - 2 r  
z = ya Y=~o + 2 . 3(o~ . . . . . . .  

x , x ( x ~ ( o )  x ( z - - . , ) ( z - - 2 ( o ) ( x - - ~ o , )  

La fonetion F ( x ,  y, z, t) devient alors une fonction enti~re 

F [x, y2, y.~, Y4], 

qui admet, par rapport h x, ]a p6riode to. C'est ce que nous allons v6rifier. 

Le changement de variables donne une expression de la forme 

(56) F [ x ,  y2, Y3, Y4] = e " u , ~  e'''+~'u-' +,,,u~ 
TI 

oh l 'exposant est ordonn6 par rapport h Y2, Y3, Y, ,  les quantit6s u, v, w ayant  
pour expressions 

u = el(n) + ~,p~(n) + ,fx(n) + 

x ( z  - (0) ( x  - -  + 2c~  + 
2 . 3  tea 

x x (x - -  (0) 
v = , t : (n )  + ~,f.~(n) + . ,  

2 (O ~ 

x(x - -  (0) ( x  - -  2~o)  ( x  - -  :~(o) 

2 . 3  �9 4 (~ 

X 
w =  <f3(n) + a. 

fO 

D'aprbs la th6orie 616mentaire des diff6rences, on a 

ef(n + h) = ( f ( n )  + hq~l(n ) + .-h-(hI ~ I)rf,(n) h ( h - -  i) ( h - -  2) + 
I . 2  -3 

~ 3 ( n )  + 

+ h ( h - - i ) ( h - - 2 ) ( h - - 3 ) ~ 4 ( n ) "  
I . 2  "3 "4  

En faisant h = x,  on voit que les quantit6s u, v, w qui d6pendent-de x et 
{0 
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des fonct ions de la seule quant i t6  x+ne~,  q u ' o n  p e u t  6crire comme 

'a ~ q ~  n + , . o  oJ 1 

w = ' f 3  n +  o =q~3 ~,J , '  

l ' exposan t  dans ]a s6rie (5 0 ) est  donc une cer ta ine  fonct ion de x +  nto 

, , , , ,  + vv= + wy~ - , ,y  (x+,~,o / 

en posant  

(57) 

et  l 'on a 

V +''~ +''''t, qj (x + nto) t '~f (x + no,] + Y.,~f2 . . . . .  + Y ~ f  a - -  

/ 1 ~  ~ ac /a" -4- n o)~ 

F [ x ,  Y2, Y3, Y4] = e~'u' ~ .  e"'( 7 ,  ). 

11 est alors 6vident  que la fonct ion F [x, Y2, Y3, Y,] ad m e t  la p6riode (,J par  

r appo r t  g x, puisque le changemen t  de x en x +  to donne le mSme r6su l ta t  que 

le changemen t  de n e n  n +  I dans la s~rie. On p eu t  donc (~crire 

} , ~ + ~  2v.Txi 
F [ x ,  Y2, Y3, Y4] = e'~U' ~ A,,e ~,,, , 

A,,  6rant  une fonct ion enti6re de y= et  Y3. Ce coefficient  est donn~ pa r  ]a for- 

mule classique 

n=+~ ~ 2v.uxi , ,x+no~ 
(~ ~ j e -  " - -+r '  ' o - ] d x ; =  | 

o 

comme n e s t  entier,  on peut ,  en a j o u t a n t  - - 2 v n ~ r i  g l ' exposant ,  6crire 

O) 
"l- ~ (0 /a" "~ n ~) 

{ t j i l  _ _ ~ ) .  - - 2 ~ ' . ~ i "  O)--'-I-'~( ~ j - - )  d x ,  

0 
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Mais alors, en faisant, dans chaque int6grale, le changement de variable 

o n  a 

et enfin 

x-t- ate 

n +  1 

n ; ;  

A,. = i e'P(;}-2"'~i-~d~' 

(58) A ~, = f e ~ ~ (~) 
+ Y-'~f2(~)+ Y''fz(;)--2P~iC" " d ~  

la variable d'int6gration 6taut  r6elle. 
Le coefficient A~., fonction enti6re de Y2 et Y3, est ainsi exprim6 par uric 

int6grale d6finie, dans laquelle l 'exposant de e est un polynSme du quatri~me 

degr6 par  rapport  ~ la variable d'int6gration. 
Le coefficient A,, 6tant calcul6, on a la nouvelle forme de la reaction O: 

(59) e " t O [ t ' ~ ' x ' Y ' Z l = e " y ,  ~ A~e-,; ,  , 
~c~, fl, 7, dl 

ce qui, en vertu des relations (55), r6alise la transformation cherch6e. 

XVIII .  Remarque  sur  une intdgrale dd/inie.  Dans le num6ro prdeddent, 

nous averts reneontr6 une int6grale d6finie portant  sur une exponentielle dent  

l 'exposant est un polyn6me du quatri~me degr6. 

(60) 

v d6signant un entier e t ' l a  variable d'int6gration u 6tant r6elle. 
est une fonction enti6re de x, y, z, t, qui v6rifie la relation 

O~ (x + {~, y + x, z4- y, t + z) = q)~ (x, y ,  z, t),  

comme il est ais6 de "le constater en changeant u en u + z. 

Consid6rons, d 'une mani~re g6n~rale, une int6grale d6finie de la forme 

q4 (x, y, z, t) = e at i e~ ("}+ w-~("} +'% ("}-z"'~"i d u '  

Cette int6grale 
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Le ehangement  de variables (55), condui t  ~ un calcul analogue /~ celui du 

num6ro prdc6dent et t ransforme l ' int6grale @~ en 

[~ o, t f . [u+X~+y q'. ~u+x)--2 ...... i d u  * 

J 

En posant  

on t rouve 

x 
( 0  

2v:txi +~ 
'~o j et~ @,, Ix,  y~,  Y3, Y~ ] = e" Y, e 

- -  o o  

Off, dans ]e plan complexe des ~, ~ l ' in tdgrat ion est faite sur une parall~le h l 'axe 

des quanti t6s  r6e]les. Mais il est ais6 de voir que cet te  int~grale conserve la 

m6me valeur  si on suppose ]a variable d ' int~grat ion ~" r6elle. L' int6grale q)~ est 

alors le terme g6n6ral de la sdrie (59), dormant  la deuxi~me forme de la fonc- 
t ion O. 

.O. 


