AUSZUG AUS EINEM BRIEFE DES HERRN LANDAU AN
DEN HERAUSGEBER.

Gottingen, 24. 7. 1918.

Hochverehrter Herr Kollege!

.................................................

Der in Threr bekannten Arbeit Sur la représentation analytique d’une branche
uniforme d’une fonction monogéne (cinquiéme note) [Acta Mathematica, Bd. XXIX
(1905), S. 101—181] bewiesene Satz A4 (S. 107—108) besagt: Es sei a>o0, Fo(x)
Ihre spezielle ganze Funktion (5) oder irgend eine ganze Funktion von x oder auch
nur z. B. auf dem durch ein komplexes z,~=0 gehenden Halbstrahl von o bis =z,
definiert und stetig.! Es sei ferner

e 1 1
f(@o) = |e=2° Fo(wa,)d w®
Bj

konvergent (d. h., da wegen >0 in w=o0 sicher hineininlegrieri werden kann,

2
lim f vorhanden). Dann konvergiert
0

Q me

1

o1
f(@z,) =je-“’aFa (wBz,) dw?
0

fiir 0 <O <1 und zwar gleichmdssig fir @, <O <1, wo O, irgend eine feste Zahl der
Strecke 0 <0, <1 1st.

! Auch die Stetigkeit wird nicht voll gebraucht; doch ist dies fiir meine gegenwirtigen
Bemerkungen unwesentlich.
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Ich erlaube mir, Sie darauf aufmerksam zu machen, dass die gleichmissige
Konvergenz von f(@ z,) auf der ganzen Strecke o <@ <1 besteht!; im Falle o =1
hat dies schon Herr HarpY in seiner Arbeit Notes on some points in the integral
calculus, XXXI, The wuniform convergence of Borel's integral [The Messenger of
Mathematics, Ser. II, Bd. XL (1911), S. 161—165] gezeigt, aber nicht einfach genug.

Beweis: Da Sie gleichmissige Konvergenz fiir 2& <©®< 1 schon bewiesen
haben, darf ich mich auf 0 < @ < ;—a beschrinken. Ich setze i = und habe,

Fo(0x) =@ (0) + 1Y ()

! In meiner Arbeit ist die gleichmissige Konvergenz des Integrals

+ 1 1
(A) je—maFa(meo)dw“
0
fiir 0 <8 <1 in dem Falle bewiesen, dass

k k
Fa(z)=ko+|-;;—_—l-z+|l‘al.gz2+'--+;.y

P2 S

v
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Liml/lkv|=;;r>0

XN -]

und

; 1 1
je—maFa(wmo)daﬁ
0
konvergiert. (Cf. pag. 107, 108; 112, 113))
Wenn dagegen nur die Integrabilitdt von
1 1
e— 0% Fo (w0 xp) d we
und die Konvergenz von

P 1

1 1
fe—w“Fa(w Zo) d wa

0

vorausgesetzt wird, ist der Satz, wie Herr Laxpav richtig angibt, nur fiir den Fallo < 8, < 8 <1
bewiesen.
Ich habe in der genannten Arbeit keinen Gebrauch gehabt fiir einen weitergehenden
Satz als den darin bewiesenen.
Ich hatte mir jedoch vorbehalten, auf das Studium des Integrals (A) zurtickzukommen, in dem
Falle, dass von -

1 1
e— 0% Fo (w8 x) d we

nur die Integrabilitit vorausgesetzt wird (cf. p. 108, 111). Eine grossere Arbeit hiertiber habe
ich seit lange ausgearbeitet. Mittag-Leffler.
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gesetzt, nachzuweisen, dass, wenn ¢ (w) fiir w>o reell und stetig ist, aus der
Konvergenz von

aa

j'(p (w)e"“’ﬂdwﬂ (B >0)

0

fiir H > o eine Ungleichung
'f¢(@w)e—w"dwﬂ|<g(y)
H

folgt, wo o (H) von O frei ist und ¢(H)—>o0 bei H—> o ist. (Bei ¥ (w) gilt als-
dann dasselbe.)

Ich wihble eine Zahl K, sodass | (w)]| < K fiir 0 < @ < 1 ist; und eine Zahl M,
sodass fiir w, > 0,w, > 0 stets

[1)2
lfq;(w)e"‘"ﬂdwﬂ|<M
@y
ist; alsdann ist fiir w,>0,w,>0

(x) Uqa(@w)e—e”w“’dwﬂl <%{,.

Ich setze ferner fiir H > o die Zahl u gleich der grésseren der beiden Zahlen H und %,

% &
1, =—-—jqp(@w) e“‘”ﬂdwﬂ, I, = ’(p(@w)e“‘”ﬂdaﬂ.
H “
(Die Konvergenz von I, ist ja bekannt.)
Es geniigt,
11| <o (H), | I,|<e.(H)
darzutun, wo ¢, (H) und g,(H) von @ frei sind und bei H—> « gegen o streben.

. 1, 1.
I, ist = o, falls H__>_6, falls aber H<@, ist

1

4 4
Li<[ Ke=dwf< [ Ke-o"dw? =g, (H)->o.
11 ¢
B H
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Wegen 6F < ;—iﬂég <1 ist nach dem zweiten Mittelwertsatz fiir 2> u

e Q
j¢(@w)e”m8dwﬁzfe*(l—eﬁ)mﬂ(p(@ w) e_eﬂwﬁdwﬁ

" "
o

:e——(l—gﬁmﬂjq,(@ m)e—e_ﬂ“’ﬁdwﬂ (<@ <9,

”

also nach (1)

2
Uw(@w)e—w"dwﬂl<e-u—eﬂmﬂ@l‘_ﬂ,

"

folglich wegen ®% < 2
1
18 =
U:lie‘““eﬂ’“ﬂM-éﬁe 2" Mo4et?,

also wegen (59 Lu

Lp 1 18
[1,]<e " M-get =4Me ¢,

folglich wegen nu>H

_igh
|L|<4Me 7 =g, (H)—>o.

...............................................

Edmund Landau.



