
SUR LA RI GULARISATION DU PROBLI ME DES TROIS CORPS. 
PAR 

T. LEVI-CIVITA 

Pxvouz. 

Les dquations diffdrentielles du probldme des trois corps, dans une quel- 

conque de leurs formes elassiques, se comportent  rdguli~rement tant  que lee 

positions des trois corps sent  distinctes, mais prdsentent des singularitds s'il 

arrive que la limite infdrieure des distances mutuelles soit zdro (chocs). L'analyse 

de ee qui se passe au voisinage d 'un choc a dt6 dans ces derniAres anndes l 'objet  

de maintes  recherehes visant d 'abord (PAISLEY', 1 L~.vI-CIWTA, 2 BIsco~cI~I,  s 

SeND'AN 4) k caractdriser les conditions qui doivent 6tre remplies par  les don- 

ndes initiales pour que deux des trois corps, ou t o u s l e s  trois, se choquent au 
bout d 'un temps fini. 

Ces premiers suceds ont conduit  k penser que les singularitds analytiques 

eorrespondant au phdnomAne d 'un choc ne soient pas si redoutables qu'on aurait  

pu le craindre. C'est ainsi qu'en i9o6, en remaniant, d'apr~s une aimable invita- 

tion de M. M]TTAG-L~FFL~R, men dtude citde tout  k l'heure sur le cas partieulier 

du probl~me restreint, je suis parvenu h faire disparai tre  toute  singularitd par 

un ohangement tout  k fait dldmentaire de paramAtres, et cela sans altdrer la 

forme eanonique des dquations. ~ 

1 ,Lemons etc., profess~es ~ Stockholm,  (Paris: Hermann ,  1897), pp. 582--586. 
�9 Traie t tor ie  singolari ed urt i  nel problema r is t ret to dei tro corpi , ,  Annali  di Matematica,  

Ser. I I I ,  T. IX,  I9o3, pp. 1--32. 
3 ~,Sur le probl~me des trois corps, ,  ces Acta, T. 30, I9o5, pp. 49---92. 
4 JRecherches  sur le probl6me des trois corps, ,  Acta Societatis Scient iarum Fennicae,  

T. X X X I V ,  no 6 (Helsingfors, 19o7). 
Dans ce journal, T. 3 o, pp. 305--327 . I1 convien t  d 'aver t i r  que, d~s I895, N. THIELE, dans 

ses ~Recherches num6riques  concernant  les solutions p~riodiques d 'un cas special du probl~me 
des trois corps,  [Astronomische Naehrichten,  B. C X X X V I I I ,  pp. I - - Io]  avai t  indiqu~ une trans- 
format ion r~gularisante du probl~me restreint ,  moins simple que la mienne,  mais embrassant  

la fois les deux masses times. I1 s 'en est servi heureusement  dans see calculs, sans en faire 
toutefois  ressortir,  m6me en passant, l ' int~r~t sp~culatif. 
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M. SUND~A~ ~ a d~couver t  ensuite une r6gularisation du probl~me g~n6ral, 

d'o/~ la conclusion, m~morable au point de vue de l'analyse, que toute solution 

(quelles que soient les circonstances initiales) peut  ~tre repr~sent~e par des d~- 

veloppements toujours convergents. Cependant la dire r~gularisation est at teinte 

d 'une mani~re indirecte, par  l ' introduction d'un nombre assez grand d'auxiliaires 

et en sortant  du cadre des ~quations de la dynamique: circonstance assez g~nante, 

puisqu'il  n ' e s t  plus permis (du moins sans discussion pr~alable) d 'appliquer au 

syst~me r6gularis6 ni les r~sultats th6oriques, ni les m6thodes de calcul de la 

m6canique analytique. 

Pour  le probl~me plan il m'a 6t~ ais6 de r~aliser 2 une v~ritable r~gularisa- 

tion dynamique, en g~n~ralisant (avec t rai tement  sym~trique des trois corps) la 

transformation (ponctuelle) 

x + i y  = (~ + i~)  ~ ( i  ---- V: :~ ) ,  

employ6e pour le probl~me restreint. 

Le problbme dans l 'espaee a longtemps r~sist~ k rues efforts, rant que 

j 'essayais de l 'aborder par  des semblables changements de coordonn6es. Les 

transformations eanoniques usuelles se ra t tachant  au mouvement  elliptique ne 

r~gularisent pas non plus. Mais on peut  en t rouver  d'analogues, une notamment  

bien simple, sugg6r~e par le mouvement parabolique, ~ rendant tout  holomorphe 

au voisinage d 'un choc binaire. ~ 

L'~minent Directeur des Acta a bien voulu me demander un expos~ d~taill~ 

de ee dernier r~sultat. Voilk l'origine et le bu t  du present article. Pour  en 

faciliter la lecture, j 'y  ai repris tout  ee qu'il faut connaitre des t ravaux ant~rieurs. 

On trouvera, dans un premier chapitre, soit des pr~misses formelles, pour 

la plus par t  classiques, un petit  peu rajeunies par un usage (d'ailleurs tr~s 

discret) des notations vectorielles; soit quelques lemmes, d u s k  M. M. PA~L~V~ 

et SUZ~D~AN, qui pr~cisent au sens de l 'analyse les ciroonstances ess~ntielles des 

oboes, et  permet tent  d'exclure l 'eventualit~ d 'une collision g~n~rale d~s que le 

moment r~sultant des quantit~s de mouvement  ne s 'annule pas. ~ 

Le second ehapitre d~bute par  l'int~gration, moyennant  la m~thode de 

JACOB,, des ~quations du mouvement  parabolique (d'un point  soumis k l 'attrac- 

1 ~M~moire sur le probl~me des trois corps,,, ces Acta, T. 36, I912, pp. Io5--I79. 
Rendiconti dei Lincei, vol. XXIV (2e semestre I915), pp. 61--75, 235--248, 421--433, 

485--5oi, 553--569. 
s Ibidem, vol. XXV (premier scmestre I916 ), pp. 445w458. 
4 Comptes Rendus de l'Acad6mie des Sciences de Paris, t. i62, ~916, pp. 625--629. 
6 Cette exclusion fur connue par WEIEllSTRASS, ainsi qu'il r~sulte d'nne lettre adress~e k 

M. MI~TAG-LEFFLER et publi~e dans ce m~me recueil (voir ~Zur Biographie yon Weierstrass,, 
T. 35, I9II, p. 3o). 
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tion d 'un centre fixe, dans le cas partieulier oh slannule la constante des forces 

rives). On en tire une transformation canonique (apte k r6gulariser le voisinage 

d 'un ehoc dans ]e probl6me des deux corps), et on fait l '6tude de ses 616gantes 

propri6t6s g6om6triques et cin6matiques. La consid6ration du mouvement  para- 
bolique fournit en outre l'occasion pour eonstruire une seeonde transformation 
canonique, qui k la v6rit6 n'a rien k faire avec notre r6gularisation; mais ne dolt 

pas 6tre n~glig6e, puisqu'elle introduit  un syst~me canonique d'dl~ments paraboli- 
ques, pouvant  rendre de tr~s bons services pour la d6termination des perturba- 
tions d 'une com~te. 

Apr~s avoir pr6par6 de la sorte t o u s l e s  616ments ndcessaires, j'explicite, 

dans le troisi~me (et dernier) chapitre, la r6gularisation canonique du probl6me 
des trois corps au voisinage d 'un choc binaire, dont sont des corollaires imm6- 

diats: la continuation analytique du mouvement  au d61h des chocs 6ventuels, 
k laquelle se rat tache l 'heureuse explication m6canique de M. ARMELLI~I~; la 
repr6sentabilit6, sans aucune restriction, des coordonn6es cart~siennes des trois 
corps par des s6ries convergentes pour toutes les valeurs rdelles d'un param~tre 
convenable v; enfin la possibilitg d'introduire, dans le systgme diff6rentiel eanoni- 

que qui ddfinit le mouvement,  k cStd de la 
tions inconnues telles que le syst6me, tout  
rdguli6rement (non seulement au voisinage 

variable ind6pendante ~, des fonc- 
en restant  canonique, se comporte 

d 'un choc prdfix, mais) toujours, 

c'est-k-dire pour tout  6tat de mouvement  qui puisse ~tre effectivement rejoint 

partir  d 'un 6tat initial quelconque. I1 resterait  ~ indiquer un choix appropri6 
de ces param~tres: question inessentielle, je voudrais presque dire de vernissagc 
formel, mais que je me permets quand m~me de signaler au lecteur. Pour ceux 
qui aiment les calculs 6]6gants et les analogies m~caniques, la matibre ne paral t  
pas sans attraits;  du moins ~ en juger d'apr~s le eas particulier du problbme plan, 

oh la dire sp6cification donne lieu [citation 2 de la page ioo] k des rapproche- 
ments inattendus avec d'autres syst~mes dynamiques exemptes de singularit6s 
dans le champ r6el (tel notamment  un solide pesant fixd par un de ses points). 

En revenant  k la simple r6gularisation locale du voisinage d 'un choc qui 
va fitre d6velopp6e ici, il y 'a  lieu d 'a jouter  qu'elle pr~terait h reprendre, par 

des calculs peut-6tre plus commodes et plus sym6triques, la d6termination effec- 

tive des deux relations invariantes earact6ristiques d 'un choc, d~j~ trait~e par 

M. BISCONClNI [citation 3 de la page 99]. On pourrait  s'en a t tendre un avan- 
tage analogue ~ celui que j 'ai mis en 6vidence pour le probl~me restreint [cita- 

tion 2 de la m6me page]. 

i ~Estensione della soluzione del SU~DMA~ dal caso di corpi ideali al caso di sferette 
elasticho omogenee,, Rendieonti dei Lincei, vol. XXIV (premier semestre I9rS), pp. I85--J9o. 
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En terminant, je voudrais souligner l'importance de la r6gularisation aussi 
h u n  point do rue plus g6n6ral. I1 me suffit pour cela de faire remarquer que 
la r6gularisation pr6alable d'un syst~me diff6rentiel est indispensable pour p6n6- 
trer intimement dans l'allure g6n6rale des solutions et dans la distribution des 

Solutions p6riodiques. Justement dans cette vole, ouverte par POI~OAR@,, sere- 
blent devoir maintenant s'engager de pr6f6rence les efforts des g6om~tres. ~ 

CHAPITRE I. 

R e l a t i o n s  f o r m e i l e s  - -  Q u e l q u e s  r ~ s u l t a t s  d u s  ~t M. M, P a i n l e v ~  

e t  S u n d m a n .  

1. Pr~liminaires. 

Soient P ~ ( v = o ,  I, 2) trois points mat6riels; mr leurs masses; G leur centre 
de gravit6. 

Introduisons les trois vecteurs ~ 

(I) R~=P~--G ('~ = o,  I ,  2) 

et leurs diff6renees 

ro = P 2  - -  P 1  = R2 - -  RL, e l  = P o  - -  P 2  = Ro - -  R2,  e2 = P l  - -  P o  = R,  - -  Ro 

correspondant aux trois cStds du triangle P0 P, P~. 

En regardant dquivalents les indices v (tels que o e t  3, I e t  4), qui diffArent 
entre eux d'un multiple de 3, on peut 6videmment condenser la d6finition des 
r~ dans la formule eyclique 

(2) r~=P,+2--P,+I=Rv+2--R,+I (~-~o, 1,2). 

En additionant on a l'identit6 (g6om6triquement 6vidente) 

(3) 
2 ~ '  t',v ~ O. 

o 

1 Tout rdcemment des rdsultats extr6mement remarquables ont dtd obtenus par M. BIRK- 
HOFF darts ses beaux m6moires: 

*The restricted problem of the three bodies~, Rendiconti del Circolo Matematico di Pa- 
lermo, T. XXXIX,  I9i % pp. 26~--334; 

~Dynamical systems with two degrees of freedom% Transactions of the American Mathe- 
matical Society, vol. XVIII ,  I917, pp. I99--3oo. 

Pour abrdger l'dcriture, je vais avoir recours aux tout premiers dldments du calcul 
vectoriel en suivant les notations de M. M. BURALvFoRTI et MARCOLO~QO. Voir leurs ,Eldments 
de calcul vectoriel, (ddition franqaise par S. Lattbs, Paris: Hermann, I9IO ) 
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Il eonvient d 'ajouter  qu'aussi les veeteurs g~ sont lids par une relation lindaire. C'est 

2 

(4) ~, , ra~ ,& ,  ----- o,  
0 

exprimant que O est le centre de gravit6 des trois point matdriels P~. 
En faisant syst~me des (2) et (4), on peut inversement exprimer les R~ 

l'aide des r~. Partons pour cela de (4), en l 'dcrivant 

m ~ R ~ + m ~ + l ~ + l +  mv+2g~+2=o,  

et lui a t t r ibuant  ensuite la forme ~quivalente: 

.M e~ + m~+l (R,+I - -  R,) + n~.+~(&+~-- R,) = o, 

oh 

(5) M = m~ + ml + m2 

dSsigne la masse totale du syst~me. D'apr~s les formules (2) elles-memes, on en 

tire la r6solution annonc6e 

(6) MR,,-----m~,+~r~+l--m,,+tr~+2 (v-----o, I ,  2). 

Il nous sera commode de poser 

le,,l~.R,,, Ir, l = r ,  (~=o ,  z, 2), 

e'est-~-dire d'indiquer par R~ la distance G P, ,  par r,  la distance P,.+~ P~.+2. 

2. F o r m u l e s  de L a g r a n g e .  

Soit P u n  point quelconque de l'espace, 

G--P-----d 

le vecteur allant de P au barycentre G. 
On a ~videmment 

P , , - - P  ----- ( P , - -  G) + ( G - - P )  ---- R, + d. 

Formons le moment d'inertie (polaire) du syst~me des trois points P, ,  par  

rapport  ~ P .  C'est par d$finition 

2 2 2 

(7) J P - - - - - 2 " m ~ P - ~ = 2 ~ m ~ , ( P , - - P ) •  
0 0 0 

(oh X est le symbole de produit  sealaire), me r6duisant /, 
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2 

J = ~,m, ,R: ,  
o 

lorsqu'on fait coincider P a v e e  ]e centre de gravit6 G. 
D6veloppons le produit  sealaire dans la derni6re expression de Jp,  en 

tenant  compte de (4), (5), et en d6signant par d la distance P G. I1 vient imm6- 
diatemont 

Jp  = J + M d ~, 

formule bien eonnue do LAGRA~OE, valable en g6n6ral pour un nombre queleonque 

de points mat6riels. En faisant ooinoider P avec P~, elle donne en partieulier 

m~+l r~+2 + m~+2r~+l ~ J + MRS .  

Multiplions par ~ -  et additionnons par rapport  ~ r (c'est-~-dire s trois valeurs 

cons6cutives de ~,) en ~erivant 

(8) m ~ =  m~+~m~+~ ( v = o ,  :, 2) 
M 

On obtient la relation remarquable 

2 2 

(9) J ~ m ~ , R , -  ~ , m , r ~ ,  
0 0 

due 6galement ~t LAGRANGv.. 

3. Express ion de la force r ive  signal~e par R. Ball.  1 

Consid~rons un mouvement  queleonque des trois points P~, rapport6 au 

centre de gravit~ G, e'est-~-dire ~ trois axes rectangulaires de direction in- 
variable ayant  l'origine en G. Les vecteurs R~ sent fonctions du temps t, et 
la vitesse de P~ par rapport  ~ G n'est autre  clue 

en d6signant avee un point superpos6 la d~rivation par rapport  ~ t. 
La force vive du systbme (le rep~re ~tant toujours en G) est par d~finition 

Voyez par ex. E. J. RO~TH, ~Treatise on the dynamics of a system of rigid bodies (ele- 
mentary part)~ [sixi~me 6dition, London: Macmillan, I897], w 424. 
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2 

0 

V~ reprdsentant ]a longueur du vecteur u (vitesse en valeur absolue). 

]ntroduisons d 'autre par t  ]es mouvements  relatifs do nos points, et precisd- 

ment (pour v-----o+ I,  2) de P~+2 par rapport  k P ,+ t .  

La vitease relative correspondante, c'est-h-dire 

(+:I) v~ ~ V~+2--  V,+t 

ne diff~re pas de r~ d'apr~s (2): sa longueur sera ddsignde par v+,. 

Ceei posd, on remarque: 

z ~ que les veeteurs u = R~, r~ = ~;~ sent  lids par  les mames relations lindaires 

(z) et (4) notamment  - -  existant entre lea veeteurs R~, r~; 
20 que, si dana la formule (7) d u n  ~ prdc. dt~finissant d~,, on remplace R~ et d 

par  leurs ddrivdos ,~ = u et ~/, en ddsignant le premier membre par  2 ~p, 
on obtient 

2 

2 ~ + e =  ~, ,m, . (v , ,  + ,b • (v,, + ~), 
0 

d'oh en partieulier, pour P coincidant avec O (ce qui entraine d ~  o), 

2 

0 

que, moyennant  les m~,mes passages formels eonduisant de (7) & I1 s'en suit 

(9)+ on a 
2 2 

( i 2 )  �9 = +- z.,, m+,, v, ,  - -  2- ~.. ,  m,, +.,+,. 
0 0 

4. Aut re  express ion de la force  r ive  ( remontant  b Jacobi).  

I1 nous sera parfois avantageux dans la suite d'avoir recours & une forme 

mixte de ~ ,  off interviennent une seule des vitesses relatives, soit la vitesse v+. 

du corps P~+~ par rappor t  ~ P~+I, et la vitesse absolue V~ du troisi6me corps P+,. 

Pour  y parvenir, il suffit de remplacer, dana la ddfinition directe de 
(valable quel que soit v), 

2 (m~V~ +m~+lV~+l + m).+~V~+~j, 

Aeta mathematlea. 42. Imprim6 le 23 novem~re 1918. ]4  
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u et u en fonction de v,, et u C'est bien ais6, puisque ees quatre vec- 

teurs sent lids par  deux relations. L 'une d'elles n'est  que (iI), c'est-k-dire 

v~ ~ u  u 

l 'autre, se d6duisant de (4) par ddrivation, exprime la cireonstance dvidente que 

la vitesse du barycentro (par rapport  ~ des axes ayant  l'origine dans le bary- 

centre lui-m6me) s'annule; et s'dcrit 

m~ u + m~,+l u + my+2 ~,+2 ~ o. 

I1 s'en suit 

J(m~+l + m~+2) u v~-m,  u 
~(m~+l + m~+2) u = m~+l vv--m~ u 

2 d'ofi, par  substi tut ion matdrielle dans V~+l ~ u • u et V~+2 = u • u 

m ~ + l  V~+I + m~+2 V~+2 - -  i (m~,+lm,,+~v~, + m~, V~), 
/ v + l  + / ~ + 2  

et par cons6quent (en introduisant ceei dans l'expression de ~: et en associant 

les deux termes semblables en V$) 

(14) 2 (m~+l + m~+2) (m~+l m~+2v~ + Mm~, V~). 

C'est substantiellement la forme attribude s la force r ive  par  JACOBI (dans 

sa rdduction du probl~me des trois corps) et devenue ensuite classique. 1 II y a 

seulement une diffdrence inesscntielle eonsistant dans eeci: au lieu que la ddrivde 

u de R~-----P~--G (G barycentre des trois points), on fair apparal t re  ordinaire- 

M 
mcnt la ddriv6e du vecteur  proportionnel R~ admet tant  6galement 

~ + 1  + m~+2 

une interprdtation g6om6trique tr~s simple. En effet, si l 'on indique par  G~ le 

centre de gravitd du couple P~+I, P~+e, on a dvidemment 

i R~.  P,,--G~. 
?~rt~+l + my+2 

Voir par  exemple CHARLIER, ~Die Mechanik des Himmels% B. I.  [Leipzig: Veit, 19o2], 
pp. 237--24I; on bien POII~CAR~, ~Leqons de mdcanique cdlesteL T. I. [Paris: Gauthier-Villars, 
I9o5], pp. 34--4I. 
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5. Moment r6snltant des quantit~s de mouvement. 

Comme la r6sultante des quantit6s de mouvement  (rapport6es au barycentre) 

2 2 

0 0 

est nulle d'apr6s (4), le moment  r6sultant g est ind6pendant du centre de r6duc- 
tion. En le prenant  en G, on a par d6finition 

2 

( I 5 )  K = 2 v  Rv A ~ Yv 
0 

(A symbole de produit  vectoriel). 

Remplapons R~ par sa valeur (6), et d~veloppons le produit  vectoriel en 

affectant  le facteur Vv de t ous l e s  coefficients num~riques. Le second membre, 
eu 6gard ~ (8), devient 

2 2 

2"VP,r,+l A mv*+l V~.-- 2'vP~+2 A m~+2 V~, 
0 0 

ou bien, pourvu qu'on change, dans la premiere somme, v on v + 2 ,  dans la 
seconde, v on v + I,  

Il en r6sulte, d'apr~s (Ii),  

2 
^ V,,+1). 

0 

2 

0 

qui exprime le moment  g sous forme relative sym6trique, tout  ~. fait analogue 
la forme usuelle (I5). 

Nous allons en tirer une limitation remarquable pour le produit  J Z .  
Observons d'abord: 

i ~ que In longueur du produit  vectoriel v~ A m~v, ne d6passe pas le produit  
(arithm&ique) mSr~v~ des longueurs des facteurs; 

2 0 que la longueur K du vecteur g ne d~passe pas la somme des longueurs de 
ses termes, d'o~ 

2 

~ m~*r~ v~ > K. 
0 
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D'ailleurs l 'identit6 bien connue, consistant s dgaler le carr6 de la matriee 

au ddterminant 

] V~ro V~r~ V~r~ I 

~,m:r,v, I 
0 

~n~ r ,  v~ 2 

qui s 'obtient [en tenant  compte de (9) et (z2)] par la multiplication des horizon- 

tales, nous assure que ce d6terminant est > o .  On en tire 

. 
2J~>__  ~n~r~v~ , 

d'ofi l'in6galit4 

(T7) 2 J ~ >  K ~, 

qui v a n o u s  servir essentiellement au n o i I .  

6. Fone t ion  des forces dans le probl~me des t ro is  corps.  - -  ]~quations vee- 

tor ie l les  du mouvemcnt .  - -  In t~grales  classiques. 

Supposons que nos trois points mat6riels - -  on dira corps suivant l ' u s a g e -  

s 'at t irent  mutuellement suivant la ioi de N~w~o~. Soit ] la constante de gravi- 

tat ion universelle. Avec les notations pr6c~dentes la fonction des forces s%crit 

(~8) u = / ~  re + r--~ r~ I 
OU, si l 'oI l  vou t ,  

(~8') u = / (  ~ §  " ~ + ~  "~-~-+'t 

valable quelle que soit la valeur de l'indice r;  ou encore, d'apr~s (8), 

r~ 
o 
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On reprdsente par 

gradp~ 11 

109 

]e vecteur qui a pour composantes les ddrivdes partielles de It par rapport  aux 
coordonn6es de P~; ou si l 'on veut (sous forme inddpendante du syst6me de 

r6fdrence) le vecteur tel que, pour tout  ddplacement infiniment petit dP~, on air 

gradp~ 11 • d P~ ~diff6rentieUe partielle de It (se rapportant  h Ia variation 

du point P,) .  

Quelle que soit la ddfinition pr6fdr6e, g r ad~  11 reprdsente la force sollicitant 
P~, et l'on a 

2 

~,,  gradp~ 11 x d P ,  =- d la, 
0 

dU 6tant la diffdrontielle totale. 

L'expression explicite de gradp~ 
Elle est 

11 so d6duit immddiatement des (18') et (2). 

(19) , l m . + l  = ~ . 7 r  ~ + 1 )  " gradp~ 11 ~ lm~ ~ ,-~+2 m~+2Vr~+l 

Comme le syst~me des trois corps n'est soumis h aucune force extdrieure, 
le mouvement  (absolu, au sens m6canique du mot) du barycentre G est rectiligne 
et uniforme, et les choses se passent au point de rue  dynamique comme si G 

dtait fixe. 

On a en conformitd les dquations vectorielles du mouvement  

(20) m, g, ----- m,, g~ = grade 11 ( v : o , i , 2 ) .  

Les int~grales des quantitds de mouvement  reviennent  au principe (ddjh 
utilis~) de la conservation du mouvement du centre de gravitd. Quant aux 

autres int6grales classiques, celles des aires se rdsument dans la constance du 
vecteur h' d6fini par (I5) [ou (i6)], et l'intdgra]e des forces vires s'dcrit 

(2I) ~ - - 1 1 - - E ,  

et 11 ayant  6t6 explicit6es sous plusieurs formes diffdrentes, et E, constante 
pendant  le mouvement,  s ' interprdtant comme 6nergie totale du systdme. 
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7. u  

Si l 'on d6rive par rapport  h t la premiere expression (9) de J ,  en rempla- 

~ant 0~ par Y~, on a 
2 

2 
0 

d'o6, en d6rivant une seconde fois, 

2 2 

2 
0 0 

Le premier terme du second membre, & cause de (I2) n'est  que 2 ~ .  Le 

second, en ayant  6gard & (2o), s'6crit 

2 
~ gradp~ 11 X ~i',~: 

0 

c'est ce qu'on appelle le viriel de notre syst6me mat6riel. 

D~s qu'on pense 1I comme fonction homog~ne de degr6 - - ~  des coordonn6es 

des points P , ,  rapport~es au centre de gravit6 G, on reconnait, en appliquant 

le th6or6me d'EuL~R, que le viriel ne diff~re pas de --1I .  On a par cons6quent 

la relation 

(2z) J = 1 I ,  
2 

qui remonte, elle aussi, & LAGRANGE et joue, comme nous le verrons, un r61e 
fondamental  dans les consid6rations des n o. io et I i .  

8. Premier eorollaire du th6or~me g6n6ral d'existence. 

Supposons que la eonstante E air une valeur fix6e d 'avance (et d'ailleurs 

quelconque). Si ~ un instant donn6 t les positions des trois corps sent  distinc- 

tes de sorte que la fonction des forces 11 a une valeur finie, le mouvement  se 

poursuit  r6guli~rement pour une dur6e T non nulle. 1 Si l 'on salt auparavant  

que 1I ne d6passe pas une certaine limite ~, on peut  affirmer que 

T > T ,  

i J e  me  borne ,  pour  f ixe r  les id6es, aux  va leurs  c ro i ssan tes  de la va r iab le  i n d 6 p e n d a n t e  t 
(futur). I1 n 'y  au ra i t  r i en  ~ change r  clans les r a i s o n n e m e n t s  et  darts la conclusion,  si l 'on  envi-  
sageai t  des  va leurs  d6eroissantes  (pass6); ou bien,  c ro issan tes  e t  d6cro i s san tes  ~ la fois. 
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en ddsignant par T u n e  quantitd positive, ddpendant exclusivement de ~ (des 
masses et de E). Pour la ddmonstration il convient de s 'appuyer sur les dqua- 

tions de mouvernent (zo), en les envisageant comme un syst~me 

(20') P~ ----- F,,, mr V~ = grad~,, It 

du premier ordre par rapport  aux vecteurs R,,, //,., c'est-h-dire par rapport  h leurs 
x8 eomposantes. 

D~s que 12 ne d~passe H, on peut assigner une limite sup~rieure aux seconds 
membres. C'est ce qui r~sulte, pour le premier groupe, de l'int~grale des forces 

vires, qui donne pour ~ la limite sup6rieure-ll + E ,  d'o~ l'on tire, h cause de 

l'expression (r2) de ~,  qu'aucune des composantes de lt~ nc peut d~passer 

I -I/~'-~1 q u a n t  au second groupe des (2o'), la limite sup~rieure d 'une com- 

posante quelconque de gradp~ 11 apparal t  des (i9), en remarquant  que, d'aprhs 

I ~ Ces seconds membres sent la forme de 11, ~ ne peut pas d~passer ]m~,+lm,,+2" 

d'ailleurs des fonctions rd, guli4res (des composantes des F~ et des R~), tant  que 

les distances mutuelles ne s 'annulent pas: en particulier done rant  que 12 < i-l. 

Dans ces conditions le thdor~me classique d'existence nous assure que les 

intdgrales de (2o'), s part ir  d 'un instant t et  d 'une position pour laquelle 12 < ~ ,  
restent  rdgulidres pendant  un intervalle de temps non nul. Le m~me thdor~me 
assigne en surplus s cet intervalle une durde minimum T, ~ qui ddpend en gdn~ral 
des positions et des vitesses se rappor tant  ~ l ' instant t. Toutefois - -  c'est le 
corollaire qui nous intdresse ~ T admet n&essairement une limite in/$rieure non 

nulle T ,  d$pendant exclusivemen# de 11 (et des autres constantes qui interviennent  

dans la question, comme E et les masses). 
On s'en rend compte d'apr~s un raisonnement bien connu, en essayant 

d 'admett re  le eontraire, c'est-h-dire que la limite infdrieure T soit nulle. ]l 
existerait alors, dans l'ensemble des conditions initiales satisfaisant s la restric- 

tion I I < U ,  un syst~me r$gulier de positions et de vitesses au voisinage des- 
quelles la limite infdrieure de T serait encore nulle. Mais ~ ce systAme lui-m~me, 
et ~ tout  son voisinage, on peut  coordonner, d'apr~s le thdor~me d'existence 

rappel6 tout  A l'heure, un intervalle de rdgularitd non nul:  la limite infdrieure 

de T n e  peut  done pas ~tre nulle. 
C. Q. F. D. 

J e  veux d~re une dur~o ~__ ~ l ' intervalle .  
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9. Deuxi~me corollaire.  

Consid6rons le mouvement  des trois corps s part ir  d 'un instant  initial to, 

pour lequel nous supposons tout  r6gulier. Ou bien le mouvement  se poursuit  

r6guli~rement pour route valeur de t > Q, ou bien il y a u n  premier instant  tl 

tel que le mouvement,  6tant r6gulier /~ l 'int6rieur de l 'intervalle (to, t~), eesse de 

l'~tre pour  t----tl. Nous d6signerons par  t' un instant de t 'intervalle (to, t~), si 
proche que l'on veut  s t~, mais ant6rieur s t~. 

D'apr~s ce qui pr6e~de, la limite supdrieure de 1I, finie dans tout  intervalle 

(to, f), dolt ~tre infinie pour l 'intervalle (t0, t~): autrement  le mouvement  serait 
r6gulier m~me au dels de t~. 

On peut en d6duire - -  c'est ee que j 'appelle le deuxi~me c o r o l l a i r e -  qu'on 
a plus pr6cis6ment 

(23) lim 12 = 4- oo. 
t : t l  

En effet, si 11 n 'admet ta i t  pas la limite + oo pour  t = t~, il existerait des 

instants t r, si proches que l 'on veu~ g t~, pour lesquels 11 serait plus petite qu 'une 

valeur ~ assign6e d'avance. Alors le mouvement  se poursuivrait  r6guli~rement 

jusqu'  ~ t r + T (T d6pendant exclusivement de ~,  ainsi qu'il a 6t6 dit a u n  ~ pr6c.), 

et par suite (puisqu'on pent  supposer t r infiniment peu diff6rent de t,) m6me au 

dels de ~1, ce q ui contredit  ~ l 'hypoth~se. On a donc bien la propri6t6 ex- 
prim6e par (23). 

io. Exis tence  d 'une  l imitc  pour  J . -  Les deux seules formes  de s ingular i t~s  

possibles:  choc binaire  et  coll ision g~n~rale. 

La formule (22), en y remplaqant ~: par sa valeur ddduite de l'int6grale des 
forces vires,  s'6crit 

i d J 1 1 + 2 E "  
2 dt 

D~s que t e s t  assez proohe s tI, le second membre devient  et  demeure posi- 

tif s cause de (23). J ( t )  va  done en croissant avee t, et tend par  eons6quent 

une limite finie ou bien & +~o pour t ~ t t .  En tout  cas d garde le m6me 

signe, pour t assez proche & tl: cela est 6vident si la limite de d n'est pas z6ro; et 

si elle est z6ro, il suffit d '0bserver que d y converge en eroissant, et prend en 
eonformit6 des valeurs toujours n6gatives & gauche de t~. 
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I1 s'en suit que la quantit6 positive J tend elle-meme vers une limite posi- 

tive ou nulle. On doit justement  distinguer ces deux eventualit6s: 

i ~ lira J :ffi J1 > o. On a alors un choc binaire; des trois distances, une et une 
t ~ t l  

seulement tend vers z6ro. Pour  le eonstater,  on remarque d 'abord que, ll 

croissant ind6finiment, la plus petite des distances mutuelles tend n6cessaire- 

ment ~. z6ro. I1 reste ~ s'assurer que cette distance minimum est toujours 

l a  m~me, cv qui r6ussit par  r6duction ~ l 'absurde. En effet, s'il n 'en Stait 

pas ainsi, il existerait, si pros de tl que l'on rout,  quelque instant t r tel que, 

avant  e t  apr~s t', la plus petite distance serait repr6sent~e par  deux diff,- 

rents c6t6s du triangle des trois corps: par ex., par  rl avant  et  par r, apr~s. 

Alors, pour t = t', cos deux distances seraient 6gales, et  infiniment peti tes 

avec tt ~ tr; il en serait de m~me de la troisi~me (qui ne peut  pas d6passer 
2 

leur somme), et aussi par cons6quent de J~-~_~m~r,~,, ce qui ne peut  pas 
0 

arriver d~s que lira J > o. 
t = t i  

Soit pr6cis~ment r~ la distance tendant  ~l z6ro, ce qui correspond 71 un 

choc entre P~+~ et P~+2. I1 convient de retenir que r~+~ et r~+2 tendent 

l 'une el l 'autre vers une m~me l imite non nulle. En effet, puisque la diffe- 

rence [r~+l--r~+2[ ne pout pas d6passer r~, on a en premier lieu 

lira (r~+t--  r~+2) = o .  
t -- t t  

D'autre  part,  vu que r~ tend vers z6ro, on a, de la seconde expression (9) de J ,  

lira * m ~ r~+~) l i m  d d t  > o ,  r v + l  + v + 2  ~ 
t - - i t  t = t l  

d'oh l'on d6duit 

l i m r ~ + l = l i m  ~ = J~ . 
t = t ~  t f f i t t  r ~ + 2  m ~ + l  + ~ n ~ + 2  

2 o . 

C. Q. F. D. 

lira J ~ o. 
t ~ t l  

L'expression de J invoqu6e tout  ~ l 'heure montre que, avec J ,  toutes 

les distances mutuelles convergent vers z6ro. 
I1 s'agit dans c e c a s  d 'une collision g~n~rale, les trois corps tendant  

se chequer en G (d'apr~s la premiere des expressions (9) de J).  
II convient d 'a jouter  que, J tendant  ~ z6ro, la limite de d est n6- 

cessairement une quanti t6 finie < o .  En effet J converge ~ sa limite en 
A c t a  ma themat i ea .  42. lmprim6 le 23 novembre 1918. ] ~  
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croissant. Donc, en premier l i e u ,  cette limite ne saurait  ~ t r e - - ~ ;  mais 

elle ne peut  ~tre non plus > o, car alors il en serait de m~me de J ,  pour t 

assez proche ~ tl; et  J irait en croissant, tandis qu'il tend justement vers 

sa valeur minimum z~o.  

~ .  Exclus ion des collisions g~n~rales d'apr~s M. Sundman. 

d J  
On a reconnu au n o pr~c6dent que, pour t assez proche ~ tl, -~- garde 

toujours  le m6me signe. Il est par tant  loisible d ' introduire J ~ la place de t 

comme variable ind6pendante. 

Puisque on a 

d �9 . d J  I d-jd j~., 
~ J  = J  d-J 2 

on tire de (22), en 61iminant cette fois 1I moyennant  l'int~grale des forces vires,  

dj. I J~ ~-- ~: + E .  
4 

Ceci pos$, tirons quelques consequences de l 'hypoth~se clue la singularit6 

de l ' instant  tl soit uae collision g~n6rale: J tend alors ~ z6ro lorsqu'on fait 
tendre t ~ t 1. 

Multiplions par  d J  la formule 6crite tout  g l'heure, et int6grons depuis 

l ' instant  initial to ]usqu'g un t <  t 1, mais tr~s voisin ~ tl, c'est-g-dire depuis la 

valeur initiale Jo de J jusqu'  h une valeur J tr~s petite, mais encore > o. 

I1 vient (avec une signification 6vidente de Jo) 

d 

Jo 

Lorsqu'on fa i r  tendre t ~ tl, et  par  suite J ~ z~ro, J a une limite finie, 

bien d6termin~e (voir la remarque finale d u n  o precedent). Il e n e s t  done ainsi 
J 

du premier membre, et par cons6quent aussi de l ' i n t 6 g r a l e i ~ : d J .  C'est comme 
J 

J0 

dire que la fonetion ~: est intggrable jusqu' ~ J = o. 

Or on a, d'apr~s (I7), 

I I 
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ee qui revient h dire que, si K ~tait une constante non nulle, �9 deviendrait  in- 

finie, pour J ~  o, d 'ordre non inf~rieur h l'unit~, et alors elle ne serait point 

int~grable jusqu's  J ~  o. 

La contradiction disparai t  seulement en supposant  que K soit nulle. La 

condition K-----o est donc n~eessaire pour  que les trois corps puissent se chequer 

t o u s l e s  trois dans un m~me point  g~om~trique. C'est le beau lemme de 

M. SUNDMA~r ~tablissant, si l'on your, que, lorsque le moment r~sultant des quan- 

titds de mouvement ne 8'annule pas, la seule singularitd qui puisse ae prdsenter clans 

le probl~me des trois corps est un  choc binaire. 

~2. V o i s i n a g e  d'un ehoe  b ina ire  P,. + ~, P~ +.~. - -  Spec i f i ca t ions  so rappor tant  ~ P , .  

On a vu a u n  o Io que, dans le cas d 'un choc binaire entre P,.+I et P,+~, 

le troisiltme corps P~ reste ~ une distance finie - -  je veux dire ayant  une limite 

inf6rieure > o  - -  soit de P~+t que de P~+~.. I1 s'en suit que la force d 'at trac- 

tion newtonienne 

my+2  \ 
gradp~ ll = ~mr r ,+l)  

Ir ;+z r , + 2 - -  r;+---~ 

subie par P ,  demeure bernie.  
Comme le mouvement  du syst~me est r~gulier, depuis r ins tant  initial, pour 

tout  t < t~, la force qu'on vient d'expliciter peut  ~tre envisag~e comme une fonc- 

tion (vectorielle) de t, holomorphe pour t < tl, et  en outre certainement bernie,  

lorsque t s 'approche ind~finiment de t~. Une telle fonction est bien int~grable 

(depuis l ' instant initial to) jusqu' h t = tl. D~s lors l '~quation du mouvement  de P ,  

m, R~ ---- gradp, li 

nous assure que R~, vitesse absolue - -  on doit entendre rapport6e ~ G -  de P , ,  

tend h une ]imite bien d6termin6e pour t ~ t , .  EUe est ~ son tour int~grable 

jusqu'  ~. tt, et il en r6sulte l 'existence d 'une limite bien d6termin6e pour le vecteur 

fl,. ~ P , - - G .  

On peut  dire aussi: Le corps qui  ne participe pas au choc tend, pour t convergent 

t~, verb une position limite ~ distance ]inie, avec une vitesse (absolue) dgalement 

/inie et bien ddlerminde. 



116 T. Levi-Civita. 

13. 0rdre  d ' inf in i tude  de la vitesse. 

L'expression (18') de 11 (en s 'appuyant  uniquement sur la circonstance que 

_ i i  et ~ restent finis) donne 
r~+ l  rv+2 

(24) lim r~11 = ]m~+l m,+2 .  
t = t i  

D'ailleurs [n o pr6c6dent] R~ = F~ reste fini, et par suite 

lim r~ V$ ~ o.  
t=tl 

Multiplions l'int6grale des forces vives par r~, en y prenant  l'expression de 

~: sous la forme (14). On en tire apr~s coup 

(25) l i ra  rvv~ ~ 2 / (mv+a + m,+~), 
t=ll 

co qui montre que la vitesse devient in/inie d'ordre i_ (par rapport & l'inverse de 
2 

la distance). La vitesse v~ dent  il s'agit devrai t  ~tre sp6cifi6e comme vitesse 

relative des deux corps qui se choquent; mais il convient de remarquer que 

aussi leurs vitesses absolues F~+a et F~+2 se comportent  d 'une mani~re identi- 

que. C'est ce qui r6sulte sans peine des formules (13), en tenant  compte encore 

une fois de la circonstance que la vitesse g~ reste finie. 

I4. Relations asymptot iques .  - -  Variable auxi l ia i re  de M. Sundman. - -  Con- 

s ta ta t ion  qu'elle res te  flnie p o u r  t t endant  A tl. 

Le produit  scalaire r~ • v~ de deux veeteurs queleonques r~, v~ ne d6passe 

jamais en valeur absolue le produit  r~v~ de leurs longueurs. Lorsque celui-ei 

tend ~ z6ro, il en est de m~me a /ortiori pour r~• En a t t r ibuant  it 

r~, v, la signification des n ~ pr6c6dents, r~v~, & cause de (25), tend effictive- 

ment  ~ z6ro, pour t convergent ~ tl. D'ailleurs la d6rivation de l 'identit6 

r~ = r~ • r~ donne 

dr~ 
d t  = 2 r ~ X  v~. 

I1 s'en suit 

(26) ]im d r~ = o. 
t=t~ d$ 
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La  ddrivat ion ult6rieure de la meme indenti t6 donne 

d 2 r~_~ 2v~ + 2vvX hr. (27) dr '  

II convient  de t ransformer  le second membre,  en prof i tant ,  pour le premier terme,  

de l ' int6grale des forces vires,  e t  pour  iv, c'est-/L-dire, d 'apr6s (1i), pour  la difference 

V r + 2 ~  Vr 1 ~ 

des 6quations du  mouvemen t  (zo). 

En  so rappe lan t  que i , ~ ,  Yr res tent  finis, e t  en remplagant ,  dens  
Tv+I ~'v+2 

~ I I + E ,  

et  11 par  leurs valeurs (14) et  (18'), on tire d ' abord  

A~ (m,+l + ~ r + 2 )  2 v ~ ' ~ "  + - . . ,  
rv 

lee termes non  6crits r e s tan t  finis lorsque t s 'approche ind6finiment de t~. 

Avec cet te  m6me entente ,  on a de (19) 

m 1 gradpr + 1 11 ----- ]mr+2 - - -  - - 2 ~ - -  r r  + " ' ,  
r v  

m v +  l 

tm~ + 2 grade% + 211 ~- --  / r~* /*v + . . . ,  

e t  par  cons6quent  

I 
#r -~ - gradpr + 2 U - -  - -  

V/~v+2 

I gradpr + 1 11 = - -  / mr + 1 + mr + 2 
r,' & + " "  m r  + 1 

v, ,  X v,,-----"--I mr+l + m,+2 , ~,- . . . .  

Cette derni6re formule et ]a pr6c6dente expression asympto t ique  de 2 v~' donnen t  

g (27) l 'aspect  

d'  r", = 2 /  m , + 1 +  m. ,§ + X ,  
(27') rlf  t rr 

]e te rme addi t ionnel  X pouvan t  e t re  regard6 comme une fonct ion de t, holo- 

morphe  pour  t int6rieur /t l ' in terval le  (to, t~), et finie m~me pour  t s ' approchan t  

ind6finiment  de t~. L ' int6grale  
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t l  

~ 'X  dt  

to 

est done bien d6termin6e. 

D'aprgs (26), il en est de m~me pour 

t l  

f d ~ r~ d" [d  r~]t~ 
, 1  * = L- TJ,o' 
to 

qui se r6duit ~ la valeur initiale de d:~r~. 
dt  

Dans ces conditions, l '6quation (27') montre aussit6t que, en posant 

d t  
(28) du~ = - - ,  

rv 

on dd/init  (h une constante pros) une ]onction u~ croissant avec t et tendant vers une 

valeur limite / inie pour t = tl. 

C H A P I T R E  II. 

T r a n s f o r m a t i o n s  c a n o n i q u e s  s u g g 6 r 6 e s  p a r  l e  m o u v e m e n t  

p a r a b o l i q u e .  

~. Formules  sym~tr iques  se r appo r t an t  ~ la m 6 t h o d e  de Jacobi .  

Soit  donn6 un syst~me canQnique 

dp~ OH d x l  OH ( i =  ~, 2 . . . . .  n) ,  
(z) d t  = - - ~ x ~ '  d t  Opt 

dont la fonetion caract6ristique H ( p l ,  P2 . . . .  , p~; x , ,  x 2 , . . . ,  x,~) est suppos6e 

ind6pendante de t. S i  l 'on regarde, dans H ,  route p~ eomme la d6riv6e par- 

0W 
tiolle ~ d 'une fonction W ( x l ,  x ~ , . . . ,  ~,,), on forme l '6quation de HAmLTO~- 

JACOBI en posant  

(2) H -~ const. ~ E .  

La d6finition classique d'int6grale complete de cette derni~rc 6quation in- 

t roduit  explicitement E et n ~ I  autres constantes arbitraires a~, a2 . . . .  , ~n-1. 
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Sous forme plus symdtrique, il convient de nommer, avec PoI~cAa~, I intd- 

grale complete toute fonction 

W (x,  x~, , x . ;  ~ ,  ~ ~.) 

des z~ et de n constantes ~ ,  douse des propri~t~s suivantes: 

i ~ c'est une solution de (2), c'est-h-diro qu ' en  l ' introduisant dans H celle-ci 

devient une fonetion Y~ (~,  ~2 . . . .  , ~ )  des seules ~ et par suite une constante; 

2 0 elle contient les n constantos ~ essentiellement, c'est-h-dire de telle mani~ro 

que (dans le domaine des valeurs qu'il y a lieu de consid~rer) le d~termi- 

nant  hessien 

II !1 ~--O~j  (i ,  : - - ~ ,  2 . . . .  , n) 

ne s 'annule pas. 

Moyennant une relic W, les 2 n 6quations 

~W 0W 
(3) 0 ~. ------- w~, ~ ~ -- p~ (i = ~, ~ , . . . ,  n) 

d~finissent l'int~grale g~n~rale du syst~me (x), en fournissant les xl et ]es Pi 
comme fonctions des 2n argument ~ ,  ~i:  los ~i doivent ~tre regard6s comme 

des eonstantes d'intdgration, les ~ comme des fonctions lin~aires de t; d 'une 

mani~ro precise on a 

(4) ~r~ = - -  ~ t  + ~,~, 

en d~signant par ~]i des nouvelles eonstantes arbitraires. 

2. N o u v e m e n t  cen tra l  parabol ique .  - -  ]~quation en W qu' i l  

convient d 'envisager .  

Un point matdriel P de masse dgale ~ l 'unitd est attird par un centre fixe 

O suivant la loi de NEWTOn. Les 6quations canoniques du mouvement ont pour 

fonction caraetdristique l'dnergie totale. En l 'exprimant A l'aide des coordonndes 

eartesiennes du mobile (rapportdes au centre) x~, x2, xa et des conjugudes Pl, P2, P, 

(composantes de la vitesse), on a 

(5) H = ~ ' k ~(P" +Pg +P")--r' 

oh k est la constante d 'a t t raet ion e t r  = I V ~  + z~ + x ~ l l a  diatanee OP. 

i pp. io_x3 des *Lemons de mdcanique cdlesteL ddj;~ citdes h la page 1o6. 
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La nature de la trajeetoire d6pend, eomme on sait, de la valeur (constante 

pour  chaque solution) prise par la fonetion H elle-m6me. 
Les mouvements paraboliques correspondent ~ la valeur H - - o .  Fixons- 

nous sur cette d6termination, et consid6rons le syst~me diff~rentiel quo l 'on ob- 

t ient de (i) (pour n = 3, avee l 'expression (5) de H) en ehangeant la variable 

ind6pendante t d'apr~s la position 

(6) 

On a 

d t = r d u .  

dpl OH dx~ OH 
r E ,  = ( i =  3). d u x~ ~ r ~ppi 1 , 2 ,  

Pour  les solutions paraboliques, le long desquelles H -  o, les seconds mem- 

bres peuvent  s'6crire 

~ (r H), ~ (r H) 
O x~ O Pi 

Ces solutions v6rifient par tan t  6galement le syst~me canonique 

dp~ O(rH) dx~ O(rH) ( i ~ I , 2 , 3 ) ,  
(7) du 8zi ' du Opi 

qui diffbre s double ti tre du syst~me originaire, ayant  6t6 alt6r6es soit la variable 

ind6pendante que la fonction caraet6ristique. C'est une transformation que j 'ai 

employ6 ici m6me i il y a d6j~ quelques ann6es pour la r6gularisation du pro- 

blame restreint. On peut  bien l 'appeler transformation de I)ARBOvx-Su~DMAZ% 

puisque on y combine une propri6t6 des faiseeaux conservatifs de trajeetoires 

signal6e par  DARBOUX avec le ehangement de variable ind6pendante dent  s 'est 

servi M. SU~DMAZ~ darts son m6moire eouronn62 
Toutes les solutions du syst~me (7) peuvent  6tre repr6sent6es ~ dana la 

mani~re rappel6e au n o I - -  moyennant  une int6grale complete de l '6quation 

I 
(8) -r(p~ +p~ +p~,) ----const. ~ - ~  (~,  ~2, ~3). 

2 

Dans les expressions int6grales des x~, pi (provenant de la r6solution des 6qua-  

tions, qui correspondent aux (3) pour lo probl~me qui nous oeeupe), les con- 

stantea ~t, ~2, ~ doivent 6ire cens6es soumises ~ la liaison 

(9) ~ (~,, ~ ,  ~.0 = k, 

pour rendre H-----o, condition earact6ristique des ~ ~ solutions paraboliques. 

i Loco citato (dans la note (5) de la page 99), P. 313 �9 
Loco citato (dans la note (I) de la page ioo), p. i27. 



Sur la r6gularisation du probl~me des trois corps. 121 

3. Construction d'une int6grale homogbne de degr6 z_. 
2 

En eoordonn6es polaires r, w (colatitude), ~ (longitude), l '6quation (8) s'~crit 

, J ? w  I' : ? w  1' : lOWl'l= 

On reconnait  ais6ment qu'elle admet  des int6grales ind~pendantes de 9% 
de la forme 

w = V ~ . / ( w ) .  

En effet, en subst i tuant  dans (8') l~r/(w) ~ la place de W, il vient 

On y satisfait en prenant  

Idil't= 4 +~dwll const. 

I 
/ = 2 V~ sin ~ w, 

o~ l'on entend par ~ une constante positive. 

I 
membre de (if) est alors ~-~. 

On a trouv6 de la sorte une int6grale 

La valeur eonstante du second 

I 
(to) W : z V ~  sin - w  

2 

contenant  matdriellement la seule constante ~; mais on peut sans peine faire 
apparal t re  le degrd de gdndralitd qu'il nous faut. II suffit de remarquer  que 
(puisqu'on n'a fait  aueune hypoth6se A l'dgard de l 'orientation des axes) il est 

parfaitement loisible de regarder comme arbitraire la direction de l'axe polaire 
Ox3, e'est-h-diro de la demi-droite h partir  de laquelle on compte la colatitude w. 
En tenant  compte de cela, rapportons nos formules h des coordonn6es non 

sp6cialis~es par rapport  k la demi-droite en question, d~signant par 21, 2~, ~s ses 

cosinus directeurs. On aura en conformit6 

COS tO 

et W renfermera, outre ~, Ies cosinus ~, c'est-~-dire essentiellement trois con- 
stantes arbitraires. Pour le met t re  en 6videnee, consid6rons lo veeteur ~ ayant  

Ac~a mathematlca. 42. Imprim~ le 24 novembre 1918. 16 
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pour longueur ~ et pour cosinus directeurs ~ ,  12, t3, et exprimons W s l'aide 
des eomposantes 

~--- ~ ( i = I ,  2, 3), 

eontinuant toutefois g 6crire ~ au lieu de [V~ + ~ + ~ ]. 

(~o') 

On a de la sorte 

W V2-~ c o s  w = V ~  ~ - -  ]~  ~ x .  

1 

bien une int6gralo de (8') contenant  d 'une mani~re essentielle les co qui est 

trois constantes ~i, ~2, ~3- Je  ne m'arr6te pas ~ justifier eette derni~re affirma- 

tion, qui apparai t ra  6vidente dans la suite d'apr~s les expressions explicites des 
x~, p~. Jo me borne ~ fairo remarquer  que, comme il r6sulte de (ior), W demeure 

r6guli~re et diff6rente de z6ro, pourvu seulement que ne s 'annulent pas g la 
fois routes les xi(r = o), ni routes los ~(~ =~)),  ni enfin routes les diff6rences 
xi--~i (cos w = i).  

Puisque la substitution de la valeur (io) de W dans le premier membre de 

i 
(8') donnait  pour r6sultat 2~,  il s'en suit que, pour l'int6grale complete (io') 

explicit6e tout  g l 'heure, 

(H) ~ (~1, ~ ,  ~) - ~ ,  

c'est-g-dire, on tenant  compte de (9), 

(9') ~ = [ V~ + ~ + ~, [ -- 2 k .  

Voil~. la relation devant  exister entre les eonstantes d'int6gration ~,, ~ ,  ~ (et le 
coefficient de l 'at traction k) lorsqu'il s'agit des solutions paraboliques. 

4- Signification des constantes ~ et des param~tres  ~ .  

Les 6quations d6finissant le mouvement,  d'apr~s les formu|es g~n6rales (3) 
et l 'expression (io r) de W, sent  

(I3) Ox~ --  W - -  ----- p~ (i = I ,  2, 3), 

cos derni~res pouvant  6videmment ~tre remplac6os par 
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(I4) r Pi = ~ Wi, 

qui r6sultent apr~s coup de la oomparaison entre (12) et (x3). 
Occupons nous k pr6sent de faire ressortir de ces 6quations los propri6t6s 

bien connues du mouvement  parabolique, et l ' interpr6tation soit des constantes 

~i que des param~tres ~i .  Pour cette discussion il y a quelque avantage ~ in- 
troduire des veeteurs permet tant  de remplacer nos six 6quations (12)et  (13)par 
deux relations vectorielles 6quivalentes. 

On a d6jg d6fini le vecteur ~ (ayant  pour composantes les ~i) constant en 

grandeur et direction: la grandeur, d'apr~s (9'), est 2k,  assur6ment non nulle, 
et on verra bient6t quelle est l ' interpr6tation g6om6trique de la direction. En 
a t tendant  associons g ~ un vecteur ~ de composantes ~i;  et en outre, suivant 

l'usage, v de composantes xt,.x2, xs et v de composantes i0t, ~ ,  P~, qui d6termi- 

nont respectivement la position et la vitesse du point mobile. 
D~s lors les 6quations (12) ot (13) me r6sument vectoriellement comme il suit: 

i ( ; )  
(i2') W r - -  ~ = ~ ,  

(139 W r - -  ---- v, 

et donnent  lieu k 

(I4') 

6videmment 6quivalente aux (i4). 

compte de la forme g6n6rale (4) des param~tres ~ i  (puisque on 
1 

En tenant  

actuellement, h cause de ( i i) ,  ~ . = i ~ ) ,  on reconnalt  ]e vecteur w comme uno a 

I fonetion lin6aire de t, ayant  - -  ~ ~ pour coefficient de t. C'est un vecteur parall~le 

~; par suite, si l'on forme le produit  vectoriel ~ A ~ ,  t disparait.  Donc 

(15) ~ A ~ = o, 

on d6signant par e un vecteur constant. 

D'autro part,  en multipliant vectorieUement (k gauche), la (12') par ~ et  la 

(x3') par r ,  on a 

i ( .  A ~), r A y = - -  W 
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/ ' A v = ~ A ~ = c .  

I 
Ceci exprime la constance de la vitesse ardolaire - r  A v, propri6t6 fondamen- 

2 
tale de tout  mouvement  central, qui devait  naturellement 6tre implici~e dans la 

repr6sentation int6grale (z2), (x3) du mouvement  parabolique. La eonstatation 
que le mouvement  est plan d6coule elassiquement de l'int6grale (veetorielle) des aires 

d'ofi r6sul~e l'6quation du plan 

r A V~C~ 

e X / ' : o .  

Les vecteurs ~ et ~ appart iennent  eux aussi au plan d'apr~s (zS). Quant 
la trajeetoire, sa nature  gtom6trique descend aistment de (I2'), en tenant  compte 

de (zo'). Cette derni~re peut  s ' tcrire ~ l'aide des vecteurs ~ et r :  

(To") W ~ = 2 (~r - ~ x r),  

aprts  quoi le carr6 (scalaire) de (12') donne 

(~6) ~ = ~,  

en repr tsentant  manifestemen~ par ~ la longueur du veeteur "~. 
La multiplication scalaire de la mtme  (z2') par ~ donne d'ailleurs 

T 

c'est-h-dire, ayant  6gard h, (TO"), 

( : t T )  

I1 s'en suit 

~ x , . ~ = _  ~_ W. 
2 

4 
ou bien, k cause do (x6) et (IOt'), 

En so rappelant que w reprtsente l'angle des deux vecteurs ~ e t r  et remar- 
quant  d 'autre  par t  que ]e premier membre de la derni~re 6quation ne diff~re 

pas du earr6 du veoteur ~ A ~ e, on a enfin 
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r(I  + c o s w ) -  2 , --~c (c longueur du vecteur e). 

C'est 6videmment l '6quation polairo de la trajectoire, dans son plan, l'axe polaire 

6rant dirig6 dans le sens du vecteur ~. 

La comparaison avec l '6quation d 'une parabole rapport6e k son foyer ach6ve 

notre v6rification, et  nous permet en outre de retenir: 

Le vecteur constant (~j, ~2, ~3) de tongueur 2 b a la direction de l'axe de la 
tra~ectoire 7~arabolique (son sen, grant ceIui qui va du ]oyer au aommet). Le para- 

I 
m$tre de case l~arabole eat la con,tante ~c s, exprimable directemen$ ~ l'aide de8 

~i, ~ i  aoua la ]orme 

. F o r m e  r6solue de la t r ans format ion  eanoniquo ent re  los deux 
sextuples  ~ (z~, p~), (~, wi). 

L'identitd 
3 3 

~ '  p~dx, - -  ~ ~ id~,  = d W, 
1 1 

d6coulant imm6diatement des ( I2 ) ,  ( I3 )  , fair voir que ces formules 6tablissent 

une transformation canonique entre les variables primitives xi, ~i et les argu- 

ments ~i, ~i ,  pourvu seulement qu'on puisse les r6soudre par rapport  aux unes 
et aux autres. 

En substi tuant,  dans los (x2), r par la valour ~ tir6e de (i6), on a en 

premier lieu 

(I) x i - - - - - ' ~ i ~ 2 U w i  (i ~--- I, 2, 3}, 
3 

o/a j 'ai 6crit - - 2  U ~ la place de W, d6signant ainsi par U le trinSme 21  ~i~i,  
1 

comme on le fait habituellement dans la thdorie des transformations de contact:  

on a en effet, d'apr~s (i7) 
3 

w -  
2 

I 

t J'emploie, pour abr6ger, sextu~le au lieu de systbne de six ~l~ra~ats. 
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Les formules expr imant  les pl moyennan t  les ~i et les ~r c'est-h-dire les (r3) 
convenablement  transform6es, sent  imm6diatement  fournies par  les (I4), d~s qu 'on 

y remplace r par  ~ .  On a done le second groupe rdsolu 

(ii)  * '  pi--- ~:, (i ---~ I, 2, 3). 

Signalons encore quelques formules, cons6quences des (I), (II) [ou, si l 'on 
veut,  des originaires (i2), (z3)], qui nous servirons dans la suite. L 'une  d'elles 
n 'est  que (I6), qu 'on  re t rouve mat6riellement, en faisant le carr6 des (I) et les 
addi t ionnant ;  un  second groupe est constitu6 par  les (z4), qui r6sultent, peut-on 
dire, des (II) et (r6); et il y a lieu enfin de fixer l 'expression de v ~ = p ~ + p ]  +p~, 

qui se ddduit  des (II) sous la forme ~ et devient  - d'aprgs (z6). 
r 

Le syst~me ~ retenir est done 

(r9) 
lr r =~ ~ ~ ,  

pi--~-a~ (i = :E, z, 3), 

r(p', + p; + p~) =- ~. 

I1 va sans dire que, dans toutes  ees formules, r,  ~ et ~ gardent  leur signi- 
fication de longueurs des vecteurs (x~, x~, xs), (~ ,  ~ ,  ~ ) ,  (w~, ~2, ~3), c'est-~-dire 

des valeurs ari thm6tiques des radicaux Vx[ + x~ +x~', 1 / ~ +  ~ + ~ ,  V~[ + ~ + ~ .  

6. I n v e r s i o n .  - -  C o m p o r t e m e n t  a n a l y t i q u e .  

Notre t ransformation (I), (II) peu t  6tre invertie sans calcul. I1 suffit de 
s 'appuyer  sur ]a circonstance que l 'expression (xo r) de W ddpend sym6tr iquement  
des xi et des ~i. II s 'en suit que les formules (i2) et (z3) sent  6galement sym6- 
triques par  rappor t  aux deux sextuples (x~, pl), (~i, - -  ~i). D'aprbs cela, dbs qu'on 
remplace matgriellement dans lea (I), (II) lea xl, pl ,par ~i, - - ~ i  et vice versa, on e~ 
tire les expressions rgsolues par rapport aux ~ i , -  ~ i .  I1 est ben d 'a jouter  que, 
s cause de la forme spdciale des 6quations den t  il s'agit, le rdsultat peut dgale- 

ment dobtenir par l'dchange des dldments correspondants des deux sextuples (xi, pl), 
(~,  ~ d .  

Assoeions cette remarque k la circonstance que les seconds membres des (I) 
sent  des polynSmes (de troisi~me ddgr6) et les seconds membres des (II) des fonc- 
tions rationnelles ayan t  ~ au d6nominateur.  C'est assez pour  pouvoir  affirmer 
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que notre lrans/ormalion eat biralionneUe, el rdguli~re pour toutes les valeurs /inies 

des argumenla qui n'annulent pas le trin6me ~ + ~'~ + ~ ,  ni l'analogue p~.+p~ + p~. 
Rapportons-nous,  pour  fixer ]es id6es, /~ la t ransformation directe (I), (II). 

Parrot les d6terminations des arguments  ~i, wl, il y a lieu de signaler les sextup- 
les F,  form6s par  des vaIeurs nulles des wi, non toutes  nulles h la lois des ~i, 
de fa~on que ~ > o .  Ce sont  6videmment  des sextuples, non r6guliers d'apr~s 
ee qui pr6e~de, qui se t rouvent  pour ainsi dire plong6s dans le domaine d 'holo- 
morphisme sans le partager:  ils forment  en effet une vari6t6 h trois dimensions 
seulement,  tandis que l 'espace environnant  en a six. Supposons de faire varier 
dans cet espace le sextuple ~i, w~ et de le faire tendre ~ u n  F e n  suivant  une 

ligne r6guli~re. Les ~ tendent  alors ~ z6ro de telle fa~on que les rapports  ~ i  

admet t en t  des limites bien d6termin6es 7i, n6eessairement li6es par  la relation 

Les formules (I) et (19) mont ren t  que lea eoordonn~es xl, la distance r, el 

les produit, rpi, r (p*~ + p~ + P't) demeurenl, m~me en s'approchant indd[iniment d'un 
1", des ]onclions rdgulibres des ~i, wi, nullea en I'. 

Il n 'en est pas ainsi des lo~, lesquelles, d'aprlts (II), deviennent  en g6n6ral 

z~ [tir6s infinies. On peut  pr6ciser davantage en cons ta tan t  que les rapports  r 

des (I) et  (i9) ] et les produits  Vrrpi [tir6s des (II) et (I9)] ont  des limites bien 

d6termin6es. Il vient  en effet, en t enan t  compte de ce que l i m ~  = ~'i, 

(20) lim Xi r ~ . ~  
1 

(2I) lim Vrr pl ~- V~ yl, 

les radieaux ayan t  leurs valeurs arithm6tiques,  et le symbole lim se rappor tan t  
l 'approche d 'un /" en suivant  une ligne r6guli~re fix6o d'avance.  

Dans le cas particulier oil s 'annule le vecteur  e~= ~ A ~r, le mouvement  
E~ 

parabolique devient  reetiligne et les directions ~ ,  ~ -co rne iden t ,  pouvant  au plus 

diff6rer quant  au sens. On a alors 

lim ~ ~, :t: 7i, 
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et la limite (20) de x~ devient par cons6quent 
r 

(20') lim x~ = T ~'i. 
r 

Remarque. 

Par  rapport  aux coordonn6es x~, notre transformation canonique (I), (II) 

n'est pas ponetuelle. En effet, dans les seconds membres des (I), apparaissent 
la fois les ~ et les ~ .  Il s'agit par cons6quent d 'une transformation de con- 

tact. Toutefois, si on l'envisage intrins6quement, la dite transformation est bien 

ponctuelle prolong6e (au sens de LI~). En effet les (II) repr6sentent une inver- 
sion par rayons rficiproques entre les p~ et les ~i;  les (I) en restent subordon- 
n6es par  la condition que la transformation entre les deux sextuples (p~, xi), 
(~i,  ~) soit canonique. 

7. Mouvement parabolique tangent. - -  Interpr6tation des variables  ~, ~ .  

I1 est ais6 de reconnaltre la signification des variables ~, ~ i  li6es aux xl, 
pi par la transformation (I), (II), lorsqu'on envisage les xi, p~ comme eoordon- 

n6es et composantes de vitesse d 'un point mobile avee une loi quelconque. 
I1 suffit pour eela d'envisager, ~ c6t6 du mouvement  r6el, un mouvement  parabo- 
lique hypoth6tique du m~me point, dfi ~ at tract ion newtonnienne de l'origine. 
En se rapportant  a u n  o 4, on supposera: 
i ~ que lo coefficient d 'a t t ract ion air la valeur num6rique 

2 

correspondant au sextuple x~, p~ dont il s'agit; 
20 que la parabole (trajectoire du point dans ce mouvement  fictif) passe au point 

(xl, x2, x~) eu y touchant  le veeteur (p ,  p~, P3). On l'appellera parabole oscula- 
trice (~ la trajectoire du point dans son mouvement  effectif). 

Le m o u v e m e n t  parabolique tangent reste ainsi caract6ris6. Les variables trans- 
form6es ~i, ~ se ra t tachent  s ce mouvement d 'une mani6re bien 6vidente. 

Les ~ d6finissent un vecteur de longueur 2k parall~le ~ l'axe de la parabole 

osculatrice dans le sens allant du foyer au sommet;  ~ repr6sente le para- 

m~tre de la parabole, etc. 
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S'il arrive que, pendant  le mouvement,  les ~i, ~ i  convergent vers un des 
sextuples F, considdr~s au n o precedent (~i = o, ~ > o), la parabole osculatrice 

devient de plus en plus mince, son param&re tendant  ~ zero: l 'orientation de 
l 'axe admet  toutefois une limite bien ddtermin~e. Le mobile tend ~ l'origine 

dans une direction 4galement bien ddtermin~e [formule (zo)]. Si en particulier 

• l i m ~  (i----I, 2,3), le rapprochement en question a lira lieu justement dans 

la direction de l 'axe [formule (zd)]. 

8. G~n6ralit6s sur  l ' in t roduet ion  d'616ments oseulateurs paraboliques. 

La transformation canonique (I), (II) est bien remarquable b, cause de ses 
propri~t~s r~gularisantes. Les param~tres ~i, ~ i  qu'elle introduit  sent  tr~s &roi- 

tement  li~s, comme on vient de-voir, au mouvement  parabolique tangent.  Toute- 

fois ces Ei, ~'~ ne peuvent  pas ~tre envisag4s individuellement comme ~lSments 
osculateurs paraboliques: pour se procurer de tels 61~ments (faisant pendant  aux 

classiques fil6ments elliptiques), il faudrait  encore en former des combinaisons 
convenables. On y parvient plus commodement en revenant  ~ la source de la 
transformation (I), (II), c'est-~-dire k l'~quation aux d~riv~es partielles (8 ~) et en 

utilisant une int~grale complete diff&ente de (9), et pr~cis~ment ~ variables 

s~par~es comme dans le cas elliptique. 

, 

Posons 

(22) W = R + Gw,  

en supposant R fonction du seul argument  r, et G constante. 
dans le premier membre de (8') cette expression de W, on a 

+ z G2 z 

In t6grale  eomplbte de (8') ~ variables s6par6es. --  El6ments  paraboliques.  

en d~signant par 

(23) 8z =k 

la constante du second membre de (8'). 
Acta ~athcmatea,. 42 Imprim ~t le 24 novembre 1918. 

Si l'on introduit  

17 
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On en tire 

r 

(24) R = r r r ~ ' 
q 

off la limite inf6rieure q de l ' intervalle d'int6gration pourrait  fitre arbitraire. 

I1 convient toutefois (comme dans l'int6grale analogue se rapportant  au mouve- 
ment  elliptique) d 'a t t r ibuer  ~ q la plus petite des valeurs de r annulant  la fonc- 
tion sous le signe. I1 y a ici une soule racine finie; on est done conduit h prendre 

(25)  q = 

Puisque on sait d 'avance quc l'orbite est parabolique (et d6crite suivant la loi 

des aires par rapport  au foyer), on constate imm6diatement que q reprdsente le 
demi-parambtre: c'est en effet la plus petite distance du foyer ~ laquelle puisse 

se t rouver le mobile (qui parcourt  la courbe toujours dans le mfime sens). En 
suivant POINCAR~, ~ on supposera que la droite fixe ~ part ir  de laquelle on compte 
l'angle w, soit justement la ligne des noeuds (intersection, dfiment prdcisde quant  
au sens, du plan de la parabole avec le plan coordonn6 Oxl  x~). Si l'on d6signe 

suivant l'usage par  0 la longitude du noeud (e'est-~-dire l'angle form6 par le noeud 

avec l 'axe Ox~), on a, d'apr6s la d6finition de w, 

cos w = x~ cos  0 + x~ s in  0, 
r r 

(z6) 0w 
0-O = - -  cos I ,  

en entendant  par I l'inclinaison (du plan de la parabole sur le plan Oxtx2) .  

D'apr6s eela, il y a lieu de consid6rer W comme d6pendant des coordonn6es 
cart6siennes x,, x2, x~ du point mobile, et des trois constantes Z, G, 0 ~ interpr6ter 
comme il suit: 

Z d6pend exelusivement du coefficient d 'attraetion, comme il r6sulte de (23); 

G - - I - z I V q l  d6finit ensuite le demi-param6tre q de la parabole; 
2 

0 repr6sente la longitude du noeud. 
Les 6quations (3), adapt6es ~ notre W, oh Z , G ,  0 jouent  le r61e des ~ ,  en 6cri- 

r a n t - - ~ , - - g ,  0 b~ la place de ~1, ~ ,  ~s, donnent  

Loc. cit. (g la page 206), pp. 65--74. 
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(27) 

lOW OW OW 

I 
~z = ~' -g-d=g'  ~o 

OW 
= p~ ( i -  x, 2, 3). 

O, 

Ayant  6gard aux 6quations (22), (24), (25), (26), le premier groupe s'6erit 

r / 
d W  #R if__ Z d r  Z d r  

d 4 r V ~  r' 
q q 

! -  

- -  = I / r r - - q ~  ~ ,  

OW OR 
OG -- OG + w = g, 

00 = - -  G cos I ----- - -  O, 

et consent de reconnaitre la signification des trois autres param~tres ~, 9, O. 
Tout d'abord, d'aprbs une propri6t6 616mentaire de la parabole: ~-----r--q repr6- 

sente l'abscisse de la position courante du mobile, compt6e sur l 'axe & partir  
du sommet. 

La seconde 6quation, appliqu6e au sommet, fair voir que g repr6sente l'angle 
que la direction de l'axe (allant du foyer au sommet) forme a v e c l a  ligne 
des noeuds. 

Enfin la troisigme 6quation nous montre  que: 
O ~ G cos I fixe l'inclinaison. 

Les 6quations (27) en t ra lnent :  

3 

~ p ~ d x ~ - - ( Z d ~  + Gd9 + O d O ) = - d ( W - - Z ~ - - G g )  
1 

et d6finissent par cons6quent une transformation canonique entre le sextuple 

(pi, xi) et les deux triplets eonjugu6s 

Z ,P, o :) 
g 

Les expressions explicites des xl, p/ en fonction des arguments (P) s'6tablissent 
sans peine, soit en effectuant la r6solution mat6rielle des (27); soit, d 'une mani~re 
indirecte mais plus commode (adopt~e ordinairement dans le cas des 616ments 
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elliptiques), en ayant  recours aux formules ~16mentaires de transformation des 

coordonn~es et t i rant  parti  de la signification des six ~l~ments (P). 

J 'omets  ces d6veloppements en me bornant h faire remarquer que, h difference 

de la pr6c~dente (I), (II), la transformation entre ]es (x~, p~) et les (P) n'est pas 
rdffularisante. D6jh les expressions des xi pr6sentent des singularit~s au voisinage 

d 'un choc, auquel correspondent des valeurs nulles des paramdtres ~, G et O. 

Le sextuple canonique (P) est un cas ]imite (correspondant k la valeur z~ro 

de l'~nergie) des ~l~ments elliptiques que j 'ai appe]~,s isoenergdtiques: ~ il peut rendre 

des bons services dans l'~tude des perturbations des com~tes. 

CHAPITRE III. 

R~gularisation explicite du voisinage d'un choc binaire. 

z. Forme canonique de Poinear~. 

On a rappel~, au n o 8 du Chap. I, les ~quations du mouvement  absolu sous 

forme veetorielle, off figurent comme inconnues auxiliaires les composantes des 

quantit~s de mouvement. Il est bien connu qu'on leur donne imm~diatement 

forme canonique, et qu'on les r~duit ensuite h six degr~s de libert~ en met tan t  

en ~videnco les coordonn~es relatives de deux des trois corps par rapport  au 

troisi~me2 Pour expliciter le syst~me r4duit, il me para l t  avantageux d'aban- 

donner la sym~trie par rapport aux trois corps, en appelant O celui auquel on 

rapporte le mouvement  et ]es coordonn~es des deux autres;  P ,  P '  ceux-ei; et 

adoptant  les notations qui s 'y rat tachent.  

On indiquera par mu la masse de O; par m, m' les masses de P ,  F ;  par 

x~, x'~ (i-----z, 2, 3) leurs eoordonn~es (par rapport  k trois axes rectangulaires 

d 'orientation fixe, ayan t  leur origine en O); par pi, p'~ les composantes de ]a 

quantit~ de mouvement absolue de P e t  de P '  respectivement; par r, r r, , /  les 

trois distances OP,  O P  ~, PPf .  

i ~)Sopra un nuovo sistema canonico di elementi ellittici~, Annali di Matematica, Ser. III, 
T. XX, I913. Voir aussi: 

W. DE SITTER, ))On canonical e|ementsL Proceedings of the K. Ak. van Wet. te Amster- 
dam, vol. XVI, I913, pp. 279--29I. 

1~. -A-h'DOYER, ~Sur l'anomalie excentrique et l'anomalie vraie comme ~l~ments canoniques 
d'apr~s M. M. T. LEVI-CIVlTA et G.-W. HIL~ et ,~Sur les probl~mes fondamentaux de la m~canique 
c~leste% Bulletin Astronomique, T. XXX, 1913, pp. 425--429, et T. XXXII, I915, pp. 5--z8. 

Ou bien, en suivant JACOBI, certaines combinaisons lin~aires (d~pendant des masses) de 
ces coordonn~es relatives. Nous y reviendrons au n ~ 6. 
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D'apr~s le th6or~me des quantit6s de mouvement (le barycentre 6tant cens6 

fixe), ]a somme des quantit6s de mouvement  des trois corps est nulle. Il s'en 

suit que la quantit6 de mouvement  (absolue) de O a pour composantes 

- -  (p~ + p'~). 

La force vive ~: du syst~me est par tant  la somme 

I 

2 m0 

d'ofi 

(i) 

I ~ ~ I-" p'] 
----{(P'+P")'+(P'+P")'+(P'+P")'}+~(P*+P~+P:)+ 2m' 'p ' + + P':); 

�9 =~ ~ +  ( p ~ , + p ~ , + p : )  2 -~ (P'~+P'+P')+ 

I r 

+ ~oo (PtP t + P,P', + P,P,'). 

La fonction 

actuelles, s'6crit 

(2) 

La diff6rence 

(3)  

des forces Ii (formule (I8) du Chap. I), avec les notat ions 

u =l(m? - ~ m  + - -  �9 

H = ~--II, 

e'est-~-dire l'6nergie du syst~me, so pr~sente ainsi comme une fonction des douze 
variables xi, x'~, p~, pr. 

Le syst~me canonique 

'd p~ ~) H d z~ (~ H 
d~ ~ , - X ~  o-~' 

(4) r ~ H dx'i  ~ H 
- , ,  ~ ( i =  I, 2, 3), Ox~ dt 8p'i 

admet tan t  H eomme fonction earact$ristique et (z~, pl), (x'i, p'i) eomme variables 

conjugu6es, d6finit le mouvement.  C'est la forme particuli~rement simple indiqude 

par POI~CARk. L'int6grale des forces vives s'4erit 6videmment 

(5) H = E (E constante). 

2. Trans format ion  de Darboux-Sundman.  

Envisageons les mouvements pour lesquels la eonstante E a une vaieur fix6e 
d'avance, et effeetuons le premier pas en rue  de la r6gularisation d'un choc 
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binaire P, O. Tout  ~ fair comme duns le cas du probl~me restreint [voir le n o 2 

du Chap. pr6e.], il convient de poser 

(6) dt  = r d u .  

Los oo ~ solutions du syst~me (4) satisfaisant h la condition H----E v6rifient 

6galement le syst~me 

(7) 

off 

I dp l  OH* dx l  OH* 
d u  Ox~ ' d u  Opi ' 

d f f  i = OH* d x'i ~) H * 
( d u  Ox ' i '  d u  = ~p'i~ 

(i = T, 2, 3), 

(8) H *  = r ( H  - -  E ) .  

Pour chacune d'elles, H* prend la valeur z6ro. 

Remarque. 

Soit t~ l ' instant du ehoc P, O duns le sens pr6eis6 au Chap. I. Le n ~ ~4 
du m~me Chapitre nous permets d'affirmer que la nouvelle variable u [introduite 

moyennant  la position (6)] tend en croissant vers une valeur finie ut, lorsque 

on fair tendre t ~ t~. Le choc binaire dent  il s 'agit constitue donc, m~me 

l'6gard du syst~me transform6 (7), une (6ventuelle) singularit6 des fonctions in- 

connues xi(u), p i ( u ) ,  x t i (u) ,  pti(U) s e  pr6sentant  pour une valeur ]inie u t ,  tandis 

que, pour u < u~ (et assez proche h u~), tout  est r6gulier. 

3. Limite du produit r(p~ +p~ +p~) pour r tendant a z~ro. 

Pla~ons-nous au voisinage d'un choe entre P et O, duns l'hypothi~se que 

le moment  r6sultant des quantit6s de mouvement  des trois corps ne s 'annule 

pus. On est assur6 [Chap. I, n o 12] que pr reste ~ l '6cart des deux corps ten- 

dant  h se chequer, sa vitesse restant  ~galement finie. On a reconnu aussi [n o 13 

du m~me Chapitre] que la vitesse de P (soit absolue que relative au corps 0) 

multipli6e p a r  V~r reste finie. On pourrait  en d~duire aussitSt (en tenant  eompte 

de ce que Pt, P~, P~ sent  composantes de la quantit6 de mouvement  absolue) 

que le produit  r (p~ + p~ + pl) admet  lui aussi une limite finie. Mais i! ne vaut  

pus le peine de faire des emprunts  de l 'endroit cit6. On va le faire ressortir 

nouveau de l'int6grale des forces vires. 
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Posons pour abr~ger 

r(p~ +p~ + p : ) = ~ ,  

(9) / I 1/r I , io ,_ _, p~_ _, Psi 

{ , ,  . ) , ,  , , I,.o,,, r - ( ~ + ~  (p ,+p ,+p , ) - -  r' 
]mm' g[ ---- 7. I 

D'apr6s (I), (2), (3), on a 

i) 
H * = r ( H - - E ) =  2 m + l  7. 

L'6quation H* ~-o  (du second degr6 en ~ ) ,  a v e c l a  sp6eification V~> o, d6finit 

univoquement V~ comme fonction holomorphe des quantit6s g et r~ tendant  vers 
la limite (positive) 

 =vi-77 
m o m 

lorsque g et ~ convergent ~ z6ro. Or il r6sulte des (9) (et de la circonstance 

rappel6e ci-dessus que I i r~, ~/. et les p'i restent finis, ainsi que les rapports  ~Pi, qui 
q 

sent des cosiuus directeurs) que g et 77 s 'annulent avec r. 
On a par tant  

lira IF~ = l, 
r - - 0  

c e  

remarque finale d u n  ~ pr6c6den~) 

qui entralne jus~ement, s cause de la signification de $, et de u I (voir la 

I I 

~1o ~ '  

(Io) lim r (p~ + p~ + p~) = l' -~ 
~ ~ U l  

C. Q. F. D. 

4. In troduct ion  des variables  ~ ,  ~ .  - -  H o l o m o r p h i s m e  de l ' e x p r e s s i o n  
t rans form~e  de H*. 

Appliquons maintenant la transformation (I), (II) du Chapitre pr6c6dent 

[ no 5], en rempla~ant les six arguments xl, pi par les combinaisons ~i, ~i ;  bien 
entendu sans toucher aux x'~, p'~. 
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Au point de vue formel il y a lieu de noter qu'en transformant ainsi les 

6quations (7), elles restent canoniques avee la m6me fonction caract6ristique, et 

s '6crivent par  cons6quent 

(7') l 
d'~_ *) H* d ~ 0 H* 
du O~ ' du 0 ~ '  

d p'~ OH* dx'~ OH* 
[ du Ox'~' du i~p'~ 

(i = I, 2, 3), 

off l'on dolt, bien entendu, retenir H* exprim6e k l'aide des arguments ~i, ~ ,  x~, Pri. 

Voyons ce qui se passe au point de rue  qualitatif. 

Les formules (19) du Chap. pr6c., qui sent  des cons6quences n6cessaires des 

(I), (II), fournissent imm6diatement des renseignements tr~s importants sur la 

mani~re dent  se comportent  les ~i, ~ dans le cas d 'un choc P ,  O. En associant 

ces renseignements k l 'expression analyt ique qu'acquiert  H* avec les nouvelles 

variables, on pourra ensuite reconnaitre qu'il en r6sulte sa r6gularisation. 

Utilisons d 'abord les formules (19) susdites, et notamment  la premiere 

et la troisibme 

r = ~ ,  

Comme on vient de voir [formule (io)], en proximit6 d 'un ehoc P,  O, ~ tend vers 

une limite l ~ non nuUe. L'expression de r montre alors que "~s, et par consdquent 

~1, ~ ,  ~s  convergent vers z~ro. 
On n'a pas encore le droit d'affirmer que ~ ,  ~2, ~ tendent  s6par6ment vers 

des limites bien d6termin6es, mais il est d6sormais bien stir qu'ils restent  finis. 

Nous profiterons bient6t de ees remarques. Envisageons en a t tendant  un 

ensemble de valeurs des ~i, wi eonst i tuant  le voisinage d'un de ees sextuples F 

qu'on a eu l'occasion de consid6rer au Chap. pr6c. [n o 6], et qui r6sultent des 

valeurs nulles des wi, non toutes nulles ~ la lois de ~i. Soit D un domaine 

se rapportant  aux douze variables ~i, z~i, x'i, p'i, caract6ris6 comme on vient de 
dire (voisinage d 'un F)  par rappor t  aux ~i, ~ i ,  et comprenant  le voisinage d 'un 

syst6me queleonque de valeurs finies des x'~, pri, soumises ~ la seule restriction 

que les x'i ne s 'annulent pas routes les trois (P~ distinct de 0 ,  et par suite aussi 

de P ,  dbs qu'on conceit l 'extension de D suffisamment petite). 

On va constater  que, dans tout domaine D, H*, considgrge comme ]onction des 
variables ~i, ~ ,  x'~, p~', se comporte r~guli~rement. 

Pour cela, il convient de s 'appuyer  encore une fois sur les formules (19) 
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[du Chapitre pr6c6dent] pour  en tirer h premi6re rue  que r, r(p~ +p~ +p~)----~, 
et rpi aont, ~ l'intdrieur d'un domaine D, des /onctions holomorphea de, ~i, ~ .  

D'ailleurs, puisque r' et  J ne s 'annulent  pas dans D, les rapports  r~,r ~/r 

sont, eux aussi, des fonctions holomorphes (des ~i, "~i, et des x'i). Comme on 
a de (i) 

3 

(moo i )  I ( ~  I )  ,. 2 i rp ip , i ,  (~') r~.= ~- ~ + r(p~+p~+p~)+~ + ~  r(p"- ,+p;+p"~)+ ~ 
2 m ~  1 

et de (2) 

(2T) ( * r H =  t m o m + m o m ~ + m m '  , 

les expressions des seconds membres mont ren t  apr~s coup qu'il  s 'agit de fonctions 
holomorphes dans D, d6pendant  dans leur ensemble de routes nos douze variables. 

D~s lors 

H* = r ( H - - E ) = r ~ s  - r t l - - r E  

appara l t  elle aussi une fonction holomorphe des variables _~i, ~ ,  xF~, P'~ dans tout  
domaine D. 

C. Q. F. D. 

5- R~gularisation d'un choc P, O. 

Supposons que, pour  u tendant  ~ u t (valeur certainement  finie d'apr~s la 
remarque du n ~ 2), les deux corps P e t  O tendent  ~ se choquer,  l~ous pouvons  

pr6sent compl6ter les constatat ions d u n  o pr~c6dent, en ~tablissant que, pour  
u ~ ut, les ~ aussi convergent  (comme les ~ i ,  x'i, p'~) vers des limites bien d6ter- 
min6es. II suffit pour  cela de faire jouer la double circonstance que, pour  u ~ - - u  
assez petit ,  les valeurs prises par  ~i, ~ ,  x'i, p'~ (le long de la trajectoire don t  
il s'agit) appar t iennent  certainemont ~ un domaine /) ,  et que par  cons6quent 

~H* 
les seconds membres des 6quations (7'), et  no tamment  les - - ~ - ~ ,  restent  holo- 

morphes,  par rappor t  aux arguments  _~i, ~ i ,  x'i, p'i. D~s que, pour  u<uz et 
assez proche ~ u~, ces arguments  sont ~t ]cur tour  des fonctions r~guli~res de u,  
il e n e s t  au tan t  des seconds membres susdits.  

D'ailleurs, pour  u t endan t  ~ u~, les x'i, p'i, ~h t endent  [n ~ 3 et 4] vers des 
valeurs limites bien d6termin6es. I1 reste ~ ~tablir qu'il en est de meme pour  

]es ~ ,  en sachant  [n ~ 4] que ~ = ]  V ~  + ~  +_~,~1 admet  une limite diff6rente de 
Acta mathe~natlea. 42. Imprim~ le 23 novembre 1918. 18 
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z6ro. Cette eirconstance garanti t  que les seconds membres des (7'), fonctions 
holomorphes de u (h gauche de ul), restent finis lorsque u converge s ul. On 
peut alors raisonner comme au n ~ Io du Chap. I. Ces seconds membres, et en 

partieulier - - j ~ ,  sont int6grables depuis une valeur quelconque u0 (assez 

proehe s ul) jusqu' s ul. On d6duit done, des 6quations diff6rentielles 

d~i OH* ( i =  I, 2, 3) 
du OWi 

elles-m6me, l 'existence des limites pour les ~i. 
D'apr~s cela, une solution du syst~me (7'), m~me si elle correspond ~ un choc 

P ,  O, n'a plus rien de singulier au point de vue analytique. I1 s'agit en effet 
d 'une solution pour laquelle les fonctions ineonnues ~ ,  ~ ,  xri, p'~, en correspon- 
dance d'une valeur finie u 1 de la variable ind6pendante, preunent  des valeurs 
bien d6termin6es tombant  dans un domaine D de r6gularit6 (pour les seconds 
membres des 6quations diff6rentielles). 

C. Q. F. D. 

D~s que les ~i, ~ i  se comportent  r6guli~rement m6me pour u ~ ul, elles ten- 
dent  h leurs valeurs limites suivant une ligne r6guli~re (de l'espaee ~i, ~ ) .  Ceci 
permet de conelure, en revenant  aux aneiennes variables xl, pi [n ~ 6, 6quations 
(2o) et (2i) du Chap. pr6c.] que les deux corps P ,  0 tendent ~ se choquer ,uivant 

( une direction bien d~termin~e caract6ris6e par les limites des cosinus direoteurs -~ , 

et que la vitesse de chacun d'eux, tout en devenant in[inie, admet une direction 

limite. A la v6rit6 les 6quations (21) (du Chap. pr6c.) 6tablissent ceci pour le 
vecteur de composantes p~, c'est-s pour la quantit6 de mouvement  et par 
suite pour la vitesse absolue de P .  Pour justifier ~ tout 6gard l'6nonc6 qui 
pr6c~de, on va constater  ult6rieurement que la vitesse relative de P par rapport  

O admet  la m6me direction limite. Cette direction limite appart ient  alors 
route sorte de vitesse de P e t  de O (absolue, ou relative d 'un d'eux par rapport  

l 'autre). 

qu'h, tenir compte du groupe des 6quations (4) d6finissant les ~t~: On n'a 

dt a). 

Les p'~ restent finies ~ l ' instant du ohoc, mais non toutes les pi [d'apr~s 

(IO)]. I1 s'en suit clue le vitesse relative de P par rapport  ~ 0 [vecteur de 
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4 
composantes dt ! a la m6me direction limite que la vitesse absolue du m~me 

lvecteur ayant  pour composantes 1 / point  P m pil" 

6. F o r m e  eanonique de Jaeobi.  - -  R~gular isat ion tout  ~ fa i t  analogue qu'on 

peu t  lui fa i re  subir.  

Nous avons pris les 6quations du mouvement  sous la forme canonique de 
POINCAR~ [n o x]. II est ais6 de se rendre compte qu'il n 'y a rien d'essentiel 

modifier dans les consid6rations de ce Chapitre si l 'on pr~f~re d 'adopter  les 

6quations canoniques de JAcom. 

En effet les douze fonctions inconnues figurant clans ces 6quations sent:  

los trois coordonn~es xi de P par rapport  h O, eomme dans l 'autre cas; et neuf 

autres - -  je continuerai ~ les appoler Pi, x'i, P'i - -  qui ont une signification 

diff6rente. I1 n'est pas n6cessaire de la sp6cifier, saul pour les z'i. Celles-ci 

[comparez Chap. I, n ~ 4] sont les coordonn6es de pr par rapport  au barycentre 

B des deux autres corps P e t  O. Les coordonn6es de B par rapport  ~ O sont 

axl, off la constante (num6rique) a n'est  que la fraction m Il s'en suit 
mo+m 

que les coordonn6es de P~ rapport6es 6galement ~ O (c'est-g-dire nos anciennes 

x'i) sont donn6es par  

a Xi  + gCti ; 

r 2 = s  (a xi + x'i)', 

La force vive Z s'exprime ici encore moyennant  les pi et les ffi, mais sans 
termes rectangles, sous la forme 

+ ~-~,, (p,,, + p'] + p'~), (12) Z ~  tt(p~1+p~ +p~) 2 

los coefficients t~ et #d d6pendant exclusivement des masses: 

M 
= I + I ,  ~d~m,(m o+m) ( M = m  o+m+m') .  

tu m o m 

et l 'on a 
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La fonction des forces est toujours 

- l m o m  m o f r t  f 
(2) t t = t ~  r + r  r -  

T. Levi-Civita. 

) 
r' et J 6rant toutefois les fonctions ( i i )  des x et des x'. On a bien entendu 

H = ~ - - I I ,  

apr~s quoi le syst~me eanonique d6finissant le mouvement  s'6crit encore sous 

la forme (4), d'ofi l 'on arrive s (7) moyennant  la transformntion de DAI~BOUX- 
SUnDiAl .  

Au point de vue qualitatif, tout  se passe comme pr6c6demment: lorsque les 

deux corps P et O tendent  g se chequer, r tend ~ z6ro, tandis que r' et d conver- 

gent vers une Iimite positive. I1 s'en suit [comme au n o 3] que les arguments 

x'~, pr ont des limitcs finies, et [encore plus simplement qu'au n o 3, a cause de 

(i2)] que 

Jim r(p~ +p~ + ~o~) : 
Z $ ~  U l  

2 ] m o m  2/morn 
#~ z + z  

La transformation (I), (II) et les raisonnements des n os 4 et 5 s 'appliquent (sans 

qu'il soit m~me n6cessaire d ' invoquer la circonstance que les rp~ sent  des fonctions 

holomorphes des ~i, ~ ) ,  et  le voisinage du choc binaire P,  O restc 6galement 

r6gularis6. 

7. Le param~tre sym~trique �9 et la r~gularisation complete  du 
mouvement .  - -  Corollaire. 

Consid6rons le produit 

r l I ~ /  morn+memO+ram r 

comme fonetion des variables ~i, ~ i ,  x'i, prl (ces derni6res n ' interviennent pas). 

Ainsi qu'on l'a fair remarquer  au n o 4, il se comporte r6guli6rement au voisinage 

d 'un choc P,  O, 6tat  de choe compris, et  ne s 'y annule pas: en effet, pour r----- o, 
r 11 se r6duit s ] m0 m. 

I1 s'en suit, en tenant  eompte de (6), que le param~tre v, d6fini (~ une con- 

stante inessentielle prbs) par la relation diff6rentielle 

(I3) dv=rl ldu=Udt ,  
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pent rendre les m6mes services que u dans le domaine susdit, avec l 'avantage, 

dvident s cause de sa structure sym6trique, de s 'appliquer 6galement aux autres 

chocs binaires dventuels: par tout  ailleurs, eela va sans dire, la substi tution de 

t comme variable ind6pendante est parfai tement 16gitime, puisque 11 demeure 
fini et > o. 

La substi tut ion de v k u dans le systAme diff6rentiel (7) (ayant 6gard h la 

circonstance que, pour les solutions qu'on a ~ consid6rer, H * = o ) l a i s s e  subsister 

H*. On a par tant  le la forme eanonique, pourvu qu'on remplace H* par rlL 

syst~me 

(14) 

off 

I dpi = OF d x~ OF 
dv Oxi' dv  --  Opt' 

Idp~i OF dx'i a F  
d~ Ox'i' d ~  = a};'i 

(i = ,r, 2, 3), 

I H * =  I ( H - - E ) ,  

et l 'on doit se borner aux solutions pour lesquelles F = o. 

La seconde expression de F montre imm6diatement que c'est une fonction 

r6guli6re des variables xl, pl, z'i, p'i tant  quo les positions des trois corps sent 

distinctes; au voisinage d 'un choc P,  O, la transformation (I), ( I I ) r6 t ab l i t  la 

r6gularit6, sinai qu'il r6sulte do la premi6re expression de F et des n ~ 4, 5; enfin, 
au voisinage d 'un autre ehoe binaire (/~, O, ou P,  P'), on r6gularise d 'une mani~re 

analogue, h cause de la sym6trie substantielle de F = ~1- ( H - - E )  par rapport  aux 

trois corps: il suffit de combiner une convenable transformation lin6aire sur les 

x, x', p, p' (6quivalente ~ un 6change de r61o des trois corps)avee  la m6me trans- 
formation (I), (II). 

On a done lo droit d'affirmer que le syst6me differentiel (z4) est ou bien 

r6gulier, ou bien r6gularisable par une simple transformation canonique dos fonc- 

tions inconnuos, quelle que soit la valeur de ~, e'est-h-dire pour route la dur6e 

du mouvement,  m6me au d6]k des chocs, s'ils en arrivent. 

Corollaire. 

Les coordonn6es des trois corps, lorsqu'elles ne figurent pas directement 

parmi les fonctions inconnues, sent (d'apr~s (I), (II) et des formules 61~mentaires 

de transformation de coordonn6es) des fonctions holomorphes des auxiliaires servant 
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/r r6gulariser. II en r6sulte que los coordonndes des trois corps, leurs distances 

mutuelles et [d'apr6s (r3) ] aussi le temps t sent des/onctions du parambtre v, rdguli~res 
Tour toutes los valeurs rdelles de ce parambtre, qui correspondent biunivoquement dt 
routes los valeurs rdelles du temps. C'est la conclusion, bien eonnue aujourd'hui de 
M. SUrrDMA)r, ~ laquelle a net tement  seell6 toute une cat6gorie de reeherches 

anciennes et modernes. 

8. Compl~ment formel  qui res te  encore ~ ~laborer.  

Consid6rons, pour commodit6 de langage, un espace 8 ~ douze dimensions 
en correspondance biunivoque avec los syst~mes de valeurs des douze variables 
xi, pi, x'i, Prl figurant eomme inconnues dans los 6quations diff6rentielles (I4). 

D~s qu'on suppose le moment r6sultant K des quantit6s de mouvement  
diff6rent de z6ro, on peut exclure [Chap. I, n o II]  un domaine de S entourant  
(pour ainsi dire) les collisions g6n6rales. E t  il devient loisible de partager par  
la pens6e la partie restante de 8 (qui peut  ~tre at teinte effectivement pendant  

un mouvement  correspondant h des valeurs d6termin~es de K et de E ) e n  quatre 

r6gions: trois voisinages des ehocs binaires, 81, 82, 83, et une quatri~me 80, dans 
laquelle los distances mutuelles ne descendent pas au dessous d'une certaine limite. 

D'apres l e n  o pr6e6dent le syst~me diff6rentiel (I4) se comporte r6guli~re- 
ment:  dans 80 d6j~ par rapport  aux variables xi, pi, xri, p'i qui y figurent diree- 

tement;  dans chacun des 8~ ( r =  i, ~, 3) par rapport  s douze combinaisons (cano- 
niques) convenables des m6mes variables. 

On pout 6videmment (darts une infinit6 de mani~res) ehoisir I2 param~tres 
canoniques 

Yh, qh (h - -  I, 2 . . . .  ,6) 

d6finissant l '6tat de mouvement  des trois corps, dou6s de la propri6t6 que la 
fonetion caraet6ristiquo F se eomporte r6guli~rement, par rapport  aux arguments 

yh, qh, dans toutes nos quatre r6gions 84. (v-~o,  i, 2, 3). I1 suffit par ex. que 
yh; qh coincident avec les xi, xri; pi, Pri dans S0, aveo los combinaisons canoni- 
ques r6gularisantes dans 8~, g l 'exception de tr~s petites couches ~3 de ces der- 

nitres, tout  pros de leur fronti~re avec S 0. Dans 8". soit los xi, pi, xri, pri, soit 
los combinaisons qui se rapportent  s 8~ assurent la r6gu]arit6 du syst~me (i4), 
et on pout, sans la g6ner jamais, imaginer ~. son gr6 une transition graduelle et 

eanoniquo des unes aux autres. 
Ceci en concept; mais il y a lieu de d6sirer un choix plus concret et plus 

expressif do ces param6tres. Je  me borne k signaler la question. Une id6e de 

i Loc. cit. 
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sa  n a t u r e  e t  de s  r e s s o u r c e s  f o r m e l l e s  a u x q u e l l e s  il f a u d r a i t  v r a i s e m b l a b l e m e n t  a v o i r  

r e e o u r s  e s t  o f f e r t e  p a r  ce q u i  a r r i v e  d u n s  le c a s  p a r t i c u l i e r  d u  p r o b l ~ m e  p l a n .  

P o u r  ee  cas  [oh  les  s u b s t i t u t i o n s  r ~ g u l a r i s a n t e s  a p p a r t i e n n e n t  & u n  t y p e  e n c o r e  

p l u s  ~16menta i re  q u e  (I) ,  ( I I ) ] ,  l a  q u e s t i o n  d e n t  il s ' a g i t  a ~t~ e f f e e t i v e m e n t  

t r a i t S e  a v e c  t o u s  les  d ~ v e l o p p e m e n t s  q u ' e l l e  e o m p o r t e .  ~ 

P a d o u e ,  A o f i t  1917. 
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