UBER POTENZREIHEN MIT VORGESCHRIEBENEN ANFANGS-
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Einleitung.

In der vorliegenden Arbeit befasse ich mich in erster Reihe mit dem fol-
genden Problem: Wir betrachien samtliche innerhalb und auf dem Einheilskreise
reguldre Funktionen f(z), deren Potenzreihenentwicklung mit den vorgeschriebenen
Gliedern

a,+a,z+---+a,2"

beginnt. Wir bilden das diber den Einheitskreis erstreckie Integral

22
Im=f|f<z>||dz|=f|f(e“>|dt
0

lzl=1

und fragen, ob es wunter den betrachteten Funktionen eine solche gibt, fiir die der
Integralwert I[f] moglichst klein ausfdllt? Wenn ja, welche sind die weiteren Eigen-
schaften dieser Funktion?

Unser Problem wird vielleicht anziehender erscheinen, sobald wir es auch
geometrisch deuten. ¥Es sei F(z) eine Integralfunktion von f(z). Die Gleichung

v="F(z)

definiert eine konforme Abbildung des Kreises |2] <1 auf ein Gebiet der »-Ebene
resp. auf ein RiemanN’sches Fldachenstiick. Das Fliachenstiick wird durch die
Kurve
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v=F(e!) =& (t) + iy(f) (0<t< 2m)

begrenzt, und das Integral

I1fl= ﬁ F' (@) |dz| =7[[§' O] + [/ 07 ['as
) ,

Jaj=1

ist die Ldnge dieser Kurve.

Da nun zugleich mit f(z) auch F (z), und umgekehrt, mit F (z) auch f(z)=F'(z)
innerhalb und auf dem Einheitskreise regulir ausfallen, da ferner das Flichen-
stiick bis auf eine Verschiebung von der Wahl der Integrationskonstanten unab-
héngig ist, speziell also die Linge der Randkurve von der Integrationskonstante
nicht abhingt, so kinnen wir unser Problem auch in folgender Form aussprechen:

Wir betrachten sdmitliche innerhalb und auf dem Einheitskreise reguldre Funk-
tionen F (z), deren Potenzreihenentwicklung mit den vorgeschriebenen Gliedern

Ao + AIZ +~-+An+lz"+1

beginnt. Gibt es unter diesen Funktionen eine solche, fiir welche die Linge der Kurve
v = F (e?*) moglichst klein ausfdllt? Wenn ja, welche sind die weileren Eigenschaften
dieser Funktion? '

Unser Problem reiht sich an jene wohlbekannte Extremalprobleme fiir Potenz-
reihen mit vorgeschriebenen Anfangsgliedern an, die aus den Untersuchungen des
Herrn CaraTHEODORY iiber die PrcaArRp-LaNpavU’schen Sétze emporgegangen sind.
Hierher gehért auch jenes von den Herren CaraTHEODORY und FrJfr in einer
gemeinsamen Arbeit behandelte Problem, welches sich von unserem dadurch unter-
scheidet, dass nicht das Integral, sondern der Maximalwert von |f(z)| moglichst
klein zu machen ist.! Dieses Problem wurde neuerdings auch durch Herrn GrRON-
waLL behandelt, u. zw. in derart elementarer Weise, dass eine weitere Verein-
fachung kaum zu leisten wire.? Wenn ich dennoch im letzten §. dieser Arbeit
auf das CaraTHEODORY-FEJkR’sche Problem zuriickkehre und die in den voran-
gehenden Untersuchungen entwickelte Methode auch auf dieses Problem anwende,
so ist dies dadurch gerechtfertigt, weil hiedurch die beiden anscheinend weit ent-
fernten Probleme miteinander eng verkniipft erscheinen.

1 Q. CararEEOpORY u. L. Fr3tr, Uber den Zusammenhang der Extremen von harmonischen
Funktionen mit ihren Koefficienten etc., Rendiconti del Circ. Mat. di Palermo, t. XXXII (20 sem.
1911), p. 232.

* T. H. GroxwaLL, On the maximum modulus of an analytic function, Annals of mathematics,
20 ger., vol. 16 (1914—1915), p. 77.
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Ich bemerke noch, dass das erste Problem, indem man darin f(z) durch
f(z)2—*—1 ersetzt, was ja auf das Integral I[f] ohne Einfluss ist, folgendermassen
formuliert werden kann: Die rationale Funktion

Gy a, Gn
z”+l zn P

ist durch eine innerhalb und auf dem Einheitskreise regulire Funktion in dem
Sinne zu approximieren, dass das iiber den Einheitskreis erstreckte Integral der
absolut genommenen Differenz moglichst klein ausfalle. Das aligemeinere, d. i.
sich auf eine derartige Approximation einer beliebig gegebenen rationalen Funk-
tion beziehende Problem ldsst sich durch unsere Methode &usserst éhnlich be-
handeln,

§ 1.

Nehmen wir zunichst ohne Beweis an, dass es unter den Funktionen }(z),
die sich innerhalb und auf dem Einheitskreise regulir verbalten, und deren Potenz-
reihenentwicklung mit den vorgeschriebenen Gliedern

A+ a2+ --+ape®

beginnt, tatsichlich eine gibt, fiir welche das Integral

25
Itfl= |lf @)1 1dz| = [ |f(e*)]dt
/

fzl=1

moglichst klein wird. Wir bezeichnen diese Minimalfunktion mit f*(z). Wir kon-
nen auch ohne Einschrinkung der Allgemeinheit @, % o voraussetzen; denn wire
@y=@a; = - =ay—1 = 0, 80 liesse sich, indem man f(z) durch f(z)2—% ersetzt, das
Problem auf das entsprechende Problem beziiglich der Anfangsglieder

ax + Gpe12 + -+ A2tk
zuriickfiihren.
Es bedeute nun A ein beliebig verinderliches Parameter, p irgend eine ganze
Zahl >n. Dann setzt die Potenzreihenentwicklung der Funktion

Hz)=[*(2) (1 + 427}

ebenfalls mit den vorgeschriebenen Anfangsgliedern an, und da auf dem Einheits
kreise
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H(r+222)* | = (1 +422) (1 + 2277) =1 + h2? +Az7P+ A"

ist, so wird

lf*(Z)Hdzléfll‘*(Z)l(r + 420 + AzP + | 4]%) |dz].

ls]=1 lef=1

Somit ist, wenn

”=IWlh=]hﬂmﬂWdeiﬂﬁwh”Wﬂ

lzl'=1 fs1=1
gesetzt wird, die HErMITE sche Form
Ipa + 1,4 + I*| 4|2
nicht-negativ. Also muss ihre Determinante > o ausfallen, d. h. es ist
—ijp=_|1plgiov-

Augenscheinlich kann aber hier nur das Gleichheitszeichen gelten; also ist genau

I, = | 1/*(®)|#*|dz] =0
jzf=1
fiir alle p> n.

Dieses Resultat koénnen wir auf folgende Weise deuten. Wir setzen darin
z=¢i%, also 22= cos pt -+ ¢ sin pt, |dz}=di und zerlegen in reellen und imagi-
ndren Teil; dann besagt unsere Identitit, dass in der Fourier’schen Entwick-
lung der stetigen, nach 2 periodischen Funktion |f* (ef)| fiir alle Indices p>n
die Koeffizienten verschwinden, mit anderen Worten: die Funktion |f* (¢f)] ist
ein trigonometrisches Polynom hochstens n-ter Ordnung.

Kehren wir nun zur Verdnderlichen z zuriick! Dann lisst sich die soeben
ausgesprochene Tatsache auch so deuten, dass die Funktion |f*(z)|2" lings des
Einheitskreises mit einem rationalen Polynom hchstens 2 n-ter Ordnung P (z) zu-
sammenfallt. Ich behaupte, dass jede innerhalb oder auf dem Einheitskreise
gelegene Nullstelle von f*(2) zugleich eine Nullstelle von P (z) ist, u. zw. von wenig-
stens derselben Ordnung wie fiir f*(z). Fiir Nullstellen auf dem Einheitskreise
folgt die Richtigkeit dieser Behauptung unmittelbar aus der Identitit

P2(a) = () 743 2,
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wo f* die durch jene Potenzreihe dargestellte Funktion bezeichnet, welche aus
der Potenzreihe fiir f*(z) dadurch hervorgeht, dass man die Koeffizienten durch

die konjugiert komplexen Gréssen ersetzt, und somit j*( ) die durch die ent-
sprechende, nach negativen Potenzen von z fortschreitende Reihe dargestellte

Funktion bedeutet. Da auf dem Einheitskreise die Werte z und 2 zueinander

konjugiert sind, so sind es auch die Werte f*(z) und f* (g), also ist f*(z) f* (2) =

|f*(z)|®. Somit besteht jene Identitdt tatsiachlich lings des Einheitskreises, und
da auf beiden Seiten regulir analytische Funktionen stehen, so besteht sie auch
in der Umgebung des Einheitskreises, speziell in der Umgebung einer jeden auf

dem Einheitskreise gelegenen Nullstelle «. Nun ist aber a=‘I§ auch Nullstelle

von f* (2), u. zw. von derselben Ordnung wie fiir /*(z); somit ist auf Grund obiger

Identitit o auch fiir P (z) eine Nullstelle von derselben Ordnung wie fiir f*(z).

Es sei nun « eine innerhalb des Einheitskreises gelegene Nullstelle £-ter Ord-
nung von f*(z). Es bedeute A wieder ein beliebig verinderliches Parameter, &
eine positive ganze Zahl <%. Dann ist die Funktion

f@=r@ (r+2r5 )

innerhalb und auf dem Einheitskreise regulir und ihre Potenzreihe beginnt mit
den vorgeschriebenen Anfangsgliedern. Somit ist I[f]>I[f*]. Andererseits ist

41 2 zﬂ+1 2
I{f1 = [1/*(=)] I+27~( 5[4zl < If*(z)l[ I+l(———a)-;; +|A? m|]|d2|=
14 21 lel=1
7 +1 d

= firre (o425 Z5) (12 e [ 1

fzl=1 (2 a) l2l=1
=I[f*]+Jhl+¢7hi+2Kh“.|2,
WO

Ju= |f"‘(z)|(z |d|

lzl=1
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und
— {17+ ld=]
Kh /II‘ (z)llz_algh
fel=1
gesetzt wurde. Demnach ist die HErMITE’sche Form

Juk + Jnk + 2 K| 4]?

nicht-negativ, woraus #hnlich, wie vormals fiir I,, das Verschwinden von J

folgt. D. h. da |f*(2)|2” = P(2) und z|dz|=—idz ist, so wird
T P(2) ey
de——@Jh—O
lz|=1

fir h=1,2, ..., k; also ist « fiir P(z) eine Nullstelle von wenigstens k-ter Ordnung.

Wir haben also bewiesen, dass |f*(z)|2” langs des Einheitskreises mit einem
rationalen Polynom hdchstens 2 n-ter Ordnung P (z) iibereinstimmt und dass alle
innerhalb oder auf dem Einheitskreise gelegenen Nullstellen von f*(z) auch Null-
stellen von P(z) sind u. zw. wenigstens von derselben Ordnung wie fiir f*(z).
Diese Resultate gestatten es nun, uns iiber die Struktur der Funktion f* (z) ndher
zu orientieren. Zunichst definiert namlich die Identitét

P @) = 1+ () % 5] a2

die Funktion f* (g) auf Grund des Prinzips der analytischen Fortsetzung fiir alle

2 innerhalb des Einheitskreises:

() _ PR —21.(1)(2))2 ® () — 4— 25 2 (o) %
/ (z) 227 (z)—z F(z) f*(2) = 2727 Q% (2) *(2),

wo Q=}P; dem iiber die Nullstellen von P und von f* erhaltenen Resultate ge-

miss innerhalb und auf dem Einheitskreise reguldr ist. Demnach ist daselbst

auch die Funktion f* (2) regulir bis auf den Punkt z=o0, der fiir sie ein Pol

hochstens 2n-ter Ordnung ist. Ersetzen wir g durch g, so ist also die Funktion

f¥(C) fiir alle ausserhalb des Einheitskreises gelegenen Punkte { definiert; sie ist
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auch iiberall regulir und besitzt nur im Unendlichen einen Pol hichstens von
der zn-ten Ordnung. Also ist f*(z) und somit auch f* (z) ein rationales Polynom
hochstens zn-ter Ordnung. Was die Nullstellen dieses Polynoms betrifft, so sei zu-
néchst o eine innerhalb des Einheitskreises gelegene Nullstelle k-ter Ordnung. Da
laut Voraussetzung a, » o ist, so ist auch a» 0. Die Identitit

PR = enre

besagt nun, dass « auch fiir f* (g) eine Nullstelle wenigstens von der k-ten Ord-

nung sein muss, u. zw. genau von der k-ten Ordnung, wenn @ () » o, sonst aber
ist ihre Ordnungszahl um eine gerade Zahl héher. Ausser den Nullstellen « von

f*(z) kann ferner f* (g) noch weitere Nullstellen innerhalb des Einheitskreises
besitzen, niamlich die von den « verschiedenen Nullstellen 8 von @(z); dieselben

sind wegen des Faktors Q? fiir f* e

Nullstellen von gerader Ordnungszahl. Nun
aber entspricht jeder innerhalb des Einheitskreises gelegenen Nullstelle o oder g

der Funktion f* (;) je eine ausserhalb des Kreises gelegene Nullstelle von f*(z),

néamlich ai bez. %, u. zw. sind diese Nullstellen von derselben Ordnung wie die ent-

sprechenden Nullstellen von f* (g) Damit haben wir gezeigt, dass die innerhalb
und ausserhalb des Einheitskreises gelegenen Nullstellen von f*(z) nach der fol-
genden Regel verteilt sind: Zugleich mit jeder im Innern gelegenen Nullstelle e ist

auch thr Spiegelbild % eine Nullstelle u. zw. von derselben oder um eine gerade Zahl

hoheren Ordnung; die eventuell noch ausserdem ausserhalb des Einheitskreises auf-
tretenden Nullstellen sind von gerader Ordnung.

Was schliesslich die auf dem Einheitskreise gelegenen Nullstellen betrifft, so
haben wir gesehen, dass diese auch fiir P(z) Nullstellen von genau derselben
Ordnung sind; nun ist aber die Funktion P(z)z—"=|f*(z)| lings des Einheits-
kreises reell und nicht negativ; sie kann daher dort nur Nullstellen gerader Ord-
nung zulassen. Somit sind alle auf dem Einheitskreise gelegenen Nullstellen von
[*¥(z) von gerader Ordnungszahl.

Zusammenfassend kénnen wir auch so sagen: Die Funktion f*(z) ist ein ratio-
nales Polynom hochstens der 2mn-ten Ordnung, und ihre Nullstellen lassen sich derart
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2u Pagaren anordnen, dass die beiden Elemente je eines dieser Paare entweder iden-
tisch und auf dem Einheitskreise oder ausserhalb derselben gelegen, oder aber Spiegel-
bilder von einander in bezug auf den Hinheitskreis sind.

§ 2.

Bisher haben wir die Existenz einer Minimalfunktion f*(z) ohne Beweis
vorausgesetzt, Um den Beweis zu erbringen, kénnte man es mit dem folgenden,
bei #dhnlichen Problemen bewihrten Verfahren versuchen. Es sei I* die untere
Grenze der Integralwerte I[f]; dann gibt es eine Folge f,,f,, ..., fir welche
Iffs]— I*. Man kann leicht zeigen, dass entweder schon diese Folge innerhalb
des Einheitskreises einer daselbst reguliren Funktion f* (z) zustrebt, oder aber
dies jedenfalls fiir eine entsprechend ausgewidblte Teilfolge der Fall ist. Man
sieht ferner auch leicht ein, dass die Potenzreihe fiir f*(z) ebenfalls mit den vor-
geschriebenen Anfangsgliedern ansetzt, wie auch, dass fiir jeden Kreis |z]|=1r,
dessen Radius 7 kleiner als 1 ist,

(=) |d=]| < I*

lzl=r

ist. Es sind ndmlich die Koeffizienten der Potenzreihen fiir die Funktionen f,
wie auch diese Funktionen selbst mit Hilfe der CaucrY’schen Integralausdriicke
leicht aus I[f,] abzuschitzen; die Funktionen selbst jedoch nur im Innern des
Einheitskreises. Auf dem FEinheitskreise, auch wenn wir die vorgeschriebenen
Anfangsglieder in Betracht ziehen, ergibt diese Abschiétzung iiberhaupt nichts.
Keinesfalls tritt also durch dieses Verfahren das regulire Verhalten von f* (z)
langs des Einheitskreises in Evidenz. Andererseits aber haben wir dieses regulire
Verhalten bisher nicht nur in unserer Problemstellung gefordert, sondern auch,
wenigstens anscheinend, in den vorangehenden Untersuchungen wesentlich aus-
geniitzt. L

Lassen wir nun die Forderung des reguliren Verhaltens auf dem Einheits-
kreise selbst bis auf weiteres fallen und ersetzen wir sie durch eine allgemeinere,
unserem Minimalproblem bhesser angepasste Forderung. Indem wir dann wieder
an ein rationales Polynom gelangen, so wird dies, da es sich ja iiberall regulir
verhilt, auch eine Losung unseres urspriinglichen Problems ergeben. '

Wollen wir unsere neue Forderung unserem Minimalproblem moglichst an-
passen, so empfiehlt es sich, an die zweite Formulierung des Problems anzukniipfen.
Es handelt sich in dieser Formulierung darum, die Lénge der Kurve v = F (¢it)
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(o<t<2m), d. h. also die fotale Schwankung der Funktion F (e‘!) mdglichst klein
zu machen, Beschriinktheit der Schwankung bedingt noch keineswegs regulires
Verhalten; so z. B. sind die den Einheitskreis auf ein endliches Polygon oder
allgemeiner, auf ein von einer einfach geschlossenen rektifizierbaren Kurve be-
grenztes Gebiet konform abbildenden Funktionen auf dem Rande nicht iiberall
regulir, doch von beschrinkter Schwankung.

Betrachten wir also simtliche innerhald des Einheitskreises reguldre und be-
schrankte Funktionen F (2), fiir welche die Randwerte F(e't) existieren und eine Funk-
tion won beschrankter Schwankung ausmachen. Die Existenz der Randwerte ver-
langen wir im Sinne radialer Annéherung: F(reft) — F (¢ft). Wir konnen jedoch
sofort hinzufiigen, dass diese Prézisierung eigentlich iiberfliissig ist. Es sind nédm-
lich die soeben gekennzeichneten Funktionen auck auf dem Einheitskreise, also fir
2] < 1 ausnahmslos stetig. Dies folgt keineswegs unmittelbar aus der beschrink-
ten Schwankung, denn Funktionen beschriankter Schwankung lassen ja noch ab-
zihlbar unendlich viele Unstetigkeitsstellen zu. Nun konnen aber bekanntlich
diese Unstetigkeitsstellen, wenn sie auftreten, nur solche erster Art sein. Dass
andererseits auch solche bei den Randwerten F (eff) ausgeschlossen sind, ist in dem
allgemeinen Satze enthalten, wonach die Randfunktion einer reguliren und be-
schrinkten Funktion keine Unstetigkeitsstellen erster Art zuldsst.!

Zu derselben Funktionenklasse gelangen wir auch, indem wir alle jene nach
2m periodische Funktionen beschrinkter Schwankung F (e*f) von ¢ betrachten,
deren FouriERr'sche Reihe sich als eine nach positiven Potenzen von ei? fortschrei-
tende Reihe auffassen lidsst, d. i. wo die Sinuskoeffizienten die i-fachen der ent-
sprechenden Cosinuskoeffizienten sind. In Formeln

! A. Privasuew, Uber das Verhalten von Potenzreihen auf dem Convergenzkreise, Sitzungsber.
d. math.-phys. ClL. d. k. bay. Akademie d. Wiss. zu Minchen, 1900, Heft 1., p. 96—98; P. Farorv,
Séries trigonométriques et séries de Taylor, Acta mathematica 30 (1906), p. 363; E. LixpELOF, Sus
un principe général de UAnalyse et ses applications & la théorie de la veprésentation conforme, Acta
Soc. Scient. Fennicae, Tom. XLVI, Ne 4 (1915), p. 7.

Laut miindlicher Mitleitung des Herrn L. Fesér kann man den Satz auch durch folgende
einfache Uberlegung begrtinden: Die Potenzreihe einer beschrinkten Funktion ist auch eine
Fourier'sche Reihe fiir die Randfunktion und ist daher an einer Unstetigkeitsstelle erster Art
durch arithmetische Mittel summierbar. Daraus folgt nach dem verallgemeinerten Apein-Fro-
BENIUs'schen Satze, dass bei jeder beliebigen geradlinigen Anniherung jener Stelle aus dem In-
neren des Kreises die Funktion ein und demselben Grenzwerte, namlich der Reihensumme zu-
strebt. Andererseits sind F(z + iy) oder, wenn es beliebt, Reell- und Imaginarteil derselben har-
monische Funktionen; der Grenzwert einer harmonischen Funktion an einer Unstetigkeitsstelle
erster Art variirt aber mit dem Einfallswinkel und ist bei verschiedenen Geraden wverschieden.

Wir mochten noch bemerken, dass der Satz in den folgenden Ausfithrungen nicht wesent-
lich beniitzt wird; jedenfalls gestattet er uns, beim Rechnen mit F(ef?) auf eine gewisse
Vorsicht zu verzichten, die bei Auftreten von Unstetigkeitsstellen angemessen wiire.

Acta mathematica. 42. Imprimé le 20 février 1919, 20
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j F(etyektdi =0 (k=1,2,...).

0

Schreibt man in der FouriEr’schen Reihe einer solchen Funktion z an Stelle
von ¢it, also 2z an Stelle von ei™? so erhilt man die Potenzreihe je einer Funk-
tion F(z). Auf Grund der klassischen Resultate {iber die FouriEr-Reihe der
Funktionen beschrinkter Schwankung konvergiert unsere Potenzreihe nicht nur
im Inneren des Einheitskreises, sondern auch auf demselben u. zw. gegen die Rand-
funktion. Da ferner diese laut obiger Bemerkung nicht nur von beschriankter
Schwankung, sondern auch stetig ist, so ist die Konvergenz iiberall gleichmissig.

Wir greifen nun aus der Gesamtheit der soeben definierten Funktionen F(z)
jene heraus, deren Potenzrethenentwicklung mit den vorgegebenen Gliedern

Az + A2 4 Apyr 2t
beginnt, wo
a

423
A=a,, A, =2, ..., Adpy1=
1 0 2 2, ’ n+ n+1

gesetzt wurde. Wir bezeichnen mit T'[F] die totale Schwankung der Funktion
F (¢'%) oder mit anderen Worten das Integral

[dF|
tal=1

Es sei T* die untere Grenze der Werte T'[F]. Dann gibt es eine Folge F,, F,, ...,
fir welche T[F;]— T*. Die Funktionen Fj(e*t) sind in ihrer Gesamtheit von be-
schrinkter Schwankung, d. h. ihre totalen Schwankungen liegen unterhalb einer
gemeinsamen Schranke. Ferner sind diese Funktionen wn threr Gesamtheit be-

schrinkt; da niamlich
2n

ka(e“)dt=o
0

ist, so konnen weder der reelle, noch der imaginire Teil von Fy(e!f) von kon-
stantem Vorzeichen sein und es sind daher beide Teile dem absoluten Werte
nach <T[F.).

Nach dem Satze von HEeLLy! enthilt jede Folge, die in ihrer Gesamtheit
beschrinkt und von beschrinkter Schwankung ist, eine diberall konvergente Teilfolge.

1 B, Hewwy, Uber lineure Funkiionaloperationen, Sitzungsber. d. kais. Akademie d. Wiss.,
Wien, Bd. CXXI (1912) Abt. 1I a, p. 283,
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Wenden wir diesen Satz auf unsere Folge {F,} an; sei {F®} eine iiberall konver-
gente Teilfolge und F*(e’t) ihre Grenzfunktion; dann ist fiir jede Einteilung
tyy b1, 85, ..., tr =1, des Einheitskreises

r—1 r—1

2 | F* (¢itm+1) — F* (¢**m| = lim 2 | F®) (gitm+1) — F® (gitm) | < lim T [F®] =T*,
. k— o

m=0 E—o e

d. h. die Funktion F* (e‘?) ist ebenfalls von beschrinkter Schwankung und ihre
totale Schwankung ist <7*. Da ferner die Fourigr-Koeffizienten von F¥, als
Grenzfunktion der beschrinkten Folge {F®}, sich als Grenzwerte der entsprechen-
den Koeffizienten der F® ergeben, so ist auch die Fourier-Reihe von F* vom
Potenzreihentypus und die entsprechende Potenzreihe fiir F*(z) beginnt ebenfalls
mit den vorgeschriebenen Anfangsgliedern. Hieraus folgt auch noch, dass die
totale Schwankung von F*(eif) nicht kleiner sein kann, als die untere Grenze
T*; also ist genau

T [F*] = T*.

Damit ist gezeigt, dass es unter den betrachteten Funktionen F (z) sicher eine
gibt, fir welche die totale Schwankung moglichst klein wird.

§ 3.
Wir untersuchen nun die totale Schwankung der Funktion F* auf dem von
= 1 nach z=¢’t filhrenden Bogen des Einheitskreises als Funktion der Verénder-
lichen ¢. Es wird sich ergeben, dass diese Funktion — von einem linearen Gliede
abgesehen — ein frigonometrisches Polynom hochstens n-ter Ordnung ist.
Wir beginnen mit einigen Uberlegungen allgemeiner Art. Es sei F(z) irgend
eine Funktion vom betrachteten Typus, ¢(z) eine innerhalb und auf dem Ein-
heitskreise regulire Funktion. Wir bilden die Funktion

H(z)= [F’(z)g(z)dz=fg(z)dF(z)=F(z)g(z)—F(o)g(o)—— [‘F(z)g’(z)dz.
) 0 K

Auf Grund des letzten Auedrucks kann die Integration lings eines beliebigen,
innerhalb oder teilweise auch auf dem Rande filhrenden Wege geschehen; der
Wert des Integrals ist von dem Integrationswege unabhingig. Die Funktion H(z)
18t beschrankt, tm Kreisinneren reguldr, auf dem Rande aber von beschrankter Schwan-
kung. Das regulire Verhalten im Kreisinneren lisst sich aus allen der 3 Inte-
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gralausdriicke, die Beschriinktheit aus dem letzten unmittelbar ablesen; die be-
schrinkte Schwankung der Randfunktion ergibt sich leicht aus dem mittleren,
wie auch aus dem letzten Ausdruck, z. B. aus dem letzteren dadurch, dass man
bemerkt, dass Produkt und Differenz zweier Funktionen beschriankter Schwankung,
ferner das Integral einer stetigen (oder beschrénkten oder auch nur integrier-
baren) Funktion ebenfalls Funktionen beschrinkter Schwankung sind. Aus dem
mittleren Ausdrucke ergibt sich auch der genaue Wert der totalen Schwankung
von H (z), ndmlich

T[H]=flg(z)lldF(z)I-

lzl=1

Wihlen wir ndmlich eine geniigend dichte Einteilung z,,2,,2,, ..., 2z, =12, des
Einheitskreises, so ist T'[H] mit beliebiger Anndherung gleich der Summe

“m+1

7 -1 r—1
S8 —Eel =3 | [s@are)|
m=0 m=0 ;m

Andererseits wird das Integral

[|g<z)||dF(z>|

1z]=1
durch die Summe
r~1 r—1 i1
319 1 F i) — Pl = S, [g(zm) f dF(2)
m=0 m=0

beliebig genau angendhert. Ist schliesslich die Einteilung derart dicht, dass auf
den einzelnen Bogen |g(2) —g (2x)| < d ist, so wird die Differenz der beiden Sum-
men < 37T [F]; also wird bei entsprechender Einteilung auch diese Differenz belie-
- big klein. Somit ist genau

T[H]=ﬁg<z)||dF(z>l-

121=1

Die Potenzreihe fiir H (z) ergibt sich aus jenen von F'(2) und g (z) durch
Multiplikation und gliedweise Integration. Daraus folgt sofort, dass wenn die
Potenzreihe von F(z) mit den vorgeschriebenen Gliedern, jene von g(z) aber mit
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1 + ¢z? (p>n) beginnt, auch die Potenzreihe von H (z) mit den vorgeschriebenen
Gliedern beginnen muss. Wihlen wir speziell fiir F (z) die Minimalfunktion F* (z),
fir g(z) die Funktion (x 4 Az?)2, also

H(2) =f(1 + a2t d F(2),
0

so beginnt die Potenzreihe von H (z) mit den vorgeschriebenen Gliedern; daher ist

T* =T(F¥IST[Hl= | (14 A28)(1+i2-2)|dF*(2)| = (z + |A|) T* + A1, + 2 ]Ip,
jzl=1

wo jetzt

I,,=fz?|a‘,F*(z)|, 1,— [z“PId'F*(z)I

lzl=1 lzf=1

gesetzt ist; I, und I, sind konjugierte Grossen. Somit ist wieder die HERMITE sche
Form
Iph + I, % + T*|A)?

nicht-negativ und daher

I, = |zP|dF*(z)]=o,

lz]=1

u. zw. fiir alle p>n.

Um dieses Resultat weiter zu verfolgen, bezeichnen wir mit V*(z) die totale
Schwankung von F*(z) auf dem von 1 bis z filhrenden Bogen des Einheitskreises.
Ersetzen wir in unserem Integral |d F(z)| durch d V*(z). Die Differenz der ent-
sprechenden Niherungssummen wird fiir geniigend dichte Einteilung beliebig klein,
denn sie ist

r=—1
STIF*¥]— 3 | F*(zme1)— F*(zn).

me0
Somit dndert sich der Integralwert durch Einsetzen von dV* an Stelle von |d F*|

iiberhaupt nicht. Also ist

22dV*(z)=o0 (p=n+1,n+2...).

l2]=1
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Fiithren wir noch e‘¢ an Stelle von z ein, so ergibt sich nach partieller Integration,
da sich V*(z) bei einmaligem Umlaufe um 7'* dndert,

27
T*—ipr*(e“)eiP‘dt=o (p=n+1,n+2..)
0

Andererseits ist

und somit wird schliesslich

27

} T%* ;
(o) — ipi — o
f[V (ef?) 2ﬁt:lei" di=o (pEtnt+1i,n+2...).
0

d. b. der reelle Ausdruck in der eckigen Klammer ist ein irigonometriches Polynom
hochstens n-ter Ordnung. :

Der bisher befolgte Gedankengang ist bis zu gewissem Grade jenem des § 1.
‘nachgebildet. Wir konnten nun diesen Parallelismus weiter verfolgen und unter
Andern zeigen, dass der Differentialquotient von V*(ef) auf dem Einheitskreise
mit einer Funktion P(z)z—" iibereinstimmt, wo P(z) ein rationales Polynom héch-
stens 2n-ter Ordnung ist, und dass die innerhalb des Einheitskreises gelegenen

*
Nullstellen von d—f—;— zugleich Nullstellen von wenigstens derselben Ordnung fiir

P(z) sind. Weiter aber wire der Parallelismus schwer zu verfolgen, da hier
schon das regulire Verhalten von f*(z) auf dem Rande tief ausgeniitzt wurde,

*
wihrend wir jetzt iiber das Verhalten von F* (z) bez. von % auf dem Rande

viel weniger wissen.
In den folgenden Untersuchungen werden wir das in diesem § erhaltene Re-
sultat nicht voll ausniitzen, sondern wir werden daraus nur einige Folgerungen

%
iiber das Verhalten von F* und von i’ldiz ziehen. Aus der speziellen Form der

Funktion V*(ef?) folgern wir nimlich nur so viel, dass ihr Differenzenquotient be-
schrankt ist und dass ihr Differentialquotient nur eine endliche Anzahl von Null-
stellen haben kann. Somit ist auch der Differenzenquotient von F* (¢*) beschrénkt,
also ist die Funktion F*(eit) ein Integral ihres ebenfalls beschrinkten Differential-
quotienten (dessen Existenz hochstens mit Ausnahme einer Menge vom Masse o
schon aus der beschrinkten Schwankung folgt). Ferner kann dieser Differential-
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quotient, dessen absoluter Wert ja fast iiberall, d. i. héchstens mit Ausnahme

. ., dV*(eft) . . .
einer Menge vom Masse o, mit _d(t ) iibereinstimmt, nur auf einer Menge vom

Masse o verschwinden.

Ich mdchte noch bemerken, dass die beiden letzten fiir die spezielle Funk-
tion F*(z) jetzt hergeleiteten und in der Folge zur Anwendung gelangenden Re-
sultate eigentlich ganz allgemein fiir alle Funktionen F(z) vom betrachteten Ty-
pus gelten, wie dies aus gewissen Untersuchungen, die ich gemeinsam mit mei-
nem Bruder MArcEL RiEsz ausgefiihrt habe und iiber die wir unlingst dem Nor-
dischen Mathematikerkongress in Stockholm berichteten, hervorgeht. Eine Bezug-
nahme auf diese Untersuchungen allgemeinerer Art wiirde also diesen § iiber-
flilssig machen. Doch greifen jene allgemeine Untersuchungen viel tiefer in die
LeBEsGUE’sche Integrationstheorie ein, als dies fiir das hier behandelte spezielle
Problem notwendig ist.

§ 4
Es sollen jetzt g(¢) und A(¢) im Intervall (o,27) definierte, im LEBESGUE’schen
Sinne integrierbare, reelle oder komplexe Funktionen der reellen Verinderlichen
t bedeuten; 1 ist ein beliebig komplex verianderliches Parameter. Uber die Funk-
tion g(f) setzen wir noch voraus, dass sie hochstens in einer Menge vom Masse
o verschwindet. Wir betrachten das Integral

2x

m)=/ lg(t) + LR ()| d¢

0

und werden eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir herleiten, damit
I(0o)<1I(a) sei, d. i. dass die Funktion I (1) thren Minimalwert fir A= o erreiche.
Die Bedingung heisst:

27

"

] Egh()dt=o,

wo

gesetzt ist.

Nehmen wir zuniichst A als reell veriinderlich an und berechnen wir I'(o).
Der entsprechende Differenzenquotient in bezug auf i des unter dem Inte-
gralzeichen stehenden Ausdruckes |g + A%, also
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lg(t) + AR(t) | —lg(®)]
Y

ist dem absoluten Werte nach <|k(f)], also kleiner als eine integrierbare Funk-
tion; somit ist es gestattet, die Differentiation unter dem Integralzeichen auszu-
fiihren. Nun ist aber der Differentialquotient von |a + 45| fiir A=o0, wenna %o

ist, gleich dem reellen Teile von b%a———l:—l b1 Also ist I' (o) gleich dem reellen
Teile von

27

fé’gg(t)k(t)dt.

0

Wenn also [(4) fiir A =o0 ein Minimum hat, so ist der reelle Teil dieses Integrals
gleich o.

Lassen wir jetzt 4 lings der imaginiren Axe variiren, oder was auf dasselbe
hinauslduft, ersetzen wir A (¢) durch 2% (f); dann ergibt sich, dass auch der imagi-
nidre Teil unseres Integrals verschwindet.

Wenn also I(A) fiir 4 =o0 ein Minimum hat, so verschwindet das betrachtete
Integral vollstindig, d. h. unsere Bedingung ist tatsichlich notwendig.?

Nehmen wir jetzt umgekehrt an, dass die Bedingung erfiillt ist. Wir zeigen,
dass dann I (o) <I(A) ist. Wir diirfen uns dabei auf reelle 2 beschrinken, denn
durch Multiplikation von %(f) mit einer entsprechend gewihlten Konstanten e
lasst sich der allgemeine Fall auf diesen zuriickfiihren. Nun ist aber der Inte-
grandus |g + AA] eine konvexe Funktion von A, dasselbe gilt daher auch fiir den
Integralwert I(X). Eine konvexe Funktion besitzt aber an einer Stelle, wo ihr
Differentialquotient verschwindet, nicht nur im Verhéltnis zur niheren Umgebung,
sondern auch ein absolutes Minimum.

Somit ist unsere Bedingung auch Ainreichend.
d F* (¢it)

dt
wo p>n ist. Dann ist g (¢) + 14 (¢) der Differentialquotient nach ¢ des Randwertes
der Funktion

Setzen wir jetzt fiir ¢ (f) die Funktion , fir A(t) aber eifr+D¢ gjn,

! Es sei ndmlich a = @' + ia", b=1>' + ib", so ist

_ ‘ Y@ +20) + 8@+ 2] a'b+a"b"
|a+lb|—[(a’+Ab’)°"+(a”+/1b”)”Pl,|a+/1b|’;_=0—|: la+20] A T2l

=0
? Unter spezielleren Voraussetzungen (reelle Funktionen und reelles Parameter, endliche
Anzahl von Zeichenwechsel) steht die Notwendigkeit der Bedingung schon in der ersten Arbeit

von Th, J. Smerwrs: De la représentation approximative d'une fonction par une autre, Delft 1876,
Oeuvres complétes, I, p. 11.



Uber Potenzreihen mit vorgeschriebenen Anfangsgliedern. 161

'y
p+r

F(z)=F*(2)—

zp+l

und es ist somit
I()=T*<T[F]=1(A).
Daher ist also
Iz
Jgég(t)e""’“”dl=o (p=n+1,m+2,...).

0

Man kann dieses Resultat auch so aussprechen: Die FouriER’sche Reihe
der Funktion
*(git
y(z) J— ei(n+1)ts—g_ (ti]%%_)) p— ei('H-l)ts_g'g(t)
ist vom Potenzreihentypus. Darunter verstehen wir wie bisher, dass die formal
gebildete FouriEr-Reihe, ebenfalls rein formal, als Potenzreihe in et aufgefasst
werden kann, d. h. dass

2,:5

j‘y(t)e‘“dt=o (k=1,2,...).

Ich behaupte nun, dass auch die FOURIER’sche Reihe der Funktion
e (1) = et Nlg (1) (S g (0) = 7 (D g (1) e

vom Potenzreihentypus ist.

Die Richtigkeit der Behauptung ist im folgenden allgemeinen Satze enthalten:
Sind die FOURIER-Reihen von zwei integrierbaren Funktionen von Potenzrethentypus,
und ist wenigstens eine der beiden Funktionen beschrankt, so ist auch die FOURIER-
Reihe thres Produkts von Potenzreihentypus.

Es sei namlich von den beiden Funktionen ¢(t) und ¥ (f) z. B. ¢(t) be-
schrinkt, dann lidsst sich eine Folge von ganzen rationalen Ausdriicken in e’f an-
geben, die einerseits in ihrer Gesamtheit beschrinkt sind, andererseits aber fast
itberall gegen die Funktion ¢(f) konvergieren. Eine solche Folge {P, (¢'f)} bilden
z. B. nach den wohlbekannten Sitzen von Feskr und LEBESGUE die arithmetischen
Mittel der FouriERr-Reihe von ¢ (¢). Durch Multiplikation mit e?*¢% (¢) erhilt man

Y (L) P (eit) ekt (1) (t) i ¥ ¢

und da die linksstehenden Funktionen dem absoluten Werte nach alle kleiner
Acta mathematica. 42. Imiu’imé le 21 février 1919, 21
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sind als die Funktion C|¥(¢)], wo C eine passend gewihlte Konstante bedeutet,
da sie also in ihrer Gesamtheit dem absoluten Werte nach unterhalb einer integrier-
baren Funktion liegen, so darf man gliedweise integrieren:

257 24
f‘l’(t)Pm'(e“)e“‘tdt_.fqp(t)tp(t)eiktdt'
0 0

Da nun aber ¥ (f) vom Potenzreihentypus ist, so verschwindet das von o bis 2«
genommene Integral von eir¢y(f) fiir jede ganze positive Zahl r, also verschwin-
den auch die linksstehenden Integrale fiir ganze positive £ und es verschwindet
also auch der rechtsstehende Grenzwert. Somit ist

27

].¢(5)¢(¢)€ik‘dt=o =1,2,..)
0

d. h. die Fourier’sche Reihe des Produkts ¢ (t)y (f) ist vom Potenzreihentypus.
Wenden wir nun den Satz auf das Produkt

() g (f) e+t

an. Da y(t) beschrinkt und ihre Fourier-Reihe vom Potenzreihentypus ist, so
gilt nach dem Satze dasselbe fiir 2(f). Andererseits ist die FouriEr-Reihe der
Funktion F* (¢‘f) und somit auch jene ihres Differentialquotienten g {¢) vom Potenz-
reihentypus; ferner beginnt letztere mit i 4, e?%, also ist auch noch die FOURIER-
Reihe von g(f)e—?¢ vom Potenzreihentypus. Dasselbe gilt daher auf Grund un-
seres Satzes vom Produkt y2(f)g (¢) e— ¢,

Nun ist aber

7 (t) g (t) et = et@ntDig(t);

also ist die FouriEr-Reihe des rechtsst‘ehenden Ausdruckes vom Potenzreihen-
typus und somit ist fiir alle positive ganze Zahlen %

2r

j eEent1+0t () di=o,
0

oder, indem wir auf die konjugierten Werte iibergehen,

2,.n

e—iRn++hig () dt =0

[}
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D. h. die (potenzreihenartige) Fourier-Reihe von g (¢) bricht nach dem Gliede
vom Index 2n+ 1 ab; dasselbe gilt somit auch fir die Fourier-Reihe von
F*(eit) d. i. fiir die Potenzreihe von F*(z). Also ist F*(z) ein rationales Polynom
hochstens 2n + 1-ter Ordnung.

Kehren wir endlich zum Differentialquotienten von F*(z) zuriick, den wir
mit f*(z) bezeichnen, so ist f*(z) ein rationales Polynom hichstens 2 n-ter Ordnung,
das mit den vorgeschriebenen Gliedern

@+ a2+ -+ ap2n

beginnt, und fir welches das Integral des absoluten Wertes I1[f*]= T moglichst klein
ausfdllt. Somit besiizt unser Minimumproblem tatsdchlich eine innerhalb und aquf
dem Einheitskreise reguldre Lésung.

Die weiteren Eigenschaften der Funktion f*, d. h. die spezielle Verteilung
ihrer Nullstellen haben wir schon in § 1. erkannt. Ich mochte jedoch bemerken,
dass wir den § 1., der uns hauptsichlich zur Orientierung dienen sollte, entbehren
konnten, da jene spezielle Verteilung der Nullstellen sich jetzt auch leicht aus
der Tatsache ergibt, dass die FouriEr-Reihe der Funktion

ei(n+l)t s“g"g (t) —— el'nt's.gf* (eit)

vom Potenzreihentypus ist.

§ 5.

Wir haben soeben gesehen, dass unser Minimumproblem wenigstens eine
Losung besitzt; wir wollen jetzt zeigen, dass es nur eine Losung besitzt.

Nehmen wir an, es gibe zwei verschiedene Losungen; beide wéren dann
rationale Polynome héGchstens 2n-ter Ordnung mit den gemeinsamen Anfangs-
gliedern

G+ a;z24---+aszt.
Schreiben wir die beiden Funktionen in der Form f*(z) und f*(2) + ¢ (2), wo also

) =a,+ a2+ + a2 + @Gui2"* 4+ + Gwa?®",

P () =bas1 2+ 4o+ bpn 2"

gesetzt ist. Wir bilden nun das Polynom f,=f* + u¢, wo u ein beliebig ver-
#nderliches Parameter bedeutet. Dann ist laut Annahme

I =I1f* + @}=1I*; I[fu) 21*
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Ist nun zunidchst u nur reell verinderlich, so ist der Integrandus im Aus-
drucke fiir /[f,], also auch I[f,] selbst eine konvexe Funktion von u; ferner ist
fir w=o0 und fiir u=1

I[fu]=I*%;
daher ist fiir alle Werte von p zwischen o und 1

I[f 1%
Es ist daher genau
Ifful=1I* (osp<1)

Somit ist f, nicht nur fiir x =0 und g =1, sondern auch fiir alle ¢ zwischen o
und 1 ein Minimalpolynom, dessen Nullstellen daher nach der bekannten Art
verteilt sein miissen. Daher sind, zundchst fiir o <u < 1, simtliche Nullstellen
des Polynoms

4 4

2% fu(2) fu (5) = 22" f*(z) f* (2) + 227 [f*(z)(? (I) + f* (2) P (2) ]u + 227 (2) @ (g) ui=
=a(2)+ R e+ (@)

von gerader Ordnung. Nun kommen aber die notwendigen und hinreichenden
Bedingungen hiefiir in gewissen algebraischen Relationen zum Ausdruck; diese
Relationen bestehen also fiir alle Werte von u zwischen o und 1 und somit iiber-
haupt fiir alle reelle und komplexe Werte von u. Daher sind simtliche Null-
stellen der Funktion

a(@) + (2 + 7 ()
fiir jeden Wert u von gerader Ordnung; speziell hat also die Funktion ausschliess-
lich mehrfache Nullstellen.
Wir unterscheiden 4 Fille:
1) y(z) verschwindet idenitsch. Dann verschwindet auch ¢ (z) identisch, d. h.
1* (2) und f* (z) + @ (2) sind nicht verschieden.
2) Die Diskriminante der Gleichung 2-ten Grades tn u

a@)+B@Ru+yR)u=0
verschwindet identisch. Die Diskriminante ist

2
s

D= —4a@r@ =23 (5| = () v |

verschwindet also D (z) identisch, so ist, ebenfalls identisch,
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2n gk () (X)) — en g [T
2@ 5 =2 (}) o @)

Nun ist aber ¢ (z) durch 27+! teilbar, somit ist es auch das rechtsstehende Poly-
nom und daher ist es auch das linksstehende. Andererseits aber ist @, = o, und
so muss schliesslich das Polynom

z2n¢ (g) =E2n + Z2n——lz+"" + I;n+lz”—l

durch z7+1 teilbar sein, was, da der Grad des Polynoms < n + 1 ist, das identische
Verschwinden nach sich zieht. Also verschwindet auch ¢ (z) identisch.
3) B(z) verschwindet identisch. Dann ist

2 f*(2) @ (g) e ad & (5) o (2),

woraus, dhnlich wie in 2), das identische Verschwinden von ¢ (2) folgt.

4) Es verschwinden weder y(z), noch 8(z) oder D (z) identisch. Dann besitzen
sowohl y (2) wie 8(z) und D(z) nur je eine endliche Anzahl von Nullstellen. Das-
selbe ist fiir «(z) immer der Fall. Also hat im allgemeinen fiir einen gegebenen
Wert von z die Gleichung in u

a(z)+ 8@+ yRKE=0

zwei verschiedene Losungen, y, und u,, und welche wir von beiden in den links-
stehenden Ausdruck eintragen, so hat die so definierte Funktion von z den gege-
benen Wert zur Nullstelle, also zur mehrfachen Nullstelle. Somit geniigen der
betreffende Wert von z und die entsprechenden Werte p, resp. u, auch der
Gleichung

o' (z) + 8 (2 p + ¥ (R)ut=o.

D. h. die beiden Gleichungen 2-ten Grades haben im allgemeinen ihre beiden Wur-
zeln gemein; also ist

odz)  B')  7(2)

afz) Bz) 7))
oder, indem man integriert,
B(z)=c a(z); 7(z) =c,a(z).

Da ferner die Funktionen 2—2%a(z), =278 (2), 2~ 27 y(z) lings des Einheitskreises
reell sind, so sind es auch ihre konstanten Verhiiltniszahlen ¢, und ¢,. Ausser-
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dem ist, da y(z) nicht identisch verschwindet, ¢, 0. Indem wir nun zu den
urspriinglichen Bezeichnungen zuriickkehren, so ist also

I

fu (@) fu (—) =[*(@)f* (g) (14 cu+ep8),

2

wo ¢, und ¢, reell sind und ¢, = o0. Dann aber kann

If]=T*|1+ e u + 2]

nicht entlang der Strecke o<u <1 konstant sein. Damit sind wir auf einen
Widerspruch gestossen. -

§ 6.

Wir ergidnzen noch unsere Resultate durch den folgenden Satz, der gewisser-
massen als Umkehrung der Resultate des § 1. gelten darf, und durch den die
Bestimmung der Minimalfunktion f*(z) auf ein algebraisches Problem zuriickge-
fihrt wird: ’

Kann man die Nullstellen des rationalen Polynoms hochstens 2 n-ter Ordnung

ey =a,+ a2z +---+ anz® +--- + a2a?®" (a, # 0)

derart zu Paaren anordnen, dass die beiden Elemenie je eines dieser Paare entweder
tdentisch und in diesem Falle auf dem Einheitskreise oder ausserhalb desselben gele-
gen, oder aber Spiegelbilder von etnander in bezug auf den Einheitskreis sind, dann
ist f,(2) Losung unseres Minimumproblems.
Unter der gemachten Voraussetzung liegen ndmlich sdmtliche Pole der ratio-
nalen Funktion
+ [
7 (3)

fi (2)

ausserhalb des Einheitskreises; auf dem Einheitskreise selbst hat die Funktion
keine Nullstelle und die innerhalb des Kreises gelegenen Nullstellen sind simtlich
von gerader Ordnung; daher sind die beiden Determinationen von

i)

i@y

z‘n

deren Randwerte gleich
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+278g [, (2) = £ €"5g [, (%)

sind, im Kreisinneren und auf dem Rande regulir; dasselbe gilt auch fiir ihr Pro-
dukt mit irgend einer reguliren Funktion v (z). Also ist auch das Produkt

sgfi(ef) einti (ef)

Randwert einer reguliren Funktion. Daher ist

27
fs_g’*“""”6""'“”w(e“)dt=—if@n(z)zw(z)dwo.
0 [s] =1

D. h. fiir die Funktionen
g(2) = f,(e#?), h(t) = eirHN iy (eif)

ist die in § 4. hergeleitete notwendige und hinreichende Bedingung erfiillt, und
somit ist
2g

2x
] I (€h)]de < J 1, (%) + eitn+Vty (i) | dt,
0 0

oder in der frither benutzten Schreibweise

I[fl]él[/l + 2n 1Y)

Damit ist der behauptete Satz bewiesen.

Wir kénnen simtliche Resultate in den folgenden Satz zusammenfassen:

Unter allen innerhald und auf dem Einheitskreise reguldren Funktionen f(z),
deren Potenzrethe mit den vorgeschriebenen Gliedern

ao+alz+"'+an2n

beginnt, gibt es etne und nur eine solche, fiir welche der Integralwert

JLEIEH
J2f=1
moglichst klein ausfdllt.
Diese Funktion ist vollstindig charakterisiert durch die folgenden Eigenschaften:
1) Sie 18t ein rationales Polynom hochstens 2 n-ter Ordnung;
2) thre Nullstellen lassen sich derart zu Paaren anordnen, dass die beiden
Elemente je eines dieser Paare entweder identisch sind und in diesem Falle ausser-
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halb oder auf dem Einheitskreise liegen, oder aber Spiegelbilder von einander in be-
zug auf den Einheiiskreis sind.

§7.
Das schon in der Einleitung erwiihnte CARATHREODORY-FEJER’sche Problem
lautet: Wir betrachten similiche innerhalb und auf dem Einheitskreise regulire Funk-
tionen g (z), deren Potenzrethenentwickelung mit den vorgeschriebenen Anfangsgliedern

Gt e,z 4+ cp2

beginnt. Qibt es wunter diesen Funktionen eine solcke, fiir welche der Maximalwert
von |g(z)| auf dem Einheitskreise moglichst klein ausfillt? Wenn ja, welche sind
die weiteren Eigenschaften dieser Funktion?

Dieses Problem steht in enger Beziehung zu dem bisher behandelten Problem.
Als Mittelglied behandeln wir zunichst das folgende Problem: Gegeben sind die
Zahlen ¢,,¢,, ..., ¢c,, und wir betrachten simtliche innerhalb und auf dem Ein-
heitskreise regulire Funktionen f(z), fiir welche die Koeffizienten a,,a,, ..., a, threr
Potenzreihe die Gleichung

€yt Cnaa, + -+ cCa,=1

befriedigen. Gibt es unter diesen Funktionen eine solche, fiir welche I [f] moglichst
klein wird, und wenn ja, was sind die weiteren Eigenschaften dieser Funktion?

Was zunichst die Existenz betrifft, so lisst sich durch fast buchstébliche
Wiederholung des § 2. die Existenz einer Funktion F*(z) zeigen, die innerhalb
des Einheitskreises regulir und beschrinkt, auf demselben von beschrinkter
Schwankung ist, fiir welche ferner die Koeffizienten 4,, 4,, ..., 4,4, der Potenz-
reihenentwicklung die Bedingung

anl +cn—12A2+"‘+Co(n+I)An+|=I

erfiillen, und fiir welche unter allen dhnlichen Funktionen F (z) die totale Schwan-
kung 7' [F] moglichst klein wird.

Nun ist aber diese Funktion resp. ihr Differentialquotient f*(z), in bezug
auf ihre eigenen Anfangsglieder, a fortiori zugleich Losung unseres alten Pro-
blems; also ist

FEY=ag+ a2+ + ap2” +-- + agn2®®

ein Polynom hochstens zn-ter Ordnung, dessen Nullstellen in der bekannten
Weise verteilt sind.



Uber Potenzreihen mit vorgeschriebenen Anfangsgliedern. 169

Andererseits aber ist jetzt auch noch, da die a,,aq,, ..., a, Dicht einzeln
gegeben, sondern nur der einzigen Bedingung

CnlGy+ Cp@y +- -+ CAp=1
unterworfen sind,
T TI[f* + 2q]
gegeniiber allen innerhalb und auf dem Einheitskreise regularen Funktionen
¢(2)=>5, + byz+- -+ bpz" -,

deren Koeffizienten der homogenen Bedingung

Cnby + Chsrly +---+ ¢ bp=0
gentigen. Also ist nach § 4. fiir alle solche Funktionen

2,51
§§f*(z)¢p(z)§dz==ij 58 *(6) p(et) dt =o.
0

jz]l=1
Nun sind aber speziell die Funktionen
p(2)=cr 2t~ ¥ —cpzn— ¥+l (1 <k<n)

von dieser Art; somit ist

sgf*(z)ex—rzn ¥l —cu2n—kldz =0 (1<k<n).

jz]=1

Diese Relationen lassen sich folgendermassen deuten. Die Funktion z»5g f*(z)
stimmt auf dem Einbeitskreise mit der einen der beiden Determinationen von

Vil
*(2)

iiberein, die wir durch %(z) bezeichnen. Infolge der eigentiimlichen Verteilung
der Nullstellen von f*(z) ist k& (z) eine solche rationale Funktion, deren Nullstellen
— hochstens n an der Zahl — innerhalb des Einheitskreises, ihre Pole aber, mit
der entsprechenden Multiplizitit, in den Spiegelbildern der Nullstellen liegen.
Lings des Einheitskreises ist {%(z)]=1. Nach Einfiihrung der Funktion 4 (2)

lauten unsere Relationen:
Acta mathematica. 42. Imprimé le 21 tévrier 1919. 22

zﬂ
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ci1 | R (225 Vde=cr| h(2)2%d2z (1 <E<).
fel=1 jz]=1

Dies besagt, dass die ersten n + 1 Koeffizienten der Potenzreihe fiir h(z) mit den
Zahlen ¢y, ¢,, ..., ¢, proportional sind. Die Koeffizienten resp. der Proportionali-
tatsfaktor o lassen sich leicht berechnen. Da

h(z)=a(co+clz+...+ cnz1l+...)’ f*(z)=a0+axz+...+anz’n+...

ist, so wird

a=a{Ca@y + Cna @, +~-+coa,‘)==5—%—7—€ h2)ff(e)z—r—ldz =

|8|—1

I *(2)5z () P2 = T [ .
mr[f @ rEZ =2 [Ir@lidsl=
lz]=1 jgf=1

Also beginnt die Potenzreihe der rationalen Funktion

g*(2) = %ghm
genau mit den Gliedern

€+ ¢ 2+ F a2t

Ich behaupte, dass die Funktion g* (z) eine Losung und zwar die einzige Losung
des CARATHEODORY-FERJIfER’schen Problems ist. Ks ist ndmlich der Maximalwert
von |g*(z)|, den dieser iibrigens in allen Punkten des Einheitskreises annimmt,

gleich gI—f- Andererseits bestebt fiir jede innerhalb und auf dem Einheitskreise
reguldre Funktion

gz)=c, +cz+ -+ cpz -

die Ungleichung

I=Cnl + Cra1@, +~--+coa,.===21—1.—ﬂ[‘g(z)f*(z)z""—1dz==;I—Efg(z)/*(z)z‘"ldzlf_

zj=1 jel=1

2 * _I*
<L max [g@)| [I#@)] 1de] = = max g(a],
Jz]=1

also die Ungleichung

21T
max |g (&) 2 3%;
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und zwar kann das Gleichheitszeichen nur dann gelten, wenn |g(z) z—*|, also |g(z)]
lings des Einheitskreises konstant und ¢ (z) f*(z) 2~ daselbst positiv resp. nicht-
negativ ist, was nur fiir g(z) = positives Multiplum von k(z) = z"sg f* (z) zutrifft,
2_7-5_
I*

Es verdient bemerkt zu werden, dass fiir diese Schlussweise, speziell also
fiir den Beweis der Eindeutigkeit der Minimallsung g*(z), die tiefer liegende
Eindeutigkeitsfrage fiir /*(z) nicht in Betracht kommt.

Damit ist gezeigt, dass das CARATHEODORY-FEJER’sche Problem eine und nur
eine Losung g*(z) hat, und zwar ist g*(z) eine rationale Funktion mit hochstens n
Nullstellen, die alle innerhalb des Einheitskreises liegen und mit derselben Anzahl
von Polen, die, jede mit der entsprechenden Multiplizitdt, in die Spiegelbilder der
Nullstellen in bezug auf den Einheitskreis fallen; auf dem Einheilskreise selbst ist
lg* (z)] konstant.

Kolozsvir, den 29. Oktober 1916.

also nur fir g(2)= S h(z) =g*(z).



