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in KoLozsv~a. 

Einleitung. 

In der vorliegenden Arbeit befasse ich reich in erster Reihe mit dem fol- 
genden Problem: Wir betrachten sdmtliche innerhalb und au] dem Einheitskreise 
reguldre Funktionen /(z), deren Potenzreihenentwieklung mit den vorgeschriebenen 
Gliedern 

ao + al z + �9 .. + an z'* 

beginnt. Wir bilden das i~ber den Einheitskreis erstreelde Integral 

2 ~  

I ~ 1 - 1  o 

und ]ragen, ob es unter den betrachteten Funktionen eine solche gibt, /iir die der 
Integralwert I[f] mSglichst klein aus/dllt? Wenn ja, welche sind die weiteren Eigen- 
acha/ten dieser Funktion ? 

Unser Problem wird vielleieht anziehender erscheinen, sobald wi res  auch 
geometriseh deuten. Es sei F(z) eine ]ntegralfunktion yon /(z). Die Gleichung 

v = F ( z )  

definiert eine konforme Abbildung des Kreises [z[< z auf ein Gebiet der v-Ebene 

resp. auf ein RXEMANN'sohos Fl~iehenstiiek. Das Fl~ehenstSck wird dureh die 
Kurve 

J, cta maihcmaa'ica. 42, Imprim4 lo 20 f6vrier 1919. 19 
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v=F(e") =~(t) + iV(t)  ( o<t<  z=) 

begrenzt, und das Integral 

2 ~  

ist die Lginge dieser Kurve.  

Da nun zugleieh mi t / ( z )  aueh F(z), und umgekohrt, mit F(z)  a u c h / ( z ) ~ F r ( z )  

innerhalb und auf dem Einheitskreise regular ausfallen, da ferner das Fl~iehen- 

stiiek bis auf eine Versehiebung yon der Wahl der Integrationskonstanten unab- 

h~ngig ist, speziell also die L~inge der Randkurve  v o n d e r  Integrat ionskonstante 

nicht abh~ngt, so kSnnen wir unser Problem aueh in folgender Form aussprechen: 

Wir betrachten sgimtliche innerhalb und au] dem Einheitskreise regulgire Funk-  

tionen F (z), deren Potenzreihenentwicklung mit den vorgesehriebenen Gliedern 

Ao + A,z  + . . -+An+xz  '*+l 

beginnt. Gibt e8 unter diesen Funktionen eine solche, /iir welche die Ldnge der Kurve 

v-~ F (eiO m6gliehst klein aus]dllt? Wenn ]a, welche sind die weiteren Eigenscha/ten 

dieser Funktion ? 

Unser Problem reiht sich an jene wohlbekannte Extremalprobleme fiir Potenz- 

reihen mit vorgeschriebenen Anfangsgliedern an, die aus den Untersuchungen des 

Herrn CARAT~ODORr fiber die PICARD-LA~DAU'sehen S~i~ze emporgegangen sind. 

Hierher gehSrt auch jenes von den Herren CARATH~ODORr und FEJ~R in einer 
gemeinsamen Arbeit behandelte Problem, welches sieh yon unserem dadurch unter- 

seheidet, dass nieht das Integral, sondern der Maximalwert yon I/(z) l mSgliehst 

klein zu maehen ist. ~ Dieses Problem wurde neuerdings auch durch Herrn G~O~- 

WALL behandelt,  u. zw. in derart  elementarer Weise, dass eine weitere Verein- 

faehung kaum zu leisten w~ire. ~ Wenn ieh dennoeh im letzten w dieser Arbeit  

auf das CARATH~ODORY-FEJ~R'sehe Problem zuriickkehre und die in den voran- 

gehenden Untersuchungen entwiekelte Methode aueh auf dieses Problem anwende, 

so ist dies dadureh gereehtfertigt, weil hiedurch die beiden anscheinend weir ent- 

fernten Probleme miteinander eng verkniipft erscheinen. 

i C. CARXTH~ODORY U. L. FEJ~R, ~ber den Zusammenhang der Extremen yon harmonischen 
�9 ~unktionen mit ihreu Koefficienten etc., Rendiconti del Circ. Mat. di Palermo, t. XXXII (2o sere. 
I9II), p. 232. 

T. H. GRONWALL, On the maximum modulus of an analytic function, Annals of mathematics, 
2o ser., vol. I6 (I914~9~I), p. 77. 
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Ich bemerke noeh, dass das erste Problem, indem man darin / ( z )du rch  
/ ( z ) z  - n - 1  ersetzt, was ja auf das Integral I [ / ]  ohne Einfluss ist, folgendermassen 

formuliert werden kann: Die rationale Funktion 

z.+~ + ~ + ' " +  ~- 

ist durch eine innerhalb und auf dem Einheitskreise regul~re Funktion in dem 
Sinne zu approximieren, class das fiber den Einheitskreis erstreckte Integral der 

absolut genommenen Differenz m/~gliehst klein ausfalle. Das allgemeinere, d. i. 
sich auf eine derartige Approximation einer beliebig gegebenen rationalen Funk- 

tion beziehende Problem l~sst sich durch unsere Methodo /~usserst /ihnlich be- 
handeln. 

w I.  

Nehmen wir zun~chst ohne Beweis an, dass es unter den Funktionen /{z), 
die sich innerhalb und auf dem Einheitskreise regul~ir verhalten, und deren Potenz- 

reihenentwieklung mit den vorgesehriebenen Gliedern 

a o "~ a I Z - { - . ' . + a n Z  n 

beginnt, tats~chlich eine gibt, fiir welche das Integral 

2 ~  

I z | - I  0 

m/Sglichst klein wird. Wir bezeiehnen diese Minimalfunktion mit/*(z). Wir k6n- 
nen auch ohne Einschr~inkung der Allgemeinheit ao ~ o voraussetzen; denn w~ire 

a0-----ai . . . . .  ak-1 = o, so liesse sich, indem man /(z) dutch [ (z)z - k  ersetzt, das 

Problem auf das entsprechende Problem bezfiglich der Anfangsglieder 

a,k -[- ak+ l  z - t -  �9 �9 �9 + C l n  Z n - k  

zuriickffihren. 

Es bedeute nun ~ ein beliebig veriinderliches Parameter, p irgend eine ganze 

Zahl > n. Dann setzt die Potenzreihenentwicklung der Funktion 

/ (z )  -~ I* (z) (x + ~ z,)~ 

ebenfalls mit den vorgesehriebenen Anfangsgliedern an, und da auf dem Einheits 
kreise 
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I ( I  + ~zP)'~I = (I + ZZ p) (I + ~Z -p )  = I -~ ~$P +~Z--P+ I ~ I '~ 

ist, so wird 

i /  t /  
I x l - 1  I . l - t  

Somit ist, wenn 

l*= I[/*], I v ~ f  '/*(z)'z2'dz'; I . = / ' / * ( z ) ' z , " d z '  
= I z l - 1  

gesetzt wird, die H~R~ITE'sche Form 

+ ]*lxl 

nicht-negativ. Also muss ihre Determinante > o  ausfallen, d. h. es ist 

-Ipip=-IIpp>o. 

Augenscheinlich kann aber hier nur das Gleichheitszeichen gelten; also ist genau 

f lt*(z) l ld l = o  

I z l - 1  

ffir alle p > n. 

Dieses Resultat  kSnnen wir auf fo]gende Weise deuten. Wir setzen darin 
z ~ g  t, also zp=  cos p t +  i sin pt, [dz[=dt und zerlegen in reellen und imagi- 
ngren Teil; dann besagt unsere Identitgt ,  dass in der FOURIER'schen Entwick- 
lung der stetigen, nach 2 z  periodischen Funktion []*(e")] fiir alle Indices p>n 
die Koeffizienten verschwinden, mit  andereu Worten:  die F~nI~tion []* (g~)[ ist 
ein trigonometrisches Polynom hSchstens n-ter Ordnung. 

Kehren wir nun zur VeHinderlichen z zuriick! Dann lgsst sich die soeben 
ausgesprochene Tatsache auch so deuten, dass die Funktion [/*(z)[z" l~ngs des 
Einheitskreises mit einem rationalen Polynom hSchstens 2n-ter  Ordnung P(z)zu- 
sammenfiillt. Ich behaupte, dass jede innerhalb oder auf dem Einheitskreise 
gelegene Nullstelle yon ]* (z) zugleich eine Nullstelle von P (z) ist, u. zw. yon wenig- 

stens derselben 0rdnung wie fiir /* (z). Ffir Nullstellen auf dem Einheitskreise 
folgt die Riehtigkeit dieser Behauptung unmittelbar aus der Identi t~t  
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we ]* die durch jene Potenzreiho dargestellte Funktion bezeichnet, welche aus 
der Potenzreihe fiir ]*(z) dadurch hervorgeht,  dass man die Koeffizienten durch 

 onju  or  orse. , j" 

spreehendo, nach negativen Potenzen yon z fortschreitende Reihe dargestellte 

Funkt ion bedeutet. Da auf dem Einhoitskreise die Werte z und _I zueinander 
z 

sind, so sind es aueh die Werte / ' (z)und ]*(~);  also ist /* (z) i* ( ~ ) =  konjugiert  

]/*(z) it. Somit besteht jene Identiti i t  tatsiiehlich liings des Einheitskreises, und 
da auf beiden Seiten reguliir analytisehe Funktionen stehen, so besteht sic aueh 

in der Umgebung des Einheitskreises, speziell in der Umgebung einer jeden auf 
i 

dem Einheitskreise gelegenen Nullstelle a. Nun ist abet a = : aueh Nullstelle 
a 

./I) 
yon / z ' u. zw. yon derselben Ordnung wie fiir/*(z); somit ist auf Grund obiger 

Ident i tgt  a auch fiir P (z) eine Nullstelle yon derselben Ordnung wie f i i r /*  (z). 
Es sei nun a eine innerhalb des Einheitskreises gelegene Nullste]]e k-ter Ord- 

nung yon /* (z). Es bedeute ~ wieder oin boliebig ver~nderliches Parameter,  h 

eine positive ganza Zahl < k .  Dann ist die Funktion 

l zn+l t 
/ (z) = / *  (z) I~ + 2 

innerhalb und auf dem Einheitskreise reguliir und ihre Potenzreihe beginnt mit  
den vorgeschriebonen Anfangsgliedern. Somit ist I [/] > I [jF*]. Andererseits ist 

:+~ a~l <__J I/* (~_~)hll =~ (~)l[I :+1 ,, , :+1 ,,~ 

I*1-1 

f s l - 1  I s l -  

I[/*] + Jh~ + Jh~ + z K h [ ~ l  ~, 

WO 

~n -t-1 

Jh -= /* (Z) I (Z - -  ~)h I dzl 
I s l - 1  
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Friedrich Riesz. 

•j" Idzl 
Ka I/*(~)llz_.l~ h 

Iml-t 

gesetzt wurdo. Demnaeh ist die HERMITE'sche Form 

Jh~ + Jh~ § 2 Ka[~[ ~ 

nieht-negativ, woraus ~hnlieh, wie vormals fiir Ip, das Verschwinden yon Jh 
folgt. D. h. da I/*(z) l zn=P(z )  und z l d z l = - - i d z  ist, so wird 

j ' - P ( : )  d~ a~ h ~ i Jh = o (z 
/ 

I~l=l 

ffir h ~ ~, 2 . . . .  , k; also ist a fiir P(z) eine Nullstelle yon wenigstens k-ter 0rdnung.  

Wir haben also bewiesen, dass I/* (z)lz" l~ngs des Einheitskreises mit einem 

rationalen Polynom h~ichstens 2 n-ter Ordnung P (z) fibereinstimmt und dass atle 

innerhalb oder auf dem Einheitskreise gelegenen Nullstellen yon ]* (z) aueh Null- 

stellen yon P (z) sind u.  zw. wenigstens yon derselben Ordnung wie ffir ]* (z). 

Diese Resultato gestat ten es nun, uns fiber die Struktur  der Funkt ion [* (z) n~iher 
zu orientieron. Zun~ehst dofiniert n~mlich die Identit~it 

P~ (z) = l* (z) ]* (~) z 2" 

die Funkt ion ] * ( ~ ) a u f  Grund des Prinzips der analytisehen Fortsetzung fiir alle 

z innerhalb des Einheitskreises: 

: " / *  (z) ll* (z)! 

P 
we Q = ] ~  dem fiber die Nullstellen yon P und yon /* erhaltenen Resultate  ge- 

m~ss innerhalb und auf dem Einheitskreise regular ist. Demnaeh ist daselbst  

re: r 

hSehstens 2 n-ter Ordnung ist. Ersetzen wir I durch ~, so ist also die Funkt ion 
Z 

]*(~) ffir alle ausserhalb des Einheitskreises gelegenen Punkte  ~ definiert; sie ist 
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aueh iiberall regular und besitzt nur im Unendliehen einen Pol hSehstens von 
der 2 n-ten Ordnung. Also ist ]* (z) und somit auch ]* (z) ein rationales Polynom 

h6chstens 2 n-ter Ordnun#. Was die Nullstellen dieses Polynoms betrifft, so sei zu- 
n~chst a eine innerhalb des Einheitskreises gelegene Nullstelle k-ter Ordnung. Da 

laut Voraussetzung ao r o ist, so ist aueh a r o. Die Identitiit  

]* (~) = z-~" QS(z) ]* (z) 

bo.ag  n u n  da so auoh, r / oine  eo, .ten. voo dor Ord 

nung sein muss, u. zw. genau yon der k-ten Ordnung, wenn Q (a) ~ o, sonst aber 
ist ihre Ordnungszahl um eine gerade Zahl hSher. Ausser den Nullstellen a yon 

/*(z) kann ferner ] * ( ~ ) n o e h  weitere Nullstellen innerhalb des Einheitskreises 

besitzen, niimlieh die yon den a verschiedenen Nullstellen fl yon Qtz); dieselben 

aber entsprieht jeder innerhalb des Einheitskreises gelegenen Nullstelle a oder fl 

der Funktion ]* (~) je eine ausserhalb des Kreises gelegene Nullstelle yon /* (z), 

n~imlieh =I bez. i=, u. zw. sind diese Nullstellen yon derselben Ordnung wie die ent- 

spreehenden Nullstellen yon ]* (~). Damit haben wir gezeigt, dass die innerhalb 

und ausserhalb des Einheitskreises gelegenen Nullstellen yon /*(z) nach der fol- 
genden Regel verteilt  sind: Zugleich mit ]eder im Innern gelegenen Nullstelle a ist 

auch ihr Spiegelbild : x eine Nullstelle u. zw. yon derselben oder um eine gerade Zahl 

h6heren Ordnung; die eventuell noch ausserdem ausserhalb des Einheitskreises au/- 

tretenden NullsteUen sind yon 9erader Ordnung. 
Was sehliess]ieh die auf dem Einheitskreise gelegenen Nullstellen betrifft, so 

haben wir gesehen, dass diese aueh fiir P(z)Nulls te l len yon genau derselben 

Ordnung sind; nun ist aber die Funktion P(z)z--"-=l/*(z) I l~ings des Einheits- 
kreises reell und nieht negativ; sie kann daher def t  nur  Nullstellen gerader Ord- 

nung zulassen. Somit sind alle au/ dem Einheitskreise gelegenen Nullstellen yon 
]*(z) yon gerader Ordnungszahl. 

Zusammenfassend kSnnen wir aueh so sagen: Die Funktion ]*(z) ist ein ratio- 
nales Polynom h6chstens der r n-ten Ordnung, und ihre NuUstellen lassen sich derart 
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zu Paaren anordnen, dass die beiden Elemente je eines dieser Paare entweder iden- 
tisch und au] dem Einheitskreise oder ausserhalb derselben gelegen, oder aber Spiegel- 
bilder yon einander in bezug au/ den Einheitskreis sind. 

w 2, 

Bisher haben wir die Existenz einer Minimalfunktion /* (z )ohne  Beweis 
vorausgesetzt. Um den Beweis zu erbringen, kSnnte man es mit dem folgenden, 
bei ~hnliehen Problemen bew~hrten Verfahren versuehen. Es sei 1" die untere 

Grenze der Integralwerte I [ / ] ;  dann gibt es eine Folge ]~,/2 . . . .  , fiir welche 
I [ / , ] - . I * .  Man kann leieht zeigen, dass entweder sehon diese Folge innerhalb 
des Einheitskreises einer daselbst regul~ren Funktion /* (z) zustrebt,  oder aber 
dies jedenfalls fiir eine entspreehend ausgew~hlte Teilfolge der Fall ist. Man 
sieht ferner aueh Ieieht ein, dass die Potenzreihe ffir /* (z) ebenfalls mit den vor- 

gesehriebenen Anfangsgliedern ansetzt, wie auch, dass fiir jeden Kreis Iz I ~ r ,  
dessen Radius r Icleiner als I ist, 

fi l * ( z ) l  I d z l ~ -  r* 
I~l=r 

ist. Es sind n~mlieh die Koeffizienten der Potenzreihen fiir die Funktionen ], 
wie aueh diese Funktionen selbst mit Hilfe der CAucHY'sehen Integralausdriicke 
leieht aus I [ / , ]  abzusch~itzen; die Funktionen selbst jedoch nur  im Innern des 
Einheitskreises. Auf dem Einheitskreise, aueh wenn wir die vorgesehriebenen 
Anfangsglieder in Betracht  ziehen, ergibt diese Abseh~itzung iiberhaupt niehts. 
Keinesfalls t r i t t  also dureh dieses Verfahren das regul~ire Verhalten yon ]*(z) 
lgings des Einheitskreise8 in Evidenz. Andererseits aber haben wir dieses regul~re 
Verhalten bisher nicht nur in unserer Problemstellung gefordert, sondern auch, 
wenigstens anseheinend, i n  den vorangehenden Untersuehungen wesentlich aus- 
geniitzt. 

Lassen wir nun die Forderung des regul~ren Verhaltens auf dem Einheits- 
kreise selbst bis auf weiteres fallen und ersetzen wir sie dureh eine allgemeinere, 
unserem Minimalproblem besser angepasste Forderung. Indem wir dann wieder 

an ein rationales Polynom gelangen, so wird dies, da es sieh ja iiberall regular 
verh~lt, auvh eine LSsung unseres urspriingliehen Problems ergeben. 

Wollen wir unsere neue Forderung unserem Minimalproblem mSgliehst an- 
passen, so empfiehlt es sich, an die zweite Formulierung des Problems anzukniipfen. 
Es  handelt  sieh in dieser Formulierung darum, die L~nge der Kurve v =  F(e ~t) 
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( o < _ t < 2  z) ,  d. h. also die totale Schwankung der  F u n k t i o n  F (e ~t) mSglichst  klein 

zu machen.  Beschr i inkthe i t  der  Schwankung  bed ing t  noch  keineswegs regul~ires 

Verha l t en ;  so z. B. sind die den Einhei tskre is  auf  ein endliehes Po lygon  oder  

allgemeiner,  auf  ein yon  einer  einfaeh gesehlossenen rekt i f iz ierbaren  K u r v e  be- 

grenztes  Gebie t  kon fo rm abbi ldenden  F u n k t i o n en  auf  dora R a n d e  n ieht  iiberall 

regular,  doch  yon  besehr i inkter  Sehwankung.  

B e t r a e h t e n  wir also s~mtl iche innerhalb des Einheitskrei~es reguldre und be- 

schrdnkte Funkt ionen F (z), /is welche die Randwerte F(e  it) existieren und eine Funk -  

lion yon beschrdnkler Schwankung ausmachen. Die Ex i s t enz  der  R a n d w e r t e  ver-  

langen wi t  im Sinne radialer  Ann~iherung: F ( r e l t ) - - F ( d * ) .  W i t  kSnnen  jedoeh  

sofor t  hinzufiigen, dass diese Pr~izisierung eigentl ich iiberfliissig ist. Es  sind niim- 

lieh die soeben gekennze iehne ten  F u n k t i o n e n  auch au] dem Einheilskreise, a lso/ i i r  

[ z [ < I ausnahmslos stetig. Dies folgt  keineswegs u n m i t t e l b a r  aus der  beschr~nk-  

t en  Sehwankung,  denn  F u n k t i o n e n  besehr~nkter  Sehwankung  lassen ja noeh ab-  

z~hlbar  unendl ieh  viele Unstet igkei tss te l Ien zu. N u n  kSnnen ab e r  bekannt l i eh  

diese Unste t igkei tss te l len ,  wenn sie au f t r e t en ,  nu r  solche e rs te r  Ar t  sein. Dass 

andererse i t s  aueh solehe bei den R a n d w e r t e n  F (e it) ausgeschlossen sind, ist in dem 

al lgemeinen Satze en tha l ten ,  wonaeh die R a n d f u n k t i o n  einer  regul~iren u n d  be- 

sehr~nkten  F u n k t i o n  keine Unste t igkei t ss te l len  erster Ar t  zul~isst, t 

Zu derse lben Funk t ionenk la s se  gelangen wi t  auch,  indem wir alle jene  nach 

2 z  per iodisehe F u n k t i o n e n  besehr~inkter Sehwankung  F ( e  it) v o n t  be t r aeh ten ,  

de ren  FOUR[ER'sehe Reihe  sieh als eine nach  positiven Po tenzen  yon  e it for tschrei-  

tendo l~eihe auffassen l~,sst, d. i. we die Sinuskoeff iz ienten die i - faehen der  ent -  

spreehenden  Cosinuskoeff izienten sind. In  Formeln  

A. PRI~C.SHmM, ~be~" das Verhalten yon lPotenzreihen auf dem Convergenzkreise, Sitzungsber. 
d. math:phys. C1. d. k. bay. Akademie d. Wiss. zu Mtinchen, 19oo, Heft i., p. 95--98; P. FxTou, 
Sdries trigonom~triques et sdries de Taylor, Acta mathematiea 30 (x9o5), p. 363; E. LI~DELOF, SU~" 
un 2rincipe .qdndral de l'Analyse et see atrplications h la thdorie de la reln'dsentation conforme, Acta 
See. Scient. Fonnicae, Tom. XLVI, No 4 (I915), p. 7. 

Laut mfindlicher Mitleitung des Herrn L. F~ .a  kann man den Satz auch durch folgende 
einfacho ~berlegung begrtinden: Die Potenzreilao einer beschrankten Funktion ist auch eine 
Focai~.a'sche Reihe ftir die Randfunktion und ist daher an einer Unstetigkeitsstelle erster Art 
durch arithmetisehe Mittel summierbar. Daraus folgt nach dora verallgemeinerten A~EL-Fao- 
Bssivs'schen Satze, dass bei jeder beliebigen geradlinigen Annaherung jener Stelle aus dem In- 
neren des Kreises die Funktion ein und demselben Grenzwerte, namlich der ICeihensumme zu- 
strebt. Andererseits sind F(x+iy)  oder, wenn es beliebt, Reell- und Imaginarteil derselben har- 
monische Funktionen; der Grenzwert einer harmonischen Funktion an einer Unstetigkeitsetelle 
erster Art variirt aber mit dora Einfallswinkel und ist bei verschiedenen Geraden verschieden. 

Wir mSchten noch bemerken, dass der Satz in den folgenden Ausftihrungen nieht wesent- 
tieh beniitzt wird; jedenfalls gestattet er uns, beim Rechnen mit F(elt) auf eine gewisse 
Vorsicht zu verzichten, die bei Auftreten yon Unstetigkeitsstellen angemessen ware. 

Acta mathematlca. 42. Imprim~ le 20 f6vrier 1919. 20 
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j " F (e ~t) e T M  dt 

0 

= o  ( / : = I , 2  . . . .  ). 

Sehreibt man in der FOUmER'schen Reihe einer solehen Funkt ion z an Stelle 

von e it, also z m an Stelle yon d mr, so erh~ilt man die Potenzreihe je einer Funk- 

tion F(z).  Auf Grund der klassisehen Resultate fiber die FovRI~R-Reihe der 

Funktionen beschrKnkter Sehwankung konvergiert unsere Potenzreihe nieht nur 

im Inneren dos Einheitskreises, sondern aueh auf demselben u. zw. gegen die Rand- 

funktion. Da ferner dieso lau$ obiger Bemerkung nieht nur yon beschr~nkter 

Sehwankung, sondern auch stetig ist, so ist die Konvergenz iiberall gleiehm~issig. 

Wir greifen nun aus der Gesamtheit der soeben definierten Funkt ionen F(z) 
jene heraus, deren Potenzreihenentwicklung mit den vorgegebenen Gliedern 

A~ z + A2 z ~ + " "  + A,,+I z '~+~ 

beginnt, wo 

A~ = a o ,  A2 =a-~ , . . . ,  A n + l =  an 
2 n + i  

fiir welehe T [Fk] --- T*. 

schr~inkter Sehwankung, 
gemeinsamen Sehranke. 

schr?inkt; da niimlich 

gesetzt wurde. Wir bezeiehnen mit  T[F]  die totale Sehwankung der Funkt ion 

F ( d O  oder mit anderen Worten das Integral 

IdFI 
l a l ' - I  

Es sei T* die untere Grenze der Werte T[FJ .  Dann gibt es eine Folge F~, F2 . . . . .  
Die Funkt ionen $'k(e it) sind in ihrer Gesamtheit yon be- 

d. h. ihre totalen Sehwankungen liegen unterhalb einer 

Ferner sind diese Funktionen in ihrer Gesamtheit be- 

2 ~  

Fk (e") d t  ---- o 

0 

ist, so kSnnen weder der reelle, noeh der imagin~ire Teil yon Fk (dO yon kon- 

stantem Vorzeiehen sein und es sind daher beido Teile dem absoluten Werte 

naeh < T [Fk]. 
Naeh dem Satze yon HELLY 1 enth~ilt jede Folge, die in ihrer Gesamtheit  

besehr~inkt und yon besehr~nkter Sehwankung isL eine i~berall konvergente Teil]olge. 

1 E. ]=[~LLY, ~ber lineare ~unktionaloT~rationen, Sitzungsber. d. kais. Akademie d. Wiss., 
Wien, Bd. CXXI (~912) &bt. lI a, p. 283. 
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Wenden wir diesen Satz auf unsere Folge (F~} an; sei (FIkl} eine iiberall konver- 
genre Teilfolge und F*(d t) ihre Grenzfunktion; dann ist fiir jede Einteilung 

to, t~, t~, . . . ,  t~ ~ to des Einheitskreises 

r - - 1  r - - 1  

IF* (d t~ +Q __ F* (d t~ I = lira ~ I Fr eit~ +1) - -  F~ k) (dt,,,) l <  lira T [F eke] = r* ,  
m - - 0  k ~  m - - 0  k ~  

d. h. die Funktion F* (e it) ist ebenfalls yon beschriinkter Schwankung und ihre 

totale Schwankung ist < T*. Da ferner die FOURXER-Koeffizienten yon F*, als 
Grenzfunktion der beschr~nkten Folgc (FCkl}, sich als Grenzwerte der entsprechen- 
den Koeffizienten der FIk) ergeben, so ist auch die FovRx~.R-Reihe yon F* yore 

Potenzreihentypus und die entsprechende Potenzreihe fiir F* (z) beginnt ebenfalls 
mit den vorgeschriebencn Anfangsgliedern. Hieraus folgt auch noch, dass die 
totale Schwankung yon F*(e ~t) nicht kleincr sein kann, als die untere  Grenze 
T*; also ist genau 

T [F*] = T*. 

Damit  ist gezeigt, d a s s e s  under den betrachteten Funktionen F (z) sicher eine 
ffibt, /iir welche die totale Schwankung m6glich~t klein wird. 

w 

Wir untersuchen nun die totale Schwankung der  Funkt ion F* auf dem yon 
z ~ I nach z ~ e it fiihrenden Bogen des Einheitskreises als Funktion der Ver~inder- 
lichen t. Es wird sich ergeben, dass diese Funkt ion - -  yon einem linearen Gliede 
abgesehen - -  ein trigonometrisches Polynom hSehstens n-ter Ordnung ist. 

Wir beginnen mit einigen Uberlegungen allgemeiner Art. Es sei F (z)irgend 
eine Funktion yore betrachteten Typus, g(z) eine innerhalb und auf dem Ein- 
heitskreise regul~ire Funktion. Wir bilden die Funktion 

H(z)= ;F'(z)g(z)dz g(z)d~'(z)=F(z)g(z)--F(o)g(o)-- F(z)g'(z)dz. 
o .  

0 0 0 

Auf Grund des letzten Ausdrueks kann die Integration liings eines beliebigen, 
innerhalb oder teilweise aueh auf dem Ral~de fiihrenden Wege geschehen; der 
Wert des Integrals ist von dem Integrationswege unabhiingig. Die Funktion H(z) 
ist besehrdnkt, im Kreisinneren reguldr, au] dem Rande aber yon beschrdnkter Schwan- 
bung. Das regul~re Verhalten im Kreisinneren l~isst sich aus allen der 3 lnte-  
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gralausdriieke, die Besehr~nktheit aus dem letzten unmittelbar ablesen; die be- 
schriinkte Sehwankung der Randfunktion ergibt sieh leicht aus dem mittleren, 
wio aueh aus dem letzten Ausdruck, z. B. aus dem letzteren dadurch, dass man 

bemerkt, dass Produkt und Differenz zweier Funktionen beschriinkter Schwankung, 
ferner das Integral einer stetigen (oder besehr~nkten oder aueh nur integrier- 
baren) Funktion ebenfalls Funktionen besehr~inkter Schwankung sind. Aus dem 

mittleren Ausdrucke ergibt sieh aueh der genaue Wert der totalen Schwankung 
yon H (z), niimlich 

T[H] ----~ g(z) I Id F(z) l. 
I # l - 1  

W~ihlen wir niimlich eine geniigend dichte Einteilung zo, z~, z2 . . . .  , z r =  zo des 
Einheitskreises, so ist T [HI mit beliebiger Ann~herung gleich der Summe 

r--I r--I IZm+l I 
~,H(z,.+:)--H(z,,,)l= ~ I~f g(z)dF(z) . 

mffi0 m = 0  

Andererseits wird das Integral 

dureh die Summe 

.;Ig(z) l ld F (z) l 
I~1-1 

r - - 1  r - - 1  

Ig(z~)l IF(zm+l)--F(z~)l= 
m = O  m * 0  

zmq- 1 
g(z~) / d  F (z) 

beliebig genau angen~hert. Ist schliesslieh die Einteilung derart dieht, dass auf 
den einzelnen BSgen I g(z)--g (zm)I~ ist, so wird die Differenz der beiden Sum- 
men ~ $  T[F];  also wird bei entspreehender Einteilung auch diese Differenz belie- 

b i g  klein. Somit ist genau 

T[H] _ Jig (~)I Id F(~)l �9 
I z l - 1  

Die Potenzreihe ffir H (z) ergibt sich aus jenen yon F' {z) und g (z) dureh 
Multiplikation und gliedweise Integration. Daraus foIgt sofort, dass wenn die 

Potenzreihe yon F(z) mit den vorgeschriebenen Gliedern, jene yon g (z) abet mit 
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z + c zp (p > n) beginnt, aueh die Potenzreihe yon H (z) mit den vorgesehriebenen 
Gliedern beginnen muss. W~hlen wir speziell fiir F (z) die Minimalfunktion F* (z), 
fiir g(z) die Funktion (z + Sz~)', also 

g 

H (z) = J ' ( I  + A z p ) ' d F ( z ) ,  

o 

so beginnt die Potenzreihe yon H (z) mit  den vorgeschriebenen Gliedern; daher ist 

T* = T[F*]<T[H]= f (z 
I , l ~ t  

we jetzt 

+ Z~)(z+Xz-~) ldF* (+)1 = (+ + I Z I ' )  T*  + ~.Ip + AIp, 

Ip= f~idF*(z)l, I~= ;z-pldF*(z)l 
I~I=1 I z l - I  

gesetzt ist; I v und ip sind konjugierte GrSssen. Somit ist wieder die H~.R~zT~.'sche 
Form 

nieht-negativ und daher 

u. zw. fiir alle p > n. 

1~x + I~ z + T*IZl ~ 

f 
I~ ----- I+,IdF*(z)l  

J 
I+I'- t 

Um dieses Resultat  weiter zu verfolgen, bezeichnen wir mit V * ( z ) d i e  totale 
Schwankung yon F* (z) auf dem yon i b i s  z fiihrenden Bogen des Einheitskreises. 
Ersetzen wit in unserem Integral ] d F ( z ) l  durch d V*(z) .  Die Differenz der ent- 

spreehenden N~iherungssummen wird fiir geniigend diehte Einteilung beliebig klein, 
denn sie ist 

r - - 1  

<=TIC*I-- ~ IF*(~+,)--F*(z~)I. 
r a m 0  

Somit ~indert sich der Integralwert  dutch Einsetzen yon dV*  an Ste]le vQn IdF*l 
i iberhaupt nicht. Also ist 

~ 'zP d V* (z) -~ o (p = n + z, n + 2 ). 

I*I-+ 
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Fiihren wir noch e it an Stelle yon z ein, so ergibt sich nach partieller Integration, 

da sich V* (z) bei einmaligem Umlaufe um T* Rndert, 

20~ 

T * - - i p f V * ( e i t ) e i p t d t = o  ( p = n + x ,  n + 2 , . . . ) .  

0 

Andererseits ist 
2 ~  

. ~ ' T *  T * = ,  ~ e i p t t d t  
0 

und somit wird schliesslich 

25g 
T* 

/ [  V* (eiO --2-~t] eipt dt 
0 

= o  ( p ~ n + I ,  n + 2  . . . .  ). 

d. h. der reelle Ausdruek in der eckigen Klammer ist ein trigonometriches Polynom 
hSchstens n.ter Ordnung. 

Der bisher befolgte Gedankengang ist bis zu gewissem Grade jenem des w I. 
naehgebildet. Wir kSnnten nun diesen Parallelismus weiter verfolgen und unter  

Andern zeigen, dass der Differentialquotient yon V* (el0 auf dem Einheitskreise 
mit einer Funktion P(z)z -'~ fibereinstimm$, wo _P(z) ein rationales Polynom hSeh- 

stens 2n- ter  Ordnung is$, und dass die innerhalb des Einheitskreises gelegenen 

Nullstellen yon d F* zugleieh Nullstellen yon wenigstens derselben Ordnung ffir 

P(z) sind. Welter aber wRre der Parallelismus sehwer zu verfolgen, da hier 
schon das regulRre Verhalten yon ]* (z) au/ dem Rande tier ausgenfitzt wurde, 

d F* 
wRhrend wir jetzt  fiber das Verhalten yon F* (z) bez. yon ~ auf dem Rande 

viel weniger wissen. 
In  den folgenden Untersuchungen werden wir das in diesem w erhaltene Re- 

sultat nieht roll ausnfitzen, sondern wir werden daraus nut  einige Folgerungen 

d F* 
fiber das Verhalten yon F* und yon ~ -  ziehen. Aus der speziellen Form der 

Funkt ion V* (e it) folgern wir n~mlieh nut  so viel, dass ihr Di//erenzenquotient be- 
achrdinkt ist und dass ihr Di//erentialquotient nur eine endliche Anzahl yon Null- 
steUen haben kann. Somit ist aueh der Differenzenquotient yon F* (el0 beachr~nkt, 
also ist die zVunktion F* (eiO ein Integral ihres eben/alls beschrdinkten Di//erential- 
quotienten (dessen Existenz hSehstens mit  Ausnahme einer Menge vom Masse o 
sehon aus der besehr/~nkten Sehwankung folgt). Ferner  kann dieser Differential- 
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quotient, dessen absoluter Wert ja fast fiberall, d. i. hSchstens mit Ausnahme 

einer Men~e veto Masse o, mit dV*(eit) fibereinstimmt, nut  au] einer Menge veto 
dt  

Masse o verschwinden. 

Ich mSchte noeh bemerken, dass die beiden Ietzten ffir die spezielle Funk- 
tion F* (z) jetzt hergeleiteten und in der Folge zur Anwendung gelangenden Re- 
sultate eigentlieh ganz allgemein ffir alle Funktionen F(z) vom betraehteten Ty- 
pus gelten, wie dies aus gewissen Untersuehungen, die ieh gemeinsam mit mei- 
nero Bruder MArtc~L RIESZ ausgeffihrt habe und fiber die wit unliingst dem Nor- 
dischen Mathematikerkongress in Stockholm berichteten, hervorgeht. Eine Bezug- 
nahme auf diese Untersuehungen allgemeinerer Art wfirde also diesen w fiber- 
fliissig maehen. Doch greifen jene allgemeine Untersuehungen viel tiefer in die 
LEBESaUE'sehe Integrationstheorie ein, als dies ffir das hier behandelte spezielle 
Problem notweudig ist. 

w 

Es sollen jetzt g(t) und h(t) im Intervall (o,2z) definierte, im LEBESOUae'sehen 
Sinne integrierbare, reelle oder komplexe Funktionen der reellen Veriinderliehen 
t bedeuten; Jl ist ein beliebig komplex veriinderliehes Parameter. Uber die Funk- 
tion g(t) setzen wir noch voraus, dass sie hSchstens in einer Menge veto Masse 
o verschwindet. Wir betrachten das Integral 

2~ 

I(Z) =.j'lg(t)~ + Zh( t ) ld t  

0 

und werden eine notwendige und hinreichende Bedingun9 dafiir herleiten, damit 
I ( o ) < I  (~) sei, d. i. dass die Funktion I ()~) ihren Minimalwer$ ]iir ~ = o erreiche. 
Die Bedingung heisst: 

2 ~  

j ~g(t)h(t)dt  = o, 
0 

W O  

(t) I g(t)l 
~gg(t) = I-~-~1 = ~ 

gesetzt ist. 
Nehmen wir 

Der entspreehende Differenzenquotient in bezug 
gralzeiehen stehenden Ausdruekes I g + j~ h ], also 

zuniiehst Z als reell veriinderlieh an und bereehnen wir I'(o). 
auf ~ des unter dem Inte- 



160 Friedrich Riesz. 

I g(t> + ), h(t)I--Ig(t) I 

ist dem absoluten Werte naeh <]h( t ) ] ,  also kleiner als eine integrierbare Funk- 

tion; somit ist es gestattet,  die Differentiation unter dem Integralzeiehen auszu- 

fiihren. Nun ist aber der Differentialquotient yon I a + Z b I fiir X = o, wenn a ~ o 

ist, gleieh dem reellen Teile von bs--~a~l~, l  b. 1 Also ist I ' (o)gleieh dem reellen 

Teile yon 
2~r 

, ~  J ~gg g (t) h (t) dr. 
o 

Wenn also I(~) ffir ~ = o ein Minimum hat, so ist der reelle Teil dieses Integrals 

gleich o. 

Lassen wir jetzt E l~ngs der imagin~ren Axe variiren, oder was auf dasselbe 

hinausl~inft, ersetzen wit h (t) durch i h (t); dann ergibt sieh, dass aueh der imagi- 

n~ire Teil unseres Integrals versehwindet. 

Wenn also I (~) fiir ~ = o ein Minimum hat, so versehwindet das betraehtete 

Integral vollstKndig, d. h. Unsere Bedingung ist tats~iehlich notwendig2 
Nehmen wir jetzt umgekehrt an, dass die Bedingung erfiillt ist. Wir zeigen, 

dass dann I (o)<I( )~)  ist. Wit  diirfen uns dabei auf reelle )~ beschr~nken, denn 

dutch Multiplikation yon h (t) mit einer entspreehend gew~hlten Konstanten  e ~~ 

l~isst sieh der allgemeine Fall auf diesen zuriiekfiihren. Nun ist aber der Inte- 

grandus ]g + )~h[ eine konvexe Funkt ion yon )~, dasselbe gilt daher aneh fiir den 

Integralwert I ()~). Eine konvexe Funkt ion besitzt aber an einer Stelle, wo ihr 

Differentialquotient versehwindet, nieht nur im Verh~iltnis zur n/iheren Umgebung, 

sondern aueh ein absolutes Minimum. 

Somit ist unsere Bedingung aueh hinreichend. 

Setzen wir jetzt  fiir g(t) die Funkt ion d F*(e  ~t) fiir h(t) aber d(v+l)t ein, 
d t  ' 

wo p > n i s t .  Dann ist g (t) + X h (t) der Differentialquotient naeh t des Randwertes 
der Funkt ion 

i E s  s e i  n ~ t m l i c h  a - ~  a ~ + i a ' ,  b = b r + ib  ~r, s o  i s t  

[ b'(a' +,~br) +b'r (a"  + ~brr)] s  +ar 'b  f' 

Unter spezielleren Voraussetzungen (reelle Funktionen und reelles Parameter, endliche 
Anzahl yon Zeichenwechsel) steht die ih~otwendigkeit der Bedingung schon in der ersten Arbeit 
yon Th. J. STIELTJES: De la reprdsentation a2proximativr d'une fonction 2ar unr autre, Delft 1876, 
Oeuvres eomplbtes, I, p. II. 
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und es ist somit 

Daher ist also 

iZ 
F (z) = F *  (z) zp+ 

~o+r  

I (o) = T* ~ T [F] = I (X). 

J ' ~gg g (t) ei(P+l)t d t  ~ o 

0 

( p ~ n + i , n + z , . . . ) .  

Man kann dieses Resultat  auch so aussprechen: Die FOURI~.R'sche Reihe 
der Funkt ion 

7 (t) -~ e ~(n+llt ~ {dF*(e lq l  

ist vom Potenzreihentypus. Darunter  verstehen wir wie bisher, dass die formal 
gebildete FouRmR-Reiho, ebenfalls rein formal, als Potenzreihe in e it aufgefasst 
werden kann, d. h. dass 

j '7( t)  e i k t d t  = o 

0 

(k--'-- I ,  2 , . . . ) .  

Ich behaupte nun, dass auch die FOURIER'sche Reihe der Funkt ion  

vom Potenzreihentypus ist. 

Die Richtigkeit der Behauptung ist im folgenden allgemeinen Satze enthalten: 
S ind  die Fov~I~.a-Reihen yon zwei integrierbaren Funkt ionen yon Potenzreihentypus, 

und ist wenigstens eine der beiden Funkt ionen beschrdnkt, so ist auch die FOURIER- 
Reihe ihres Produkts  yon Potenzreihentypus. 

Es sei n~imlich yon den beiden Funktionen ~ (t) und ~(t) z. B. ~(t) be- 
schrKnkt, dann l~isst sich eine Folge yon ganzen rationalen Ausdriicken in d t an- 

geben, die einerseits in ihrer Gesamtheit beschr~inkt sind, andererseits aber fast 
fiberall gegen die Funktion r konvergieren. Eine solche Folge (Pro(el:t)} bilden 

z. B. nach den wohlbekannten S~itzen yon FEJ~R und LEBESOUX die arithmetischen 
Mittel der FouRIxR-Reihe yon ~ (t). Durch Multiplikation mit e~kt~(t)  erh~ilt man 

(t) P ~  ( e " )  d k t _ ~ (t) ,r (t) d ~ t 

und da die linksstehenden Funktionen dem absoluten Werte naeh alle kleiner 
A~a mathematica. 42. Imprim6 le 21 f~vrier 1919. 21 
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sind als die Funkt ion C I ~0(t)l, we C eine passend gewiihlte Konstante  bedeutet ,  

da sie also in ihrer Gesamtheit  dem absoluten Werte nach unterhalb einer integrier- 

baren Funkt ion liegen, so daft  man gliedweise integrieren: 

2 z  2 ~  

0 0 

Da nun aber ~0 (t) veto Potenzreihentypus ist, so verschwindet das yon o bis 2 z 

genommene Integral yon drt~O(t )  ftir jede ganze positive Zahl r, also verschwin- 

den auch die linksstehenden Integrale fiir ganze positive b und es verschwindet 

also auch der reehtsstehende Grenzwert. Somit ist 

2 z  

j q o ( t ) ~ ( t ) e ~ k t d t = o  ( k = i ,  2 ) 

0 

d. h. die FOURIER'sohe Reihe des Produkts  q0(t)%O(t) ist veto Potenzreihentypus.  

Wenden wir nun den Satz auf das Produkt  

7' (~) a (t) e - i t  

an. Da 7(t) besehrKnkt und ihre FOURIER-Reihe vom Potenzreihentypus ist, so 

gilt naeh dem Satze dasselbe fiir 7~(t). Andererseits ist die FOURIER-Reihe der 

Funkt ion F* (e(t) und somit aueh jeno ihres Differentialquotienten g (t) veto Potenz- 

reihentypus;  ferner beginnt letztere m i t i A t e  it, also ist aueh noeh die FotraI~R- 
Reihe yon g(t)e - i t  veto Potenzreihentypus.  Dasselbe gilt  daher auf Grund un- 

sores Satzes veto Produk t  f (t) g (t) e-  it 

Nun ist aber 

78 (t) g (t) e--it __~ el(2 n+ 1)t ~(t); 

also ist die FOURIER-Reihe des reehtsstehenden Ausdruckes vom Potenzreihen- 

typus  und somit ist fiir alle positive ganze Zahlen k 

2 ~  

j ' e i (2 .+ l + l,)t ~(t) dt--_o, 

0 

odor, indem wir auf die konjugierten Werte  iibergehen, 

2 z  f-/e -i(2n+l+k) t 9' (t) d t  = o 

0 
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D. h. die (potenzreihenartige) FOVRIER-Reihe von g (t) bricht nach dem Gliede 
veto Index 2n  + I ab; dasselbe gilt somit auch fiir die FOuRIsR-Reihe yon 
F* (d t) d. i. fiir die Potenzreihe yon F*(z) .  Also ist F* (z )e in  rationales Polynom 

hdchstens 2 n + I-ter Ordnung. 

Kehren wir endlich zum Differentialquotienten yon F*(z )  zuriick, den wir 
mit ]* (z) bezeichnen, so ist ]* (z) ein rationales Polynom h6chstens 2 n-let Ordnung, 

das mi t  den vorgeschriebenen Gliedern 

ao + at z + . . . +  an z n 

beginnt, und ]fir welches das Integral des absohLten Wertes I [/*] = T m6glichst klein 

aus]dllt. Somit besitzt unser Minimumproblem tatsdvhlieh eine innerhalb und au] 

dem Einheitskreise regulate L66~ung. 

Die weiteren Eigensehaften der Funkt ion 1", d. h. die spezielle Verteilung 
ihrer Nullstellen haben wir sehon in w I. erkannt.  Ieh mSehte jedoeh bemerken, 

dass wir den w I., der uns haupts~iehlieh zur 0rientierung dienen sollte, entbehren 
kSnnten, da jene spezielle Verteilung der Nullstellen sieh jetzt auch leieht aus 
der Tatsaehe ergibt, dass die FovRIEa-Reihe der Funkt ion 

e,,,+~lt ~ g (t) = - -  i e "  @ I* (e") 

veto Potenzreihentypus ist. 

} 5 .  

Wir haben soeben gesehen, dass unser Minimumproblem wenigstens eine 
L6sung besitzt; wir wollen jetzt  zeigen, dass es nur eine L6sung besitzt. 

Nehmen wir an, es giibe zwei versehiedene LSsungen; beide wgren dann 
rationale Polynome h6ehstens 2n-ter  Ordnung mit den gemeinsamen Anfangs- 
gliedern 

a ,  + a t  z + . . . + a n  z n .  

Sehreiben wir die beiden Funkt ionen in der Form 1" (z) und 1" (z) + r (z), we also 

1" (z) ~ ao + at z + . - .  + a,, z" + a,, +l  z "+1 + " "  + a2,~ z ~' ,  

q~ ( z ) ~ b,, + l z " + a + .. .  + b,z ,, z "~ " 

gesetzt ist. Wir bilden nun das Polynom [~ ~ffi ]* + ~t ~, we # ein beliebig ver- 

Knderliches Parameter  bedeutet.  Dann ist laut Annahme 

I [1"] = I [I* + W] - ,  I*;  I [1~,] > 1". 
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Ist  nun zun~chst # nur reell ver~nderlich, so ist der Integrandus im Aus- 

drucke fiir I [ / , ] ,  also auch I[]~] selbst eine konvexe Funktion yon tz; ferner ist 

fiir tz ~ o und fiir ~ = I 

I [ / . ]  - -  I * ;  

daher ist fiir alle Werte  yon ~t zwischen o und i 

I [/.] < Z*. 
Es ist daher genau 

I [ l , ] = I *  ( o < ~ < i ) .  

Somit ist / ,  nicht nur ffir ~ -~  o und tz ~ I, sondern aueh fiir alle ~e zwisehen o 
u n d i  ein Minimalpolynom, dessen Nullstellen daher naeh der bekannten Art 

verteilt sein miissen. Daher sind, zun[ichst fiir o < t u <  I,  siimtliche Nullstellen 

des Polynoms 

yon gerader Ordnung. Nun kommen aber die notwendigen und hinreiehenden 

.Bedingungen hieffir in gewissen algebraisehen Relationen zum Ausdruck; diese 

Relationen bestehen also fiir alle Werte yon g zwisehen o und i und somit fiber- 

haupt  fiir alle reelle und komplexe Werte yon u. Daher sind s~mtliche Null- 

stellen der Funktion 

(z) + ~ (z) ~ + 7 (z) t, ~ 

/fir ]eden Weft ~ yon gerader Ordnung; speziell hat  also die Funktion ausschliess- 

lich mehr]ache Nullstellen. 
Wir unterscheiden 4 Fs 

x) 7 (z) versehwindet identiseh. Dann verschwindet auch fp (z) identisch, d. h. 

]* (z) und ]* (z )+  q~ (z) sind nicht verschieden. 

2) Die Disbrimlnante der Gleichung 2-ten Grades in 

verschwindet identisch. Die Diskriminante ist 

verschwindet also D (z) idontiseh, so ist, ebenfalls identisch, 
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Nun ist aber ~(z) dutch z n+~ teilbar, somit ist es auch das rechtsstehende Poly- 

nora und daher ist es auch das linksstehende. Andererseits aber ist a 0 r o, und 
so muss schliesslich das Polynom 

z2'~ ( : ) = ~ , ,  + b , , ,_ ,z  + . . . +  b,,+,z " - '  

durch z "+~ teilbar sein, was, da der Grad des Polynoms < n + x ist, das identische 

Verschwinden nach sich zieht. Also verschwindet auch ~(z) identisch. 

3) ~ (z) verschwimtet identisch. Dann ist 

woraus, iihnlich wie in 2), das identische Verschwinden yon ep (z) folgt. 

4) E8 verschwinden weder 7 (z), noch ~ (z) oder D (z) identisch. Dann besitzen 

sowohl 7 (z) wie ~ (z) und D (z) nur je eine endliche Anzahl yon Nullstellen. Das- 

selbe ist fiir a (z) immer der Fall. Also hat  im allgemeinen fiir einen gegebenen 

Wert  von z die Gleichung in ~t 

a (z) + ~ (z) ~ + 7 (z) ~t 2 = o 

zwei verschiedene LSsungen, ~h und 3t2, und welche wir yon beiden in den links- 

stehenden Ausdruck eintragen, so hat  die so definierte Funktion von z den gege- 

benen Wer t  zur Nullstelle, also zur mehrfachen Nullstelle. Somit geniigen der 

betreffende Wert  yon z und die entsprechenden Werte ?tl resp. /~2 auch der 
Gleichung 

a' (z) + ~' (z) ~, + ~ ' (z )  ~" = o .  

D. h. die beiden Gleichungen 2-ten Grades haben im allgemeinen ihre beiden Wur- 
zeln gemein; also ist 

a'(z) f(z) f(z) 
(z) -f(~) = ~( z ) '  

oder, indem man integriert, 

(z} = c,  a (z) ;  ~, (z) = c~ a ( z ) .  

Da ferner die Funkt ionen z -  2,, a (z), z-  2, ~ (z), z-  2 .7  (~) l~ings des Einheitskreises 

reell sind, so sind es auch ihre konstanten Verhiiltniszahlen c~ und c2. Ausser- 
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dem ist, d a y  (z) nicht identisch verschwindet, c2 ~ o. rndem wir nun zu den 
urspriinglichen Bezeichnungen zurfickkehren, so ist also 

wo c~ und c2 reell sind und c2 ~ o. Dann abet kann 

I [1,,] = I *  I x + c, ~t + c2 ~' I ~ 

nieht entlang der Strecke o < ~ t < i  konstant  sein. Damit sind wir auf einen 

Widersprueh gestossen. 

w 

Wir erg/~nzen noeh unsere Resultate durch den folgenden Satz, der gewisser- 
massen als Umkehrung der Resultate des w x. gelten darf, und dureh den die 
Bestimmung der Minimalfunktion ]* (z) auf ein algebraisehes Problem zuriickge- 

ffihrt wird: 
Ka~n man die Nullstellen des rationalen Polynoms h6~hstens 2 n-ter Ordnung 

] l ( z ) = a o + a l z + - - ' + a n z  ~ + . . . + a e n z  2n (ao~o)  

derart zu Paaren anordnen, dass die beiden Elemente ]e eines dieser Paare entweder 

identisch und in diesem Falle au] dem Einheitskreise oder ausserhalb desselben gele- 
gen, oder abet Spiegelbilder yon einander in bezug au] den Einheitskreis sind, dann 

ist /1 (z) L6sung unseres Minimumproblems. 
Unter der gemaehten Voraussetzung liegen n~imlich s~imtliche Pole der ratio- 

nalen Funktion 

1, (z) 

ausserhalb des Einheitskreises; auf dem Einheitskreise selbst hat die Funktion 
keine Nullstelle und die innerhalb des Kreises gelegenen Nullstellen sind s~mtlich 

yon gerader Ordnung; daher sind die beiden Determinationen yon 

deren Randwerte gleich 
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sind, im Kreisinneren und auf dem Rande regul~ir; dasselbe gilt auch fiir ihr Pro- 
dukt mit irgend einer regul~ren Funktion ~ (z). Also ist auch das Produkt 

~ / ,  (e") e "  ~ (e") 

Randwert einer reguliiren Funktion. Daher ist 

2 z  

f sg fl(eit)eitn+Dt~(eit)dt ~ - - - i  f s g / , ( z ) z n ~ ( z ) d z = o .  

o l,l-I 

D. h. ffir die Funktionen 

g( t )  = h re") ,  h (t) = e~(~+])t/~0 (e")  

ist die in w 4. hergeleitete notwendige und hinreiehende Bedingung erfiillt, und 
somit ist 

2 ~  2 a  

fl/l(e" le, <=j + 
o o 

oder in der friiher benutzten Schreibweise 

1 [/,] < I [t, + z n+l qJ]. 

Damit ist der behauptete Satz bewiesen. 
Wit kSnnen siimtliehe Resultate in den folgenden Satz zusammenfassen: 
Unter allen innerhalb und au] dem Einhei, skreise regularen Funktionen ] fz), 

deren Potenzreihe mit den vorgesehriebenen Gliedern 

ao + a~ z +. . .  + an z "~ 

beginnt, gibt es eine und nur eine solehe, fiir welehe der Integralwert 

/ l l ( z ) l l a z l  

l a l -1  

m6glichst klein aus/dUt. 
Diese Funktion is, vollstdndig eharakterisier, dutch die ]olgenden Eigensehafien : 
r) Sie ist ein rationales Polynom h6chstens 2 n-ter Ordnung; 
2) ihre Nullstellen lassen sieh derart zu Paaren anordnen, dass die beiden 

Elemen,e ]e eines dieser Paare en,weder identiseh sind und in diesem Falle ausser- 
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halb oder aut dem Einheitskreise liegen, oder abet Spiegelbilder yon einander in be- 
zug au/ den Einheitskreis sind. 

w 

Das sehon in der Einleitung erw~hnte CARAT~I~ODORY-FEJI~R'sehe Problem 

lautet.: Wit betrachten sdimtliehe innerhalb und au] dem Einheitskreise regulSre Funk- 
tionen g(z), deren Potenzreihenentwickelung mit den vorgeschrie.benen An/anysgliedern 

C O - 4 - C  1 z ' 4 " . . . ~ -  C n Z  n 

beginnt. Gibt es unter diesen Funktionen eine solche, /iir welche der Maximalwert 
yon ]g (z)] au] dem Einheitskreise mSglichst klein aus/dillt? Wenn ]a, welche sind 
die weiteren Eigenscha/ten dieser Funktion? 

Dieses Problem steht in enger Beziehung zu dem bisher behandelten Problem. 
Als Mittelglied behandeln wir zun~ehst das folgende Problem: Gegeben sind die 

Zahlen c0 , c l , . . . ,  cn, und wir betrachten s~mtliehe innerhalb und auf dem Ein- 
heitskreise regulKre Funktionen /(z), fiir welche die Koe/]izienten a0, a~ . . . . .  a,, ihrer 
Potenzreihe die Gleichung 

cn ao + C._l a 1 -{- . .  �9 .+ e o a n  ~ I 

be/riedigen. Gibt es unter  diesen Funktionen eine solche, fiir welche I [/] mSgliehst 

klein wird, urid wenn ja, was sind die weiteren Eigensehaften dieser Funktion~. 
Was zun~ohst die Existenz betrifft, so 1Esst sieh dutch fast buehst~bliche 

Wiederholung des w 2. die Exis~enz einer Funktion F* (z) zeigen, die innerhalb 
des Einheitskreises reguli~r und besehrEnkt, auf demselben yon beschr~nkter 
Sehwankung i st, fiir welehe ferner die Koeffizienten A1,A: . . . .  , A,+~ der Potenz- 
reihenentwieklung die Bedingung 

c, AI + On--12 A2 + . . .  + co (n + I) An+j = I 

erfiillen, und fiir welehe unter  allen Khnliehen Funktionen F (z) die totale Schwan- 
kung T [F] mSglichst klein wird. 

Nun ist aber diese Funktion resp. ihr Differentialquotient /* (z), in bezug 
auf ihre eigenen Anfangsglieder, a f o r t i o r i  zugleich LSsung unseres alten Pro- 
blems; also ist 

/ * (z )  ~-~ao + a , z  + . - - +  a ~ z  "~ + . - - +  a2~z  2~ 

ein Polynom hiiehstens 2n-ter  Ordnung, dessen Nullstellen in der bekannten 
Weise verteilt sind. 
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Andererseits aber ist jetzt  aueh noch, da die ao,a, . . . . .  a,, nicht einzeln 

gegeben, sondern nur der einzigen Bedingung 

e , ,  a o  + o n - 1  a l  + �9 - �9 + Co a n  ~ i 

unterworfen sind, 

t [I*]_< I [1" + ~.,r] 

gegeni~ber allen innerhalb und aul dem Einheitskreise reguldren F u n ~ i o n e n  

q~(z)=b o + b,z  + . . . +  b . z "  # . . . .  , 

deren Koe/lizienten der homogenen Bedingung 

c,,bo + c,,+lbl +--" + cob,, = o 

geniigen. Also ist n a c h w  4. fiir alle solche Funktionen 

2~ 

I d z  ==i ~g-l*(elt)qD(eit)dt~o. *(z)q~(z) 
I z l -1  o 

Nun sind aber speziell die Funktionen 

yon dieser Art; somit ist 

/ ~ / * ( z ) [ c k - l z " - ~ - i - - e l z " - k ] d z  = o ( r < k < n ) .  

I*1'-1 

Diese Relationen lassen sieh folgendermassen deuten. Die Funktion z'* ~-~ J*(z) 

st immt auf dem Einheitskreise mit der einen der beiden Determinationen yon 

/* Cz) 

iiberein, die wir dureh h(z) bezeiehnen. Infolge der eigentiimliehen Verteilung 
der Nullstellen yon /* (z) ist h (z) eine solche rationale Funktion, deren Nullstellen 
- -  hSehstens n an der Zahl w innerhalb des Einheitskreises, ihre Pole abet, mit 

der entspreehenden Multiplizitht, in den Spiegelbildern der Nullstellen liegen. 
L~ngs des Einheitskreises is~ I h ( z ) [ = z .  Naeh Einfiihrung der Funktion h(z)  

lauten unsere Relationen: 
Acta mathlmtatlta. 42. Imprim~ le 21 t~vrler 1919. "~2 
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z-,o-,  a z  = e l , f h ( z )  z - k d z  ( r < k  <_n). 

I z l - 1  I z l - 1  

Dies besagt, dass die ersten n + I Koe[/izienten der PotenzreiILe ](tr h (z) mit  den 

Zahlen co, e~, . . . ,  c,  proportional sind. Die Koeffizienten resp. der Proportionali- 

tiitsfaktor a lassen sieh leieht bereehnen. Da 

h(z) = a ( e  o + v,z + . . . +  e,z" + . - . ) ,  ]*(z) = ao + a~z + . . . +  a , z  ~ + . . .  

ist, so wird 

a ~ a (en ao + r  a~ + - - .  + co an) 

2 *(z)~gl*(z)  = I I * ( z ) l l d z l = e ~ "  
I~1 =1  I z l - ]  

Also beginnt die Potenzreihe der rationalen Funk t ion  

genau mi t  den Gliedern 

2 ~  
g* (z) = --l~-h(z} 

Co "4- Ct Z -4- " " + Cn Z n .  

Ioh behaupte, dass die Funk t ion  g* (z) eine L6sung und zwar die einzige L6sung 

des CAaATHkODOau Problems ist. Es ist n~Lmlich der Maximalwert 

yon 19" (z)], den dieser fibrigens in allen Punkten  des Einheitskreises annimmt, 
2 ~  

gleieh -~-. Andererseits besteht fiir jede innerhalb und auf dem Einheitskreise 

reguliiro Funkt ion 

g(z)=co  + c~z+ ... + c,z n + . . .  

die Ungleiehung 

( z ) f * ( z ) z - " - l d z  = z) l*(z)  I ---- c,, ao + ca-1 al + - �9 - + Co an ~ 2 i zc. 

I : 1 - 1  I = l - 1  

also die Ungleichung 

z -" ldz i<  

< ~ max Ig (z ) I f l l * ( z } l ldz l  I *  - -  ~ -  m a x  lqCz~l ,  
- -  2 ~q~ 2 r  

Iz l -1  

2 ~  
max 19 ( z ) [> . i ,  ; 
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und zwar kann das Gleichheitszeichen nur  dann gelten, wenn [g(z) z -'~1, also [g (z)~ 
l~ngs des Einheitskreises konstant  und g (z)]* (z)z --~ daselbst posit iv resp. nicht-  
n e g a t i v i s t ,  was nur  fiir g( z )~  positives Multiplum yon h(z)m z~-g[* (z)zutrifft, 

2 ~  also nu t  fiir g(z)-~ ~-h(z )=~g*(z ) .  

Es verdient  bemerkt  zu werden, class ffir diese Schlussweise, spezie]l also 
fiir den Beweis der Eindeut igkei t  der Minima]lSsung g*(z), die ~iefer ]iegende 
Eindeutigkeitsfrage f f i r /*(z)  nicht  in Bet racht  kommt.  

Damit ist gezeigt, dass das CARATH~ODORY-F~J~R'sche Problem eine und nut 
eine LOsung 9" (z) hat, und zwar ist g* (z) eine rationale Funktion mit h6chstens n 
NuUsteUen, die alle innerlwdb des Einheitskreises liegen und mit derselben Anzahl 
yon Polen, die, jede mit der entsIn'echenden MultiplizitSt, in die 8piegelbilder der 
Nullstellen in bezug au] den Einheitekreis ]allen; au] dem Einheitskreise selbst ist 
I g* (z) ] konstant. 

Kolozsv~r, den 29. Oktober i916. 

A 
v 


