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In t roduct ion.  

w z. I1 est utile, dans bien des questions, de connaltre l'allure des fonc- 

tions de GREE~ OU de NEUMA~N dans le voisinage du contour. En d6signant 

par q~ la valeur d 'une de ces fonetions pour les points A e t  B,  on peut se 

poser s ee sujet le probl~me suivant:  

Probl~me A.  Former une ]onction ep~ telle que la di//~rence .4 q)B - -  ~~ soit 

une ]onction holomorphe des points A et B .  

Darts le cas off on ne saura pas rdsoudre ce probl~me, on peut du moins 

essayer de r6soudre cet autre probl~me: 
A q)B - -  ~fB soit ]inie, Probl~me B.  Former une /onction q9 B telle que la di/]~rence a A 

ainsi  que toutes ses ddriv~es jusqu'dt un ordre donnL 

Dans le cas du plan, la r6solution du problbme B e s t  imm6diate, si on 

utilise la notion de repr6sentation conforme. 2 En effet, si on connalt  une repr6- 

sentation conforme du contour dtudi6 C sur un cercle, on en d6duit ais6ment la 

valeur exaete de q)B" Or la fonction qui d6finit cette representation conforme 

peut fitre d6finie facilement par son d6vcloppement en s6rie dans le voisinage 

d 'un point M du contour; en prenant  pour M lc point du contour lc plus voisin 

de B (ou, pour conserver la sym6trie, celui pour lequel la somme M A  + M B  est 

1 Les  p r i nc ipaux  r6su l ta t s  de ce t ravai l  on t  ~t6 rd sum6s  dans  une  note  pr6sent6e  h l'Aca- 
d6mie  des  Sciences  le 6 avri l  ~9~4. 

Voir  sur  ce su je t  les obse rva t ions  de M. HADANARD b, la su i te  de ma  note  citde. 
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minima), et en limitant ee d4ve]oppement ~t un nombre convenable de termes, 

on obtient  une fonction ~A qui r4sout le probl~me B.  

Si on cherehait a r6soudre par cette m4thode le prob]~me A,  il faudrait  

introduire une infinit4 de coefficients. Le r~sultat obtenu serait tr~s peu satis- 

faisant, rant  ~ cause de sa complication qu's cause du fair que la fonction obtenue 

~pB A ne serait autre que q)B A. Or une solution du probl4me B ne peut  presenter 

d'int4rSt que si la fonction obtenue est beaucoup plus simple que la fonction q)~. 

Il est possible d 'obtenir  ~ ce point de rue  une solution tout-h-fair satis- 

faisante, qui a d6jh 4t6 indiquSe par M. E. E. L~.w. ~ Je  la rappellerai dans la 

premiere partie de ce travail. La fonction par laquelle le probl~me A est ainsi 

r4solu est d4finie par  une int4grale prise le long du contour C. Je  r6soudrai 

aussi le probl~me A pour la fonction de GR~.EN d'ordre deux. 

Dans le cas de l'espace, la nature analytique des fonctions de GREEN et de 

NEU~ANN est beaueoup moins simple. M. CISOTTI a d4j~ obtenu la solution du 

probl~me B pour la fonction de NEUMANN. ~ I1 ne consid~re, il est vrai, les 

valeurs de la fonction de N~.UMANN (que nous d4signons par  A dans la suite 

de ce travail), que quand le point  B vient en un point fl du contour, et l 'expres- 

sion asymptot ique qu'il donne de 7~B est telle que les d~riv~s d'ordre sup4rieur 

au premier de la difference entre cette expression et 7B A ne restent pas finies. 

Mais d 'une par t  la m4thode qu'il a employ4e peut  6tre 4tendue au cas off l'on 

d~sire une expression asymptot ique de 7~B te]le que la diff4rence entre cette 

expression et 7~ .ait ses d~rives finies jusqu'h un ordre donn~ quelconque. D'autre 

par t  la connaissance des valeurs de 7B A entralne la connaissance de 7 A par l 'applica- 

tion de la formule de GREEN. D'aillleurs les valeurs de 7 A sont seules impor- 

tantes pour les applications. On peut  donc dire que le m~moire de M. CISOT~ 

r~sout notre probl~me B, pour la fonction de NEU~ANN. 

1 EUGENIO ~ELIA LEVI. Sur ~applieation des dquations intdgrales au 2robl~me de Riemann. 
[Nachr i ch ten  yon de r  Kgl. Gese l l schaf t  der  W i s s e n s c h a f t e n  zu G6t t ingen ,  I9o8 ] e t  I2roblemi 
dei valori al contorno per le equazioni lineari totalmente ellitiche alle derivate parziali [Memorie  del la  
Societa i ta! iana  delle Scienze, ~9o9]. 

E n  p u b l i a n t  ma note  des Comptes  Rendus ,  et  m~me en  r4d igean t  le p r e s e n t  t ravai l ,  
j ' ignora i s  les r~sul ta ts  de M. E. E. LEvi. Lorsque  j ' en  ai eu connaissance ,  je n ' a i  pas suppr im6  
la p r e m i e r e  pa r t i e  de ce t ravai l ,  qui  p o u r t a n t  n e  con t ena i t  plus  de r4sul ta t s  n o u v e a u x  que dans  
le  c h a p i t r e  IV.  I1 m 'a  sembl4 qu 'e l le  4 ta i t  n4cessaire  dans  un  expos4 comple t  de la ques t ion  
que j '4 tudiais ,  e t  d 'a i l leurs  m o n  expos i t ion  est  assez d i f f4 ren te  de celle de M. E. E. LEVI. 

UMBERTO CISOTTI. Les comportamento della funzione di Neumann in punti prossimi al con- 
torno [Rendicont i  del circolo ma tema t i co  di Pa lermo,  I9II ,  I ~ semestre].  I1 y a d 'a i l leurs  une  
e r r e u r  dans  la fo rmule  f ina le  de ce t ravai l .  La  formule  qui doi t  ~tre subs t i tu4e  ~ celle de 
M. CISOTTI sera  ind iqu4e  ~ la f in  du w 33. 
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La seconde partie du prdsent travail contient une solution du probl~me B 

pour les fonctions de GREEN et de NEUMANN. Cette solution est compl~tement 

diffdrente de celle de M. CmozzI. La nature de cette solution sera indiqude dds 

le w 2 de cette introduction. 

Quant au probldme A, il ne semble pas qu'on puisse en obtenir dans le 

cas de l'espace de solution satisfaisante. II est facile, on considdrant les expres- 

sions des fonctions de GR~.zN ou de N~UMANN qui rdsultent de la thdorie des 

dquations intdgrales, de voir d'ofi provicnt Is diffdrence entre ce cas et celui du 

plan. Dans le cas du plan en effet, Ic noyau de l'dquation intdgrale qu'on a 

considdrer est une fonction holomorphe; il on est done de m~me du noyau 

rdsolvant, et il en rdsulte que, si l'on cherche /t simplifier la solution en ndgli- 

geant les termes holomorphes, on peut obtenir un rdsultat trAs simple, que 

nous obtiendrons plus loin par une autre mdthode. Dans le cas de l'espace au 

contraire, ]e noyau de l'dquation intdgrale est un noyau singulier; non seule- 

ment cette circonstance rend moins simples les formules par lesquelles on peut 

obtenir la solution, mais elle modifie la nature analytique de cette solution, au 

point qu'on no peut plus obtenir de simplification en ndgligeant lea termes 

holomorphes. 

Les m~mes circonstances se prdsentent si l'on essaie d'employer des mdtho- 

des diffdrentes. La mdtbode de RoBx~ donne la fonction de N~.u~A~ sous la 

forme d'une sdrie telle que, si on consent /t faire une erreur dent les ddrivdes 

d'un ordre supdrieur ~ un nombre donnd p deviennent infinies, il suffit de consi- 

ddrer un hombre fini de termes de cette sdrie. C'est sur cette remarque que 

repose la mdthode de M. CmOTTL Mais le hombre de termes ~ considdrer aug- 

mentent inddfiniment avec p, do sorte qu'on n'obtient encore aucune solution 

acceptable du probldme A. 

w 2. Les fonctions de GREEN et de NzUMA~ sent telles que, si on les a 

obtenues sous une forme quelconque, il est gdndralement facile de v~ri/ier que la 
fonction obtenue est bien la fonction de GR~.EI~ OU de NEUMANN. De m6me, si 

on a obtenu sous une formo quelconque une fonction (p~ rdsolvant un des pro- 

A C'est sur cette blames A et B, il est facile de v~ri/ier cette propridt6 de cf B. 

vdrification que reposent lea mdthodes qui seront ddveloppdes dana ce mdmoire. 

Le principe de cette vdrification exige la connaissance de quelques thdo- 

r~mes gdndraux sur la nature analytique des fonctions harmoniques ddfinies par  

certaines conditions aux limites. Malgrd le caractAre intuitif de ces thdorAmes, 

des ddmonstrations sent dvidemment ndcessaires, et ces ddmonstrations t iendront 

une place importante  dans ce travail. 
Acta  mathematlca. 42. Imprim~ lo 9 septembre 1919. ~7 
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Ceux de ces thdor~mes qui seront dtablis dans la premiere partie ont pour 

but  d'dtablir que certaines fonctions sent  holomorphes. Ce sent des gdndralisa- 

tions de thdor~mes de BttuNs 1 et de MM. SCHWARZ et HADAMARD. s 
La g6ndralisation, consistant seulement dans l ' introduction d 'un param~tre, 

n ' introduisant pas de modification dans les raisonnements, il suffirait de renvoyer  

le lecteur au mdmoire de M. HADAMARD. J 'ai  prdfdrd consacrer le Chapitre I 

de ]a premiere partie s la ddmonstration de ees thdor~mes, afin que ce mdmoire 

se suffise s lui-m6me. 
Les thdordmes gdndraux qui sent ndeessaires dans la deuxilbme partie seront 

dtablis dans le Chapitre I I  de cette partie. Ils n 'ont  pas dtd ddmontrds antdrieure- 

ment,  du moins ~ ma connaissance. 
J e  ddmontrerai ces thdor~mes gdndraux par la vole la plus simple et la 

plus naturel]e qui repose sur remploi des dquations iutdgrales, au sujet des- 

quelles j 'dtablirai dans le Chapitre I de la deuxi~,me partie quelques rdsultats 

nouveaux.  I1 serait assez facile, pour les thdor~mes de la premiere partie, de 

ne pas utiliser la thdorie de ces dquations, mais cela allongerait un peu l'exposi- 

tion. Ce serait au contraire plus difficile pour les thdor~mes gdndraux de la 

deuxi~me pattie. 
Une lois ces thdorbmes obtenus, il m'a paru intdressant d'dviter une nouvelle 

application de la thdorie des dquations intdgrales, et de chereher systdmatique- 

ment tout  co qu'on pouvai t  ddduire de la mdthode de vdrification s laquelle j'ai 

ddj~ fair allusion, et dent  le principe ddcoule tr~s simplement des thdoremes 

gdndraux. 
Cette mdthode oblige ~ introduire a pr ior i  des fonctions harmoniques ayant  

des singularitds convenables. L'dtude de ces fonctions sera l 'objet  d 'un ehapitre 

spdcial. Les expressions asymptot iques cherehdes des fonctions de GREEN et de 

N~UMANN s 'obtiennent  ensuite sous forme de sdries formdes avec ces fonctions 

harmoniques et dent  il est facile de ddterminer suecessivement les coefficients. 

1 H. BRUNS. -- Ueber einen Satz aus der t~otentialtheorir [Journal ftir die reine und ange- 
wandte Mathematik, Band 8I (i875)]. Voir aussi l'dldgant exposd de M. ERHARD SCHYIIDT: Be- 
merkung zur Potentialtheorie [NIathematische Annalen, Band 68 (i9Io)l. 

JACQUES HADA~ARD. - -  Mdmoire sur le probl~mr d'analyse relatif h rdquilibre des plaques 
dlastiques encastrdes. [Mdmoires prdsentds par divers savants ~ l'Acaddmie des Sciences de l'Institut 
de :France, t. XXXIII (I9o8)]. V. pp. ~3--27. 
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P r e m i b r e  p a r t i e .  

Le probl~me A pour le plan. 

CHAPITRE I. 

Th~iori~mes g~n~iraux sur  les fonct ions harmoniques. 

w 3. Etablissons d 'abord le th~or~me suivant, que nous appellerons dans 
la suite th~or~me de BRu~s, bien qu'en r~alit~ il g~n~ralise un peu un th~or~me 
de BRuits. 

C ~tant une courbe analytique rdgulibre ]erm&, ~u(s, it) ~tant une /onction de 
l'arv s et d'un param~tre it, holomorphe sur toute la courbe C et pour it < ./1, lea 
Totentiels de simple couche et de double couche de densitd ~(s, it) sont clans route 
la r~gion intdrieure ~ C et pour it<./1 des fonctions holomorphes de it et des 
coordonndes du point attird. Ces ]onctions sont prolongeablas h l'extdrieur de C et 
restent holomorphes rant que la distance du point attird a C ne ddpasse pas une 
valeur convenablement diterminde. 

D~signons par M le point  du contour C d~fini par  la valeur s de l'arc, et  

par  r la distance de ce point au point attir6 A. Les potentiels consid6r6s dans 

l'~none~ sont d4finis h l'int~rieur de C par les formules 

U, (A, it) ~ / t ~  (s, it) log ~ ds, 

U , ( A , i t ) ~ / . ( s ,  d l o g ~  ~) ~-ds .  
C 

Formons les deux fonctions harmoniques de A, ]~(A, it) et ]2(A, it) d~finies 

par  les conditions de CAUCHY 

/~(M, i t)=~(8, it), d / , (M,  it) 
dn  o; 

d f J M ,  2~) ?t(s, it). / 2 ( M ,  it) = o ,  dn  

Ces fonetions existent, d'apr~s le th6or~me de CAUCHY-Kow~J~EWSKI, et  sont 

holomorphes tant  que it < 1/ et que la distance du point  A au contour ne d~- 

passe pas une valeur convenablement d~terminSe e'. Nous prendrons pour e un 

nombre quelconque inf~rieur h g. 
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Les potentiels U1 et U2 6rant holomorphes en tout  point int~rieur ~ C, il 

saffit  de d6montrer que ces potentiels ou leurs prolongements sont holomorphes 

en tout  point  A1 dont la distance ~ C ne d6passe pas e. Or un pareil point 

peut  Ore  entour6 d 'un contour F ,  coupant C en deux points, et tel que ]es 

fonctions /, et /2 soient holomorphes ~ l'int6rieur de F et sur ce contour. Appe- 

lons C 1 l'arc de C int~rieur s F et F1 Fare de F ext6rieur s C. Appliquons la 

formule de GREEN au contour ferm6 constitu6 par  C1 et F~, et d 'une par t  aux 

fonctions /2 et log q, d 'autre  par t  aux fonctions /1 et log q, q grant la distance 

du point  M qui ddcrit le contour h u n  point fixe A int~rieur h C. En eomp- 

rant  les normales posit ivement dans un sens convenable, il vient 

# (s, it) log r ds = [~(M, it)d log r log r d/2 , ds ,  
d n  d n  

Cl 1"1 

A l'aide de ces formules, on peut  transformer les expressions de U~ et U~ de 

mani~re h reprdsenter ces fonctions par des potentiels de simple touche et de 

double touche situ6es sur l'arc de C ext6rieur s F et sur F~, et dont  les densit~s 

sont fonctions holomorphes de it. Ces fonetions sont donc prolongeables dans 
route la rdgion int6rieure ~ F et sont, en tout  point int6rieur ~ ce contour, et  

en particulier au point consid6r6 A,,  des fonctions holomorphes des coordonn6es 

du point attir6 et de it. Le th6or~me 6nonc6 est doric dgmontr6. 

On peut  ais6ment, comme l'a fair observer M. HADA~ARD, le g6n4raliser en 

remplagant log ~ par la solution fondamentale d 'une 6quation aux d6rivdes par- 
tielles quelconque du type  elliptique. La formule de GRv.E~T, sur laquelle repose 

le raisonnement, dolt fitre remplaede par la formule de r6,ciprocit6 relative h 

cette 6quation. 

w 4. Dans un autre ordre d'iddes, nous aurons besoin du th6orgme suivant, 
presque 6vident, mais assez important  par  la suite pour qu'il soit utile d'insister 

sur sa ddmonstration. 

Lorsque le point attird A vient en un point a du contour, la /onction d log Q 
d n  

se r&tuit ~t une /onction holomorphe de a et de M .  

Pour d6montrer ce th6orbme, observons d 'abord que si une fonction h(s ,  a) 

h (s, a) 
est holomorphe, et si le quotient  ( s _ a ) .  2 est fini, il est holomorphe. En effet, 

en posant  
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h(s, (r) se r~duit h une fonction holomorphe de ~ et 17, 

H(~, 7) ~ Ho(~) + ~H,(g) + ~*H,(~) + . - - ;  

h(s, a) H(~, ~i) reste fini entraine H 0 ( g ) = H 1 ( ~ ) =  o, et par l 'hypoth~se quo ( s _ a ) ~  72 

suite co quotient est holomorphe. 

D6signons maintenant  par  s et a l e s  longueurs d'are d6terminant les posi- 
tions des points M e t  a, et par p la distance du point a h la tangente au con- 

d log q 
tour  C en M.  La fonetion 6tudi~e - - ~ - -  est (au signe pros, si P e t  d n sent 

eompt6s positivement dans le m6me sens) 6gale h ~ .  Or 79 et qs sent des fone- 

tions holomorphes de n e t  a (par d~finition du contour rtgulier les eoordonn~es 
de M e t  a sent des fonetions holomorpbes de n e t  a, et il suffit de former les 

expressions de p et q~ pour vtrifier que ces fonetions sent holomorphes). Les 

P et ~tant finis, repr~sentent des fonetions holomorphes. quotients (s - -  a)* (s ~ a) 2 

Ce dernier no s 'annulant  pas, puisque pour q----o sa valeur est x, leur quotient 

t~ , est bien holomorphe. 

w 5. Nous pouvons maintenant  d6montrer le th~or~me fondamental  do 
MM. SCaWARZ et HADA~aRD, que nous ~noneerons de la maniSre suivante. 

Si  une /onction harmonique du point A et d'un param~tre Z se rgduit, quand 
A ddcrit un contour rdgulier C, ~ une /onction holomorphe de cc tmint et de Z, cette 
]onction est une ]onction holomorphe de A e t  de Z, non seulement ~ l'intgrieur de C, 

main aussi ~ l'extdrieur, rant que la distance du Toint A au contour G ne ddpanse 
pan une valeur convenablement ddterminde. 

Appelons ](A,  )~) la fonetion consid~r~e, et / (s ,  JL) sa valeur en un point M 
de C, d~fini par la valeur s de la longueur d'are. Cette fonction peut  6tre re- 
pr6sent~e h l 'int~rieur de C, d'apr~s N~.UMA~r et M. FRED~OL~r, par un poten- 

tiel de double eouehe de densit6 tL(s, 2), et il suffit, d'apr~s le th6or~me de 
BRu~s, de d~montrer que /~(s, ~) est une fonetion holomorphe de ~ e t  de 2. Or 
la densit4 /t(s, Z) est d~finie, en eonservant les notations du w 4, par l'~quation 
int~grale 

d log I 

r 
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d log x 
q est une fonction holomorphe de s e t  a. Alors, d'apr~s les dont  le noyau dn 

formules de M. FR~.DHOr.M, le noyau r$solvant est aussi une fonction holomorphe, 

et il en est de m~me de la fonction inconnue ~t(s, Z). 
Ce th6orbme est susceptible de g6n6ralisations indiqudes par M. HADA~ARD. 

Ainsi il s'applique si la fonction ](A, Z) au lieu d 'etre  d6finie par la suite de ses 

valeurs sur C, 6tait d6finie par la suite des valeurs de sa d6riv6e normale. Seule- 
merit, comme elle ne serait d6finie qu's une constante additive pros, qui pourrait  
d6pcndre de Z, il faut  ajouter  une hypoth~se suppl6mentaire, par exemple que 

l(s, Z) ds 
C 

soit une fonction holomorphe de Z. D'autres g6ndralisations s 'obtiennent en 
remplagant l 'dquation de LAPLACe. par l '6quation , / J u = o .  Dans ce cas (en 
consid6rant le probl~me aux limites correspondant au cas des plaques 61astiques 
encastr6es), il faut faire ~ la fois les deux hypothbses que la fonction consid6r6e 

et sa d6riv~e normale soient fonctions holomorphes de s e t  Z. Enfin, si au lieu 
d 'un parambtre Z, on introduisait plusieurs paramgtres, les th6orbmes consid6r6s 
resteraient exacts. 

CHAPITRE II. 

La fonetion de Green pour  le plan. 

w 6. La fonction de GR~.~, que nous d~signerons par gA est d~finie par 

les conditions qu'elle s'annu]e quand A est sur le contour C, et que la diff6rence 

9B ~ -  log ~: (r d~signant la distance AB) soit ~ l 'int6rieur de C une fonction 

harmoniquc du point A.  I1 est bien connu que c'est une fonction sym6trique 
de A e t  B, et que la connaissance de cctte fonction permet de r6soudre le pro- 
blame de DIRICHLET par la formule 

( : )  1( -4)  --- E~ I(M) ds, 

ds 6rant toujours l'~|~ment d 'arc d~crit par le point M,  et la d~riv~e normale 
6tant  compt6e positivement vers l'int6rieur. 
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Nous no eonsid6rerons que des contours r6guliers. Le th6or6me de M. 

HAVAMARD (loe. tit. ,  p. 27), d'apr6s lequel la singularit6 de la fonction de GRE~.I~ 
darts le voisinage d'un point du contour d6pend seulement de la pattie du contour 
voisine de ce point, permettrai t  ais6ment d 'obtenir  des g6n6ralisations relatives 

aux contours dont une partie seulement est r6guligre. 
Introduisons une fonction qui jouera un r61e important  tang dans la suite 

de co Chapitre que dans les suivants. C'est la fonetion d6finie, lorsque A e t  B 
song int6rieurs/~ C, par la formule 

C 

Q et r d6signant les distances respectives de A et B au point M.  
La formule de GB~.EI~ appliqu6e aux fonctions log Q et log r donne 

/ l o g  r d l~176162  n 0 

de sorte que ]~  peut encore s'6crire sous les deux formes 

(2) 

(2') 

d log e ' .  
I~  = z log e ~ a s ,  

Etudions ce que deviennent eette fonction et sa d6riv~e normale quand A 
vient en un point a du contour. La formule (2'), d'apr~s les propri6t~s eonnues 

des potentiels de double couche, donne ~ la limite 

I B ~ l o g r + I  l o g (  ds, 
6 

en conservant les notations r e t r  quand A vient en a. Cette derni~re int6- 
grale, consid6r6e comme fonction de B, est un potentiel de simple couehe, dent  

d log Q 
la densit6 ~ est une fonction holomorphe des points M e t  a. Ce potentiel, 
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des potentiels 

au point a, 

d'apr~s le th6orbme de BRu~s, est lui-m~me une fonction ho]omorphe des points 

a e t  B. Donc I~ est la somme de log i e t  d'une ]onction holomorphe. 
r 

De m~me la formule (2) donne, d'apr4s les propri~t~s de la d6riv~e normale 
d 

de simple couche, en d4signant par ~ une d~riv~e normale 

dI~B d l o g r  i { ~ d l o g Q d l O g ~ d s .  
dn dn~ + ~ /  ~ dn 

Cette int6grale, consid6r6e comme fonction de B, est un potentiel de double 

couche dont la densit6 d log Q (qui se d~duit de d log Q d n-~- d--n--en ~changeant les rSles 

des points M e t  a) est holomorphe. D'apr~s le th6or~me de BRU~S, c'est une 

fonction holomorphe des points a e t  B. Donc la d~rivge normale de I~ + log _x, 
r 

A venant en un point a du contour est une ]onction holomorphe des points a et B.  

w 7. Nous pouvons maintenant  d6montrer le th6or~me qui constitue le r6- 
sultat essentiel de ce Chapitre, et qui est le suivant. 

I A La ]onction de GRwEN g~ est la somme de log r - - I B  et d'une [onction holo- 

morphe des points A e t  B. 

Commen~ons par observer que g~ + log r § IB A, eonsid6r4 eomme fonction de 

A, le point param6trique B 6rant int6rieur au contour, est une fonction harmoni- 
que. Eu effet ta somme des deux premiers termes est harmonique, d'apr~s la 

d6finition de la fonction de G R ~ ,  et l 'int6grale I A qui est un potentiel d 'une 

simple ou d'une double touche [d'apr~s (2) ou (2r)] est harmonique. 

D'apr~s le th6or~me fondamental  du w 5, il suffit donc de vdri/ier que 
A gB-t" log r + I~  se r6duit sur le contour ~ une fonction holomorphe de a et B. 

Or le premier terme s'annule, par d6finition de la fonction de GREEN, et la 
somme des deux derniers se r6duit bien h une fonction holomorphe, d'apr~s les 

propri6t6s de I~B que nous venons d'6tablir. 

Ce th6or~me 6taut 6tabli, en formant la d6riv6e normale de la fonction 

holomorphe g~B + log r § I~,  et en utilisant ce que nous savons sur la d6riv6o 

normale de I~,  nous obtenons le r~sultat suivant, relatif ~ la fonction qui inter- 

vient dans la formule (I): 
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d ~ d log E 
gB r La /onction ~ est la somme de ~ e~ d'une /onction holomorphe. ~ 

w 8. I1 est & remarquer que, dans les raisonnements pr$cSdents nous n 'avons 

utilis6 aucune autre  propri~t~ de la fonction de GREEN,  que celles qui consti- 

tuent  sa d~finition. 

Dans l 'application des th~or~mes de BRUNS et de M. HADAMARD, nous 

n 'avons pas utilis6 le fair que les fonctions consid~r~es dans ces th~or~mes peu- 

vent  ~tre prolong~es ext~rieurement ~ C. En reprenant h ce point de vue les 

raisonnements pr~cSdents, on constate que les fonctions I~  et g~ sent prolonge- 

d 
ables h l 'extSrieur de C, et que les fonetions g~ + log r + I ~  et ~ (gB + 2 log r) 

sent  holomorphes rant que A e t  B ne s'61oignent pas, ext~rieurement h C, 

une distance de ce contour sup~rieur ~ une valeur convenablement d~termin~e. 

Les r~sultats du w 7 peuvent  ~tre appliques ~ la d~termination de la fonc- 

tion de GREV.~r, par la m~thode d'approximations successives indiqu~e dans ma 

th~se. ~ I1 faut en effet, pour appliquer cette m~thode, prendre comme premiere 

approximation une fonction diff~rant de g~ par une fonction holomorphe. On 

~oit que, contrairement h c e  quo je pensais en exposant cette mSthode, une telle 

fonction peut  ~tre obtenue bien simplement. 

CHAPITRE III.  

La fonction de Neumann pour le plan. 

w 9- La fonction de NEUMAN~ relative au contour C et aux. points A et 

B,  que nous d6signerons par  7B, est d6finie par les conditions que, si on la 

consid~re comme fonction du point A, la difference ~ -  log _I soit harmonique 
r 

~ l'int6rieur de C, que sa d6riv~e normale sur le contour ait ]a valeur constante 
2 ~  P 
L (L d~signant la Iongueur du contour), enfin que sa valeur moyenne sur le 

i La m4thode  du  tex to  est  une  m4thode  de v6rification.  Lo lec teur  ob t i end ra  a i s4ment ,  
en  s ' i n sp i r an t  de celle qui  sera  appl iqu~e ~ l '~tude de la fonct ion  de GR~ES dans  l 'espace, une  

m ~ t hode  p e r m e t t a n t  d ' a r r i ve r  aux  m~mes  r6sul ta t s  sans  i n t rodu i r e  a priori Ia fonct ion /~B- 

Pxv~ Ll~vY. - -  Sur les 8quations intdgro-diffdrentielles dJfinissant des fonclions de lignes 
(Paris,  Gauthier -Vi l la rs ,  I9II et  Jou rna l  de l 'Eeole Po ly t eehn ique ,  1913). V. w 3I. 

.dora mathemat~a.  42. Imprim6 le 9 septembre 1919. ~8 
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contour soit nulle. I1 est bien connu que c'est une fonction sym~trique des 

points A c t  B,  et que son introduction permet de r6soudre le probl~me de 

I~EUMANN par la formule 

(3) l ( a )  . d n  " 

En introduisant toujours ]a fonction I~ ~tudi~e w 6, nous allons d6montrer 

le th6or~me suivant: 

La /onction de NEUMANN 7~ est la somme de log ~ + I~ et d'une /onction holo- 

morphe des points A e t  B .  

La diff6rence -4 ( I ~) 7B-- log r + I 6rant, d'aprgs los d6finitions des fonctions 

A A 7B et I B une fonction harmonique de A, il suffit, d'apr~s les th6or~mes g6n6raux 

de w 5, de v&i]ier que sa d6riv6e normale sur le contour est une fonction holo- 

morphe du point  consid&6 du contour et de B, et que sa valeur moyenne sur 

le contour est une fonction holomorphe de B.  
Or la d6riv6e normale de la diff6rence consid&6e est bien une fonction 

holomorphe, puisque celle du premier terme a, par d6finition de 7 A, une valeur 

constante, et que celle du second terme est holomorphe, d'apr~s les r6sultats du w 6. 

D 'autre  par t  la valeur moyenne de cette diff6rence sur le contour est bien 

une fonction holomorphe de B.  En effet on peut  n6gliger 7~ dont, encore par  

d6finition, la valeur moyenne est nulle. D'aprgs les r6sultats du w 6, la diff6- 

rence consid6r6e devient, sur le contour la somme de 2 log r et d 'une fonction 
holomorphe de B e t  de a. La valeur moyenne de cette fonction sur le contour 

est 6videmment une fonetion holomorphe de B, et celle de z log r r es t  aussi 

d 'aprbs le th6orgme de BRU~S. Le th6orbme 6none6 est donc 6tabli. 

Les valeurs de la fonction de NEUMA~ quand un des points vient sur le 

contour sont particuli~rement importantes ~ cause du rSle qu'clles jouent dans 

la formule (3). Le point A venant  en un point a du contour, le th6or~me pr6- 

c6dent devient, d'apr6s ee que nous avons 6tabli sur I~ :  

La ]onction 7B est la somme de 2 log I et d'une ]onction holomorphe des points 
r 

a e t  B. 
Les remarques du w 8 relatives h la fonction de GREEN, s 'appliquent ~ la 

fonction de NEUMA~N. 
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C H A P I T R E  IV. 

La fonction de Green d'ordre deux pour le plan. 

w xo. Consid6rons la fonction de GREEN d'ordre dcux, G~. ElM est d6finie 

de la mani~re suivante: consid6r6e comme fonction de .4, elle est la somme de 

r s log ~ et d 'une fonction biharmonique et elle s 'annule sur le contour ainsi que 
r 

sa d6riv~o normale. 

J 'ai  d6montr6 dans ma th~se 1 que |a diff6rence G~--rSg~ est holomorphe. 
Par  suite: 

/onotio. ,st r' log et /o tio  holo o p , 

des points A et B .  
Voici une d6monstration directe de co r6sultat. 

Observons d 'abord que l 'expression G ~ - - r  2 log L + r~ a r I B est une fonction 

i a r ~ 1~ biharmonique de A; en effet G ~ - - r  2 log r l 'est par d~finition de G B, et  

l 'est en vertu de ce th6or~me, dent  la v6rification est imm6diate, que le produit  

de r 2 par une fonction harmonique est une fonction biharmonique. 

I1 suffit done, d'apr~s les th6or~mes g~n6raux du w 5, de v~rifier que cette 
expression so r6duit, quand A vient en un point  a du contour, h une fonction 

holomorphe de a e t  de B, et qu'il eu est de m~me de sa d6riv6e normale. 

Pour  la fonction elle-m~me, e'est 6vident, puisque G~ s'annule par d6fini- 

tion et  que 1 ~ - - l o g  ~ devient sur le contour une fonction holomorphe de a et  

B,  d'apr~s le w 6. 

Quant  ~ la d6riv6e normale, celle de G~ s'annulant, d'apr~s la d6finition 

de cette fonction, elle s'6erit 

dr  a . r ) + 2 r d ~ .  r ~ ~ (1B a - -  log r) + 2 r dn-~ ( ln + log 

Elle est done 6galement holomorphe, d'apr~s los r~sultats du w 6, et pareo quo 
dr  

r d - ~ ,  qui est au signo pros la distance du point B h la tangente au contour en 

a,  est 6galement holomorphe. La r~sultat 6none6 est done ~tabli. 

t L o c .  c i t . w  35.  - -  Les nota t ions  employees  dans le travail  cite 6tant  diff~rentes de celles 
du travail  actuel,  le r6sultat  rappel~ dans le t ex te  ~tait ~nonc~ sous uno forme un peu diff6rente.  
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I1 est int6ressant de connaltre aussi les valeurs, quand A vient en a, de 

JA G~ et de sa d~riv~e normale, ces quantit6s jouant  dans le problbme de d~ter- 

mination d'une fonction biharmonique par  ses valeurs au contour et celies de sa 

d a pour Ie problbme de DIRICrrLET OU d6riv6e normale le m6me r61e quo ~-~ag B 

7B pour le probl6me de N~uMA~.  
Pour  cela partons de l'expression u =  r~g~ qui ne diff6re de G~ que par  

une fonction holomorphe. En prenant  des axes de coordonn6es passant  par B, 
et parall61es & la tangente et ~ la normale au contour C au point a v e r s  lequel 

nous voulons faire tendre A, et appelant x et y les coordonn6es de A, il vient 

J A u  = 4 g B +  4 x ~ + 4 y - ~ - - ~ ,  

A ~ A 9_ A 

tuy ay ' oxoy uy 

Quand A vient en a, ces formules deviennent, en vertu des propri6t6s 41$men- 
taires de la fonetion de GaE~ ' ,  

dg~ 
, t , , u=  4 y d ~ ,  

a 
~ u = s ~ - ~ +  y---, dn~ 4x~-a dn~, + 4k dn,~ 

k d~signant la eourburo du contour C au point a e t  a la valeur de s on ee point. 

I 
dg~ d log r 

Or, d'apr~s le w 7, $ ~  ne diff~re que par une fonction holomorphe de 2 ~ ,  

2 y Done, en n~gligeant des termes holomorphes, les expressions r$" e'est-&-dire d e - - - -  

(4) deviennent 
y2 

- - 8 ~ ,  

y~ yS 

ou enfin, en appelant  p la distance du point B ~ la tangente au contour C en 

a ,  e t  e n  observant que y = -  p ,  

p~ ps p~ 
- - 8  7 ,  ~67~--8k V. 
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Comme u ne diff~re pas de G~ que par une fonction ho]omorphe nous ob- 
tenons les r~sultats suivants: 

G~ est la somme de - -8  P~ et d'une /onction holomorphe L' expression des 

points a el B. 

d ps p2 
J,G~B est la somme de i 6 ~ - - - 8 k ~ u  et d'une fonction L' expression holo- 

morphe des points A et B.  

w ~I. On peut  ~videmment concevoir d 'autres applications des principes 
qui precedent. Toutefois le champ des g~n~ralisations n'est pas aussi vaste qu 'un 

examen superficiel pourrait  le faire penser. 

On a en effet observ~ le r61e essentiel que jouait cette circonstance que 
d log r 

d----n-- est sur le contour une fonction holomorphe des deux points dont d~pend 

cette expression. Cette expression ~tant le noyau de l'$quation int~grale dont 

d~pend la r~solution du probl~me de DmmHL~T, on volt qu'il ne faut s 'at tendre 
s pouvoir g~n~raliser nos r~sultats que dans les questions dependant  d'~quations 
int~grales ~ noyaux holomorphes. Or la plupart  des probl~mes aux limites rela- 
tifs s des ~quations du type elliptique autres que l'6quation de LAPLACE condui- 
sent ~ des ~quations s noyaux non holomorphes. Tel est le cas par exemplo 

pour lo probl~me de DIRmaL~.T relatif h l'~quation 

, t u §  ku----o. 

Dans le cas de l'espace, on rencontre la m~me difficultY, comme nous l'avons 

d~j~ observ& S'il n'est pas possible d'~tendre au cas de l'espace nos r~sultats 
essenticls, on pourrait  se demander si l'on pout g~n~raliser du moins les rela- 

A A A tions simp]es qui existent entre les fonctions gB, 7B et G B. Nous allons voir 

qu'il n 'en est rien. 

D'apr~s les r~sultats des w 7 et 9, la fonction g~ % 7~B--2 log ~ est holo- 
r 

morphe. On doit donc se demander, dans le cas de l'espace, si la fonction 

gB A § ?B~ __ r-2 est holomorphe. Or s'il en ~tait ainsi, il en serait de m6me, A et B 

�9 venant  en deux points a e t  b de la surface, de l'expression 

d a 

d i  2_pp 
qui no diff~re que par une constante de - - 2 d - ~  r ~ - -  rS, p ~tant la distance 
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do b au plan tangent  ~ la surface eonsid6r6e en a. Or cette expression n'est 

manifestement holomorphe pour aueune autro surface que le plan. 
a 

On pout aussi se demander s i l e  fair que Gz--r~g A soit holomorphe est 

exact  dans le eas do l'espaee. Or, s'il en 6tait ainsi, l 'expression 

(5) d a ~ a 2 d a 
dn (GB--r gB)=- - r  -~n~gB 

d a 
serait holomorphe. Or nous verrons plus loin que ~-~gB est la somme de 22re 

et d 'une expression qui est au plus de l 'ordre de grandeur de ~, quand B e s t  
r 

voisin de a.  I1 en r~sulte que l 'expression (5) est la somme de --9._pp et d 'une 
r 

quantit6 infiniment petite. La valeur limite de ~ d6pendant de la mani~re dont  
r 

B tend vers a, cette expression ne peut  pas ~tre holomorphe. 

D e u x i ~ r n e  p a r t i e .  

Le probl~me B pour l'espace. 

CHAPITRE I. 

Sur la composition des fonctions singuli~res. 

w I2. Avant  d'6tablir los th6orbmes g6n6raux dent  il a 6t6 question dans 

l ' introduetion et qui feront l 'objet  du Chapitre II, il faut 6tablir quelques r6sul- 
ta ts  pr61iminaires sur certaines 6quations int6grales ~ noyaux singuliers et sur 

la composition de ces noyaux. Avant  m~me d'6tablir ces r6sultats, nous 6ta- 

blirons quelques lemmes relatifs aux fonctions singulibres que nous aurons 
eonsid6rer. 

Voioi los notations que nous emploierons dans tout  ee ehapitre. 

Nous consid6rerons deux points A e t  B fixes dans une aire plane S, et un 

point M mobile dans cette aire. Nous appellerons d S l'616ment d'aire d6erit par  
le point M, ~ et ~ sos eoordonn6es, x et y cellos de A, x r e t  yr eelles de B, r Qr 

et r los distances MA, M B  et AB, Z la portion de l'aire S int6rieure $ une 

cireonf6rence de rayon r ayant  pour centre le milieu de AB, Z r la portion de 

l'aire S ext~,rieure K cette eireonf6rence, et ZI et Z~ les portions de l'aire Z situ6es 
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respectiviment, par rapport  h la droite r = Q' (perpendiculaire s A B  en son milieu), 

du c6t6 de A et du c5t6 de B. Enfin K repr6sentera toujours un nombre ind6- 
pendant  des points A et B, qui d'ailleurs ne sera pas le m6me dans les diff6- 

rents 6nonc6s qui vont suivre, ou m6me dans les diff6rentes parties d 'une m6me 
d6monstration. 

Lemme I. t __ L'intdgrale 

K 
admet une limite supgrieure de la [orme r~ + a -  2 si a + fl > 2, de la [orme K log ~r si 

a + f l ~ 2 ,  et de la ]orme K , i  a + # < 2 .  

En effet, q r 6tant > 0 dans la r6gion 2~ r, nous augmentons I en rempla~ant 
- -3  

i 3 
~ par  O -. Nous augmentons encore cette int6grale en rempla~ant le champ d'int6- 

gration 2~' par la couronne circulaire r < q < l, l d6signant la plus grande distance 
2 

de deux points de l'aire S. La nouvelle int~grale obtenue, 

I 

3#2z  / dQ qa+~-I  
r 

admet  6videmment los limites sup6rieures indiqu6es dans l'6nonc6. 

L e m m e  I I .  - -  S i  a < 2, l'int~grale 

2P 

K 
admet une limite 8ulMrieure de la ]orme r~+Z_2 

I C e  l emme et  le suivant ,  que l 'on pr6sente  en g6n6ral sous une forme un peu diff6rente ,  
son~ ceux sur  lesquels  repose la th6orie  cIassique de l ' i t6rat ion des noyaux s ingul iers  des ~qua- 
t ions int6grales. Ayant  besoin de compl6ter  cet te  th6orie au point  de rue  de l '~tude des ddri- 
v6es des noyaux it~r~es, nous fe rons  un f r4quent  usage de ces lemmes.  
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x En effet, nous augmentons I~ en remplagant ~ par son maximum 2r dans la 

r6gion :~,, puis en remplagant cetto r6gion par  le cerele O < z r. La nouvelle int6- 

grale obtenue s'6erit 

2r 
d~ 

, jQ - r~+p-2 
o 

On aurait  de m6me une limite sup6rieure de l'int6grale analogue s la pr6c6. 

dente mais prise dans le champ ~2. Nous savons done limiter sup6rieurement, 

dans les diff6rentes portions de l'aire S, los  int6grales de fonctions ayant  une 

K 
limite sup6rieure de la forme - -  pourvu que, dans les r6gions consid6r6es, ~ er~ ' 

l 'int6grale de cette limite sup6rieure air un sens. 

w I3. Consid~rons une fonction [ (A,B)  qui soit finie et continue dans la 

r6gion S ainsi que routes ses d$riv~es rant  que les points A et B sont distincts. 
Supposons qu'un nombre h soit tel que, dans route r6gion S r int~rieure ~t S et 

sans point  commun avec son contour, et m6me si A et B sont tr~s voisins, la 

I fonction ] (A ,B)  soit finie si h < o  et infinie au plus comme ~ si h > o, et que de 

plus, quel que soit l 'entier positif i, toutes les d~riv6es d'ordre i de [ (A, B) soient 
I 

finies si h + i <  o et infinies au plus comme ~ si h + i > o. Supposons cnfin 

que, si h < 2, quelle que soit la fonetion holomorphe to (A), les fonetions 

soient holomorphes. 1 Nous dirons qu'une fonction v6rifiant routes ces conditions 
es t  singuli~re d'ordre < h. 

Si de plus le module de 1 (A, B) admet  une limite sup6rieure de la forme 
K 
r-~, et que, quel que soit l 'entier positif i, les modules de toutes les d6riv6es 

K 
d'ordre i de ] (A, B) admet tent  une limite sup6rieure de la forme r ~  nous dirons 

que cette fonction est singuli~re d'ordre < h  au ~ens strict. Cette d6finition n 'est  

i Cette derni~re hypoth~se est  peut-~tre une  cons6quence n6cessaire des pr6c6dentes,  au 
moins  de cer ta ines  hypo theses  moins  res t r ic t ives  en apparence.  Mais il serait  plus long de 
r6soudre cet te  quest ion que de v6rifier d i rec tement ,  dans  les appl icat ions que nous avons en 
vue, que cet te  hypoth~se  est  b ien r6alis6e. 
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6videmment plus restrictive que la pr6c6dente que si h < o .  Si h > o ,  les deux 
d6finitions sent  identiques. 

Uno fonetion [ (A, B) sera dite singuli~re d'ordre (h)ou rgguli$re d'ordre (--h) ,  

(au sens strict ou non), si, quelque pet i t  que soit ~, elle est singuli6re d'ordre 
< h + r ,  mais non d'ordre <_h--e.  t 

Si une fonction / ( A , B )  est singuli~re d'ordre (h), une quelconque de ses 

d6riv~es d'ordre i est singuli~re d'ordre (h + i) au plus. Nous aliens m~me ~tablir 

qu'elle est d 'ordre (h + i) exaetement. I1 suffit d'$tablir ce r~sultat pour i----I 

et pour la d~riv~e 8/(A,B). Pour eela nous supposerons cette d6riv4e d 'ordre 
8x 

(/r + I) et nous 6tablirons que k~h .  
Consid~rons h cet effet une circonf6rence 7 de centre B e t  de rayon fini 

ind~pendant de B. Par le point A, suppos6 voisin de B, menons une parall~le 

l'axe des x, qui coupe 7 en deux points; soit AI celui de ces deux points qui 

est le plus voisin de A. En d~signant par D u n  symbole de d~rivation quel- 
conque, d'ordre j ,  on a 

AA 
l 

Or D](At B) est fini sur tout  le cercle 7. Par  hypoth~se, D O/(A'B) est fini si 

I 
b + j +  I <o ,  et dans le eas contraire, devient infinie moins r i te  que rk+i+t+, ,  

quelque petit  que soit e. On d~duit alors de la formule pr~e~dente, par un calcul 

facile, que D/(A,B) est fini si b + : <  o, et dans le cas contraire devient infini 

I 
moins vite que ~ ,  quelque peti t  quc soit ~. Done / (A ,  B) est une fonction 

singuli~re d'ordre (b), et on a bien b = h. 

Consid6rons maintenant une f o n c t i o n / ( A ,  B), r~guli~re d'ordre (h), c'est-h- 

dire singuli~re d'ordre (--h) ,  h ~tant positif. Soit i le plus grand entier inf$rieur 

i On pour ra i t  i n t rodu i re  une  no t ion  plus pr6cise, en  appe lan t  fonction singuli~re d'ordre h 
une  fonc t ion  s ingul i~re  d 'o rdre  ~ h d e n t  au moins  une  d6r iv6e  d ' ind ice  assez 61ov6 i d e v i e n n e  

I 
e f fec t ivemen t  inf inie  comme r ~ "  Mais, pour  t i r e r  do ce t te  no t ion  u n  pa r t i  ut i le ,  il f audra i t  

mod i f i e r  un  p e a  nos  p r emie re s  d~fini t ions .  Ainsi ,  dans  la d~f in i t ion  des  fonc t ions  s ingul i~res  

K log x K , d a n s  le cas oh hwi__<o, pa r  ~ r Comme au  sens  str ict ,  il f audra i t  r emp lace r  ~ 

dans  la sui te  de  co chapi t re ,  la no t ion  de  fonct ion  s ingul i~re  d 'ordre  (h) nous  suffira,  il es t  inu t i l e  
d ' i n t rodu i r e  des t e rmes  loga r i thmiques  dans  nos  d4f ini t ions .  Dans  le chap i t r e  I I I ,  nous  donne-  
t ons  dans  le m~me ordre  d ' id~es des d~f in i t ions  un  peu  dif f6rentes .  

-4eta m ~ m ~ i c a .  42. Imprim6 lo 10 septembre 1919. 
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h (h> i>_h--x). La fonetion / ( A , B )  et ses d6riv~es d'ordre <_i par rapport  

x e t y  sont finies. On peut  done trouver un polyn6me P ( A , B )  d'ordre i en 

x et y, ~ coefficients fonctions de B, et tel que la diff6rence 

l, (A, B) ----- 1 (A, B) - -  P (A, B) 

s 'annule quand A est en B ainsi que ses d6riv~es jusqu's l 'ordre i par rapport  

x e t  y. Or toutes les d6riv6es d'ordre i + x  de / I (A ,B )  par rapport  ~ x et y, 
K 

qui sent  les m~mes que celles de ] (A, B) sent  inf6rieures en module h r~+l_h+ ~, 

quelque peti t  que soit e. Les d6rivi~es d'ordre i de /1 (A, B) peuvent  alors 6tre 

obtenues en int6grant les pr6c6dentes le long de la droito B A, et on trouve 

qu'elles sent inf~rieures en module s r h -~-8 ,  quelque peti t  que soit e. On limits 

de m6me suecessivement les d~riv~es d 'ordres i - - x ,  i - - 2  . . . .  , I de [t (A ,B)  et 

oette fonction elle-m6me, et on constate ainsi qu'elle est r4guligre d 'ordre (h), au 

sens strict. Nous avons done 4tabli le r~sultat suivant:  
Touts [onction rdguli~re d' ordre (h) est la somme d'une /onction rdguliSre d'ordre 

(h) au sens strict, et d'un polynOme en x e t y  de degrd in/grieur ~ h dent lee coe]/i- 
cients sent des [onctions /isles et continues de B. 

On peut  6videmment dans cet ~nonc~ ~changer les r61es des points A et B. 

w x4. Dans la th~orie des ~quations int~grales, on appelle composition l'op~- 

~tant donn~es deux fonctions ] (A ,B)  ct ~o(A, B), h. former ration qui consists, 

la fonotion 
P P  

(2,) F(A,B)  = ] J / (A,M) 9(M,B)dS.  
J J  

Les fonctions singuli6res que nous consid6rons sent par  d6finition telles 

qu'en les composant avec une fonetion holomorphe d~pendant d 'un seul des points 

A e t  B, on obtienne toujours une fonetion holomorphe. Bien entendu ees fone- 

tions doivent 6tre singuli~res d'ordre inf6rieur ~ 2 pour que l 'op6ration do com- 

position air un sens. 

Nous allons maintenant  d6montrer le th6or~me suivant, relatif ~ la compo- 

sition des fonctions qui sent  toutes les deux singuli~res. 
Si lea /onctions / (A,  B) et q~ (A , B) sent singulikres d' ordres respecti/s (h) et (Ic) 

in/drieurs ~ z, la /onction 

F (A, B) = ; ] ' ]  (A, M) q~ (M, B) dS 
J r /  

S 

est singulikre d'ordre (h + k - - 2 )  au plus. 



(3) 

En posant 
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V6rifions d 'abord que les int6grales ana]ogues aux int6grales ( i ) form6es  
avec F ( A , B )  sent  holomorphes, si co(A) est holomorphe. Consid6rons l 'une 
d'elles, par exemple 

Y~ (A) = f ( F  (A, M) o~ (M) aS. 

elle s'6crit 

(A) = / f  (.4, M) (M) dS, 

~ f  
(A) =J)/(A, M) (M) dS. 

Puisque par hypoth~se les int~grales du type  (i) form6es a v e c / ( A , B )  et q~(A,B) 
sent holomorphes, la fonetion ~ (A) et par suite la fonetion ~ (A)sent  holomorphes. 

I1 faut maintenant  6tablir l 'existenee des d6riv6es de F (A, B) et t rouver  
des limites sup6rieures de leurs modules. Etudions dans ce but  une des d6riv6es, 
que nous repr6senterons par 

(4) D ~ F  (A, B), 

D grant un symbole de d6rivation d'ordre i par rapport  ~ x et y, coordonn4es de 

A, et ~ un symbole de d6rivation d 'ordre j par rapport K x' et y', eoordonn6es de 

B. La limite sup4rieure que nous cherehons doit ~tre finie si h + k + i + j - -  2 < o, 

K 
et dans le cas contraire de la forme rh+k+~+~_2+, ~ ~tant aussi petit  qu'on 

veut. Plusieurs cas sent  ~ distinguer suivant les valeurs de i e t  j. 
Premier caB. h + i < 2, Ir + j < 2. 
On peut ~crire dans ce cas 

(4') D~) F (A, B) = f / D  t (A, M) ~ ~ (M, B) dS, 

la d6rivation ~tant 16gitime, puisque l'intSgrale obtenue est absolument et uni- 
form~ment eonvergente. La fonetion D / ( A , M )  admet  en module une limite 

K 
sup6rieure de la forme ~-47~'  e ~tant aussi peti t  qu'on veut, si h +  i > o ,  et est 

finie si h+  i < o .  De m~me ~ ( M , B )  admet  en module une limite sup6rieure 
K 

de la forme ~ ,  si / c + j > o ,  et est finie si / r  Les lemmes I et I I  nous 
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montrent  alors que l 'expression (4'), dans le cas off h + k + i + ] - -  2 > o (ee qui 
K 

n'est possible que si h + i > o, k + ] > o), est inf4rieure en module h rh +k + i + j -  2+ ~' 

6tang aussi peti t  qu'on veut  et K convenablement choisi. Duns le eas contralto 

elle est finie. C'est bien la limitation quo nous voulions obtenir. 

Deuxi~me cas. h + i ~ z, k + ? ' < ~ .  

La d6riv4e 4tudi6e (4) peut  dans ce cas s'6crire 

(4") D~)F (A, B) -~ D ~ [  (A, M) qD, (M, B) dS, 

la fonction ~0, (A, B) = ~) rp (A, B) 4tang singuli6re d 'ordre (k + ]). 

Montrons d 'abord que nous pouvons supposer cette fonction singuli~re d 'ordre 

(/r +?') au sens strict, si k + i < o. En effet le cas g6n6ral so ram6ne ~ ce cas en 

a joutant  ~ ~o,(M,B) des termes do la forme 

les fonctions ~p (B) 4tang finies. Cela revient ~ ajouter h l'expression (4") des 
termes de la forme 

tp (B) D ; ; [  (A, M) ~'~ ~ d S, 
t/ ,] S 

qui song finis, puisque la fonction sur laquelle on effectue l 'opgration D est holo- 

morphe comma 4rant de la forme (i). Nous voyons donc bien que pour t rouver  

une limite sup4rieure de l'expression (4"), il suffit de la t rouver  dans le cas oh 

cf~(A,B) est une fonction singuligre d 'ordre (k+~') au sens strict. 
D4composons maintenant  le champ d'int~gration S e n  deux champs, 2~ + 2 

et 2~. Bien entendu, bien que la d~finition de ces champs (w i2) montre qu'ils 

ddpendent de A, nous pouvons les consid4rer comme fixes lorsque nous effectuons 
la d4rivation D. 

(4") se pr4sente alors comme la somme de deux termes. Le L'expression 

premier terme 

esg inf4rieur en module 

/ D  I (A,M) ~o  (M,B)dS 
~ + I' 

/ / i h  + i+ ~ l  b +J+ ~ ~ '  
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et les lemmes I e t  I I  nous en donnent une limitc sup6rieure qui est bien de la 

forme voulue. 

Il reste ~ 6tudier le terme 

(5) 
f f  

D ~ ] /(A,M) 9,(M,B)d8. 

Posons i = i I + i2, il 6tant le hombre entier tel que i < h +  il <2. Remplapons 

~1 (M,B) par son d6veloppement en s6rie de TAYLOR limit6 aux termes de degr6 i2 

autour  d 'un point A0, de coordonn~es x 0 et Y0. Nous supposerons que A0 coincide 

avec A, mais nous ~crirons tout  de m6me A0, pour indiquer qu'en effectuant la 

d6rivaton D on n'a pas h tenir compte des termes qui contiennent A0. 

Nous avons donc de nouveau deux sortes de termes h distinguer, les premiers 

termes de ce d6veloppement, et le reste. Consid6rons d'abord les premiers termes, 

de la forme 

(6) X (Ao,B)(~--xo)'~(~--yo)~, (a+ fl < i~-- I), 

X(Ao,B) 6rant une fonction singuli~re d'ordre (b + ~ + a + fl) au sens strict. Les 

termes correspondant de (5) peuvent  s%crire 

(7) X(Ao ,B)D/ / / (A ,M)(~- -xo) . (~ - -yo)~dS  
S 

-- X (Ao,B) f f D l (A,M)(g-- xo)" (7 -- Yo) pdS. 
t/  J 

L'int6grale prise dans le champ S, ~tant de la forme (I), a ses d~riv6es finies. 

Le produit  de sa d6riv6e par X (Ao,B) est done infini au plus comme une fonction 

singuli~re d'ordre (b + ~+ a + fl), et si on observe que 

b + j + a + f l < I c + j +  i2--I  + h + i ~ - - i  = h + k + i + j - - 2 ,  

on voit qu'on a bien pour ce termc la limitation voulue. Dans l 'autre int~grale 

K 
de la formule (7),~ la fonction int6gr~e a son module inf~rieur ~ h + i - - a - - . 8 - - e  

L'int6grale, en vertu des lemmes I et II,  et de ce que h + i - - a - - f l > z  est donc 

K 
infinie auplus  commera+ i_a_~_2+~  Son produit  par X(Ao, B) est donc infini au 

plus comme une foneton d'ordre (h + ]c + i +  ~--2).  Nous avons done pour tous 

les termes de l'expression (7) la limitation voulue. 
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Consid6rons maintenant  le reste de la s6rie de T i ~ o R .  I1 est la somme de 

i~ + i termes de la forme 

X (M, Ao,B) (~--xo) ~ (7--  Yo) ~, (a+ fl--'-- i~), 

l a  fonction X (M, Ao, B ) 6tant inf6rieure au module maximum des d6riv6es d'ordre 
i~ de ~0~ (M,B) quand M d6erit la r6gion Z~, c'est-s ayant  une limite sup6rieure 

de la forme K r~+r ~, ~ 6tant  aussi peti t  qu'on veut. Les termes correspondant 

de (5) s'4crivent 

I X  (M, Ao, B) D 1 (A, M) (~ - -  xo) ~ (7 - -  Yo) p dS,  
21 

eette int6grale ayant  bien un sens, puisque ]a fonction int6gr~e est infinie en A 

d'ordro ( h + i - - a - - f l - - - - h + i l < z ) .  Lo lemme II  nous donne alors de ce t te in t~-  

K 
grale une limi~e sup~rieure de la forme rh+k§ :Nous avons done finale- 

ment obtenu la limite sup6rieurecherch6e pour t o u s l e s  termes qui consti tuent  

l 'expression (4"). 

Troisi~me cas. h + i < 2, k + j > 2. 
Co eas so traite dvidemment comme le pr6c6dent, en ~changeant les r61es 

des points A et B. 

Quatri~me cas. h + i >_a, k + j > a. 
Ce eas se trai te ais4ment par  les m6mes precedes que le second. On ddcompose 

le champ S e n  trois champs ~r, ~1 et ~2- Pour  l'int~grale relative au champ ~r, 

le lemme I nous donne sans difficult~ la limitation eherch6e. Les deux autres 
int~grales se d6duisant l 'une de l 'autre par  l'6change des points A et B, il suffit 

d'~tudier l 'une d'elles, par exemple celle qui est 6tendue au champ ~ .  Le proe6d6 

employ5 pour l'~tude du deuxi~me eas s 'applique dans ee bu t  sans modification, 

car il ne tenait  aucun compto de l 'hypoth~se k + ~" < a. 

Ayant  obtenu dans tous los cas la limite sup~rieure eherch~e, nous avons 
d4montr~ le th~or~me ~nonc6. 

w I5. Les resultats precedents se pr~tent h quelques g6n~ralisations. On peut  

observer que, pour limiter sup6rieurement une d6riv6e de 2' (A, B) d 'ordre n ~-- i + 7" 
nous n 'avons introduit  h aucun moment  dans les ealculs des d6riv6es d e / ( A , B )  

et de r d'ordre sup~rieur h n. Done: 

Si  les /onctions / (A,B) et go (A,B) et leurs ddrivdes ~usqu'~ l'ordre n admettent 
en module les limitations indiqudes pour des/onctions singul@res d'ordres respecti/s 
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(h) et (Ic) inl6rieurs & 2 et leurs dgriv~a~, si de plus ces ]onctions vgri[ient la condition 
auxiliaire relative aux intggrales du type {~), la ]onction 

F ( A,B) - ~ / /  I ( A ,M)  @ (M,B) d 8  

et ses ddriv6es jusqu'~ l'ordre n admettent en module les limitations indiqu6cs pour 
une ]onction singuli~re d'ordre (h + k - -  2), et de plus cette ]onction v~ri]ie la condition 
auxiliaire relative aux int6grales du type (I). 

I1 n'est pas m6me n~cessaire de supposer l'exi~tence des d~riv~es d'ordre n + x 

de [ (A,B) et ~0 (A,B). 

On peut  observer encore, d'apr~s les raisonnements du w x4, que s i r o n  veut  

une limitation des d~riv~es d 'ordre n de F (A, B) par rapport  aux coordonn~es de 

A seulement, il suffit do connMtre les limitations des d~riv~es de ] (A,B) et ~ (A, B) 

jusqu'~ l 'ordre n e t  par  rapport  aux coordonn~es de A seulement. 

On peut  aussi rcmplacer les hypotheses relatives aux int~grales (x) par  des 

hypotheses moins restrictives, et cela de deux mani~res diff~rentes. 

D'une part ,  si on veut  ~tudier les dtriv~es de aV(A,B)par  rapport  aux 

coordonn~es de A seulement, il suffit de faire des hypotheses sur la premiere 

de ees int~grale~, 

f/ l (A, M) o~ (M) aS, 

qui dans ce cas intervient seule dans les raisonnements du w 14. D'autre part,  

l 'hypoth~se relative ~ ces intdgrales peut, si ]'on veut  ~tudier seulement les d~ri- 

vdes de F ( A , B )  jusqu'~ l 'ordre n, ~tre remplac~e par  l 'hypoth~se moins restrictive 

que ces int6grales admet tent  des d~riv~es finics et continues jusqu'~ l 'ordre n. 

I1 suffit m~me de supposcr qu'il en est ainsi lorsque ~(A)  est un polyn6me de 

degrd n - -  x. 
Cela suffit pour qu'il en soit de m~mc lorsclue ~(A) est une fonction finie 

et  continue ainsi que ses d~riv~es ]usqu'~ l 'ordre n, et  m~me lorsque e 'cst  une 

fonction finie et  continue ainsi que ses d~riv~es jusqu'~ l 'ordre n - - i ,  et  que ses 

d~riv~es d'ordre n - - i  sent  uni]orm6ment continues c~ la LxPSCHITZ, avec un expo- 
s a n t a  > h - - I .  [Nous disons qu'une fonction ~2(A) est uniform6ment continue 

~. la LIPSCHITZ avec un exposant  a lorsqu'on a 

I ~ ( B ) - - $ 2 ( A ) I < K r %  (o < a < x ) ,  
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K 6rant ind@endan t  de A et B.] Si, en offer, co (A) v6rifie ces conditions, co (M) 
peut  6tre regard~e comme la somme d 'un polyn6me on ~,~ de degr6 n - - i  et 
d 'une  fonction admet t an t  une limite sup~rieure de la formo KQ ~-~+~ Chaque 
int6grale (I) est alors la somme de deux termes: pour  le premier, los d~riv6es 
d 'ordre  n existent par  hypoth~se: pour  le second on pout  les former par  la r~gle 
de L ~ z .  D'ailleurs cos d~riv6es sont bien des fonctions continues. 

w i6. Nous pouvons main tenant  appliquer los r6sultats pr6c~dents aux ~qua- 
tions int6grales. Nous allons d6montrer  le th6orbme suivant :  

Soit ef (A) une /onction ayant des dgrivdes /inies et continues ]usqu'~ l'ordre n. 
Soit / ( A , B )  une /onction admettant, ainsi que sos d~riv~es jusqu'~ l'ordre n par 
rapport aux coordonndes de A los Hmitations indiqudes pour une /onction singuli~re 
d'ordre (h) in/drieur ~ 2 et ses ddrivges. On suppose de plus que l'intggrale 

(8) ; /  (A, M) co (M) dS  

S 

soit /inie et continue ainsi que ses dgrivdes ]usqu'~ l'ordre n lorsque la /onction o (M) 
e~t holomorphe. On suppose on/in que l'gqi~ation intdgrale 

(9) ~P (A) + ; ; / ( A ,  M) ~ (M) dS  = 9 (A) 
J r /  

admette une solution et une seule. Cette solution admet des ddrivdes ]usqu'~ l'ordre 
n / i n i e s  et continues. 

On sait, on effet, que l '6quation (9) pout  6tre remplac6e pour  la d6termination 
do la fonction ineonnue ~p (A) par  une quelconque des 6quations 

(io) ~p(A)+ f ; /~ (A ,M)~p(M)dS~- -q~(A)  i----i, 2 . . . . .  ), 

s 

off 
P P  

/ o ( A , B ) ~ / ( A , B ) ,  t ~ ( A , B ) ~ - -  I ~ l i_ 1 ( A , M ) / ( M , B ) d S ,  
v ~  i ,.] 

q~0(A) ~ 0 ( A ) ,  ef/(A)---~ef~_ 1 ( A ) - - F ~ / ( A , M ) e p I _  1 (M)dS.  
J J  

b' 

D'apr~s ]e th~or~me du w I5, los fonctions /~(A,B) et leurs d6riv6es jusqu'& 
l 'ordre n admet t en t  los l imitations indiqu6es pour los fonctions singuli6res d 'ordre 
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(h+ih--2i). Done pour i assez grand (si par exemple h----i pour i = n + 2 )  
toutes ces d6riv6es seront finies. Mais alors d'apr~s les formules de M. FRV.DHOLM, 

le noyau r6solvant F~ (A, B) de l 'equation (IO) admet  aussi des d6riv6es finies et  
continues jusqu's l 'ordre n. 

D'autro part,  d'apr~s les hypotheses relatives g l'int6grale (8) et d'apr~s les 
remarques finales du w 15, les fonctions 9~(A) sent  finies et continues ainsi que 
leurs d6riv6es jusqu'g l 'ordre n. Il e n e s t  alors de m~me de la fonction ~2(A), 
d6finie par  la formule 

~V(A) =9~(A) + f/F~(A,M)9~(M)dS, 

C. Q. F. D. 

On verrait de m~me, d'apr~s les remarques finales du w I5, que si les d6riv6es 
de ~(A) sent finies et continues jusqu'h l 'ordre n - - i  seulement, et si les d6riv~es 

d 'ordre n - - i  sent  uniform6ment continues s la LIPSCHITZ avec un exposant a > h - - i ,  

il en est de m~me pour les fonetions ~ ( A )  et par suite pour ~(A);  la diff6rence 

~ ( A ) - - ~ ( A )  a m~me des d6riv6es d 'ordre n. 
I1 est ais6 de g6n6raliser le th6or~me pr6c6dent en rempla~ant les int~- 

grales doubles par des int6grales de surface; c'est sous cette forme que nous 
aurons s l'appliquer. 

On peut encore gSn6raliser tous les rSsultats de ce chapitre en rempla~ant 
les int6grales doubles par des int6grales multiples d 'ordre p (ou par des int6grales 
simples). La condition h < 2, qui a jou6 un rSle essentiel doit ~tre alors remplac6e 

par la condition h < p (ou h < I dans le cas des int~grales simples). 

w 17. Voici enfin une extension dans un autre  ordre d'id6es. Si ~ (.4) est 
holomorphe et si f(A,B) est une fonction singuli~re d 'ordre (h),(h < 2 ) a u  sens du 

} I3, il r6sulte de ce qui pr6e6do que la fonetion ~ (.4) d~finie par l '6quation (9) 
a toutes ses d6riv6es finies et continues. Mais est-elle holomorphe? 

Pour r6soudre cette question, nous allons montrer  que tous les  r6sultats qui 
pr6c~dent restent  exacts lorsque les eoordonn6es des points A et B peuvent  prendre 
des valeurs imaginaires. I1 en r6sultera bien que ~p (A), fonetion de deux variables 

complexes dent  les d6riv6es sent  finies et continues est holomorphe. 

Nous d6finirons un point imaginaire A par les intersections A1 et A2 des 
droites isotropes passant par ce point avec la partie r~elle du plan. I1 faut  que 

A puisse d6crire l'aire S et une portion voisine du plan imaginaire. Cela revient 
h dire qu'on peut prendre pour A1 et A2 t o u s l e s  syst~mes de deux points int6ri- 

Acta mathematca. 42. lmprim6 le 16 septembre 1919. 30 
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eurs g S, tels du moins que la distance A1A 2 ne soit pas trop grande. Le point 

B sere d6fini de m6me par deux points r6els Bt et B2. M sera bien entendu r6el. 

En appolant toujours r, r QI los distances AB, MA,  MB, on a 

Ir'l = A, B, • A2 B~,lr = M A ,  • MA2, Iq1~l = MBt  • MB2. 

Il faut  d'abord g6n6raliser los lemmes I e t  II. L'int6grale consid6r6e dans 

ces lemmes, 

/ d S ,  

est inf6rieure en module, d'apr6s l'in6galit6 de SeHWARZ, 

Consid6rons par exemple le cas off a < 2, fl < 2, a + fl > 2. Dans ce cas, les lemmes 

I e t  II, tels que nous les avons 6tablis au point de rue  r~el, nous donnent pour 

l'expression pr~e6dente, l 'int~gration ~tant 6tendue ~ toute l'aire S, ]a limite sup6rieure 

K A~B~+~_2•162 =ra+~,~" 

On gtudierait de m6me los autres cas. La seule complication mais qui n ' introduit  

aueune difficult~ r~elle, est que la division de S e n  trois aires, ~ ,  Z~ et 22, ne 

suffit plus, et qu'il faut  divisor S e n  un plus grand nombre d'aires partielles. 

Mais dans chaque cas on aura sans paine la limitation dent  on aura besoin. 

Les raisonnements des w I4 ~ i6, malgr6 cette complication, restent appli- 

cables au oas actuel. Le rgsultat qua nous evens en vue est done ~tabli lorsque 

les dgrivSes d'ordre i du noyau / (A ,B)  admet tent  des ]imites sup~rieures de la 

K 
forme r-Z~, et lorsque ce noyau v~rifie la condition auxiliaire relative h l'intggrale (8). 

Une remarque doit ~tre faite au point de vue do l'application de ca r~sultat. 

Supposons qu'on veuille ]'appliquer au cas off on remplace l'aire S par une aire 

qui ne soit pas piano. Pour transformer les int~grales de surface que l'on aura 

eonsid6rer en int~grales doubles, il faut  repr6senter l'aire S sur une aire plane 

(S). Les points A et B, dont la distance est r, sont ainsi repr~sent~s par des 

points (A) et (B)' dont la distance est (r). Pour les points r~els, r et (r) s'annul- 

lent en m6me tamps et sont du mSme ordre de grandeur. I1 n'en est plus de mSme 

au point de vue imaginaire. I1 no peut m6me en ~tre do m~me pour aucune 
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representation p]ane de S, car il n'existe pas en g6n~ral de courbe trac~e sur S 

telle que la distance de deux points quelconques de cette courbe soit nulle. Donc 

K 
l'existence d 'une limite sup~rieure de la forme ~ n 'entraine pas l 'existence d'une 

K 
limite sup~rieure de la forme ~ .  Nous ne pouvons pas appliquer le r~sultat 

pr~c6dent. 

Mais nous pouvons le g6n~raliser. En effet, comme nous l 'avons fair pour 

le plan, nous pouvons d6finir un point imaginaire A de S par deux points r~els 

A~ et A~ dent  la distance ~ A soit nulle. Nous pouvons de m~me d~finir B par 

deux points r~els B I e t  B 2. La formule 

[ r l [ =  AIBIxA2B2  

relative au plan n'est plus exacte, mais les deux membres resteng du m6me ordre 

de grandeur, ce qui suffit pour que tous nos raisonnements s 'appliquent. 
On peut  de m6me remplacer r ~ par une fonction de A e t  B qui soit le produit  

de deux faeteurs holomorphes imaginaires conjugu6s s 'annulant sans que leurs 

d6riv~es premieres s 'annulent quand A et B song confondus; en d 'autres termes 

on peug remplacer r s par une fonction holomorphe de A et B qui s'annule, ainsi 

que ses d6riv6es premi6res, sans que ses d6riv6es secondes s'annulent, quand A 

et B sent  confondus, et qui soit r6elle et positive quand A e t  B sent  r6els. 

CHAPITRE II. 

Th~orbmes g6n6raux sur les fonctions harmoniques.  

w I8. Le th~or~me de BRUNS demontr~ dans la premiere partie s '6tend 

sans difficult6 au cas de l'espace. Le m~moire de M. E. SCHMIDT (cit~ cn note, 

w 2) est d'ailleurs relatif au cas de l'espace. Au contraire l 'extension des r6sul- 

ta ts  de M. HADAMARD exposes w 5 ne peut  se faire qu'en utilisant les r~sultats 

du w r7, et en observant  que la condition auxiliaire relative ~ l'int6grale (8) se 
t rouve bien v~rifi6e, en ver tu du th~or~me de BRU~S, dans l 'application qu'on a 

faire de ces r~sultats. Gr,~ce ~ ces r~sultats, ceux de M. HADAMARD peuvent  

aussi s '6tendre au cas d'~quations aux d~riv~es partielles du type  elliptique les 
plus g~n~rales. 

J '6tablirai dans ce chapitre des r~sultats d 'une nature un peu diff6rente. II 

s'agira simplement de limiter sup~rieurement les modules des d~riv~es, jusqu'~ 
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un ordre fini, de fonctions harmoniques d~finies par certaines conditions aux 

limites. 

La suite des idles sera la m~me que dans le chapitre I de la premiere partie. 

J e  commencerai par  6tablir des propri~t~s du potentiel. J 'en d~duirai les pro- 

pri6tSs cherch6es par  l 'emploi des ~quations int~grales et  des th~or~mes du 

chapitre pr~c6dent. 

Consid6rons une surface ferm6e S ayant  en chaque point  un plan tangent  

d~termin~, et telle que les coordonn~es d 'un point  M de cette surface soient des 

fonctions de deux param~tres u et v, ayan t  routes leurs d~riv~es finics et con- 

tinues jusqu'~ l 'ordre p + x, p ~tant > o. Appelons tt (M) ou simplement tt une 

fonction de u et v finie et  continue ainsi que ses d~riv~es jusqu'~ l 'ordre P. 

Appelons r la distance A M .  1 Nous allons ~tablir le th~or~me suivant:  

Le potentiel 

(dS d6slgnant l'gl~ment d'aire dgcrit par M sur la surface S) et 8e8 d~riv~e8 ]usqu'h 

l'ordre p, ont en valeur absolue de8 limite8 supdrieures /inies. 

I1 suffit 6videmment de dgmontrer ce th~orgme pour les points voisins de 

S, car il est gvident pour les autres. 

Considgrons done un point  A voisin de S sur une normale P A  ~, cette sur- 

face en un point P.  Considgrons un cylindre de rgvolution d 'axe P A e t  de rayon 

R assez peti t  pour que route parallgle h P A  int~rieur ~ ce cylindre coupe S e n  

un point  voisin de P et un seul; ce rayon R, pourvu qu'il soit assez petit,  peut  

~tre suppos6 ind6pendant du point P de la surface. 

Appelons-~ la partie de S voisine de P e t  int6rieure ~ ce cylindre. Posons 

II est ~vident que U - - V  et routes ses d~riv~es admet tent  des limites sup~rieures 
ind~pendantes des points P e t  A. I1 suffit donc de limiter sup~rieurement g e t  

ses d~riv~es. 

Prenons le point P comme origine d 'un syst~me de coordonn~es rectangulaires, 

l 'axe des z ~tant P A .  Appelons g,~,~ les coordonn~es de M, z l'ordonn~e de A. 

D'apr~s les hypotheses faites sur S, ~ admet  des d~riv~es par rapport  ~ ~ et ~7, 

i Les notations ne sent pas identiques h celles du chapitre precedent. I1 n'~tait pas facile 
d'employer dans tout ce travail un syst~me unique do notations. 
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finies et continues, jusqu'~ l 'ordre p + z. On peut donc d~terminer un polyn6me 
~1 en ~ et 7, de degr~ p, tel que l'on air 

I ; ' - ; , I  < Ke,,+,, 

en posant Q = V ~  + ~ ,  et K ~tant un nombre convenablement d~termin~, qu'on 
pout supposer ind6pendant de P, pourvu qu'il soit assez grand. De m6me on 
pout d~terminer un polyn6me ~1 en ~ et 7, de degr6 p - - i ,  et tel que 

]u--t~, ] < Kep. 

Appelons ~ l'aire d~erite par le point M~ de coordonn~es ~, ~/, ;1, quand M 
d~crit l'aire 2 ,  dS~ l'~I~ment de cette aire, et r~ la distance AM~. Posons 

v,-- Jzq rl d81. 

D'apr~s lo th~or~me de BRU~S, V~ est hoIomorphe, dans le voisinage de AP, de 
ehaque cSt~ de P, et par  suite routes ses d~riv~es par rapport  aux coordonn~es 

de A sont finies. On pout donc leur assigner des limites sup~rieures, qui sont 
des fonctions continues des coefficients des polyn6mes ~z et ?h, tant  que ces 
coefficients sont finis. Or ils ont des limites sup~rieures ind6pendantes du point 
P.  On peut  donc limiter sup~rieurement routes los d~riv~es de V~, et nous 

n'avons plus qu'~ ~tudier la diffSrence V ~  V~. 
Or eette difference pout s'~crire 

et los int6grales doubles 6rant 6tendues dans le champ 

~l + 72 < R t. 

Nous voulons limiter sup6rieurement los d6riv6es d'ordre < p de l'expression 
(zz). On n'a pas ~videmment, en caleulant une telle dSriv6e, ~ tenir compte de 

c e q u e  le point P d6pend de A. Donc on pout l'6crire, D d~signant une op6ra- 
tion de d6rivation, 
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(12)  D ( V -  VI)~- ~Ydd ('--1,)D I d~d~+r dd f~(Y --Y1)/~ D I d ~  d)l+ 

I1 est facile d 'obtenir  des limitations de toutes les quantit6s qui interviennent 

dans cette formule. On a d 'abord ais6ment, en vertu des hypoth6ses faites, et 

pourvu que R soit assez peti t  et K assez grand 

I~I<K, I~,I<K, I~--~I<KeP, 
nil<K, I/II<K, II--I,I<Kr 

_ K < K  
I. I < Qp+l" 

I1 reste ~ limiter D-I  _ D ~ .  Posons 

0 D X  = r 9 (A,  M); 

on a, par le th6or~me de la moyenne, 

D I~--D I=(~--~,)~f(A,M') ,  
r r 1 

M r 6rant compris entre M et Mr. r r d6signant la distance A M', ~f (A, M t) est une 

d6riv6e do-I, d 'ordre p + i, do sorte que 
r '  

et par suite 

__K_K < g ,  
Icp (A, M') I < r,p+2 -- ep+2 

- - .  

r 

Nous avons done ainsi une limitation pour ehacune des quantit6s qui inter- 
viennent dans la formule (i2). De ees limitati ns rdsulte que 

ID(V-- V,)I<K f f  d~d~ 2nKR. JJ  e = 

Cette formule achbve do d6montrer le th6orbme 6none6. 

w 19. On p e l t  g6n6raliser de diverses mani~res le r6sultat pr6c6dent. 
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On peut d'abord restreindre les hypotheses faites. On peut remplacer l 'hypo- 

th~se de l'existenee des d~riv~es d'ordre p + ~ de ~ et des d~riv~es d'ordre p de 

de ~ par l 'hypoth~se moins restrictive que les d~riv~es d'ordre p de ~ et les 

d~riv~es d'ordre p--~ de ~u sent uniform~ment continues ~ la L~PsCmTZ, (au sens 

indiqu4 w x5), avec un exposant quelconque positif et <_i. 

w 20. On peut aussi remplacer le potentiel de simple couche par un potentiel 

de double couche. Mais lea d~rivSes de ce potentiel ne seront certainement finies 

d _  I 
T 

que jusqu's l 'ordre p ~ i. Cela t ient  ~ ee que ~ est une fonetion singuli~re 

d'ordre (2), au sens du w I3, tandis que -~ ~tait une fonetion singuli~re d'ordre (x); 
r 

en d'autres termes, au lieu de 

on a seulement 

D < rp+l, 

?.p+2" 

Si le point attir6 A est en un point a de la surface S, le potentiel de double 

couche W a une valeur W~, tandis que les limites de W quand A tend v e r s a  

d 'un  c8t6 ou de l 'autre do S sent des quantit6s We et Wi diff6rentes do W,, les 

diff6rences 6tant  -f-2 z # (a). W, est une int6grale oh la fonction int6gr6e est 

singulihre d'ordre (I) seulement. II on r6sulte que, les hypotheses du w i8 6tant 

v~rifi6es, W~ admet des d~riv6es finies jusqu's l 'ordre p. C'est aussi une con- 

s~quenco ~ des th6or~mes des w167 ~4 et I5. I1 en r~sulte qu'il en est de m6me de 

We et W~, puisque ~e (a) a des d6riv6es d'ordre n finies et que We et Wi ont les 

valeurs W, ~= 2 ~c ~t (a). 

Si on remplaco les hypotheses du w I8 par les hypotheses moins restrictives 

du w 19, Ws a bien encore des d6riv6es d'ordre n finies et continues, tandis que 

W~ et W~ n'en ont 6videmment plus. 

Des remarques analogues s'appliquent aux d6riv6es normales du potontiel 

de simple couche. 

I1 est 6vident que les r6sultats pr~c6dents peuvent s'~tendre au cas oh on 

remplace x par la solution fondamentale d'une 6quation aux d6riv6es partielles 
r 

quelconque du type elliptique. En effet, le th~or~me de BRV~S reste applicable, 

et la solution fondamentale considdr6e est bien encore singuli~re d'ordre (i). 
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Ces r~sultats sent 6galement vrais dans le cas du plan, les solutions fonda- 

mentales eonsid~r~es ~tant alors des fonctions singuli~res d 'ordre (o). 

Ils se g~n~ralisent ais~ment dans le cas off les hypotheses  des w167 ~8 et x0 

sent  v~rifiSes sur une partie seulement de la surface S. 

Enfin, on peut  supposer que te d~pende d'un parambtre ~. Les d~riv~es 

consid~r~es peuvent  alors ~tre prises par rapport  ~ X, et les ordres qui figurent 

dans les diff~rents ~nonc~s indiquent dans ee cas le hombre total des d~rivations 

effectu~es par rapport  ~ ~ et les autres variables. 

w 2I. Consid~rons maintenant  une fonction harmonique ] (A), d~finie par 

les valeurs ] (M) qu'elle prend sur ]a surface S. Nous allons ~tablir le th~or~me 

suivant:  

Si  on conna~t une limile supdrieure des valeurs absolues de ] (M) et de ses 

ddrivdes ]usqu'~ l'ordre p, on peut en ddduire ~ l'intJrieur de S une limite supdrieure 

des modules de ] (A) et de ses dJrivdes jusqu'5 l'ordre p - - ~ .  

Si nous formons ] (A)  par  la m6thode de M. FanDHOLM, il suffit d 'aprbs le 

th~or~me du w xS, d'~tablir que la densit6 t~ (M) du potentiel de double eonche 

qui repr~sente / (A)  a des d~riv6es finies jusqu'k l 'ordre p. 

Or, eette densit6 est d~finie par  l '6quation 

d I_ 

2z tt(a) +//t~(M)~ndS=] 
S 

(~), 

d 
r d4signant la distance a M, et la d~riv6e d n  4rant relative au point  M. 

Le r~sultat cherch~ nous sera alors donn6 par le th~or~me du w i6, pourvu 

d _I 
r 

que nous d~montrions que la fonction d n  v~rifie bien les conditions impos4es 

/ ( A , B )  dans l'~nonc6 de ce th6or~me. 

Ces conditions sent  de deux sortes. I1 y a d 'abord les conditions relatives 

l 'ordre de grandeur de ] ( A , B )  et de ses d6riv~es par rapport  aux coordonn~es 

d _I 
P 

est analytique, les d6riv4es de tous l e s  ordres de r + de A. Si la surface S 

P ~tant la distance de a au plan tangent en M, v~rifient ces conditions. Si les 

coordonn4es de a o n t  seulement des d~riv~es finies jusqu'h l 'ordre p, les d~riv~es 
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d~_~ 
r . 

de ~ lusqu's l 'ordre p v6rifient bien encore ees conditions. Les bypoth6ses du 

w 19 sent  donc suffisantes pour qu'il en soit ainsi. 

d _z 
I1 faut  enfin v6rifier que la fonction ~-~ v6rifie l 'hypoth~se auxiliaire relative 

h l'int6grale (8) e'est-h-dire que l'intdgrale 

d _I //r 
S 

a des d6riv6es finies et continues jusqu's l 'ordre p, le point attir6 6tant sur S;  il 

en est bien ainsi, cette int6grale n'6tant autre  que le potentiel W, consid6r6 w zo. 

Le th~or6me 6none6 es~ done d6montr6. 

w 2z. Terminons co chapitre par la g6n6ralisation du r6sultat pr6c6dent. 
On pout remplaeer l 'hypoth6se faite sur / (M)  par l 'hypothgse moins restric- 

tive que cette fonction admet.te des d6riv6es d 'ordre p - - x ,  uniform6ment conti- 
nues h la LIPSCHtTZ avec un exposant < x. 

On pout remplacer l 'hypoth6se relative h [(M)par l 'hypothbse analogue 

dl(M) relative ~ - ~ - -  (e'est-~-dire remplacer le probl~me de DmmHLET par eelui de 

N~MAN~). La m6thode s'applique. Au lieu du potentiel de double eouche, nous 

devons introduire un potentiel de simple touche. D o n e / ( A )  a sos d6riv~es finies 
jusqu'~ l 'ordre p. 

Nos r6sultats s '6tendent au eas d 'une 6quation aux ddriv~es partielles quel- 

conque du type elliptique, car le principe de la m6thode de M. FREDHOL~ reste 
le retiree, le caract~re analytique du noyau reste le m~me 6galement, enfin tea 
r6sultats du w 2o subsistent. 

Nos r~sultats s '6tendent aussi au cas du plan. 
Enfin on pout supposer que / (A)  d6pend d 'un param6tre ;t. Si on connal t  

une limite sup6rieure des d6riv6es de f (M) jusqu'~ l 'ordre total p par rapport  
et aux variables dent  d6pend M, on pout en d6duire une limite sup6rieure des 

d~riv6es de ](A) jusqu'~ l 'ordre total p - - I  par rapport  ~. ~t et aux eoordon- 

n6es de A. 

Aeta mathematica. 42. Imprim6 le 18 septembre 1919. 31 
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CI-IAPITRE III .  

S u r  u n e  f a m i l l e  de  f o n c t i o n s  h a r m o n i q u e s .  

w 22. Nous allons 6tudier dans ce chapitre une famille de fonctions harmoni- 

ques, k l'aide desquelles nous obtiendrons ensuite ais6ment la solution du pro- 

blame B de Hntroduction.  

La fonction z -, r d6signant la distance du point  x, y,  z ~ l'origine, est har- 
t 

monique. En l ' int6grant par rapport  s z, on obtient  successivement les fonctions 

6galement harmoniques 

r + z  
Uo = log a 

log r + z 
a 

z.+4r u 2 ~  ~2 4 /  a 4 

u3 = log z ~ - -  + ~ r z ,  ~6 4 /  a ~ r 

en posant  

Q~=x~+y2=r~- - z2 ,  

et a 6rant une eonstante arbitraire introduite pour rendre les formules homogbnes, 

mais qu'on peut  supposer 6gale k z. 

Nous allons montrer  qu'en continuant ainsi, on obtient une infinit6 de fonc- 

tions harmoniques, dont  la forme g6n6rale est 

uv=]p  (q,z) log r + Z  + r g v _ l  (q,z)+h~, (q,z), a 

en d6signant par  /~,gp-1, h~ des polyn6mes homog~nes en r et z de degr6s 4gaux 

~. leurs indices respectifs, et oh ne figurent que des puissances paires de Q.1 

On peu t  obse rve r  que la pa r t i e  a lg6br ique de  up est  un  po lynSme homog~ne  en  z e t r .  

C 'es t  sous ce t te  fo rme  que j ' avais  d6fini up dans  ma note  cit6e des Comptes  Rendus.  I1 es t  

pr6f6rable ,  pour  une  6tude plus  d6taill6e, de s6parer  les t e r m e s  r a t ionne l s  et  les autres ,  e t  de 
m e t t r e  en  6v idence  p~ au l ieu de r ~. I1 nous  a r r ivera ,  pour  s impl i f ie r  l '6cr i ture,  de ne  pas  6crire 
les a r g u m e n t s  des  2onct ions fp, g~, hp, lorsque ces a r g u m e n t s  se ron t  p e t  z. 
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Supposons obtenue la fonction up-l; nous allons former up. Deux cas sont 
distinguer suivant la parit6 de p. 

Premier cas: Io 1oair. Posons 

/p (Q, z) = Ao zP + A~. r zp-2 + . . .  + Ap CP, 

gp-1 (r z) = Bo z~ -1 + B2 r p-3 + "'" + Bp-2QP-2z, 

hp(r + C~r + ... + CpeP. 

O~tp 
En identifiant ~ et 

(I4) up-1  = / p - 1  (r z) log r + z 
a 

- -+rgp-2( (J , z )  + hp_i (r z), 

on voit d'abord, on dgalant les termes non algdbriques, que 

0/~(r (~5) /p-l(q,z)= Oz 

ce qui d6termine Ao, A2 . . . . .  Ap-2 mais pas Ap. I1 vient alors 

Oup . r +  [ ~gp_j] Ohp Z ]I 

~ - - - - - [ p - l l o g  a +r [~+zgP-l+(O~+z2) Oz J +  Oz 

I1 reste ~ identifier les termes alg6briques de cette expression et ceux de 
l'expression (I4). Identifions d 'abord les termes qui ne sont pas rationnels en z, 

qui sont le produit  de x par  un polynSme, il vient 
r 

(I6) ({f + z ~) gp-,_ = / p  + zgp_~ + (e 2 + z ' )  ~ ,  

et en ~galant les coefficients des termes correspondants des deux membres, on 
commengant par ceux du plus haut  degr6 en z, on obtient successivement E0, 
B~ . . . . .  Bp_~ et Ap. Pour achcver l'identification, il reste ~ 6crire quo 

ce qui d~termine Co, C2 . . . . .  Cp-2. Le coefficient Cp reste ind~termin6. 
II reste ~ ~crire que up est une fonction harmonique. Or nous pouvons 

d6j~ affirmer que 
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#z~Up = , J  Up--1 = O, 
8z 

c'est-h-dire que , t u  v e s t  ind6pendant de z. Or on a 

r + z  
(I8) J u p  ---- log- -  a -  J / p  + ~p-2, 

J / p  et ~0,-2 &ant  alg6briques, homog~nes, de degr6 p - - 2 .  I1 en r6sulte que 

A/p=o 

et que cfv_2 ne d6pend pas de z. Pour ]e ealeuler nous pouvons faire z ---- o, done 

r = r et ~p-2 &ant  homogbne et ne eontenant pas a est de la forme 

J up--=cfp_2= K ev -~, 

K &ant  une constante. 

Or K contient le coefficient ind&ermin6 Cp. I1 en r6sulte que la formule 

pr6c6dente est de la forme 

K' &ant  bien d&ermin& 

mani~re h annuler z /%.  

J up = (K' + p~ Cp) r 2, 

Nous pouvons done, p &ant  > o, d&erminer C v de 

Deuxi~me cas: p impair. Posona 

/p(Q,z)= AozP + A~Q~zV-2 + ... + A v _ I Q p - l z ,  

gp-1 (Q, z) = Bo z p-1 "4- B2 r + "'" + Bp-1  r  

hz, (e, z) = Co z~ + C~ e~zV - 2  + . . .  + C p - 1  e P - I  z.  

Le ealcul est analogue au pr6e6dent. Toutes les formules oh les coefficients 

A, B, G n'interviennent pas explicitement restent exaetes. La formule (x5)d6ter- 

mine cette lois tous lea coefficients A. La formule (x6) d6termine tousles  coeffi- 

cients B. La formule (x7) d6termine tous le s  coefficients C. I1 n 'y  a done cette 

fois aucun coefficient ind6termin6 lorsqu'on a 6erit que up a pour d6riv6e up-1. 

I1 faut &ablir que up est harmonique. Comme dans le cas pr6e6dent, J up 

ne dfpend pas de z. La formu]e (xS) montre alora que /p eat harmonique, et 

que ~0p_~ eat de la forme K e y - 2 ;  eette fois K est bien d6termin6. Nous avons 

done, quel qui soit z, 

Jl tp  = KQP -2.  
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Mais up ne contenant  pas d 'autre radical que r, il est impossible que J up con- 

tienne le radical r ~ une puissance impaire. (Pour pr4ciser ce raisonnement, nous 

n'avons qu'~ remarquer que up est holomorphe pour r----o, z > o ,  et  que ~ ' -~  

n'est  pas holomorphe dans ces conditions.) La formule pr~c6dente montre done 

que K----o, et par  suite up est harmonique. 

Nous avons dono ~tabli pour routes les valeurs enti~res > o de p l'existence de 
/(motions harmoniques de la [orme (13). Ces /onetions sont telles que 

O% 

Les polyn6mes lp 8ont aussi des/onctions harmoniques. 
I1 faut observer que u~ n'est  bien d6termin6 que si l 'on tient compte do la 

formule (19). La condition J u p =  o n e  d~termino en effet une fonotion hormoni- 

que de la forme (I3) qu'~ un facteur constant  pros et k un multiple pros do /p. 

w 24. I1 est n~cessaire pour la suite d'~tudier particuli~rement l 'allure de 

ces fonctions pour z ~ o. Elles se r~duisent, s i p  est pair, 

(2o) 

et  si p est impair, h 

up (x, y,  o) ----- A r log ~ + C qv, 

up (z,  y,  o) = B ep 

(en supprimant  les indices des symboles Ap, Bp_l et Cp). 

Je  dis que si pes t  pair, A n' est pa8 nul, et s i p  est impair, B n' est pas nul. 
Cette propridt6 dtant vdrifide pour u0 et u~ dent  les valeurs ont dtd dcrites 

plus haut,  nous pouvons la supposer vraie pour ua,_s, de sorte que, s i p  est pair, 

u l , _ 2 ( x , y , o ) = a C P - 2 1 o g ~ + 7 ~ - ~ ,  (a~o), 

et s i p  est impair, 

Up--2(x,y,o) =fl(~p--2, (fl~o). 

La formule 

donne, quand on annule z, 
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si 1o est pair et 

si Io est impair. 

Paul L~vy. 

10~ A -------a, 

10ZB= - - f l  

Ces formuIes 6tablissent le r6sultat 6none6. 

w 25. Pour  les fonctions up, l'origine n 'est  pas un point  singulier isol6, 

puisque, pour r + z = o ,  o'est 's pour la partie n6gative de l 'axe des z, ces 

fonetions sent  singuli~res. Mais si nous consid6rons une surface ferm6e 2 ,  

passant s l'origine et n 'ayant  aucun point commun a v e o l a  partie n6gative de 

l 'axe des z, l'origine est le seul point singulier s l 'int6rieur de 2 ou sur cette 

surface. 

De plus, si l 'axe des z n 'est  pas tangent ~ l'origine ~ la surface 2, ce que 

nous supposerons, on a, s l 'int6rieur de 2, 

(22) r + z > kr ,  

k 6taut  un hombre positif suffisamment petit, mais bien d6termin6. II en r6sulte 

qu'~ l'int6rieur de 2, la fonction u~ et ses d6riv6es admet ten t  en valeur absolue 

les limitations suivantes, analogues g celles des fonetions r6guli/~res d 'ordre (p) 

au sens strict oonsid6r6es w 13: 

i ~ La fonotion up admet en valeur absolue une limito sup6riouro do la formo 

KrP log -1, K 6taut  un nombro eonvenablement d6termin6. 
r 

2 ~ Quel que soit l 'entier positif i, les d6riv6es d 'ordre i de u~ admet tent  en 

valeur absolue une limite sup6rieuro de la formo Kr~ -~ log I ,  si i < p, et  de la 
r 

K 
forme r-~-~ si i > 10. 

On den assure en observant  que le coefficient de log r + z dans up 6taut un 
a 

polyn6me d'ordre p, la partie non alg6brique ne subsiste que dans les d6riv6es 

r + g  
d'ordre < p .  Cette partie non alg6brique 6taut le produit  de log a par  un 

polyn6me homog~ne do degr6 to-- i en x, y et z, admet,  g cause do l'iu6galit6 (22), 

la limitation indiqu6e. La pat t ie  alg6brique qui est rationnelle et homog~ne de 

degr6 10--i  en x, y et r et qui n 'admet au d6nominateur que les facteurs r et 

r + z admet  aussi, quel que soit i, la limitation indiqu6e. 

Modifiant un peu les d6finitions du w 13 nous dirons qu'une fonction qui 
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admet ~ l'int~rieur de ~, ainsi que sea d~riv6ea, les limites sup6rieures indiqu6es 

pour up, est r6guli~re d'ordre p, au sens strict (ou singuli6re d'ordre - -p) . t  

S i c e s  limitations sont valables, dana le caa o6 les limiges sup~rieures indi- 

qu6es song infinies, et si celles des limites sup~rieures indiqu~es qui sont infini- 

ment  petites peuvent ~tre remplac~es par des quantit6s finies, la foncti6h consi- 

d6r6e sera dire r6guli~re d'ordre p, au sens large. 

Nous appliquerons aussi ces d~finitions ~ des fonctions d 'un point de la 

surface ~, c'est-~-dire de deux variables seulement. 

Une d~riv6e d'ordre i d 'une fonction r6guli~re d'ordre p e s t  une fonction 

r6guli6re d'ordro p - - i .  

Toutes les d6riv6es des fonctions Up song des fonctiona r6guli6res, au aens 

strict, d 'un ordre (positif, nu] ou n6gatif) 6gal h leur degr6 d'homog~n6it6. 

w 26. Th~or$me. Etant donn~s deux entiers ~ositi[s ou nuls a et a' et un en- 

tier fl positi[, nul ou nggati[, et tel que le hombre n ~ a + a' + fl soit > - -  x, on pe~t, 

par une combinaison de [onctions u~, en no~nbre ] i n i e t  de leurs dgrivges, ]o~rner une 

[onction harmonique, rgguli~re d'ordre n au sens ~triet, et se r~dui~ant ~ z ~ y a ,~  

~3our  Z ~ O. 

En posant x , + i y f f i ~ ,  z - - i y ~ ,  on est ramen6 ~ d~montrer le meme 

th6or6me pour ~ ' ~ ,  les conditions impos6es aux exposants a,a '  et ~ reatant 

]es memes. En rempla~ant ~ par ~ un nombre suffiaant de fois, on peut 

annuler un des coefficients a ou a I. 

ramcn6 s ~aQ~ avec a > o, a + ~  I 

Distinguons maintenant  plusieurs 

Premier cas. fl impair. Alors le 

- -  I que pour a ~ o, {~ ~ - -  I ,  et dans 

Supposona que ee soit a'. On eat donc 

c a s .  

hombre p ~ fl + 2 a ne peut  avoir la valeur 

ce cas la solution est donn~e par la fonc- 

tion x. En dehors de co cas p e s t  un nombre positif impair, et il r6sulte de la 
r 

formule (2i) que la solution est donn~e, h. un facteur constant  pros, par la 

0 a Up. 
fonction 

Deuxi~me cas. p pair > o .  Alors p - ~ f l + 2 a  est un hombre pair > o .  La 

fonction /p se r6duisant dans ee cas pour z = o ~ A ~', la solution est donn6e, 

un facteur constant pros, par la fonction ~ fP. 

i Ces d~finitions different  de celles du chapi t re  I,  d 'une part  parce que nous avons rem- 
plac6 la notion de fonction singuli~re d'ordre (h) par la not ion plus pr6cise de fonction singuli~re 
d 'ordre  h, d 'autre  part  parce que la condit ion auxi l ia i re  re la t ive  aux int~grales (1) ne  joue plus 
ancun r01e, enfin parce que le point  s ingulier  est sur la fronti~re de la r~gion dans laquelle les 
fonctions sont r~guli~res, saul en ce point. 
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T r o i d ~ m e  cas. fl pa i r  < o. Alors p = fl + 2 a est un nombre pair positif. E n  

posant p----2 ff la formule (2o) donne 

u p ( x , y , o ) =  ~p'~' loga  + l e g  + C ~ p ' ,  . 

Observant  que a > i f ,  on volt que la solution est donn6e, g u n  facteur constant  

pr6s, par  OauP. 

Le th6or6me 6nonc6 est donc 6tabli dans tous les cas. 

Thdor~me. E t a n t  d e n n i s  trois entiers positi]8 ou n~ l s  a, d et fl den t  le dernier  

est pair ,  on peut ,  Tar une  combinaiaon de /onc t iona  u~ en nombre ] i n i e t  de leurs  ddri- 

vges, /ormer  une  /onct ion qu i  aoit harmonique ,  rdguli~re d'ordre n ~- a + d + fl au  sens  

strict, et se rdduise ~ x ~ ya, Qp log Q pour z = o. 

Par  le mSme changement de variables que pr6c6demment, on est ramen6 

d6montrer le m~me th6orSme pour ~"r logr En posant toujours p-----fl+ 2 a, la 
0~up 

solution est donn6e par une combinaison lin6aire convenable des fonctions 

e t  - �9 

w 27. Nous allons appliquer les r6sultats pr6e6dents g u n  probl~me de d6ve- 

loppement en s6rie. 
Consid6rons une surface S, passant  g l'origino des coordonn6es et qui soit 

tangente au plan z = o. Nous la supposerons d 'abord pour simplifier analyt ique 
au voisinage de l'origine, et ne coupant  pas ]a partie n6gative de l'axe des z, eL 

nous prendrons comme axes des x et des y les directions principales de eette 

surface. On a alors sur S an voisinage de l'origine 

(23) I i (box 3 + 3 b l x 2 y + 3 b 2  x Y  2 +b~yS)  + . . . .  z ~ 2 (al x 2 + a~ ye) + 

On salt le rSle que joue dans la th6orie des fonctions harmoniques la fone- 

tion, d6jk consid6r6e dans le ehapitre pr6e6dent, 

d _I 
r z 

d 
la d6riv6o ~-~ 6rant relative ~ l'origine et compt6e positivement vers l 'int6rieur 

de S. Quand le point A ,  de eoordonn6es x, y, z vient sur S, cette fonction se 
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r6duit ~ une fonction de x et y singuli~re d'ordre x seulement. On peut donc penaer 

qu'il existe une ]onction singuli~re d'ordre I seulement, harmonique, et ~gale cur 
z 

c~ -~. Nous all(ms montrer qu'eUe exists en e]]et, et la reprgsenter par un ddveloppe- 

ment en ,drie de [onctions rdgulikres d'ordres croissants. 
z 

La fonotion ~ a pour valour principals sur 8 au voisinago de rorigine 

�9 r a t  x t + a~ y t  

2 Qs 

D'apr~s le w 26, on peut former une fonetion harmonique, r6guli~re d'ordre - - I  

l'int~rieur de 8, 6gale ~ la pr~c6dente pour z-----o. Cette fonction est 

Posons 

U - 1  = ax + a____j I + a t  - -  a~ x t ~ yS 

4 r 4 r ( r + z )  ~ 

Z 
R-1 == ~ - -  U-l -  

Cetta fonction so r6duit sur 8 ~ une fonction de x e t y  r6guli~re d'ordre o. Ells 

cliff/ire infiniment peu sur 8 et k rorigine, de la fonetion 

a~--a]. =S--y t t (al--a2)S ( x l - - y l )  t I- z b o z S + 3 b ~ x S y + 3 b ~ x y S + b a  
8 Ql 8 r 6 ~s 

D'apr~s le w 26, on  peut former une fonetion harmonique, 616mentaire, r6guli~re 

d'ordre o h l'int6rieur de S, 6gale h la pr6e6dente pour z =- o. Soit U0 eette fonction, x 

Posons 

Z 
Re == R-1 - -  U, ---- ~ U-1 - -  Uo. 

Cette fois R0 sera infiniment petit sur 8 au voisinage de l'origine. On formera 

sa valour principals, s e t  on cherchera ~t former une fonction UI qui n'en diff~re 

que par des infiniment petits d'ordre sup6rieur au premier. On continuera de 

m~me ind6finiment. 

t Cette fonc t ion  es t  alg~brique,  car la pa r t i e  non  alg~brique,  si elle exis ta i t ,  se ra i t  n~ces- 
sa i rement ,  ~ tan t  donn4e  la fo rme  des  fonc t ions  up, de la fo rme a l o g  ( r W ~ ) ,  a ~tan t  une  con- 
s tante ,  e t  d e v i e n d r a i t  infinie.  Or e l ls  doi t  p r e n d r e  sur  8 de r  va leurs  f inies.  

s Nous devons  e n t e n d r e  ici pa r  va lour  p r inc ipa le  d 'une  express ion  i n f i n i m e n t  pe t i t e  une  
express ion  plus  s imple  qui n ' en  differs  que pa r  des  i n f i n i m e n t  pe t i t s  d ' un  ordre  sup~r ieur  au 
moins  d ' une  unit6.  Ainsi  nous  ne  pouvons  pas n$gl iger  x d e v a n t  x l o g p .  

Aeta  m ~ h e m a i i e a .  42. Imprim6 le 18 septembre 1919. 32 
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Je  dis que routes les fonctions Up ainsi definies sent  des fonetions r~guli~res 

d'ordre p, au sens strict, form~es par des combinaisons lin~aires des fonctions up 

6tudiees w 28 et de lcurs deriv~es en nombre fini. Jc  dis de plus que la difference 

R _  z_ - -  r~ - -  (U_I  + U0 + . . .  + Up) 

se r~duit s u r  la surface ~ k une fonction de x et y reguli~re d 'ordrc p + I au 

sens strict. 

Comme il en est bien ainsi pour p = - - i ,  nous pouvons supposcr que ce 

soit vrai pour p - - i .  La fonetion R~_I se reduit donc au voisinage de l'origine 

sur la surface ~q ~ une fonction de x et y tr~s peti te commc rP log I .  De plus 
r 

z 
elle est la somme de ~ et d 'un nombre fini de fonctions up et de leurs derivees. 

Elle est alors de la forme 

P (x, y, z) log r + z + P,  (x, y, z, r) 
a r~ ( r  + z )~  ' 

P e t  PI 6rant des polynSmes, car dans routes les fonctions u~ et dans leurs d4ri- 

vees, le coefficient de log r + z e s t  un polynSme en x, y et z et la patt ie algebrique a 

est rationnelle en x, y e t  r, et ne peut  contenir au denominateur d'autres facteurs 

que r et r + z. Rempla~ons maintenant z par  sa valeur (23). E tan t  donne que 

rexpression precedente est de rordre  de grandeur de r~ log ~, sa valeur princi- 

pale (au sens indiqu6 ci-dessus, en n o t e ) e s t  

P2 (x, y) log r + z + P3 (x, y, r) 
a r ~ (r + z)~' 

P2 et Ps 6rant des polynSmes homogenes de dcgres respectifs p e t  p + a + ft. On 

peut  encore l'$erire, 

(24) P2 (x, y) log ~ + P~ (x, y, Q) ~ +~  ' 

en negligcant des termes de l 'ordre de grandeur de qv+l. 

I1 restc alors, d 'apres le w 26, une fonetion harmonique, reguli~re d 'ordre iv 

au sens strict, 6gale ~ l'expression precedente pour z =  o, formee avee les fono- 

tions u~ et [p et leurs derivees en nombre fini. Soit U I, oette fonction. 
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Consid~rons la diffSrence 

R p  = - -  Vp  = ( U _ ,  + Uo + . . .  + Up), 

et dtudions ses valeurs sur la surface S; elle peut  s'dcrire 

R -I- up(x,y,o)-z  u p ( x ,  y,  

off ~ est compris entre o et z. Or Rp--x - -  Up (x, y, o), par  |a  mani~re m~me dont  

la fonction Up a ~t$ formSe, est au plus de l 'ordre de grandeur de ~+1 log ~. I1 

en est de m~me de l 'autre terme, puisque z e s t  de l 'ordre de Q~ et que-0-z- est 

I de l 'ordre de ~ -1  log~ au plus. Donc Rp est de l 'ordre de grandeur de ~+1 log i_ 
r 

ou tr~s pet i t  par  rapport  h cette expression. 

D 'autre  part,  en rempla~ant z par son d~veloppement (23) dans 

z 
Rp = ~ - -  (U_, -{- Uo + - . .  + Up), 

torte fonction se pr6sente sous la forme d 'une s6rio d'expressions de la forme (24), 

homog~nes et de degr6s croissants. La premiere de ces expressions doit ~tre de 

degr6 p + i ,  d'apr~s ce que nous savons sur l 'ordre de grandeur de Rp. En d6ri- 

vant  Rp sous cette forme, on obtient  ais6ment des limites sup6rieures de ses d6ri- 

v6es, et  on constate que Rp se r6duit sur la surface • g une fonction de x et y 

r6guli~re d'ordre p + I au sens strict. En particulier les d6riv6es de cette fonc- 

tion jusqu'g l 'ordre p sont infiniment peti tes k l'origine. 

Ces valeurs de Rp sur la surface 8 6tant finios, il existe une fonction harmoni- 
que R~ 6gale g R~ sur S. La fonction 

----- U _ , +  V o +  . . .  + 

est, par  la mani~re m~me dont  Rp est ddfini, harmonique, dgale sur E ~ z et 

ind6pendante de p. 

II reste h montrer  qu'elle est bien singuliAre d 'ordre x, c'est-h-dire que ses 

ddriv6es d 'ordre i sont infinies au plus comme ~++~. Cela rdsulte de la formule 

(25) dcrite pour T ~ i + x, oh les fonctions U sont singuliAres d 'ordre <_ x, tandis 

que Rp, fonction harmonique 6gale sur 8 k Rp, c'est-h-dire h une fonction de 
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x et y ayant  ses d6riv6es finies jusqu'h rordre  p, a, d'apr~s le w 2I, des d6ri- 
v~es finies jusqu's l 'ordre p - - I  ~ i. 

Comme Up a aussi ses d~riv6es jusqu's  l 'ordre i finies et continues, on voit  

que, pour avoir une expression asymptot ique de r  telle que rer reur  air ses 

d~riv~es jusqu'h l 'ordre i finies et continues, il suffit de former la somme 

(26) U- t  + Uo + UI + "'" + Us. 

Cette somme, d'apr~s la forme des fonctions u~, comprend une partie non alg$- 

�9 r q - z  
brique qui est le produit  de J o g - -  d -  par un polyn6me en x, y e t  z,  et une partie 

alg6brique, qui se compose uniquement de termes rationnels en x, y, z et r, lea 

d6nominateurs ne pouvant  pas eontenir d 'autres facteurs que r et r-l-z. O n p e u t  
4videmment, en la calculant n~gliger tous les termes holomorphes qui figurent 

dans les fonc~ions U, e t  par suite n~gliger les polyn6mes hp qui figurent dans la 

d~finition des fonctions u~ et n~gliger aussi les polyn6mes ]~ introduits dans In 
d6monstration des th~or~mes du w 26. 

Nous avons jusqu'ici suppos6 la surface ~q analytique au voisinage de l'origine, 

en d 'autres termes que z e s t  une fonction holomorphe de x et y. Mais, pour que 

le r4sultat precedent subsiste, il suffit que z admette  les d~riv6es jusqu'h rordre 

i + 3 finies et continues, et que les d~riv6es d'ordre i + 3 soient continues k la 

LIPSCHITZ ~, l'origine, c'est-h-dire telles que, en d4signant par  D z  une quelconque 
de ces d~riv6es, on air 

[ D z [ < K r  ( o < a < z ) .  

w 28. Nous aliens appliquer les mSmes principes au probl~me suivant:  ]ormcr, 

par  un  d~veloppement  en s~rie analogue ~ eelui  qu i  v ient  d'etre obtenu, une  ]onetion 

tp (A) ,  harmonique,  singulibre d'ordre o, ayan t  sur  la sur/aee ~ la m~me ddrivde normala 

i 
que r '  dt une  eonstante pr~s. 

Si on repr6sente le d6veloppement de z par 

z ----- z2 + z, -t- . . . + zp + . .. 

zp ~tant un polyn6me homog~ne do degr6 p e n  z et y, la fonotion oonsid6r~e 

w 27 ~tait 

d z z = z 2 + z s + . . . + z ~ , + . . .  
d n r r 3 r i 

La d~riv6e normale que nous consid~rons maintenant  est 
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(27) 

z Oz y Oz z 
d I r $ O x + r  s Oy r s 

dna r to.1'+ 1o 1' V z + ~Uxl ~-~! 

= z ~ + 2 z 3 + " ' + ( P - - z ) z P + ' " .  

1 /  / o , l '  Io,  ' 

Lo principe du d6veloppement en s6rie 6rant le memo que celui du w 27, 
nous n'avons qu'k insister sur la diff6rence essentielle qui consiste dans le rein- 
placement du problAme trait6 w 26 par le suivant: 

~tant donn& une /oration w (x, y), somme de termes de la ]orme 

b ~ y~' ## log r + z + c ~ yr' #n, 
a 

o~ a, a', ~,, ~ ,ont des entiera positi/a ou nula, fl un entier pair positi] ou nul, d u n  
entier qude~nque, et o~ 

/ormer une /onaion harmonique, rdguli~re d'ordre n + x, et dont la ddrivde normale 

,ur  8 di//~re de w (x, y) par de~ terme8 qui eont au plus de l'ordre de grandeur 

de #,,+1 log ~. 

Nous savons, par le w q6, t rouver  un fonction harmonique, r6gulibre d 'ordre 
n, 6gale k w (x, y) pour z ~- o. Soit v (x, y, z) eette fonction. Comme eLle est fonc- 
tion lin6aire des fonctions up et I~ et de leurs d6riv~es en hombre fini, nous 
pouvons remplacer dans son expression ehaque fenetion up ou /p par la fonction 

ayan t  un indiee plus 6]ev6 d 'une unit~, et nous obtenons une fenction V (x, y, z) 
harmonique, r6guli~re d'ordre n + z, et t~lle que 

de sor te  que  

0 V(x,y,z) 
Oz 

=v(x,y,z), 

La ddrivde normale de V sur ~ peut alors s'dcrire 

OVOz OV Oz 
d V  OV OV x_ Ox Ox+ Oy Oy 



254 Paul L6vy. 

OV OVetOV -, on volt Comma ~ , - ~  Oz sent au plus de l 'ordre de grandeur de r ~ log I 
r 

OV 
qu'elle diff~re de Tz = v par des termes qui sent  au plus de l 'ordre de grandeur 

de r n+l log _I, c'est-k-dire de Q~+I log i_. D'autre  par t  ]a fonction v(x ,y , z )  diff~re 
r Q 

ella m~me de w ( x , y )  par l 'expression 

ov(x,y, ) 

(~ ~tant compris entre o et z), qui est aussi du m~me ordre de grandeur. Donc 

la fonetion V r6pond s la question. 
Nous pouvons alors former ~0(A) par son d6veloppement en s6rie. La partie 

principale de l 'expression (27) ~tant 

I 61 X 2 -t- a 2 y l  

2 ~.3 

si nous la prenons pour fonction w, nous obtenons, par ]a m6thode qui vient 
d 'e tre  indiqu6e, la fonc~ion 

Vo~a'+a21ogr+Z a~--a2x ~-y* 
4 a 8 (r + z) ~' 

qui est harmonique, singuli~re d'ordro o, et telle que 

so r6duiso sur S ~ une fonction de x et y singuligre d'ordre o. Prenant  la valeur 

principale de carte fonction comma fonction w on formera V1, et ainsi de suite. 
Posons 

dn~  

La fonction Rp, qui est bien d6finie sur la surface S, est, par  la formation m~me 

des fonctions V une fonction de x et y r~guli~re d'ordre p. I1 existe donc une 

fonction R~ harmonique s l 'int6rieur de S e t  telle qua sur la surface on air 

dRp 
= R v + const. 
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Cette fonetion est d~finie ~ une constante pr~s. Rp ayant  ses d~riv~es finies et 

continues jusqu'~ rordre  p ~ x, il en est de m6me de Rp, d'apr~s le w 22. La formule 

Vp+l + Rp+  + conBt. 

montre  alors que Rp a m~me des d~riv~es d 'ordre 10 finies et continues. 

II est alors ~vident que la fonction 

q~(A)~ Vo+ V~+ . . .  + V~+R~ 

v~rifie bien les conditions impos~es ~ ~P(A), et que, pour en avoir une expression 
asymptotique telle que re r reur  reste finie ainsi que ses d~riv~es jusqu'~ ro rdre  p, 
il suffit de former la somme 

Vo + + . . .  + v,,.  

Les remarques faites sur l 'expression (~6) s 'appliquent ~ cette somme. 

CHAPITRE IV. 

La fonction de Green pour l 'espace. 

a 
w 29. La fonetion de GREE~ gB relative/~ une surface fermSe 8 et aux points 

A et B e s t  dSfinie par les conditions qu'elle s'annule quand A est sur S e t  que 

la difference a i g ~ - - ~  (r d~signant la distance des points A et B), soit ~ l'int~rieur 

de S une fonction harmonique de A. On sait que c'est une fonction sym6trique 

des points A et B e t  que son introduction permet de rSsoudre le probl~me de 
DIRICHL2T par la formule 

4 JJ d n  
8 

dS 6rant l'~l~ment de S d6orit par  le point  M e t  la normale 6tant compt~e posi- 
t ivement vers rint6rieur. 

Nous allons exprimer dg~a ~ l'aide de la fonction ~ (A) 6tudi~e dans le cha- 
dn 

pitre pr~c6dent (w 27). Cette fonction d~pendait non seulement de CA), mais du 
point M de la surface pris comme origine de coordonn~es. Nous devons donc 
maintenant  ]a r~presenter par qo(A,M). Elle n'a ~t~ d~finie que si la normale 

ext~rieure ~ S en M peut 6tre prolong~e jusqu'~ l'infini sans rencontrer  ~ nouveau 
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la surface S. Mais ce]a no diminue en rien la g6n6ralit6 des r6sultats que nous 
obtiendrons dans ce chapitre, car on sait, d'apr~s M. I~ADAMARD, que la singu- 

larit6 de gJ  dans le voisinage d 'un point M ne d6pend que de la partie ~q voisino 

de M. I1 suffit done, si la condition indiqu6e n'est pas v6rifi6e, de remplacer 
par  une autre surface, v6rifiant cette condition, et coincidant avee S dans le 
vosinage du point M. 

Consid6rons l'int6grale 

q~(A,M) / (M)dS. 

La fonotion 9 (A,M)  6rant singuli~re d 'ordre I seulement, cette int6grale est 
absolument et uniform6ment convergente, et par suite continue quand A vient 
sur la surface, eomme il arrive pour un potentiel de simple couche. 

II on r6sulte que l'int6grale 

8 

oh Q d6signe la distance A M ,  repr6sente une fonction hormonique de A, 6gale 
quand A vient on un point a de S g 

En comparant  la solution du probl~me de DIRICHLET qui r6sulte de cetto remarque 
k cello qui est donn6e par la formule (28), il vient 

dg~ d~- _ _  Q 
( 2 9 )  d n  = 2 d-n - -  2 9 ( A , M ) .  

Cette formule ram~no l'6tude asymptotique de ~--~ ~ cello de ~0(A,M), qui a fair 
dn 

l 'objet du w 27, Nous voyons en particulier que, avec une erreur finie, pout 
an 

~tre repr6sent6 par 

d~ 
2_~Q 2Z al + a 2 I  a~--a2 x ~ - - y  2 

d n - - Z  U_~ es 2 Q 2 r162 z) s' 
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I'axe des z ~tant normal h S e n  M, Ies axes des x et y ~tant tangents aux lignes 

de courbure, a~ et a2 d~signant les courbures principales de la surface ~ en M. 
(Q remplaee la lettre r des formules du w ~7, car nous appelons maintenant  ~ la 
distance A M.) 

A w 30. La fonction dg~ ~tant connue, ~ est donn~ par la formule 
dn 

!TB r 4 ~Js  J dn ~' ' 

~' ddsignant la distance BM.  Elle s'dcrit d'aprAs (29) 

d~ 
gB 2~./ ] a n r + r z~j j  r 

ou encore 

A I I / /d  I If/~ I - - - ~ d S +  ( A , M )  (30) g~ r 4 ~ dn~e ~ 

puisque, d'apr~s la formule de GREEN, 

dS, 

/ I Id I I 

On est done ramend ~ l 'dtude d 'un potentiel de simple couche de densit6 
~(A,M).  Si on remplace q~(A,M) par sa valeur asymptotique U - l ,  l 'erreur faite 

A sur qp(A, M) est finie, et il e n e s t  de m6me, d'aprds le w i8, de l 'erreur f a r e  sur gB" 

Que pouvons-nous dire maintenant  de l 'erreur faite quand on remplaee ~ (A, M) 
par  la valour asymptotique plus pr~eise 

~ ( . 4 , M ) - -  R. = ~ - 1 +  Uo+ - . - +  rJp, 

obtenue w 27? On volt aisdment que co qui a 6td dit w 27 sur l 'ordre de grandeur 
des ddrivdes des fonetions Up et Rp par rapport  aux coordonndes de .4 s'applique 

aux ddriv6es par rapport  aux param6tres dent  ddpend M sur la surface 8. En 
effet une d6rivation par rapport  ~ cos paramdtres introduit  deux sortes de termes; 
d 'une par t  ceux qui proviennent de c e q u e  los coefficients du ddveloppement (23) 
de z en sdrio do TAYLOR ddpendent du point M; ees termes, moyennant  des hypo- 

thbscs convenables sur la rdgularit6 do la surface S, ne peuvent avoir un ordre de 
A c / a  m ~ h e m a t / r  42. Imprim6 lo 19 $eptembre 1919. 3 3  



258 Paul L~vy. 

singu|arit6 plus ~lev6 que ceux dont ils proviennent. D'autre par t  nous avons 
des termes provenant  de ce que les axes de coordonn~es, et par consequent les 
quantit~s x, y, z et r qui interviennent  dans l'expression des fonctions u~ et par 

suite des fonctions Up, d6pendent du point M e t  du plan tangent  en M; ces 

termes peuvent ~tre d 'un ordre de singularit6 sup6rieur d 'une unit6 ~ l 'ordre des 
termes done i]s proviennent. Donc, chaque d6rivation augmentant  au plus l 'ordre 
de singularit~ d 'une unit6, Up+l et Rp ont leurs d~riv~es d'ordre p finies, et leurs 

d6riv6es d 'ordre p-k i inf6rieures en module s K log i, K ~tant ind6pendant des 
Q 

points A e t  M. 
Consid~rons une d~riv~e d 'ordre p de R~; d~signons la par DR~(A,M).  Du 

fair que ses d~riv~es premieres  soicnt inf~rieures en module ~ log ~- rSsulte 

aisSment que 

]!D R~(A,M) - -  D Rp(A,M~) ] < Kdlog  d < Kd% 

d d6signant la distance MM1, a un exposant arbitraire entre o e t  I, et  K un 
hombre ind6pendant des points A , M  et M1. Les d6riv~es d 'ordre p de R~, rant  
par rapport  aux eoordonn~es de A que par rapport  aux param~tres dont d~pend 

M sont donc uniform~ment continues ~ la LiPsamTz au sens du w 15. 

I1 r~sulte alors des w i8, 19, et de la remarque finale du w 20, que l 'erreur 

I R 

faite sur gB A, a ses d~riv~es d'ordres p § i rant  par rapport  aux coordonn~es de A 

que par rapport ~ eelles de B, finies et continues. 

Nous avons ainsi compl~tement r~solu le probl~me B de l ' introduetion pour 
la fonction de GREEN. 

w 3I. On peut se demander s'il est possible de trouver des expressions 
asymptotiques en termes finis des int6grales qui figurent dans les expressions 
obtenues. 

Cette question peut d'ailleurs ~tre envisag6e de deux mani~res diff6rentes. 

I ~ Nous pouvons consid~rer un point P de S e t  chercher l'expression asymp- 

totique de g~ au voisinage de P.  Une pareille expression ne peut  ~tre obtenue 

e n  iermes ]ini8 que pour des surfaces partieuli~res. En effet une expression en 
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termes finis ne peut  contenir qu 'un nombre tint de param&tres caract6risant la 

forme de la surface S au voisinage de P. I1 y aura donc n6cessairement une 

surface $1 distincte de S pour laquelle elle ait la m6me valeur. Prenons B voisin 

de P,  situ6 sur une des surfaces S et $1 et int6rieure ~ l 'autre, et faisons tcndre 

A v e r s  B. La valeur de ~S relative h une de ces surfaces est nulle tandis que 

la valeur relative h l 'autre surface devient infinie. La m6me expression asymp- 

totique ne peut  donc convenir ~ ces deux fonctions. 

Une expression asymptot ique de la nature indiqu6e peut  seulement 6tre 

obtenue si les distances des points A e t  B entre eux et k la surface S n e  sent 

pas simultan6ment tr~s petites par rapport  h leur distance au point  P. 

2 ~ On peut  supposer que le point P d6pende d 'au moths un des points A 

et B;  l 'expression asymptot ique peut  alors 6tre obtenue en termes finis. Mats 

il faut  observer que le fait que P d6pende d'un des points A et B rend une tclle 

expression tr6s peu apte s 6tre utilis6s dans les calculs, et  que ce ne sera une 

fonction harmonique que d 'un  des points A et B au plus. 

I1 semble donc pr6f6rable de s'en tenir h l 'expression asymptot ique obtenue 

sous forme d'int6grale d6finie, qui est une fonction harmonique des points A e t  

B et semble bien 6tre dans la nature des choses. 

A w 32. A d6faut d 'une expression asymptot ique de gB en termes finis, on 

peut  donner une limite sup6rieure des d~riv6es de cette fonction. I1 est facile 

d 'en obtenir  contenant ~ la f o i s r  et les distances des points A et B s la sur- 

face S. Co qui est sur tout  int6ressant est d'en avoir une qui ne d~pendc que 

de r. Darts le plan, la representation conforme donne ais6ment ce r6sultat. Dans 

l 'espace il faut avoir recours ~ des consid6rations diff6rentes. 

Nous allons d6montrer que, D g~ dtant une ddriv& d'ordre p de la /onction 
de GR~.E~, on a 

K 
(~I)  [DgB~[ (( rp+-~ ~ , 

K ~tant un hombre inddpendant des points A et B. 
Bien entendu, si A et B sent voisins d 'un m6me point  de la surface, il faut 

quo la surface soit su//isamment rdguli~re au voisinage de ce point. I1 suffit cer- 

tainement que l 'une des coordonn~es d 'un point  de la surface ait par rapport  

aux autres des d6riv6es finies et continues jusqu'h l 'ordre p +  2. 

D6montrons d 'abord le r6sultat 6none6 lorsque B e s t  en un point M de la 
surface. ~ 6tant fonetion harmonique de B e t  s 'annulant quand B e s t  sur la 
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surface, la valeur de D g A on M est fonetion lin6aire de - ~ -  et de ses d6riv6es 

jusqu'h l 'ordre p - - r  au plus. D'apr~s la formule (z9) et ce que nous savons sur 

rp (A, M), la limitation indiqu6e est exacte en M, et l 'on a 

ou encore 

(32) 

X 
en posant h E = gB a -  r"  

D . a  K 
[ g~l<e+---i, 

IDh l< ~P+I t 

Consid6rons maintenant  D h A comme une fonction harmonique de B. Son 

module maximum est a t te int  sur la surface, et la formule (32) donne 

alp+l, 

d 6,tant la distance do A ~ la surface. Si alors d n'est pas petit  par rapport 

r, si par exemple r <  xod, on a bien 

Ivg l<lvh l+ v 

La formule (31) s'6tablit de m~me si la distance dl de B ~ la surface 8 n'est pas 

tr~s petite par rapport ~ r. 

Il reste h trai ter  le eas ou d et dl sent tr~s petits par rapport h r. La 

limitation eherch6e 6tant exaete pour les d6riv6es de x il suffit de l'6tablir pour 
r 

les d6riv6es de 

d a 
~-~ j j -d~ ~ �9 

S 

Si A et B 6taient sur la surface cette int6grale serait analogue aux int6grales 

singuli~res 6tudi6es w x 4 et 15. Or dans le eas g6n~ral les m~mes proc~dds s'ap- 

pliquent sans modification essentielle. On se rappelle en effet que ees proc6d~s 

eonsistaient dans une transformation de l'int6grale 6tudi6e en une somme de 

plusieurs termes. Pour les uns, la d~riv6e que l'on voulait former ~tait finie, 

car ces termes ~taient des int6grales du type (1). Pour les autres on pouvait  former 
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la d~riv6e en question par  la r~gle de Lm~Nxz et l'int~grale obtenue ~tant abso- 

lument et  uniform~ment convergente, les lemmes du w r2 fournissaient la limita- 

tion cherch6e. 

Or ici, le m~me proc6d6 de d~composition de l'int~grale en plusieurs termes 

s'applique, les r61cs des points singuliers dans le champ d'int~gration 6rant jou~s 

par  les pieds a e t  b des perpendiculaires abaiss6es de A et B sur S. 

Pour  les termes de la premiere categoric, le m~me proc~d~ s'applique encore. 

En effet l 'hypoth~se relative aux int~grales (~) est bien v~rifi~e. Elle revient 

dire que le potentiel 

& 

et l'int~grale 

4 ~ / / d  a-~l('M}dS 

qui n'est autre que la fonetion harmonique ~gale ~ /(A) sur le contour, ont des 

d~riv~es finies jusqu'~ l 'ordre p ~ l'int~rieur de ~ si ](~/)  a des d~riv~es finies 

jusqu'h l 'ordre p + i. II en est bien ainsi d'apr~s le chapitre II. 
Quant aux d6riv~es calcul6es par la r~gle de LETB~IZ, si elles sent absolu- 

ment eonvergentes quand A et t3 sent  en a e t  b, elles le sent  a ]ortiori dans le 

cas g6n~ral. On no peut en effet que les augmenter en rempla~ant respective- 

ment les quantit~s q et q' qui figurent aux d~nominateurs des fonctions int~gr~es 

par les distances de M aux droites Aa et Bb, on, ee qui revient au m~me au 

point de vue de l 'ordre de grandeur, par les distances de M ~ a et b. La limite 

sup~rieure fournie par les lemmes du w Iz est alors de la forme 

K 
r lp+l ' 

r t  rl d6signant la distance a b. Mais a~ et dl ~tant tr~s petits par  rapport  ~ r, -- 
r 

est tr~s voisin de I, et on obtient  une limite de la forme 

K 
7.p+l" 

La formule (3 I) est done ~tablie dans t o u s l e s  eas. Observons que de eet te  
formule, si on l 'avait  ~tablie par un proc~d6 different de celui employ~ iei, il 
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serait ais6 de d6duire une nouvelle d6monstration trbs simple du th6or~me du 

w 21. Mais ici cela constituerait un cercle vicieux. 

C H A P I T R E  V. 

La fonction de Neumann pour l'espace. 

w 33. La fonction de NEUMA~N Y~ relative ~ la surface S et aux p o i n t s  
A et B e s t  d6finie par les conditions que, si on la consid~re comme fonction de 

i soit harmonique ~ l'int6rieur de S, que sa d6riv6e normale A, la diff6rence YB- -  r 

sur la surface air une valeur constante (n6cessairement 6gale ~ , la quantit6 

d6sign6c par S 6rant l 'aire de S), enfin que sa valeur moyenne sur la surface soit 

nulle. On salt que c'est une fonetion sym6trique des points A et B et que son 
introduction permet  de r6soudre le probl~me de NEumtmq par la formule 

(33) ] (A) I f [ ' yAdt (M)ds  

lorsque les valeurs de d I (M) donn6es d n sur la surface v6rifient la condition n6cessaire 

(3,,) / /  d l ( M ) d ~  = 
o .  

S 

Nous allons exprimer Y~  ~ l'aide de la fonction ~p(A) d6finie et  6tudi6e 

dans le chapitre pr6c~dent (w 28). D'apr~s une remarque d6j~ faite pour la fonc- 

tion do GREE~, cela ne restreint en rien la g6n6ralit6 des r6sultats que nous 

obtiendrons de supposer que la surface S v~rifie les hypotheses faites dans le 

chapitre pr6e~dent pour les d6finitions des fonctions cf (A) et ~ (A). Nous n 'avons 

d6fini ~p (A) qu'~ une constante pros, nous d6finirons eette eonstante par  la con- 

dition que la fonction ~p(A)--~, Q 6tant la distance de A au point M de la sur- 

face pris eomme origine pour la d6finition de ~V(A), air une valeur moyenne nul]e 
quand A d6erit la surface S, M restant  fixe. Enfin comme ~p (A) d6pend du 

choix du point  M, nous repr4senterons oette fonction par ~ ( A , M ) .  
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Consid6rons l'int6grale 

(35) 
//~ . , d l ( M)  ( A , ~ a j ~ - - d S .  

La fonction , ( A , M )  6rant singuli~re d 'ordre o, ses d4riv4es par rapport  aux 

coordonndes de A sent  singuli~res d 'ordre x, et  par  suite infinies au plus comme 
I 
-. Donc la fonction r6present6e par  l'int6grale (35) et ses d6riv6es premieres sent  

continues quand A traverse la surface B, comme il arrive pour un potentiel de 

simple couche (mais non pas pour ses d6riv6es). 

Consid6rons alors l'int~grale 

~ n d / ( M ) d s  

EIIo repr6sente une fonction harmonique du point  A. Sa d6riv4e normale, quand 

A vient sur le contour, prend la valeur d / (M)  Enfin sa valeur moyenne sur la 
dn 

surface 8 est nulle. Cette fonetion est done 6gale ~ /(A).  

En comparant  cette expression g celle de ](A) qui r4sulte de la formule 

(33), il vient:  

A Y ac= 2- - -2  ~V (A, M) + ~P, (A). 
e 

La fonction ~Vt (A) est une fonction harmonique; elle ne peut  devenir infinie qu'en 

M, et comme elle ne d6pend pas de M, elle est finie k l 'int6rieur 8 et sur ~;  il 

en est de m6me de ses d6riv6es premieres. Sa d6riv6e normale sur la surface est 

nulle et enfin sa valeur moyenne sur la surface est 4galement nulle. Elle est donc 
nuUe, et on a 

A 2 (36) I r a =  - - - 2  ~ (A,M). 

Cette formule ram~ne l'6tudo asymptot ique de Yz~ ~ celle de ~(A,M), qui a 

fair l 'objet  du w 28. Mnsi  nous voyons qu 'avec une erreur finie, Y~  peu~ 6tre 

repr4sentd par  
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(37) 2 2 a~+a2 - - - 2 V 0 =  log (e l+z)+ 
e r 2 4 (q + z) 8 

Si on veut obtenir uno expression asymptotique telle que l 'erreur air sos 

d6riv6es du premier ordre finies, il faut  d'apr~s les r4sultats du w 28, former 

2 _  V o -  z V, r 

et par suite calculer %. Mais nous pouvons, dans ce calcul, n6gliger les termes 
alg6briques. En effet la partie alg6brique de V, est une fraction rationnelle 

homog6ne du premier degr6 en x, y, z et q dent  le d6nominateur est de ]a forme 
Qa (r + z)B, a et fl 6rant des exposants eonvenables. Ses d6riv6es sent  alors de la 

m6me forme, mais homog~nes et de degr6 o; elms sent donc finies. Nous n'avons 
done h calculer dans Y~ que le'coefficient de log (q + z), qui est n6cessairement, 

d'apr~s co que nous savons sur les fonctions V, un polyn6me homog~ne du 
premier degr6 en x, y, z. 

D'apr4s le w 28, il faut  donc calculer la valeur principale de 

quand A est voisin de M. 

d I Vo} a<, 
En faisant le calcul, on trouve 

(38) a, a2 t a ~ a 2  (x~- -y~) (%x8+a2y~)  zs 
2 2 q~ + 2 - -  qa' 

zs d6signant l 'ensemble des termes du troisi~me degr6 dans le d6veloppement do 
z en s6rie de TAYLOR. 

I1 faut  maintenant,  h ehaeun des termes de eette expression, faire eorres- 
pondre une fonetion harmoniquo r6guliSre d'ordre x, form6e h l'aide des fonetions 
up e t / p  eL dent  la d6riv6e normale air pour valeur prineipale le terme consid6r6. 

~a 
A x correspond ainsi la fonction harmonique z. A ~ correspond la fonetion 

~4u5 03us 3u 91,, 
- - 4  ~-x~- - -  6 ~-x~ 2 ~+ 

dans laquelle la partie non alg6brique 

~'/~ a ' ls  3 /,) log (q + z) 
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est nulle, eomme on le v6rifie ais6ment, les valeurs de [~, ]3, [a 6tant 

Z$ 

h= 6 

Z 5 /5= 
I20 

2: _ __ _ (x t + yq ,  
4 

+ yt) + ~ (z' + y~)". ~ ( : r '  z 

y4  
De m6me ~. ~ correspond une fonetion harmonique alg6brique, et il est de m6me 

pour - - ~  qui a une m6me valeur principale que ~ I O* �9 Nous pouvons 

done ndgliger tous ees termes, puisque nous ne cherehons que la partie non algd- 
brique de Vt et l 'expression (38) se rdduit b, 

Z I I b0 ~z + 3 b, x 8 y + 3 b2 x y~ + b~ ys 

La fonction harmonique, dont  la d6riv6e normale est 6quivalente ~ cette 
expression est 

0 s U4 0 U 2 0 s U4 0 ~r 
(3 b~- -  b.) ~ + (2162-- b0) ~ + (3 b, - -  b,) ~ + (2 b, - -  b~) ~.  

]1 nous faut former la partie non alg6brique de cette expression, qui est la m6me 
que eelle de Vt. Les valCurs de [2 et 1, 6tant  

2 
z I x i  + y~ 

2 6 4 

[~ z4 z s (x~ + .YS) + (z~ + y~)l 

24 8 64 

on trouve que cette partie non alg6brique est 

(bo + b~) z + (bt + b3)Ylog (r + Z). 
8 

Done finalement, avec une erreur dong les d6riv6es premi6res sont finies, on 

peut  repr6senter Y~ par l'expression 

2 at  + a2 log (Q + z)  + a t  - -  a2 x ~ - -  y~ 
2 4 (r + z)" 

Aaa  math~at iea .  42. Imprtm6 le 8 d6e~ambre 1919. 

(bo + b~ b, + bs I 
�9 4-=-x+ ---4---Ytlog(Q+z). 

34 
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On peut transformer un peu cette expression en observant que, si on appelle 

C la somme des courbures principales de la surface S, on a en M 

ao ao 
C = a l  + a2, Vx =bo+b2, ~yy =bl  + ba. 

En posant aussi a~--a2 ~ E ,  l 'expression asymptotique de Y~ devient ~ 

2 E x ~ - - y  ' i l x ~ C  OC 1 Ol~  + z ) +  ~ g-~x + y  l~ (e + z). 
e 2 4 (e + z) ~ 4 Vyy] 

w 34. h y a n t  &udi6 Y~, on peut d6finir /r par la formule 

d I 

es-  fl=es' Y a  --  r o j j  r 
s 5" 

qui permet d'6tudier la singularit6 de la fonction de NEvM.~r Cette formule 

peut  encore s'6erire, d 'apr& la formule (36) 

,g s .8 

On peut,  pour l '&ude asymptotique de Y~, n4gliger la derni~re int4grale, qui 

est holomorphe. 

Par  des  raisonnements analogues g ceux qui ont  6t6 expos& pour la fonction 
de GR~E~, on verrait  que, si dans la formule (39) on remplace ~ ( A , M )  par  son 
expression asymptotique 

Vo + V~ + "" + V v,  

l 'erreur qui en r&ulte a sos d6riv6es jusqu'g rordre  p finies et eontinues. 
Enfin le pl ,c6d6 par  lequel nous avons limit6 sup6rieurement les d6riv6es 

de la fonction de GR~E~ s'applique au cas actuel, et on trouve que la formule 
(3I) est exaete sans modification pour la fonetion de NguMaN~. 

C'est  cet to fo rmule  qui  doi t  r e m p l a c e r  celle du t ravai l  citd do M. CISOTTI, qui con tena i t ,  
en  outre,  des  t e r m e s  qui, avec nos  no ta t ions ,  s '6c r i ra ien t  

E O x ~ - -  y~ .. ~ E ~ - -  ~ ( 2 , n - z ) l o g r - - ~ z l o g r .  
24 (r + Z) 

D'apr~s ce t te  formule ,  la d6r iv6e  no rma le  de : i ra  n e  res te ra i t  pas  finie. 5Tous savons  d 'a i l leurs  

que, quel  que soit  le n o m b r e  de fonc t ions  V que l 'on  calcule, la pa r t i e  non  a lg6br ique  de l 'ex- 
p ress ion  ob t enue  es t  le p r o d u i t  de  log ( r + z )  pa r  un  polynOme en  x, y, z. L ' express ion  de 
M. CISOTTI n ' e s t  pas  r6duc t ib le  /~ une  pare i l le  forme.  
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